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OZET

TUREVLERI s-KONVEKS OLAN DONUSUMLER iCIN BAZI YENI
HERMITE-HADAMARD TiPLi ESITSIZLIKLER

Hatice OGULMUS
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog¢. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Kasim 2014, 60 sayfa

Konvekslik kavrami ve genellestirilmis konvekslik kavramlari matematiksel
programlamada, miihendislikte, denge problemlerinde, varyasyonel problemlerde ve
Ozellikle optimizasyon teorisinde ¢ok Onemli bir yer tutmaktadir. Genellestirilmis
konvekslik kavramlarindan biri de s -konvekslik kavramidir. Son zamanlarda Hermite-
Hadamard tipli esitsizliklerin sag tarafiyla ilgili baz1 ¢aligmalar yapilmistir. Bu tezde,
tiirevlerinin mutlak degeri S-konveks olan fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli
esitsizliklerin sol tarafiyla ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir.

Anahtar sozciikler: Hermite-Hadamard esitsizligi, S-konvekslik, Holder esitsizligi



ABSTRACT

SOME NEW INEQUALITIES OF HERMITE-HADAMARD TYPE FOR
MAPPINGS WHOSE DERIVATIVES ARE s-CONVEX

Hatice OGULMUS
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Science, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
November 2014, 60 pages

Convexity and the generalization of convexity are one of the most important aspects in
mathematical programming, optimization theory, equilibrum problems and variational
problems. One of generalization convexity is s-convexity. Recently, it has been
establihed some results of the right hand side of a Hermite-Hadamard type inequality. In
this thesis, some results of the left hand side of a Hermite- Hadamard type inequality
were obtained for the class of mappings whose derivatives at certain powers are s-
CONVexX.

Keywords: Hermite-Hadamard type inequality, S-convex function, Holder’s inequality.



EXTENDED ABSTRACT

SOME NEW INEQUALITIES OF HERMITE-HADAMARD TYPE FOR
MAPPINGS WHOSE DERIVATIVES ARE s-CONVEX

Hatice OGULMUS
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Science, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. M.Zeki SARIKAYA
November 2014, 60 pages

1. INTRODUCTION:

Inequalities have proven to be one of the most important and far-reaching tools for the
development of many branches of mathematics. There are many types of inequalities of
importance. Integral and finite difference inequalities with explicit estimates are
powerful mathematical appartus which aid the study of the qualitative behavior of
solutions of various types of differential, integral and finite difference equations.
Because of its usefulness and importance, such inequalities have attracted much
attention and a great number of papers, surveys and monographs have appeared in the

literature.

2. MATERIAL AND METHODS:
s -convex functions have been introduced by Breckner in (Breckner 1978) and they play
an important role in optimization theory and mathematical economics. Various

properties and applicatins of them can be found in (Dragomir and Fitzpatrik 1999).

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

Over the past two decades or so, the field of inequalities has undergone explosive
growth. Concerning numerous analytic inequalities, in particular a great many research
papers have been written related to the inequalities associated to the names of Cebysev,
Griiss, Ostrowski, Hermite-Hadamard and Jensen. A number of surveys and

monographs published during the past few years described much of the progress.



4. CONCLUSION AND OUTLOOK:
In this thesis, using functions whose derivatives absolute values are s-convex
functions, we obtained new inequalities related to the left side of Hermite-Hadamard

inequality by using new integral identities.



1.GIRIS

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in {inlii 7 degerini hesaplamasma kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Konveks fonksiyonlarin sistematik arastirmasina
ilk olarak 19. yilizyilin sonlarinda rastlanmasina ragmen, 20. yiizyilin ortalarinda
matematigin onemli bir alan1 olarak goriilmeye baslanmistir. Konveks kiimeler ve ilgili
geometrik konular matematik¢iler tarafindan kullanilan 95 ana konudan biridir.
Konvekslik, geometri, analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir ve sayi teorisi, klasik
ekstremum problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi (lineer,
klasik ve matris) gibi ¢esitli konularda 6nemli rol oynar. Son yiizyilda gelisen disiplini
ve artan uygulamalariyla matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak yerini

almistir.

Konveks terimine ilk olarak, 1881 de Ch. Hermite’in (1822-1901) Mathesis 3 (1883,
s.82) dergisine gonderdigi mektupta rastlanmistir. Mektupta,

“Sur deux limites d'une intégrale définie. Soit T (X) une fonction qui varie toujours dans le
méme sens de X=a ,d X=Db .Onaura les relations

(b—a)f(aT_'_bj<I: f(X)dX<(b—a) f(a)+ f(b)

2

ou bien

(b—a)f(aTerJ > I: f(x)dx > (b—a)w

2

suivant que la courbe y = f (X) tourne sa convexit’'e ou sa concavit ‘e vers ['axe desabcisses.
En faisant dans ces formules f (x) =1/(1+ x),a=0,b =X il vient

2 2

log(l -
2+X<og(+x)<x 2(1+x)

X_

yaziliydil. Esitsizlikler alaninda daha fazla dikkate alinan, daha az 6nemli sonuglar
vardir ama maalesef Hermite’in temel calismalart sik sik onun orjinal yazar kimligi

verilmeden belirtilmistir. Bu baglamda temel matematikte ilgi ¢eken/cekmekte olan



Hermite-Hadamard Esitsizliginin geometrik yorumu ve ¢ogu uygulamasiyla konveks
fonksiyonun ilk temel sonucu oldugunu sdyleyebiliriz. Cogu matematikgi farkli konveks
fonksiyon smiflar1 (quasi-convex fonksiyonlar, fonksiyonlarin Godunova-Levin sinifi,

log-convex ve r-convex fonksiyonlar, p-convex fonksiyonlar vb.) ve 6zel ortalamalar
( p -logarithmic ortalamalar, identric ortalama, Stolarsky ortalamalar vb.) i¢in onu

uygulamaya, genisletmeye, sadelestirmeye ve genellestirmeye ¢alismaktadir.

Analitik esitsizlikler yaygin olarak matematik ve bir¢ok uygulamali matematigin gesitli
dallarinda gelisiminin arkasindaki temel itici gii¢lerinden biri olarak kabul edilmektedir.
Esitsizlikler ile ilgili ¢alismalarin son on yildan fazladir matematigin birgcok farkl
alanlardaki uygulamalarina nasil biiyiik bir katki sagladig1 agik¢a ortadadir. Ornegin,
Cebysev, Griiss, Yamuk, Ostrowski, Hadamard ve Jensen esitsizlikler ile ilgili bir¢ok

uygulama literatiirde ¢ok dnemli bir yere sahiptir.

Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan 1934 yilinda yazilan "Inequalities" adli eser
esitsizlikler teorisi i¢in temel bagvuru kaynagidir. Okuyucu bu eserde konveks
fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni esitsizlikleri, problemleri, ispat yontemlerini veya
sonuglar1 bulabilir. Buna ek olarak Beckenbach ve Bellman'm 1965 de yazdigi
"Inequalities" adli eser ve Mitrinovic'in 1970 de yazdigi "Analytic Inequalities" adli
eseri de sOyleyebiliriz. Bu kaynaklar esitsizlikler teorisini arastirmak isteyen okuyucu

i¢in el altinda bulunmasi gereken 6nemli kaynaklardir.

Daha sonra konveks fonksiyonlarin daha kapsamli bir sekilde arastirmast A. W. Roberts
ve D. E. Varberg tarafindan "Convex Functions" adli eserde kaleme alindi. Sadece
konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler hakkinda Peari¢ 1987 yilinda "Convex Functions:
Inequalities" adl1 eseri yayinlamistir. Ayrica okuyucu gesitli konveks fonksiyon siniflar
icin, Hermite-Hadamard esitsizliginin detayli anlatimin1 S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce
tarafindan "Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications" adli
eserde bulabilir.

Son yillarda klasik konvekslik tanimindan daha genel konveks fonksiyon cesitleri
olusturulmaktadir. Bunlardan birisi de 1978 vyilinda Breckner tarafindan
“Stetigkeitsaussagen fiir eine Klasse verallgemeinerter konvexer funktionen in

topologischen linearen Raumen” adli galismasinda tanitilan S -konveks fonksiyonlardir.



s -konvekslik ile ilgili baz1 6zelliklere Hudzik ve Maligranda tarafindan yazilan “Some

remarks on s -convex functions” adli ¢alismada yer verilmistir.

Bu ¢aligmada tiirevlerinin mutlak degeri ve kuvvetleri ikinci anlamda s -konveks olan
fonksiyonlar simifi i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin sol tarafiyla iliskili yeni

sonugclar verilecektir.



2.MATERYAL VE YONTEM

2.1. GENEL KAVRAMLAR

Simdi tezimizde kullanacagimiz bazi tanim ve teoremler verilerek gerekli goriilen bazi

onemli teoremlerin ispatlar1 da verilmistir.

Teorem 2.1.1. (Young Esitsizligi) a,b>0 ve ++¢=1 olacak sekilde 1< p,q<oo

olsun. O halde,

abslap +1bq
p q

esitsizligine Young Esitsizligi denir (Young 1912).

Teorem 2.1.2. (Holder Esitsizligi) x,...,X,, Y;,...Y, >0, p,q>1 &yle ki %+% =1

olmak tizere,
1 1

esitsizligine Holder Esitsizligi denir (Mitrinovi¢ 1970).

Ispat. Yukardaki esitsizlikte X, ve Yy, lerden en az birinin sifirdan farkli oldugunu

diisiinebiliriz. O halde u=(",x") ve v=(r,y*}F her ikisi de pozitiftir, Young

esitsizliginde X=X, /u ve y =Y, /v segersek,

ﬁ.£<l(ﬁjp+£[ﬁjq
u v plu qlv

elde edilip bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,



Ziaxy L1

uv P q

olur. Bu da Hélder Esitsizligini verir.

Tanim 2.1.3. (Integraller Icin Holder Esitsizligi) p>1 ve £+%=1 olsun. f ve g,

[a,b] araliginda tanimli reel degerli fonksiyonlar, |f|” ve |g[*, [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

T |f (x)g(x)dx < U| f(x)° dXJ(hg (X]qujé

a a a

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.4. (Kuvvet Ortalama Esitsizligi) q>1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda

tanimli reel degerli fonksiyonlar, |f| ve |g|q, [a,b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

1 1

1T 009 00jdx < ( It (x)|dx] q ( 1T 0o deq

a a a

esitsizligi gecerlidir.

Tamim 2.1.5. (Lipschitz Sarti) [a, b] kapali araliginda her X ve y noktalart i¢in,
[£(x)— f(y)<K|x-Y|

sartin1 saglayan bir K sabiti varsa, f fonksiyonu [a,b] araliginda Lipschitz sartini

sagliyor denir (Bayraktar 2010).

Tamm 2.1.6. (Mutlak Siireklilik) [a, b] araliginin ayrik acgik alt araliklarinin birikimi

{(ai ' bi )}; i¢in



>(b-a)<s

oldugunda,

n

SIf(o)-f(a)<e

1

olacak sekilde herhangi bir &£ >0 sayisina karsilik, bir ¢ >0 bulunabiliyorsa, f

fonksiyonuna [a,b] araliginda mutlak siireklidir denir (Carter ve Brunt 2000).

Tamm 2.1.7. (Konveks Fonksiyon) Her u,vel ve te[0,1] igin,
f(tu+@—t)v) <tf (u)+@-t)f(v)

esitsizligini saglayan f : | c R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (esdeger
olarak t, (0,1) araliginda da segilebilir). Geometrik olarak bu esitsizlik, f

fonksiyonunun grafigi kirislerinin altindan geger anlamindadir (Pecari¢ ve dig. 1992).
Asagidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir.

a) | arahigr tizerinde f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart
herhangi bir ¢ el noktasi igin, f(x)— f(c)/(x—c) fonksiyonunun I araliginda artan

olmasidir (Pecari¢ ve dig. 1992).

b) f: (a, b)—) R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

C,Xe (a, b) icin,

olacak sekilde g : (a,b)— R artan fonksiyonun olmasidir.

10



c) f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak {izere, f nin konveks olmasi i¢in gerek

ve yeter sart f' fonksiyonunun artan olmasidir (Pecari¢ ve dig. 1992).

d) ", (a,b) de mevcut olsun. Bu durumda f nin konveks olmasi igin gerek ve yeter

sart f"(x)>0 olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

e) f: (a, b)—>R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her

X, € (a, b) icin f fonksiyonun en az bir support dogrusuna sahip olmasidir. Yani
f(x)> f(x,)+Ax—%) Vvxe(ab)

esitsizligini saglamasidir. Burada A, X, a baghdir ve eger f' varsa o zaman

A=1'(x,) yada f'_(x,)= f' (x,)ise Ae[f'_(x,) f', (x,)] dir.

f) f: (a, b)—) R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart P, Q ve R

noktalar: f fonksiyonun grafigi tizerinde herhangi {i¢ nokta olmak tiizere,
egimPQ < egimPR < egimQR

esitsizliginin saglanmasidir.
Simdi konveks fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim:

I. Kapali aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirlidir.

ii. f:1—>R konveks fonksiyon ise, I° nde herhangi bir [a,b] kapali araliginda
Lipschitz sartin1 saglar. Bu nedenle T fonksiyonu [a, b] araliginda da mutlak stirekli ve

I nde siireklidir (Pecari¢ ve dig. 1992).

iii. f:1-—>R konveks fonksiyon ise, 1° nde f' (x) ve f' (x) vardir ve artandir

(Pecari¢ ve dig. 1992).

iv. f:1—>R fonksiyonu | agik araliginda konveks ise, sayilabilir bir E kiimesi

haricinde f' mevcuttur ve streklidir.

11



v. k tane fonksiyon R" — R de konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;
k
f(x)=>a,f,(k). a;>0, (j=12.3,..k)
j=1

fonksiyonu da konvekstir.

Vi. g :R — R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica h :R" — R konveks fonksiyon

olsun. Bu takdirde; f :R" >R, f(x)=(goh)(x) olarak tammlanan f bileske
fonksiyonu da konvekstir (Roberts ve Varberg 1973).

vii. g :R™ >R konveks ve h:R"—R fonksiyonu h(x)=Ax+B formunda

konveks olmak tizere (Burada A uygun matristir.)

fonksiyonu konveks fonksiyondur.

Teorem 2.1.8. (Hermite-Hadamard Esitsizligi) f : [a,b] >R konveks fonksiyon

olmak tizere,

f(a—wjérlai f(x)dxsw (2.1)

esitsizligine Hermite-Hadamard Esitsizligi denir. Burada f fonksiyonunun konkav
olmasi esitsizligi tersine c¢evirir. Klasik Hermite-Hadamard (H.-H.) esitsizligi bir
f :[a, b]—) R konveks fonksiyonunun ortalama degerinin hesabii saglar (Pachpatte

2005).

Ispat. f fonksiyonu [a,b] tizerinde konveks oldugundan, t e [0,1] i¢in,

f(ta+@L—t)b) <tf (@) + L —t) f (b)

12



esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda t ye gore integralini

alirsak,

i ~ h T _ f(a)+ f(b)
jf(ta+(1 t)b)dt < !tf (a)dt + ! A= f (o)t = —=—=

0

elde ederiz. Diger yandan, f fonksiyonu [a,b] iizerinde konveks oldugundan, t €[0,1]

igin,

f(a_”’jz f(ta+(1—t)b . (1—t)a+tb}
2 2 5

| =

< 2[f(ta+(l—t)b)+ f(l-t)a+tb)]

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda t ye gore integralini

alirsak,

j f(ta+(1-t)b)+ f((1-t)a+th)]dt

<1
2
1
2

H f(ta+(@-t)b)dt +j f((l—t)a+tb)dt}

elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafinda ikinci integralde 1-t=s yazarsak soldaki

esitsizlikte

(a+b] %Hftaﬂl t)bdt+j (sa+(L1-s)b)ds }

= [ f(ta+@—t)b)dt

O'—.H

buluruz ve buradan

13



1

f[a—;bj s! f(ta+ (1—t)b)dt < M

1
elde ederiz. J.f(ta+(1—t)b)dt integralinde ta+(1—t)o=x yazarsak,
0

i f(ta+ (L-t)b)dt = legj (x)dx

oldugunu kolaylikla goriiriiz ve boylece ispat tamamlanir. ®

Simdi bu tezde genellestirilmis halini elde edecegimiz diferansiyellenebilir fonksiyonlar

icin Hadamard esitsizligiyle ilgili Kirmaci’nin esitsizliklerini (Kirmaci 2004) verelim.

Teorem 2.1.9. f:I°cR—R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir, a,bel”

ve a<b olsun. Eger |f| fonksiyonu, [a,b] iizerinde konveks ise,

— . s*"Taqf-(a)+|fv(b)|) (2.2)

a

‘LT f(x)dx — f(a_+bj

elde edilir.

Teorem 2.1.10. f :1° < R— R fonksiyonu |I° iizerinde diferansiyellenebilir, a,b 1",

p
a<b ve p>1olsun. Eger |f{p-1 fonksiyonu, [a,b] aralig1 iizerinde konveks ise,

p-1

22 ]| r@r o] T (ar@rerer )| e

O
|
QD
N
o |-

— | (@) +["b)

14



elde edilir.

Tamm 2.1.11. (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) 0<s<1 olsun. R, = [O,oo)

olmak iizere f:R, — R fonksiyonuna, her u,veR, ve «, >0 ile «° + £° =1 i¢in,

flau+pv)<a®f(u)+p°f(v) (2.4)

sartin1 sagliyorsa birinci anlamda S -konveks fonksiyon denir. Reel fonksiyonlarin bu

siifi K ile gosterilir (Breckner 1978).

Tamm 2.1.12. (ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) Her u,veR,, a+/£=1
olacak sekilde ¢, #>0 ve se(0]] igin

flau+pv)<a f(u)+pof(v) (2.5)

saglaniyorsa f :R, — R fonksiyonuna ikinci anlamda s -konveks fonksiyon denir ve

f e K olarak gésterilir (Hudzik ve Maligranda 1994).

Simdi Dragomir ve Pearce’in (2000) "Selected Topics on Hermite-Hadamard
Inequalities and Applications" adli kitabinda yer verilen birinci anlamda s -konveks ve

ikinci anlamda s -konveks fonksiyonlar i¢in bazi 6rnek ve teoremleri verelim.

2.2. BIRINCi ANLAMDA s-KONVEKS FONKSiYONLARIN HERMITE-
HADAMARD ESITSIZLiGI

Birinci anlamda s -konveks fonksiyonlara dayanarak Hudzik ve Maligranda’nin (1994)

calismasindan bazi sonuglar sunacagiz.

Teorem 2.2.1. 0<s<1 olsun. f e K! sarti saglaniyorsa f fonksiyonu (0,c0) iizerinde

f(u)< f(0) dir.

azalmayandir ve lim .
u—0

ispat. u>0ve o €[0,1] igin,
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fuai +(1—a)iJu}§ozf(u)+(1—a)f(u): f(0)

vardir.

1 1

h(a): as + (1— a)E

fonksiyonu [0,1] aralig1 lizerinde stirekli, 0,%} aralig1 lizerinde azalan, [% 1| aralig

[t [t
lizerinde artan ve h([O, ]):{h(—j, h(l)}: 2 5,1} dir. Buradan her u>0,te|?2 5,1}

i¢in,
f(tu)< f(u) (2.6)

1 1 1
olur. te {21 s ,1} ise 0 halde t? e {21 s ,1} dir. Bu durumda her u>0 i¢in (2.6) saglanir

ve boylece her u >0 i¢in

f(tu)= f[t;(t;uns f(téujs f(u)

elde ederiz. Timevarimla, her u>0, te (0,1] i¢cin
f(tu)< f(u) 2.7)

buluruz. Bu nedenle, 0 <u <v alarak ve (2.7) uygulayarak
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elde ederiz. Buda f fonksiyonu (0, oo) tizerinde azalmayan demektir.

Ikinci kisim su sekilde ispatlanabilir. Her u >0 igin
f(au)= f(au+pB0)<a’f(u)+5°f(0)
gegerlidir ve u — 0" alarak

lim f(u)< lim f(au)<ea® lim f(u)+4° £(0)

u—0* u—0* u—0*

ve bunun sonucunda

lim (u)< (0)

u—0*

buluruz. m

Hatirlatma 2.2.1. Yukaridaki sonuglar genellikle fonksiyonlarin konveksligi

durumunda, yani s=1 oldugunda, saglanmaz. Ciinkii f:R, — R konveks fonksiyonu

(0,00) iizerinde azalmayan olmak zorunda degildir.

Hatirlatma 2.2.2. Eger 0<s<1 ise f e K! fonksiyonu (0,c0) iizerinde azalmayandir,

fakat [0,00) aralig1 iizerinde olmak zorunda degildir.

Ornek 2.2.1. 0<s<1ve a,b,ceR olsun. ue R, icin

R

bu*+c ,u>0

olarak tanimlanan f fonksiyonu asagidaki durumlari saglar:

i) b>0ve c<aise f eK;

i) b>0 ve c<a ise f, (O,oo) aralig1 lizerinde azalmayandir, fakat [O,oo) aralig1

tizerinde degildir (Hudzik ve Maligranda 1994).
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Bileske 6zelligini kullanarak baska s-konveks fonksiyonlar elde edebiliriz (Hudzik ve
Maligranda 1994).

Teorem 2.2.2. 0<s<1 olsun. Sayet f,geK! ve F:R*—>R azalmayan konveks

fonksiyon ise h(u):=F(f(u),g(u)) olarak tanimlanan h:R, —R fonksiyonu s-

konvekstir.

Ispat. u,veR, ise o’ + f° =1 olacak sekildeki her a, #>0 igin

h(au + Bv)=F(f(au + pv), g(au + pv))

Fla® f(u)+ g1 (v)a*g(u)+ A9(v))
a*F(f(u)g(u))+ A F(f(v), g(v))
a*h(u)+ B°h(v).

IN

IA

bulunur. m

KI’in tamminda olan o®+B° =1 sartinin esdeger bir sekilde o’ +4°<1 sarti ile

degistirilebilecegini bilmek 6nemlidir (Hudzik ve Maligranda 1994).

Teorem 2.2.3. feKS1 olsun. (2.4) esitsizliginin her u,veR, ve «,f>0 ile

a® + ° <1 durumlarinda saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart f (0) <0 olmasidir.

Ispat. Gereklilik u=v=0 ve a=/4=0 almarak kolaylikla bulunur. Bu nedenle

1 1

uveR,, a, >0 ve 0<y=a’+f° <1 oldugunu varsayahm. a=ay * ve b=y *
aS ﬂs

olarak alirsak, a® +b°® == +Z— =1 olur ve buradan
yov

1 1
flau+pv)=f (a;ﬂu + byst

1 1
<a’f (]/SU]-FbS f(}/SVJ

1 1
—a’f {;ﬁu +(1—y)10]+bs f [y5v+(1—;/)10}

18



<a’[/f (u)+@-7)f O)]+b* [ (v)+(1-»)f (0)
=a'sf (u)+b* (v)+ (1~ 7)1 (0)
<a*f(u)+p°f(v)

bulunur. m

Yukaridaki teoremi kullanarak s—konveksligin iki tanimini kiyaslayabiliriz (Hudzik ve
Maligranda 1994).

Teorem 2.2.4. 0<s, <s,<lolsun. f eK] ve f(0)<0 ise f eK; dir.

ispat. fe Kslz, uv>0,¢,B>0 ve a™+ %=1 oldugunu varsayalim. O halde

a” + % <a™ + % =1 olur ve Teorem 2.2.3. e gore

flau+pv)<a®f(u)+ B2 fv)<a™ f(u)+ (V)

bulunur. Buda f € K; demektir. m

Oncelikle “f K! ’in negatif olmayan bir fonksiyonu ve f(O)zO ise f ’nin 0’da

sagdan stirekli yani f(0,)= f(0)=0" olduguna dikkat edelim.

Simdi s-konveks fonksiyonun bazi1 ilging Orneklerini igeren asagidaki teoremi

kanitlayalim (Hudzik ve Maligranda 1994):

Teorem 2.25. O<s<1 ve p:R, —R, azalmayan bir fonksiyon olsun. Oyleyse,

ueR, i¢in

f(u)=u®"p(u) (28)
olarak tanimlanan f fonksiyonu K! e aittir.

Ispat. v>u>0, a, >0 ve o + £° =1 alalim. iki durumu goz &niine alacagiz.

1. cu+ pv<u olsun. O halde
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flou+pv)< F(u)=(a*+8°)f (u)<a f(u)+ 5 F(v)

bulunur.

2. au+ fv>u olsun. Buradan ,6‘\/>(1—a)u ve boylece >0 ¢ikar. ae[O,l] igin

a <a° oldugundan, o —a*" <a® —a®" saglanir ve

a o’ (1—,35)
(-a) (-a*) 5

olur. Bu

(1—0() ﬂ - _IB (29)

demektir. Ayni zamanda,
ozu+,[3\/§(oz+ﬂ’)\/s(azS +ﬂs)\/:v
ve (2.9) den dolay1

P ez (B pls =

ou+ pv <

N—"

bulunup buradan

S

(au+ AV)is) < govE) (2.10)

olur. (2.10) un ve p ’nin monotonlugu uygulanarak,
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f (ot + Av) = (au -+ Q)i plau + Bv)

< ,stﬁ plau+ pv)< ,st@ p(v)
=pf(v)<af(u)+ B F(v)

ulagilir. Boylece kanit tamamlanir. ®

Siradaki teorem birinci anlamda s-konveks fonksiyonlarin diger bazi Orneklerini

icermektedir (Hudzik ve Maligranda 1994).

Teorem 2.2.6. 0<s,,s, <1 olacak sekilde f €K ve geK{ olsun.
a) f azalmayan, g negatif olmayan fonksiyonlar ve f(0)<0=g(0) ise f ve g nin

f o g bileskesi K! e aittir 8yle ki s=s_.s, dir.

b) 0<s,s, <1 oldugunu varsayalim. Eger f ve g negatif olmayan fonksiyonlar,
f(0)=0 yada g(0)=0 ise f ve g nin f.g carpim K! e aittir 5yle ki s=min(s,,s,)
dir.

Ispat.

a) uveR,, a, >0 ve s=s.5, olmak tzere o’'+f°=1 olsun. =12 i¢in

a’ + % <a™® + % =1 oldugundan, Teorem 2.2.3. den ve yukaridaki kabullerden,

(fog)ou+ )= f(glou+ )< fla*gu)+ A7g(v))
<a™* f(g(u)+ A% f(g(v)
<a*(fog)u)+ g (fog)v)

elde edilir ki bu fogeK! demektir.

b) Teorem 2.2.1. e gore, f ve g fonksiyonlarmin ikisi de (0,00) aralig1 lizerinde

azalmayandir. Dolayistyla her v>u >0 i¢in

(f(u)- £(v)g(u)-g(v))=0
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ya da diger bir ifadeyle

fugv)+ f(v)gu)< f(u)g(u)+ f(v)g(v) (2.11)

olur. v>u=0 ise o halde (2.11) esitsizligi f ve g negatif olmayan fonksiyonlar ve

f(0)=g(0)=0 iken de gegerlidir.

Simdi u,veR,, &, >0 ve s=min(s,s,) olacak sekilde o+ °=1 olsun. i=12

icin & + 8% <a® + ° =1 oldugundan ve Teorem 2.2.3 ile (2.11) esitsizliginden,

f(au+ﬂ\/) (au+pv)

<(af(u)+ g2 (v)ag(u)+ =g (v))

(W)l 1(0)al)s a8 Tl 45 1Y)
<a®f(u)g(u)+eas(fu)g(v)+ f(v)g(u))+ 57 f(v)gv)
<a*f(u)g(u)+pf(v)g(v)

elde edilir ki bu f.g e K! demektir. m

Sonug 2.2.1. ¢ bir konveks y -fonksiyon, yani ¢(0)=0 ve ¢ fonksiyonu [0,c0) aralig:
{izerinde azalmayan ve siirekli, ve g K} den bir w -fonksiyon ise o halde ¢og

bileskesi K e aittir. Ozel olarak, h(u):¢(us) w -fonksiyonu K e aittir.
Son olarak suna da ulasilir (Hudzik ve Maligranda 1994):

Teorem 2.2.7. f bir y-fonksiyon ve feK! (0<s<1) olsun. Bu durumda bir

konveks y -fonksiyon @ vardir 6yle ki u>0 igin ‘P(u)z CD(US) olarak tanimlanan y -
fonksiyon ¥, f ye esdegerdir.

Ispat. f fonksiyonunun s- konveksligi ve f(O)zO kullanilarak, her u>0 ve

a e[0]] i¢in f(au)<a®f(u) elde ederiz.

1 1 1 1
Simdi v>u >0 oldugunu varsayalim. O halde f [u s j = f [(H) Ve J < [E) f (VSJ olur.
\' \"
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Buradan

] (2.12)

—
VR
[

|
N—

cikar. (2.12) esitsizligi, (0,00) araligl tizerinde

fonksiyonunun azalmayan

u
oldugu anlamina gelmektedir.
0 ,u=0
1
q)(u) =9u f tSJ
[ Zdt u>o0
5 L

c
w
~~—
O 5,
—h
~—+
» |
N——
Q.
—
IA
1
—h
_
c
w
~—
2
| I |
»
—h
—
=
~"

~—+
o
~—+
[\
VR
c
NS
1
-
N\
N
ol
c
N—e

¢ikar. Bu ylizden her u >0 i¢in,

olur ki bu w, f ye esdeger demektir (esdegerligin bu anlam1 Ozlicz uzaylar teorisinden
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aliir (Musielak 1983) ve kanit tamamlanir. ®

Simdi, birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢in bazi H.-H. tipli esitsizlikler

tizerinde durabiliriz (Dragomir ve Fitzpatrick 1998).

Teorem 2.2.8. f:R, —R birinci anlamda s-konveks fonksiyon ve se(0,1) olsun.

a,beR, ve a<b ise

.
= -a
25

b
a+h 1 If(x dx (2.13)

esitsizligi vardir.

1

1
T , B =-— olarak segersek

1

25

Ispat. Sayet s-konveks fonksiyonlarin taniminda o =
2

a® + 8° =1 olur ve boylece her x,y €[0,0) i¢in

(XY | f(x)+ f(y)

1 =
- 2
25

bulunur. Eger x=ta+(1—t), y=(1—t)a+tb,t €[0,1] olarak secersek her t [0,1] igin

gl ath s%[f(ta+(1—t)b)+f((l—t)a+tb)]

25

elde ederiz. f fonksiyonu [O,oo) araligi tizerinde monoton azalmayan oldugundan
[a, b] iizerinde integrallenebilir. Boylece yukaridaki esitsizlikte t ye gore integral

alirsak,

[ fta+(-tb)it=] f(a-tas )= 1 [ f(x)x

0
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bulunur ve (2.13) esitsizligi ispatlanir. ®

Bir bakima genel konveks fonksiyonlar i¢in H.-H. esitsizliginin ikinci kismi ile benzer

olan ikinci sonucu, siradaki teoremde verelim (Dragomir ve Fitzpatrick 1998).

Teorem 2.2.9. f ve s icin yukaridaki varsayimlar ile su esitsizlik vardir:

O ey

f(ta+(1—t5)2 bjl//(t)it sw (2.14)

1
Burada y fonksiyonu l//(t):: %{br(l—ts)s_lts"l} , te (0,1] olarak tanimlanmustir.

1
Ispat. Birinci anlamda s-konveks fonksiyonlarm tamminda a=t, p =(1—t5)§,

te [0,1] olarak secersek her te [0,1] icin o+ B° =1olurve te [0,1] igin

f(ta+(1—ts)zbj <t*f(a)+{L-t°)f (b)

ve benzer sekilde te[0]] igin

1

f((l—ts)saﬂb]S(l—ts)f(a)+tsf(b)

buluruz. Yukaridaki iki esitsizligi birlestirirsek, t<[0.] icin

%{f(ta+(l—ts)ibJ+ f((l—ts)iaﬂbﬂ SM

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi t’ye gore [0,1] aralig1 lizerinde integrallersek o

halde
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(2.15)

1 1

buluruz. u:= (1—ts)§, t €[0] olarak degisken degistirme yapalim. O halde t = (l—us)g

1,
ve dt=—{1-u*)"u*?, ue(04] olur ve

j f((l—ts)iaﬂbjdt
0
0

- _J' f[ua+(1—us)ibj(l—us)i_lus‘ldu

1

1 1 1
= | f(ta+(1—ts)5bj(1—ts)s_lts‘ldt
0

elde ederiz. (2.15) esitsizligini kullanarak,

2 2

f(ta+(1tS)ibj{lJ“(l—ts)ilt“]dt < f(a)+ f(b)

O e

sonucuna variriz ve boylece (2.14) esitsizligi ispatlanir. ®

Bir diger H.-H. tipli esitsizlik ile ilgili asagidaki sonucu verelim (Dragomir ve
Fitzpatrick 1998):

Teorem 2.2.10. Yukaridaki varsayimlar altinda,

f[ajb}j f[a—tb{H(l—ts)iﬂdt
25 ) o {25 (2.16)

1

si f(ta+ (1—ts)5b}//(t)dt
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esitsizligi vardir. Burada  fonksiyonu Teorem 2.2.9. daki gibi tanimlanmustir.

1
Ispat. l>1 oldugu i¢in g(x)=x* olarak tamimlanan g:[0,c0)— R fonksiyonunun
S

konveksligi yardimiyla

vardir. O halde

a+b t+(l—ts)% Ja+b 1

Ty T
25 25 28

ve buradan

1

a+b{t+(1—ts)1}z a+b
2s

esitsizliklerini elde ederiz. f fonksiyonu (O,oo) aralig1 lizerinde monoton azalmayan

oldugundan her te[0]] igin

! £

f a+b{t+(1—ts)i} > 7| 2P
2s 25

esitsizligini buluruz ve [0] aralig1 iizerinde integral alirsak bu da bize (2.16)
esitsizliginin birinci kismini verir.
f birinci anlamda s -konveks fonksiyon oldugundan her X,y e [O, oo) icin

(XY | f(x)+ f(y)

1 =
- 2
25
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1 1

esitsizligi vardir. X =ta+ (1—tS ¥ b,y= (1—tS )5 a+th, te [0,1] olarak alalim. O halde her

t e[0,1] igin,

%[f[ta+(1—ts)ibj+ f[(l—ﬁ)ianbﬂ

> f a—tb{u(l—ﬁ)s}

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi [O,l] aralig1 lizerinde t ‘ye gore integral alirsak ve
bir dnceki teorem ispatinda kullanilan degisken degistirmeyi uygularsak istenen (2.16)

esitsizligini elde ederiz. ®

Birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar igin H.-H. tipli bazi baska esitsizlikleri

asagidaki teoremde verelim (Dragomir ve Fitzpatrick 1998).

Teorem 2.2.11. f:[0,00)— R fonksiyonu birinci anlamda s -konveks fonksiyon ve

se(0,1) olsun. a,beR, ve a<b oldugunda asagidaki esitsizlikler vardur:

1

1
f|a+b < a+b{t5+(1—t)i} dt
251 0 2s

(2.17)

gi f t1a+(l—t)1det SM.

ispat. g(x)=x°, s e(0,1) fonksiyonunun konveksligi yardimiyla her te[0.1] icin

1 1 1
(t)s +(@—t)s S (t+1—tjs _1
2 2 25

bulunur. f nin monotonlugunu kullanarak her t €[0,1] igin
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L 1
f a+b{ts (1—t)s} S a+b 2 _ ¢ a+b

1 "1 2
25

= = £
2s 28 23
saglanir. Boylece (2.17) deki birinci esitsizligi elde ederiz.

f birinci anlamda s -konveks fonksiyon oldugundan te[0]1] igin

(bt o]

>t a”’[ +(1- t)}

25

N |

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligi [0,1] aralig1 iizerinde t ye gore integral alirsak

H f[ti%(l—t)ibjdui f((l—t)iaﬂib}dt}

1
> f a+b[t F(A-t)s } dt
0

S

N |-

elde ederiz. u=1-t, te [0,1] degisken degistirmesini uygulayarak

1 ! 0o (1 ) L1 )
_[f[l ta+ts det— f(aus +b(1—u)s]du :j f(ats +b(1—t)stt
0 1 0

buluruz ve boylece (2.17) deki ikinci esitsizlik de gosterilmis olur.

f fonksiyonunun [0,0) iizerinde s -konveksligi vasitasiyla her t<[0,1] igin

f(tia+(1—t)1bj<tf() 10 (b)

esitsizligi vardir. Bu esitsizligi [O,l] aralif1 lizerinde t ye gore integral alirsak,
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oldugu sonucuna variriz ve ispat tamamlanir. ®

Son olarak, genel konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen H.-H. esitsizliginde

belirtilenden farkli olarak f(x)dx integral ortalamasi igin bir iist sinir veren

(o
[EEN
O — T

—a

asagidaki sonucu verelim (Dragomir ve Fitzpatrick 1998).

Teorem 2.2.12. f:[0,.0)—R, birinci anlamda s-konveks fonksiyon ve se(0.1)

olsun. 0<a<b ve

o S+l

j xsLf (x)dx

a

integrali sonluysa o halde

1 b
E! f (x)dx

25 ®
1I
a

(2.18)

2s o s+l

dx+blijslf X )dx

‘m
.~+

esitsizligi vardir.

ispat. f fonksiyonunun [0,c0) aralig1 iizerinde s -konveksligini kullanarak her u [0,1]

ve z,y>0 i¢in

f(uih(l_u)ingLJf (2)+-u)t(y)
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1 1
esitsizligine ulasiriz. z=u *a, ue(04] ve y=(-u)s, ue[01) olsun. O halde her

u €(0,) icin asagidaki esitsizligi elde ederiz:

1t

f(ua+(1-u))<uf (u Sa}t(l—u)f ((1—u)1‘1 bj (2.19).

Simdi,

O e

(1_u)f((1_u)l-ibjdu

integralinde t=1-u, ue [0,1) degisken degistirmesi yapilirsa,

1 Lt
j tf (t Sdet
0

intelgraline doniistigiini goriiriiz.

1

1 L1
Simdi '[ uf (u Sajdu integralinin de sonlu oldugunu gosterelim.
0

1
1-=
X=U ®*a, Ue (0,1] degisken degistirmesi yaparsak,

1 s 2
X ) 1 X )1 x5t
u=|— s =| — = .
a a =
as—l
ve
s 1 =2a s 1 1
du=—-.——x*" dXx=—7.—Xx*"dX
S— o S— o

olarak buluruz. Buradan
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1 1 a
1-- XS*l S Xsfl
juf(u SaJdu:I —.——. = f(x) |dx
S s-1 =&
o as—l as—l
2s o s+l

—_abs J'xs—l f(x)dx < o0

esitligini ve benzer sekilde

1 171 2s o S+l
jtf[t sb)dt_—blijslf X)X < oo
1

0

esitligini buluruz. Simdi, (2.19) esitsizligini (0,1) aralig1 lizerinde integralleyerek

sirastyla

ve

1 17£ S 2s o s+l
juf(u SaJdu:Ea“jxslf( X Jdx

ifadelerini hesaplarsak, (2.18) e ulasiriz. ®

2.3. IKINCi ANLAMDA s-KONVEKS FONKSIiYONLAR

Simdi ikinci anlamda s -konveks fonksiyonlarla ilgili asagidaki bazi sonuglar1 verelim
(Hudzik ve Maligranda 1994).

Onerme 2.3.1. f eK? ise f, [O,oo) tizerinde negatif olmayan bir fonksiyondur.
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Ispat. ueR, igin,

alalim. Buradan (2*° —1)f (u)>0 olur ve bdylece f(u)>0 elde edilir.m

Ornek 2.3.1. 0<s<1ve a,b,ceR olsun. ueR, igin

bu®*+c ,u>0

W=

olarak tanimlanan f fonksiyonunda,

(i) b>0ve 0<c<aigin f eK?
(i) b>0 ve c<0 igin f g K’

durumlart vardir.

Ispat.

(i) nin ispatinda agik olmayan iki durum vardir:

1. u,v>0 olsun. O halde au+ v >0 olur ve

b(au+ V) +c <bla’u® + Av* )+c
blau® +ﬂsvs)+ c(a+p)

b(ozsuS +,sts)+ C(as +,BS)

ozs(buS +c)+ ,Bs(bvs +c)

o f(u)+ B f(v)

f(au+ pv)

| VAN | B

elde edilir.

2. v>u=0ve >0 olsun. O halde acu+ pv>0 olur ve
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f(a0+ pv)= f(Bv)=b(pv) +c=b(Bv)+c(a + B)
< b(ﬁ5v5)+ c(ozs +ﬁ5): a’c+f’ (bvS + c)
<ata+Bbve +c)=af(u)+ B F(v)

elde edilir.

(ii) nin ispat1 yeterince kii¢iik u degerleri i¢in f negatif olacagindan Onerme 2.3.1. den

hemen goriiliir.

KZ nin tamminda o+ =1 durumunun esdeger bir sekilde o+ <1 durumu ile yer

degistirebilecegini bilmek onemlidir.
Asagidaki teorem gecerlidir (Hudzik ve Maligranda 1994).

Teorem 2.3.1. f eKZ olsun. Her u,veR_, «, >0 ile a+ <1 durumlarinda (2.5)

41

esitsizliginin olmasi igin gerek ve yeter sart f (0) =0 olmasidir.

ispat.

Gereklilik u=v=a=8=0 alarak, f(0)<0 buluruz ve f(0)>0 oldugundan (Onerme
2.3.1.), £(0)=0 elde ederiz.

B

Yeterlilik u,veR, ve a, >0 ile 0<y=a+A<1olsun. a=< ve b=~ alalm. O
y y

halde a+b=g+ =1 olur ve buradan

B
y v

flau+pv)= flau+bw)<a®f(w)+b* f(w)
=a’f(u+L-y)0)+b*f(w+(1-7)0)
<aly () a-y) HO)b [ (1) + -7 £ 0)
=ay* £ (u)+b% £ (v)+(as +b° f1- ) £(0)
=a*f(u)+p°f(v)

elde edilir.m

Yukaridaki teorem ve K! icin benzer tiirdeki Teorem 2.2.3. ii kullanarak, s-
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konveksligin her iki tanmimmi asagidaki teoremde Kkarsilastirabiliriz (Hudzik ve
Maligranda 1994).

Teorem 2.3.2.

a) 0<s<1olsun. Sayet f eKZ ve (0)=0ise f eK! dir.
b) 0<s, <s,<lolsun. Sayet f eKZ ve f(0)=0ise feK? dir.

Ispat.
a) f eK?ve f(0)=0 oldugunu varsayalim. u,veR, ve a, >0 ile &® + 4° =1 igin

a+pB<a’+° =1olurve Teorem 2.3.1. den

flau+v)<a’f(u)+ B f(v)

esitsizligini elde ederiz.

b) fe Ksz2 ve u,veR,_, a,f>0 ile a+ =1 oldugunu varsayalim. O halde

]

olurkibu f e Kf1 demektir.m

Teorem 2.2.6. kanitindaki gibi benzer bir ispat kullanilarak asagidaki teorem de
gosterilebilir (Hudzik ve Maligranda 1994).

Teorem 2.3.3. f fonksiyonu K? de azalmayan ve g fonksiyonu [O,oo)arahgl lizerinde

negatif olmayan fonksiyonlar olsun. Oyleyse f ve g nin f og bileskesi KZ e aittir.

w -fonksiyonlar igin, f:R,_—R, fonksiyonu azalmayan ve siirekli, f(0)=0 ise f

fonksiyonuna y -fonksiyon denildiginden, asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 2.3.1. ¢ fonksiyonu bir y -fonksiyon ve f, KZ de bir y -fonksiyon ise f o¢

bileskesi K? ye aittir.

Asagida ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar igin H.-H. sonucunun farkli bir

gosterimini verelim (Dragomir ve Fitzpatrik 1999).

Teorem 2.2.4. f:R_—R, ikinci anlamda s-konveks bir fonksiyon, se(01) ve

a,beR, ile a<b olsun. f L [a,b] ise asagidaki esitsizlik vardur:

) b t f f(b
25 f(a%jgrla j f(x)dxg%l(). (2.20)

ispat. f fonksiyonu ikinci anlamda s -konveks oldugundan, her t [0,1] igin

f(ta+(1-th)<t*f(a)+@-t) f(b)

vardir. Bu esitsizligi [0,1] aralig1 lizerinde integrallersek,

-

o

[ fla+@-th)it< f(@)ftds (o) -ty
_ f@)+fb)

s+1

elde ederiz. x=ta+(1—t)o degisken degistirmesi ile

f (x)dx

i fla+-tpat= L

D C— T

olur, boylece (2.20) de ikinci esitsizlik ispatlanir.

(2.20) de birinci esitsizligi ispatlamak i¢in her X,y € | i¢in gecerli olan
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f(xzng f(x);f(y) (2.21)

esitsizligini goz oniine alalim. x=ta+(1-t) ve y=(1-t)a+tb ile t<[01] olsun. O

halde (2.21) esitsizliginden, her t €[0,1] i¢in

a+b)_ f(ta+@-th)+ f(-tha+tb)
f( J_

2 2°

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi [0,1] araligl lizerinde integrallersek (2.20) nin

ikinci kismin1 géstermis oluruz. ®

Hatirlatma 2.3.1. (2.20) deki ikinci esitsizlikte s e (0,1] icin k :il sabiti miimkiin
S+

olan en iyi sabittir.

Simdi f fonksiyonunun [a, b] aralig1 lizerinde Lebesgue anlaminda integrallenebilir

oldugunu varsayalim ve

olarak verilen H:[01]— R fonksiyonunu goz oniine alalim.
Asagidaki teorem gecerlidir (Dragomir ve Fitzpatrik 1999).

Teorem 2.3.5. f:l <R, >R fonksiyonu | iizerinde ikinci anlamda s -konveks,

se(01] ve a<b olacak sekilde [a,b]c | iizerinde Lebesgue anlaminda

integrallenebilir olsun. O halde:

i. H fonksiyonu [0,1] aralig1 izerinde ikinci anlamda s -konvekstir.

ii. Her t €[01] igin
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esitsizligi vardir.

iii. t €(0,1] olmak iizere,
H(t)<min{H,(t), H,(t)}, te[01]

esitsizligi vardir dyle ki

ve

f[ta+(1 t)a;bj+f(tb+(1 t)a;bj

s+1

Hzﬁ):

olarak tanimlanmustir.

iv. H(t):=max{H,(t) H,(t)}, te[01] ise

<o E0) g gy 2o g(20) oy

s+1 s+1

esitsizligi gecerlidir.

Ispat.

i. t,t, e[01] ve @, >0 ile @+ =1 olsun. Sira ile
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H (atl + :Btz)
{CRY NSRS

f [o{tlx + (1—t1)a7+b} + ,B{tzx +(1-t, )aTerDdx

o f (t1x+(1—tl)a%bj+ﬂs f (t2x+(1—t2 )aTerﬂdx

+ﬂSH(t2)

-

o
|
o

IN
-

Il
o
| |~
Y]
Q)'—.D' 9)'-—;0' m'-—.c'

I o
o
I o
=
N

saglanir ki bu bize H fonksiyonunun [01] aralig: iizerinde ikinci anlamda s -konveks

oldugunu gosterir.

ii. t €(01] oldugunu varsayalim. u = tx + (1—t)aT+b degisken degistirmesi bize

a+b

verir. Burada p:tb+(1—t)T ve g :ta+(1—t)aLb

dir.

Birinci H.-H. esitsizligini uygulayarak,

p
L [ f(u)du>2: f(%) = o5t f(ib]

p—dy

elde ederiz ve (2.22) esitsizligi bulunur.

iii. ikinci H.-H. esitsizligini uygulayarak, her t €[0] igin
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Lja f(u)du < M

p—q r+1
a+b a+b
f (tb + (1—t)j + f (ta + (1—t)j
_ 2 2
r+l1
= Hz(t)

buluruz.

Diger yandan, her t €[0,1] ve x e[a,b] igin

f(m(l_t)a_;b) <t £ ()4 (-t f(a_“’j

2

oldugu agiktir. Bu esitsizlik [a, b] arahig1 tizerinde integrallenirse, H,(t) icin (2.23) elde

edilir ve istenen ispatlanir.

iv. Her t €[0,1] igin

t*f(a)+@-t) f(a;bjm f(b)+ @ty f[a"'bj

2
H,(t)<
2( ) s+1
:ts'Ha)kf®)+a_tf_jinf(a+bj
s+1 s+1 2
gecerlidir.
Diger yandan,

ve te [0,1] olmak tiizere

-t f(aT”’jg(l_t)s 2. f(a_”’j

s+1
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oldugunu biliyoruz. Bu da bize
Hl(t)Sts .M_{_(l_t)s i f(a_"'b)
s+1 s+1 2

esitsizligini verir ve teorem ispatlanir. ®

Simdi, f:[a, b]—)R fonksiyonunun [a,b] aralig1 tzerinde Lebesgue anlaminda

integrallenebilir oldugunu varsayalim.

0 _1a)2 ] #oc+ @-t)y)axy.t < o]

fonksiyonunu g6z oniine alalim.

Asagidaki teorem bu fonksiyonun temel ozelliklerini igerir (Dragomir ve Fitzpatrik
1999).

Teorem 2.2.6. f:IcR, - R, ikinci anlamda s-konveks bir fonksiyon, se(0,1],
abel ile a<b ve f fonksiyonu [a,b] araligi iizerinde Lebesgue anlaminda

integrallenebilir olsun. O halde:

i. Her s e[o,ﬂ igin

ve her t €[0,1] i¢in

olur.

ii. F, [0,1] aralig1 lizerinde ikinci anlamda s -konveks bir fonksiyondur.
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iii. t e[0,1] igin

1s 1 1t (x+y
27 F(t)> F(Ej = : j j f(TJdXdy (2.25)

esitsizligi vardir.

iv. te [0,1] igin

F(t)>2"H(t)>4"" f(—j (2.26)

esitsizligi vardir.

v. te[0]] igin

Ft)<minft + @t} ]lea [/ ()

a

f(a)+ f (ta+ (L—t)b)+ f (L—t)a+th)+ f(b)}

(s+1)

(2.27)

esitsizligi vardir.

Ispat.

i. Ispat aciktir.
ii. Teorem 2.3.5’in ispatina benzer sekilde yapilir.

ii. f, 1 tizerinde ikinci anlamda s - konveks bir fonksiyon oldugundan, her t € [0,1] ve

x,y €[a,b] i¢in

f(x+(@Q-t)y)+ f(Q-t)x+1ty) S f(x+ yj
2° 2

vardir. Bu esitsizligi [a,b]2 tizerinde integral alirsak,
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1 b b
E{”fbﬁlt dxdy+

IZ[ f [ jdxdy

D —y T
D —— T

f(@L-t)x +ty)dxdy}

buluruz. Buradan da

D C— T

j).ftx+1 t dxdy ﬁf 1- tx+tydxdy

oldugundan dolay1 yukaridaki esitsizlik bize istenen sonug (2.25) i verir.

iv. Oncelikle

:ij{blaj-f tx+(L—t)y)dx dy

b-a 4

olarak yazalim. Simdi [a,b] araligi igindeki y sabiti igin,

Olarak tanimlanan H, :[O,l]—)R fonksiyonunu goz Oniine alalim. Teorem 2.3.5. in

ispatinda gosterildigi gibi, t e [0,1] icin p=tb+ (l—t)y , g=ta+ (l—t)y olmak tizere

T
<
—t
~
Il
‘H
O ——
—
—
c
~—
[oR
[

esitligi vardir. H.-H. esitsizligini uygulayarak, her t <(0,1) ve y €[a,b] i¢in
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p
[t )du>2“f[pJ2rqj 2“f[t a%b+(1 t)y]

elde ederiz. y ’ye gore [a, b] aralig1 lizerinde integrallersek, kolayca her t € (0,1) igin
F(t)>2""H(1-t)

oldugu sonucuna variriz. F(t)= F(l—t) oldugundan, te (0,1) icin (2.26) esitsizligi
ispatlanir.
v. Ikinci anlamda s -konveks bir fonksiyonlarin tanimindan, her x,y e [a, b] vete (0,1)
i¢in

fx+@Q-t)y)<t*f(x)+@-t) f(y)
esitsizligi vardir. Bu esitsizligi [a, b]2 tizerinde integrallersek, (2.27) esitsizliginin ilk
kismini elde ederiz.

Simdi, H.-H. esitsizliginin ikinci kismindan t€[01], p=tb+(1-t)y ve q=ta+(1-t)y

olmak tlzere

1 j f(u f(th+(1- t)yi:‘ (ta+(1-t)y)

Q

gelen esitsizligi ele alalim. Bu esitsizligi y ye gore [a, b] aralig1 iizerinde integrallersek

F(D)< _{bij f(tb +(1_t)y)dy+b_1af f(ta+(1—t)y)dy}

a B a

sonucuna variriz. Basit bir hesaplamayla, r=b, | =tb+(1—t)a ve t e (0,1) olmak iizere
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b—a
1 F(r)+ (1)
=——|f <
r—I~|.. (ujdu < s+1
_ fb)+ f(tb+(-t)a)
s+1
oldugunu ve benzer sekilde
b
L [fla+@-ty f(a)+f(ta+(1_t)b),te(o,1)
b—a s+1

Q

oldugunu goriiriiz. Bu da bize (2.27) deki ikinci esitsizligi verir. ®
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. TUREVLERI IKiNCi ANLAMDA S-KONVEKS OLAN FONKSIYONLAR
ICIN BAZI HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Bu boliimdeki amacimiz, tiirevinin mutlak degeri ikinci anlamda s-konveks olan
fonksiyonlarmn sinifi igin H.-H. tipli yeni esitsizlikler elde etmektir. Elde edilen sonuglar
Kirmaci’nin esitsizliklerinin (Kirmaci 2004) bir genellestirilmesidir.

Sonuglarimizi kanitlamak i¢in ilk olarak Sarikaya’nin vermis oldugu asagidaki lemmay1

verelim (Sarikaya ve Yildirim):

Lemma3.1.1. f:1° <R —R fonksiyonu (a,b) iizerinde diferansiyellenebilir ve a <b

olsun. Sayet f'e L[a, b] ise asagidaki esitlik gegerlidir:

Teorem 3.1.1. f:1 c[0,00)— R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir, a,b €1
ve a<bolsun. |f| fonksiyonu [a,b] iizerinde ikinci anlamda s —konveks ise, baz1 sabit

Se (0,1] icin, asagidaki esitsizlik gegerlidir:

IA

(b—a)(f '(a)|+|f'('O)D{(—“ZS+2 )} (3.1)

25+ s+1)s+2

‘bflj f(x)dx — f(a;bj

Ispat. Lemma 3.1.1. ve || fonksiyonunun ikinci anlamda s -konveksligini kullanarak,

f'(£a+ﬂb]dt+
)
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:(b—a)Qf'(al+|f'(b)|) j.[ts+l+t(2—t)s]dt}

2$+2 :
_b-a) fz(a] L)) :j;t“ldt + it(z —t) dt}

1
buluruz. Burada jt(Z —t)°dt integrali igin u=(2 1) degisken degistirmesi yaparsak
0

Ol @O fe-uva

25+2 K
~ (b_a)qf'(al+|f'(bl)_ ts+2 |l +2us+1 2 us+2 2
B 2:7 s+2|, s+l s+2,

:<b—a>0f'<a1+|f'<bx>_{ 2 2 22}
S+2

25+2 s+1 s+1 s+2

:<b—a)0f'(a)|+|f'(b)|)_{(_z+zs+2 }

25+ s+1)s+2)

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir. ®

Hatirlatma 3.1.1. Teorem 3.1.1 de s=1 alinirsa (3.1) esitsizligi Teorem 2.1.9. un (2.2)

esitsizligine doniisiir.

Teorem 3.1.2. f:1 c[0,00)— R fonksiyonu 1 iizerinde diferansiyellenebilir, a,b el

ve a<b olsun. |f{* fonksiyonu [a,b] aralig iizerinde ikinci anlamda s -konveks ise

bazi sabit S € (0,1] ve >1 igin, i + 1 =1 olacak sekilde asagidaki esitsizlik gecerlidir:
P q
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s+1 s+1

sb_a( zsl]p {|f'(a]q+(25+11)f'(b)|q jq{(zsﬂ1)f'(a)|‘*+|f'(b)|“ ‘ (3.2)

IA

b;a( 2 ] [t o)

(s+1)a

Ispat. Lemma 3.1.1. den, Holder esitsizligi Ve| f '|q ’in ikinci anlamda s -konveksligini

kullanarak,

:b;a(mlj (“és jt dt+ “g—?)'qj(Z—t)sdth

0

{'fg—?yj(zosdu“é—?qitsdt}q

0
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o |+
KR

~b-af 1
-4 (p+1 .
@ [ (- | o) v '
20 s+l ) 2 s+1|

1 1
o - s+l
=b_—a(iﬂl]q{|f @)+ 1) (—iﬁ Bq
4 (p+1 2° s+1 s+1
1

e e TN (et
2° s+1| 2° s+1

J

o

buluruz. Burada

a, =|f'(a)", b,=(2*-1)f'(b)*, &, =(2°* =1 f'(a)*, b, =|f'(b)" olsun. Ayrica q>1

icin 0< 1 <1 olur. Dolayisiyla,
q

n

(a, +Db,) <Zak +st

k=1

esitsizligini kullanarak, (0<s<1), a,,a,,..,a, >0, b,b,,...,b, >0 icin

el (7]

1 1
Sb—a 2° p( 1 ]q
22 p+1) (s+1

{Q ) + 2 -1 o) + (2 -1) r(a)’ +|f-(b]ﬂ
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1 1
Sb—a 2° p( 1 Jq
2% ( p+1) (s+1

x m f'(a)+ (2" _1)§| i '(b]) +((25+1 —1)§| f'(a)+|f '(bjﬂ
(e

p+1) \s+1

1
Sb—a 2° (1
22 p+1) (s+1
1

_ b;a 2° ;(Slqu(lf'(a)Hlf'(b)I)

p+1 +

KR

@) () +[ ()

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir. ®

Hatirlatma 3.1.2. Teorem 3.1.2. de s=1 alirsak (3.2) esitsizligi Teorem 2.1.10. un
(2.3) esitsizligine doniisiir.
Teorem 3.1.3. f:1 <[0,00)— R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir, a,be |

ve a<b olsun. |f|*, [a,b] aralif iizerinde ikinci anlamda s -konveks bir fonksiyon ise

bazi sabit s € (0,1] ve g >1 i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir:

‘Lj f () (a%bj‘

b-a?

o |-

2 2°(s+2)) 2°(s+1)s+2)

) b%‘fa(lj_q [(If'(a)Iq L '(b)Iq(2“2—(S+3))J 5.3)

2°(s+1)s+2)  2%(s+2

+[|f-<ax‘*<zs+2 (5+3) |f'<b1“)f

Ispat. q>1 icin iyi bilinen kuvvet ortalama esitsizligini ve |f'(a)’ fonksiyonunun

ikinci anlamda s -konveksligini kullanarak Lemma 3.1.1. den,
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rf5a+321bjdt+
2473

f(3—1a+ bjm}
2 2
1 1
q q 1 —r1
dt +Utdt] ’ It
0 0
f'(ua —b)
2 2

1 1

o
|-

f(315a+3b
2 72

1
q
dt

:

0

1
l—1 1 q 1 1 q 1 a
:b__a(lj d (&J‘twdt+mjt(2t)sdt}
4 2 2° 5 2°
1

(4} 1 YL q
+ %jt@—t)“’dﬁﬂjt“dt
2 0 2 0

1
buluruz. Burada Jt(Z —t)°dt integrali i¢in Teorem 3.1.1. de yaptigimiz gibi u=(2—t)

degisken degistirmesi yaparsak
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1

1 =

_b—a(ljlq |fl(a)q 1 +|f|(b]q 25+2_ 2 _25+2+ 1 q
o4 2 25 s42 28 s+1 s+1 s+2 s4+2

*Ur@r{fﬁ 2 2", 1JJF®Y,1 f

25 s+l s+1 S+2 s+2 25 542

ok

4 \2 2°(s+2)  2°(s+1)s+2)

=9;qgji[n<ﬂq+ﬁwf@we+@q

(Ir@re-+3)_|r6) )
2°(s+1)s+2)  2°(s+2)

buluruz ve ispat tamamlanir. ®

Sonu¢ 3.1.1. Teorem 3.1.3. de s=1 alirsak (3.3) esitsizligi asagidaki esitsizlige

doniistir:

‘iif(x)dx_f(amj‘sb—a £|f'(a)q+2|f'(b)qf+[2|f'(a)|q+|f-(b)|qf

b—a’ 2 8 3 3
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismamizda s -konveks fonksiyonlar i¢in H.-H. Esitsizliginin sol tarafiyla alakali
teoremler ve sonuglar elde ettik. Lemma 3.1.1. deki 6zdeslik kullanilarak elde etmis

oldugumuz esitsizlikler gibi h-konveks, m-konveks, log-konveks, (a,m)-konveks

fonksiyonlar iginde bir¢ok yeni sonuglar elde edilebilir. Bu problemleri de agik problem

olarak okuyuculara birakiyoruz.
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6. EKLER

EK-1. YAYIN BiLGIiSi

Tezin olusumunda 6nemli bir rol oynayan s -konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard esitsizliginin sol tarafiyla ilgili elde ettigimiz esitsizlikler asagidaki dergide

belirtildigi gibi yaymlamistir:

1) Sarikaya M. Z., Set E. and Ogulmus H., Some new inequalities of Hermite-
Hadamard type for mappings whose derivatives are s-convex in the second

sense, International Journal of Modern Mathematical Sciences, 8(3) (2013) 212-218.
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