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[a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
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n boyutlu Oklid Uzay1

Pozitif Reel Sayilar Kiimesi



OZET

KESIRLI INTEGRALLERDEN YARARLANARAK s-KONVEKS
FONKSIYONLAR iCIN GENELLESTIRILMIS HERMITE HADAMARD
TiPINDEKI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Fatma ERTUGRAL
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dog¢. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Temmuz 2015, 63sayfa

Konvekslik kavrami ve genellestirilmis konvekslik kavramlari matematiksel
programlamada, miihendislikte, denge problemlerinde, varyasyonel problemlerde ve
ozellikle optimizasyon teorisinde ¢ok Onemli bir yer tutmaktadir. Genellestirilmis
konvekslik kavramlarindan biride s-konvekslik kavramidir. Bu tezde amacimiz kesirli
integrallerden yararlanarak s-konveks fonksiyonlar ic¢in genellestirilmis Hermite-

Hadamard tipinde esitsizlik elde etmektir.

Anahtar sozciikler: Hermite-Hadamard esitsizligi, s-konveks fonksiyon, Holder
esitsizligi



ABSTRACT

GENERALIZED HERMITE-HADAMARD TYPE INTEGRAL INEQUALITIES
FOR s-CONVEX FUNCTIONS VIA FRACTIONAL INTEGRALS

FATMA ERTUGRAL
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Matematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
July 2015, 63 pages

Convexity and the generalization of convexity are one of the most important aspects in
mathematical programming, optimization theory, equilibrum problems and variational
problems. One of generalization convexity is s-convexity.The aim of this thesis,
generalized Hermite-Hadamard type integral inequalities for s-convex functions via
fractional integrals.

Keywords: Hermite-Hadamard type inequality, S -convex function, Holder’s inequality.



EXTENDED ABSTRACT

GENERALIZED HERMITE-HADAMARD TYPE INTEGRAL INEQUALITIES
FOR s-CONVEX FUNCTIONS VIA FRACTIONAL INTEGRALS

FATMA ERTUGRAL
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. M.Zeki SARIKAYA
July 2015, 62 pages

1. INTRODUCTION:

Inequalities have proven to be one of the most important and far-reaching tools for the
development of many branches of mathematics. There are many types of inequalities of
importance. Integral and finite difference inequalities with explicit estimates are
powerful mathematical appartus which aid the study of the qualitative behavior of
solutions of various types of differential, integral and finite difference equations.
Because of its usefulness and importance, such inequalities have attracted much
attention and a great number of papers, surveys and monographs have appeared in the

literature.

2. MATERIAL AND METHODS:
s- convex functions have been introduced by Breckner in (Breckner 1978) and they
play an important role in optimization theory and mathematical economics. Various

properties and applicatins of them can be found in (Dragomir and Fitzpatrik 1999).

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

Over the past two decades or so, the field of inequalities has undergone explosive
growth. Concerning numerous analytic inequalities, in particular a great many research
papers have been written related to the inequalities associated to the names of Cebysev,
Griiss, Ostrowski, Hermite-Hadamard and Jensen. A number of surveys and

monographs published during the past few years described much of the progress.



4. CONCLUSION AND OUTLOOK:
In this thesis, using functions whose derivatives absolute values are s-convex
functions, we obtained new inequalities related to generalized hermite-hadamard type

integral inequalities for s-conveks functions via fractional integrals.



1. GIRIS

1.1. AMAC VE KAPSAM

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii © degerini hesaplamasina kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Konveks fonksiyonlarin sistematik arastirmasina
ilk olarak 19. yiizyilin sonlarinda rastlanmasma ragmen, 20. yiizyilin ortalarinda
matematigin 6nemli bir alan1 olarak goriilmeye baglanmistir. Konvekslik, geometri,
analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir ve say1 teorisi, klasik ekstremum problemleri,
lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve matris) gibi
cesitli konularda oOnemli rol oynar. Son ylizyilda gelisen disiplini ve artan

uygulamalariyla matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak yerini almistir.

(Hardy, Littlewood ve Polya 1934) yazilan "Inequalities" adl1 eser esitsizlikler teorisi
icin temel bagvuru kaynagidir. Okuyucu bu eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik
ve yeni esitsizlikleri, problemleri, ispat yontemlerini ve sonuglar bulabilir. Buna ek
olarak (Beckenbach ve Bellman 1965) yazdigi "Inequalities" adli eser ve
(Mitrinovic 1970) de yazdig1 "Analytic Inequalities" adli eseri de sdyleyebiliriz. Bu
kaynaklar esitsizlikler teorisini arastirmak isteyen okuyucu i¢in el altinda bulunmasi

gereken kaynaklardir.

Analitik esitsizlikler yaygin olarak matematik ve birgok uygulamali matematigin gesitli
dallarinda gelisiminin arkasindaki temel itici gili¢lerinden biri olarak kabul edilmektedir.
Esitsizlikler ile ilgili ¢aligmalar son on yildan fazladir matematigin bircok farkl
alanlardaki uygulamalara nasil biiyiik bir katki saglandigi acikca ortadadir. Ornegin,
Cebysev, Griiss, Yamuk, Ostrowski, Hadamard ve Jensen esitsizlikler ile ilgili bir¢cok

uygulama literatiirde ¢ok dnemli bir yere sahiptir.

Tezimizin temel taglarin1 olusturan Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler ile ilgili
caligmalarin biiyiik bir kism1 da (Dragomir ve Pearce 2002) tarafindan yazilmis olan
“Selected Topic on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” isimli kitapta bir

araya getirilmistir.



Bu tezde amacimiz Kesirli integrallerden yararlanarak s-konveks fonksiyonlar igin
genellestirilmis  Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri vererek yukarida
bahsedilen gelismeler ¢ergevesinde literatiirde bu esitsizliklerin de yer bulmasim

saglamaktir.

1.2. GENEL KAVRAMLAR
Bu boliimde tezimiz i¢in gerekli olan tanim ve teoremler verilerek gerekli goriilen bazi

onemli teoremlerin ispatlar1 da verilmistir.

Tanmm 1.2.1. (Konveks Fonksiyon) Her u,vel ve te[0,1] igin,

f(tu + (L—t)v) <tf (U)+ (L—t) f (v)

esitsizligini saglayan f : | « R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (esdeger

olarak t, (O,l) araliginda da segilebilir). Geometrik olarak bu esitsizlik, f

fonksiyonunun grafigi kiriglerinin altindan geger anlamindadir.

Asagidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir.

a) | araligi tizerinde f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart

herhangi bir c el noktasi igin, f(X)— f(C)/(X—C) fonksiyonunun | araliginda artan

olmasidir.

b) f : (a, b)—)R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her

c,xe(a,b) igin,

olacak sekilde g : (a, b) — R artan fonksiyonun olmasidir.

c) f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak {izere, f in konveks olmasi igin gerek

ve yeter sart f' fonksiyonunun artan olmasidir.

d) f", (a,b) de mevcut olsun. Bu durumda f nin konveks olmasi igin gerek ve yeter

sart f"(X)Z 0 olmasidir.



e) f: (a, b)—)R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

Xy € (a, b) icin f fonksiyonun en az bir support dogrusuna sahip olmasidir. Yani
f(x)> f(x,)+A(x—x,) Vxe(ab)

esitsizligini saglamasidir. Burada A, X, a baghdir ve eger f' varsa o zaman

A=1'(x,) yada f' (x,)= f', (x,)ise Ae[f' (%) f", (x,)] dir.

f) f: (a, b)—) R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart P,Q ve R

noktalar1 f fonksiyonun grafigi tizerinde herhangi ii¢ nokta olmak iizere,
egimPQ < egimPR < egimQR

esitsizliginin saglanmasidir.
Simdi konveks fonksiyonlarin bazi1 6zelliklerini verelim :

I. Kapali aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirlidir.

ii. f :1—>R konveks fonksiyon ise, 1° (1 mnin i¢i) inde herhangi bir [a, b] kapali
araliginda Lipschitz sartin1 saglar. Bu nedenle f fonksiyonu [a, b] araliginda da

mutlak siirekli ve |1° de siireklidir.
iii. f :1—R konveks fonksiyonise, I° de f'_(x) ve f' (x) vardir ve artandr.

iv. f:1—>R fonksiyonu | agik araliginda konveks ise, sayilabilir bir E kiimesi

haricinde f' mevcuttur ve siireklidir.

v. k tane fonksiyon R" — R de konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;
k
f(x)=af (k) a;>0, (j=123..k)
j=1

fonksiyonu da konvekstir.



Vi. g :R — R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica h :R" — R konveks fonksiyon

olsun. Bu takdirde; f :R" >R, f(X)z(goh)(X) olarak tamimlanan f bileske

fonksiyonu da konvekstir.

vii. g :R™ — R konveks ve h :R" — R fonksiyonu h(x)= Ax+ B formunda konveks

olmak tizere (Burada A uygun matristir.)

fonksiyonu konveks fonksiyondur. (Pecari¢ ve dig. 1992)

Teorem 1.2.2. (Jensen Esitsizligi) f fonksiyonu (a,b) araliginda konveks ve

x; €(a,b) olsun. Budurumda o, >0 ve "¢, =1 ise,
f(ZaixiJSZai f(x)
i=1 i=1

esitsizligi gecerlidir. (Pecari¢ ve dig. 1992)
Ispat. f fonksiyonu her x, e(a,b) icin bir suport dogruya sahiptir. Yani her X,
noktast igin f(x)> f(x,)+m(x—x,) olacak sekilde X, a bagli bir m noktasi vardir. Bu

esitsizlikte 6zel olarak i=1,2,...,n iginx, =>7, ;X segilirse,
F06)> (%) +m(x —x,)

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler «; ile carpilir, taraf tarafa toplanir ve

diizenlenirse Jensen Esitsizligi elde edilir.

Teorem 1.2.3 (AO-GO Esitsizligi) Eger her i=12,...,n igin x, 20, «; >0 ve

Yo =1 ise,

ll[xi"‘i < Zn:ai X;
i=1 i=1

esitsizligi gecerlidir. (Pecari¢ ve dig. 1992)



Ispat. Enaz bir i igin x, =0 ise ispat asikardir. X, >0 durumunda, y, =logx,

secilirse,

olup f (t) =e' fonksiyonu R ’de konveks oldugundan Jensen Esitsizligini uygularsak,

ll[xiai f( n aiyi]
i=1 i=1

n

iznl:aif(Yi): a; X

i=1

IN

elde edilip ispat tamamlanmus olur. Ozel olarak n=2, o =%, a,=%, x =x" ve

X, =y* segilirse Young Esitsizligi olarak bilinen,

xyglxp+£yq
q

esitsizligi elde edilir.

Teorem 1.2.4. (Hélder Esitsizligi) X,...,X,, ¥, ¥, >0, p,q>1 dyleki ++1=1

olmak tizere,

1 1
n

i=1

esitsizligine Holder Esitsizligi denir. Ozel olarak p = q = 2 secilirse yukardaki esitsizlik
Cauchy-Buniakowsky-Schwartz esitsizligi elde edilir. (Bayraktar 2006)

Ispat. Yukardaki esitsizlikte X, ve y; lerden en az birinin sifirdan farkli oldugunu

diisiinebiliriz. O halde u :(Zi“:lxip)% ve v:(zi”:lyiq) her ikisi de pozitiftir, Young

esitsizliginde X=X, /u ve y=yY,/v secersek,



p q
XN l(ﬁj +£[Lj
u v plu qlv
elde edilip bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,

Xy 11 g
w - p q

olur. Bu da Holder esitsizligini verir.

Tamim 1.2.5. (Integraller icin Holder Esitsizligi) p>1 ve ++%=1 olsun. f ve

o

g, [a, b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar |f|p ve |g|q, [a, b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

ES

T| f (x)g(X]dxs(h f (ledx]p[hg(xlqujé

a a a

esitsizligi gecerlidir. (Bayraktar 2006)

Tanmm 1.2.6. (Kuvvet Ortalama Esitsizligi) q>1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda

taniml1 reel fonksiyonlar |f| ve |g|q, [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

{11 (0g0ldx= [ [t (x)|dxj q ( 11 e0la0or deq

a a a

esitsizligi gecerlidir. (Bayraktar 2006)

Tamm 1.2.7.(Mutlak Siireklilik) [a, b] araliginin ayrik agik alt araliklarinin birikimi
{a;.b )}f igin

n

>(b-a)<s

1

oldugunda,

10



n

zl:|f(bi)—f(ai)|<g

olacak sekilde herhangi bir & >0 sayisina karsilik, bir 6 >0 bulunabiliyorsa, f

fonksiyonuna [a, b] araliginda mutlak siireklidir denir. (D6nmez 2001)

Teorem 1.2.8. (Hermite-Hadamard Esitsizligi) f : [a,b] >R konveks fonksiyon

olmak tizere,
b 1.1
2 b-a¢ 2

esitsizligine Hermite-Hadamard Esitsizligi denir. Burada f fonksiyonunun konkav
olmasi esitsizligi tersine ¢evirir. Klasik Hermite-Hadamard (H.-H.) esitsizligi
bir f :[a, b]—) R konveks fonksiyonunun ortalama degerinin hesabini saglar. (Dragomir
ve Pearce 2002)

ispat. f fonksiyonu [a,b] tizerinde konveks oldugundan, t € [0,1] igin,
f(ta+ (L-t)b) <tf(a)+ (1—t) f(b)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [O, ] araliginda t ye gore

integralini alirsak,
1 1 L
Ifﬁa+ﬁ—ﬂmm£jﬂ«nm+ja—0fmxn:i§9§iﬁﬁ
0 0 0

elde ederiz. Diger yandan, f fonksiyonu [a, b] izerinde konveks oldugundan, t e [O,l]

i¢in,

—h

=2

SE[f(ta+(1—t)b)+ f((1-t)a+th)]

Ca+a—0b+a—0a+mj
2 2

-

11



esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda t ye gore integralini

alirsak,

IN
N |-

j f(ta+(1—-t)b)+ f((L—t)a+th)[dt

I\Jll—\

Hf ta+ (1—t)b)dt+ j (A-t)a+tb)dt

elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafinda ikinci integralde 1—-t=s yazarsak soldaki

esitsizlikte

ﬁfm(l t)b dt+j (sa+(1—s)b)ds }
Jl‘f (ta+ (L—t)b)dt

buluruz ve buradan

f(a%bj ! f(ta+(@—t)b)dt < w

1
elde ederiz. _[f(ta+(1—t)b)dt integralinde ta+(1—t)b=x yazarsak,
0

_l[f(ta+(1 t)b)dt =

CT
[N
QJ
D e T
—

12



oldugunu kolaylikla goriiriiz ve boylece ispat tamamlanir.

Tamm 1.2.9. (Birinci Anlamda s -Konveks Fonksiyon) 0<s<1 olsun. R, :=[0,)

olmak iizere f:R, — Rfonksiyonuna, her u,veR, ve a,>0 ile & + £° =1 igin,

flau+pv)<a®f(u)+B°f(v) (1.2)

sartin1 sagliyorsa birinci anlamda s -konveks fonksiyon denir. Reel fonksiyonlarin bu

smifi K ile gosterilir. (Dragomir ve Pearce 2002)

Teorem 1.2.10. f e K} olsun. (1.2) esitsizliginin her u,veR, ve a,8>0 ile

a® + f#° <1 durumlarinda saglanmasi igin gerek ve yeter sart f(0)<0 olmasidir.

Ispat. Gereklilik u=v=0 ve a=/£=0 alinarak kolaylikla bulunur. Bu nedenle

1 1

a,B>0 ve O<y=a’+p° <1 oldugunu varsayalim. a=ay ° ve b=y ¢
S S

olarak alirsak, a’ +b°® = a_+ﬂ_
yov

uveR

4

=1 olur ve buradan

1 1
f(au+pv)= f{aysu + bySvJ

1 1
< asf(ysu}rbsf{}/w)

1 1 . !
:an(ySu +(l—7/)sOJ+bs f[ySV+(1—7)50j

<a’[/A (u)+@-7)f (0)]+b*[ (v)+ 1-»)1 (0)
=a%f (u)+b*f (v)+(1-7)f (0)

<a*f(u)+p°f(v)

bulunur.

13



Teorem 1.2.11. 0<s<1olsun. f e K} sarti saglaniyorsa f fonksiyonu (O, oo) tizerinde

f(u)< f(0) dir.

azalmayandir ve lim |
u—0

ispat. u>0 ve a €[0] igin,

fKai +(1_a)ngaf )+ (- a)f ()= (1)

vardir.

1 1

he)=a +0-a)

fonksiyonu [0,1] araligi lizerinde stirekli, {O%} aralig1 lizerinde azalan, [% 1| aralig

1
s

iizerinde artan ve h([0, ]):H%j, h(1)}{21

.1
,1} dir. Buradan her u>0,te 21 s ,1}

i¢in,

f ()< £ (u) (13)

1 1 1
olur. te {21 s ,1} ise 0 halde t? {21 s ,1} dir. Bu durumda her u >0 i¢in (1.3) saglanir

ve boylece her u>0 i¢in

elde ederiz. Tiimevarimla, her u >0, t €(0,1] igin
f(tu)< f(u) (1.4)

buluruz. Bu nedenle, 0 <u <v alarak ve (1.4) uygulayarak

14



elde ederiz. Buda f fonksiyonu (0,o0) iizerinde azalmayan demektir.

Ikinci kisim su sekilde ispatlanabilir. Her u >0 igin
f(au)= f(au+B0)<a’f(u)+p°(0)
gegerlidir ve u — 0" alarak

lim f(u)< lim f(eu)<a® lim f(u)+ 8°(0)

u—0" u—0* u—0*
ve bunun sonucunda

lim f(u)< £(0)

u—0"

buluruz.

Teorem 1.2.12. 0<s,,s, <1 olacak sekilde f e K{ ve geK{ olsun,

a) f azalmayan, g negatif olmayan fonksiyonlar ve f(0)<0=g(0) ise f ve g nin

f og bileskesi K! e aittir oyle ki s=s,.s, dir.

b) 0<s,,S, <1 oldugunu varsayalim. Eger f ve g negatif olmayan fonksiyonlar,
f(O):O ya da g(O):O ise f ve g nin f.g carpimu K e aittir dyle ki S:min(Sl,Sz)
dir.

Ispat.

a) uveR,, a,>20 ve s=s.5, olmak ilizere «@°+f°=1 olsun. i=12 igin

a’ + B% <a™® + %% =1 oldugundan, Teorem 1.2.10 den ve yukaridaki kabullerden,
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(fog)au+ )= f(glau+pv))< fla=g(u)+ B=g(v))
<a*%f(g(u))+ B> f(g(v))
<a*(fog)u)+p(fog)v)

elde edilir ki bu f og e K; demektir.

b) Teorem 1.2.11 e gore, f ve g fonksiyonlarmin ikisi de (O,oo) aralig1 iizerinde

azalmayandir. Dolayistyla her v>u >0 igin

(f(u)-f(v)Xg(u)-g(v)=0

ya da diger bir ifadeyle

fug(v)+ f(v)g(u)< fu)g(u)+ f(v)g(v) (15)

olur. v>u=0 ise o halde (1.3) esitsizligi f ve g negatif olmayan fonksiyonlar ve

f (O) = g(O) =0 iken de gegerlidir.

Simdi u,veR,, a, >0 ve s=min(s,s,) olacak sekilde a®+/4°=1 olsun. i=1,2

icin a® + B° <a® + ° =1 oldugundan ve Teorem 1.2.10 ile (1.5) esitsizliginden,

f(au+ pv)glou + pv)
<fa* £ (u)+ g (Wl g()+ g (V)
= f(u)g(u)+a® g% fu)g(v)+ap* f(v)g(u)+ g f(v)g(v)
<a®f(u)glu)+eap*(fug(v)+ f(v)g(u))+ s> f(v)g(v)

<’ f(u)g(u)+ g f(v)g(v)
elde edilir ki bu f.g e K} demektir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. IKINCi ANLAMDA S -KONVEKS FONKSiYONLAR

Simdi ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlarla ilgili asagidaki bazi sonuglari verelim
(Hudzik ve Maligranda 1994).

Tamm 2.1.1. Her u,veR,, a+ =1 olacak sekilde «,f>0 ve SE(O,].] icin

4

flau+pv)<a®f(u)+ B f(v) (2.1)

saglamyorsa f : R, — R fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir ve

f e KZ olarak gsterilir.

Onerme 2.1.2. f eK?2 ise f,[0,0) iizerinde negatif olmayan bir fonksiyondur.

Ispat. ueR, igin,

alahm. Buradan (2 —1)f (u)>0 olur ve béylece f(u)=0 elde edilir.

Ornek 2.1.3. 0<s<1 ve ab,ceR olsun. ueR, igin

olarak tanimlanan f fonksiyonunda,
(i) b>0 ve 0<c<a i¢in fekK’
(i) b>0 ve c<0 igin fegK’

durumlar vardir.
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ispat.
(i) nin ispatinda agik olmayan iki durum vardir:

1. u,v>0 olsun. O halde au+ pv>0 olurve

f(au+ Av)=blau + Av) +c<b(a’u® + Bv°)+c
= bla®u® + B°v* )+ cla+ B)
<bleu® + v )+cla + B°)
= a*(bu® +c)+ g°(bv° +c)

=a*f(u)+p°f(v)

elde edilir.

2. v>u=0 ve gB>0 olsun.O halde au+ gv>0 olurve

f(a0+ pv)= f(A)=b(Bv) +c=b(aVv*)+cla+p)
< b(ﬂsvs)+ C(O(S +,BS): ozsc+,[i’s(bvs +c)

<a®+ v +c)=a f(u)+ B F (V)

elde edilir.
(ii) nin ispat: yeterince kiiciik U degerleriicin f negatif olacagindan Onerme 2.1.2
den hemen gortiliir.

KZ nintamminda o+ =1 durumunun esdegeri bir sekilde a+8<1 durumu ile
yer degistirebilecegini bilmek 6nemlidir.
Simdi s -konveks fonksiyonlar i¢in 6nemli olan asagidaki teoremi verelim (Hudzik ve
Maligranda 1994).

Teorem2.1.4. f eK? olsun.Her u,veR,, «,>0 ile a+£<1 durumlannda

(2.1) esitsizliginin olmasi igin gerek ve yeter sart f (O): 0 olmasidir.
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ispat.
Gereklilik u=v=a=4=0 alarak, f(0)<O0 buluruz ve (0)>0 oldugundan
(Onerme 2.1.2.) f(O): 0 elde ederiz.

Yeterlilik uveR, ve «a,820 ile O<y=a+p<1 olsun. a=% ve b=

<=

alalim. O halde a+b =< +§ olur ve buradan

fau+pv)= flam+bw)<a®f(u)+b*f(w)
=a’f(u+(1-7)0)+b*f(w+({1-7)0)
<@l 1)+ - 1Ol £+ 077 10)
= a1 (u)+b%* F(v)+(a* +b°)a-7) 1 (0)

= f(u)+ B f(v)

elde edilir.
Yukardaki teorem ve K! igin benzer tiirdeki teorem 1.2.10 i kullanarak, $ -

konveksligin her iki taniminit asagidaki teoremde karsilagtirabiliriz (Hudzik ve
Maligranda 1994).

Teorem 2.1.5.

a) 0<s<1 olsun. Eger feK? ve f(0)=0 ise feK! dir.

b) 0<s,<s,<1 olsun. Eger feK? ve f(0)=0 ise fekK! dir.
Ispat.

a) Farzedelimki feK? ve f(0)=0 olsun. u,veR, ve «, >0 ile

a’+p° =1 i¢in a+pB<a’+°=1 olurve Teorem 2.1.4 den

flau+pv)<a®f(u)+ e f(v)

esitsizligini elde ederiz.
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b) feK? ve uveR,, «,>0 ile a+pB=1 ileoldugunu varsayalim. O halde

flau+ )< a® f(u)+p%f(v)

<a™f(u)+pf(v)

olurkibu f e K; demektir.

Teorem 1.2.12 iin kanitindaki gibi benzer bir ispat kullanilarak asagidaki teorem de
gosterilebilir (Hudzik ve Maligranda 1994).

Teorem 2.1.6. f fonksiyonu K2 de azalmayan ve g fonksiyonu [0,c0) araligi
lizerinde negatif olmayan fonksiyonlar olsun. Oyleyse f ve g nin fog bileskesi
KZ e aittir.

S

¥ -fonksiyonlar i¢in, f : R, - R, fonksiyonu azalmayan ve siirekli, f(0)=0 ise

f fonksiyonuna Y - fonksiyon denildiginden, asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.1.7. ¢ fonksiyonu bir ¥ -fonksiyonve f , KZ de bir ¥ -fonksiyon ise
fog bileskesi KZ ye aittir.

Asagida ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢in H.- H. sonucunun farkli bir

gosterimini verelim (Dragomir and Fitzpatrik 1999).

Teorem2.18. f : R, — R, ikincianlamdas - konveks bir fonksiyon, se(0,1) ve

a,beR, ile a<b olsun. f el [a,b] ise asagidaki esitsizlik vardr:

25t f(a—erj <1 [ f(x)ax< fla)+(b) 2.2)

2 ) b-a® s+1
ispat. f fonksiyonu ikinci anlamda s-konveks oldugundan, her te[0,1] igin

fta+(1—t)b)<t*f(a)+(@-t) f(b)
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vardir. Bu esitsizligi [0,1] aralig: iizerinde integrallersek,

[ fta+@-t)o)

IA

f(a)[ t'dt+ f (o) [ (L—t)

f(a)+ f(b)

s+1

elde ederiz. x=ta+(1—t)o degisken degistirmesi ile

olur, boylece (2.2) de ikinci esitsizlik ispatlanir. (2.2) de birinci esitsizligi ispatlamak

icin her X,y el icin gecerli olan
f[xzng f(X);f(y) 2.3)

esitsizligini goz niine alahm. x=ta+(1-t)b ve y=(1-t)a+tb ile te[0,1] olsun.

O halde (2.3) esitsizliginden, her t<[0,1] igin

f(a+bj< f(ta+(@—t)o)+ f((1—t)a+tb)
2 ) 2°

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi [O, ] arahigr tizerinde integrallersek (2.2) nin
birinci kismini gostermis oluruz.

Hatirlatma 2.1.9. (2.2) deki ikinci esitsizlikte se(0,1] i¢in k =Z; sabiti miimkiin

s+1

olan en iyi sabittir.
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Simdi f fonksiyonunun [a,b] araligi iizerinde Lebesgue anlaminda integrallenebilir

oldugunu varsayalim ve

olarak verilen H :=[0,1] >R fonksiyonunu géz oniine alalim.

Asagidaki teorem gecerlidir. (Dragomir and Fitzpatrik 1999).

Teorem 2.1.10. f : | R, > R fonksiyonu iizerinde ikinci anlamda s-konveks,
Se(O,l] ve a<b olacak sekilde [a, b]cl tizerinde Lebesgue anlaminda

integrallenebilir olsun. O halde:

i. H fonksiyonu [0,1] aralig1 iizerinde ikinci anlamda s-konvekstir.

ii. Her te0,1] igin

H(t)>2°* f(a%b} (2.4)

esitsizligi vardir.

iii. te (0,1] olmak tizere,
H(t)<min{H,(t), H,(t),t <[0,1] (2.5)

esitsizligi vardir dyle ki

ve

H,(t)= f(ta+(1—t)a;bs)ilf(tb+(1—t)agb)
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olarak tanimlanmstir.

iv. H(t) :==max{H,(t) H,({t),t[0,1] , ise

g(t)gts_le_t)isiﬂ f(a%b}te[o,l] (2.6)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat.

i. t,t,e[0,1] ve «,8>0 ile a+ =1 olsun. Siraile
H(at1+,8t2)

= bij.: f((octl + 8t )x+[L—(at, + Bt,) a—;bjdx

- lea : f(o{tlx+ (1—t1)a7+b}+ﬂ{tzx+((1—t2)a7mdex

<
a

1 o b S b
= [a f(tlx+(1—t1)a%J Vi f(t2x+(1—t2)a%ﬂdx

= asH(tl)+ﬁsH(t2)

saglanir ki bu bize H fonksiyonunun [0,1] arahg: iizerinde ikinci anlamda s-konveks
oldugunu gosterir.

. te (0,1] oldugunu varsayalim. u=tx+ (1—t)f"—§b degisken degistirmesi yapilirsa

a+b

__L th+(1-t) = — 3 L p
H(t) = t(b—a)'[ta‘*'(l—t)afb f(u)du= L f(u)du

olur. Burada p=th+(1—t)2t ve gq=ta+(1—t)a dur.

Birinci H.-H. esitsizligini uygulayarak,
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LL" f(u)du> 2° f(%} _ ot f(a—”’j

P—q 2

elde ederiz ve (2.4) esitsizligi bulunur.

iii. ikinci H.-H. esitsizligini uygulayarak, her te[0,1] igin

f(p)+f(a)

r+1

flth+(1—t)22)+ f(ta+(1-t)22)
r+1

= Hz(t)

buluruz. Diger yandan, her te [0,1] ve Xe [a, b] i¢in

f(tm(l_t)a_;bj <t £ ()4 (- t) f(a—erj

2

oldugu agiktir. Bu esitsizlik [a, b] arahigi tizerinde integrallenirse, Hl(t) icin (2.5)
elde edilir ve istenen ispatlanir.

iv. Her te0,1] icin

H, (1)

_ EE@)+ A1) f(5)+ F(0)+(1-1) ()
s+1

S 1@T0) g gy 2 [a_”’)

s+1 s+1 2

gecerlidir. Diger yandan,
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1 _ f@)+fb)
L f(x)dx_—S+1

-ty f[aT”’j < (1_t)s.i.f(a_”’j

H, ()<t @)+ ) (a)+ f(b)+(1—t)s.i.f(a—mj

s+1 s+1 2

esitsizligini verir ve teorem ispatlanir.
Simdi, f : [a, b]—) R fonksiyonunun [a, b] aralhig1 tizerinde Lebesgue anlaminda

integrallenebilir oldugunu varsayalim. O halde

Ft) = [ [ flx+ @-t)y)aecyt [0,

fonksiyonunu g6z oniine alalim.

Asagidaki teorem bu fonksiyonun temel 6zelliklerini icerir (Dragomir and Fitzpatrik
1999).

Teorem2.1.11. f : 1 cR, - R, ikinci anlamda s-konveks bir fonksiyon , s €(0,1],

a,bel ile a<b ve f fonksiyonu [a,b] aralig iizerinde Lebesgue anlaminda

integrallenebilir olsun. O halde:

i. Her se0,4] igin

2

ve her t<[0,1] igin
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F(t)=F@-t)
olur.
ii. F, [0,1] aralig1 iizerinde ikinci anlamda s-konveks bir fonksiyondur.

iii. te[0,1] icin

1-s 1) 1 oo Xty
22 F(t)> F(Ej— b-af j jf[ ; jdxdy 2.7)

esitsizligi vardir.

iv. te[0,1] igin
F(t)= 2 H ()= 4 f(aT”’j

esitsizligi vardir.

v. te[0,1] icin
F(t)
< min{[ts +(1-t) ]ﬁ.[: f(x)dx, (2.9)

f(a)+ f(ta+(@-t)b)+ f((L—t)a+th)+ f(b)
(s+1Y

esitsizligi vardir.

Ispat.

i. Ispat agiktir.

Ii. Teorem 2.1.10'un ispatina benzer sekilde yapilir.

iii. f , | {zerinde ikinci anlamda s- konveks bir fonksiyon oldugundan, her t e [0,1]

ve X Yyelab] igin
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25

ftx+@—t)y)+ f(L-t)x+ty) S f(x+ y}

vardir. Bu esitsizligi [a, b]2 tizerinde integral alirsak,

LIPL toraty)axays [ fla-tey)onay]

_II (Xerjdxdy

buluruz. Buradan da

'['[ f(tx+(1—t)y)dxdy= jj ((1—t)x+ty)dxdy

oldugundan dolay1 yukardaki esitsizlik bize istenen sonug (2.7) yi verir.

iv. Oncelikle

F(t)=if’[i (- t)x+ty)dx}dy

b—-a-a

olarak yazahm. Simdi [a,b] arahg igindeki y sabiti igin,

1
H,(t) = P f(tx+(l t)y)dx
olarak tanimlanan Hy(t) : [O,l]—) R fonksiyonunu goz oniine alalim. Teorem 2.1.10
un ispatinda gosterildigi gibi, te[0,1] igin p=tb+(@—t)y , g=ta+(1-t)y olmak

luzere
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esitligi vardir. H.-H. esitsizligini uygulayarak, her te (0,1) Ve ye [a, b] icin

LL ()du>25‘1f[p;qj 25‘1f(ta7+b+(1 t)yj

P—q
elde ederiz. Y 'ye gore [a, b] araligi iizerinde integrallersek, kolayca her te(O,l) igin
F(t)>2"H(1-t)

oldugu sonucuna varinz. F(t): F(l—t) oldugundan, te(O,l) icin (2.8) esitsizligi
ispatlanir.

v. ikinci anlamda s-konveks bir fonksiyonlarin tammindan, her x,ye[a,b] ve

te(0,) icin

ftx+@-t)y)<t f(x)+@-t) f(y)

esitsizligi vardir. Bu esitsizligi [a, b]2 iizerinde integrallersek, (2.9) esitsizliginin ilk
kismini elde ederiz.
Simdi, H.-H. esitsizliginin ikinci kismindan te[0,]] , p=tb+(@-t)y ve

g=ta+(l-t)y olmak iizere

H (1) 1 J-qp f(U)du < f(tb+(1—t)ys):1f(ta+(1—t)y)

gelen esitsizligi ele alahm. Bu esitsizligi Yy’ ye gore [a, b] araligr tizerinde

integrallersek

F(t)gsiﬂ{bfla :f(tb+(1—t)y)dy+—j (ta+(1— t)y)dy}

sonucuna varirz. Basit bir hesaplamayla, r=b , I=tb+(1-t)a ve te(0,1) olmak

uzere
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_ f(b)+ f(tb+(1-t)a)
s+1

oldugunu ve benzer sekilde

f(a)+ f(ta+(1—t)b)

,te(0,1
a s+1 e( )

oldugunu goriiriiz. Bu da bize (2.9) daki ikinci esitsizligi verir.

2.2. KESIRLI INTEGRALLERIN ELDE EDILIS YONTEMLERI

Kesirli Hesaplamalarin baslangict n — ci mertebeden bir tamsay1 igin tiirevin anlaminin

n —tamsay: olmadiginda da olabilir mi sorusunun sorulmasiyla baglamistir. Bu soru 30
Eyliil 1695 de L'Hopital tarafindan ortaya atilmistir. Bir giin Leibniz mektubunda B—;ﬁ
seklinde f(x): x fonksiyonun n - ci tiirevini bu sembol ile gosterilmistir. L'Hopital
da adi bir sekilde n=% oldugunda sonucun ne olacagini sormus ve Leibniz de
cevaben "bir paradoks gibi bir giin yararli bir sonug olarak ortaya ¢ikacaktir" demistir.
Bu konu bir¢ok biiyiik matematik¢inin ilgisini ¢ekmistir. Bunlardan bazilari, Euler,
Laplace, Fourier, Lacroix, Abel, Riemann ve Liouville gibi matematikg¢ilerdir.

1819 da Lacroix kesirli tiirev diisiincesini bir makale olarak ilk yayimlayan

matematikg¢idir. Ona vermis oldugu tanim asagidaki sekilde verelim:
m pozitif tamsay1 olmak tizere y=Xx" fonksiyonunu alahm. n- ci mertebeden

tirevini Lacroix

,m>n (2.10)
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seklinde bulmus ve Legendre’nin I" semboliinii kullanarak genellesmis faktoriyel igin

dy  T(m+1) o
dx"  T(m-n+1)

seklinde yazilmistir. Son olarak m=1 ve n=1% igin Lacroix

d%y_ 24x
dx 7

elde etmistir. Bununla birlikte kesirli operatorlerin ilk kullanimi Lacroix tarafindan
degil Abel tarafindan 1823 yilinda verilmistir. Abel tautochrone probleminin
formiilasyonundan ortaya ¢ikan bir integral denkleminin ¢6ziimiinde kesirli
hesaplamalar uygulamastir.

Yillarca birgok matematik¢i kendi notasyonlarini ve yaklagimlarini kullanarak tamsayi
olmayan mertebeden integral ve tiirev fikrine uygun bir¢ok tanim vermislerdir. Bu
tanimlamalardan en popiiler olarak ortaya ¢ikan Riemann-Liouville’ nin tanimi
olmustur. Ilging olan bir kesirli tiirevin Riemann-Liouville tammi Lacroix tarafindan
elde edilen (2.10) denklemine benzer sonug olmustur. Riemann-Liouville kesirli integral
ve tlirevin tanimina bakmadan Once bazi 6nemli matematiksel kavramlar verelim:
Bunlar sirasiyla Gamma, beta, error(hata), Mittag-Leffler ve Mellin-Ross
fonksiyonlaridir.

Tamm 2.2.1. (Gamma Fonksiyonu)

XxeR, i¢in

T(x)=[e 't dt
0

olarak tanimlanir. Gamma fonksiyonun 6nemli bir 6zelligi

I(x+1) = xI'(x),x e R

I(x)=(x-1},xeN (2.11)
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dir. (2.11) den T'(1)=1 ve

dir. Ayrica tam olmayan Gamma fonksiyonu

t
(v,t)= L . je’xxv’ldx, Rev >0
0

F(v)t

seklinde tanimlanir.

Tanm 2.2.2. (Beta Fonksiyonu)
X,y €R, i¢in

B(x,y)= jtx‘l(l—t)yldt

olarak tanimlanir. Beta fonksiyonu gamma fonksiyonu cinsinden

B(x, y)= r()r(y)

) 1 ]R+
T(x+y) %y e

dir.

Burada ilk olarak daha gok kullanilan _D;*f(x) x-— ekseni boyunca keyfi v - ci
mertebeden f(x) fonksiyonun kesirli integrali olarak tanimlayacagiz. Bu notasyonda
v pozitif reel sayive ¢ ve x de integrasyon limitleridir.

v negatif olmayan bir reel say1 olsun. f , J =(0,0) da noktasal siirekli ve
J =[0,00] min herhangi bir sonlu alt araliginda integrallenebilir olsun. Bu durumda

t >0 i¢in v — ci mertebeden f nin Riemann-Liouville kesirli integrali

1 X
D :W! t)dt,v >0 (2.12)
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olarak tanimlanir. (2.12) ifadesi bir¢ok yolla elde edilebilir. Diferansiyel denklemler

teorisinde kullanilan bir yaklagim géz oniine alalim. Bunun i¢in

y(€)=0y (c)=0..., y"(c)=0

baslangi¢ deger problemini gbz Oniine alalim. Dolayisiyla

H ()= XU

(n-1)

Cauchy fonksiyonunu kullanacak olursak,

(2.13)

(2.14)

(2.15)

nin (2.13) denkleminin bir tek ¢6ziimii oldugunu iddia ediyoruz. Bunu gostermek igin

tiimevarim yontemini kullanalim:

n=1 i¢in

olup y(c)=0 den

(2.16)



elde edilir. Keyfi n i¢in (2.15) ifadesini dogru oldugunu kabul edelim ve n+1 igin

dogru oldugunu gosterelim.

denklemini g6z Oniine alalim. y("+l)(x) = (y' )<n)(x) oldugundan

u(x)=y (x)

alinirsa (2.17) denklemi
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olur. Burada y(c)=0 oldugundan

elde edilir ki bu da (2.15) denkleminin bir ¢oziimiidiir. (2.13) de f(x) y nin n- ci
mertebeden tiirevi oldugundan f(x) in n- ci mertebeden integrali olarak y(x) i

gosterebiliriz. Yani

D F(0)= L [(x—t) (D)o (2.19)

yazilir. Son olarak n yerine herhangi bir v reel sayisim ve faktoriyel yerine de

gamma fonksiyonu yazilirsa (2.19) ifadesi (2.12) Riemann-Liouville kesirli integral

tanimina doniisiir. ¢=0 oldugundan D™ notasyonunu kullanacagiz.

Ornek 2.2.3. Rev>0, u>-lolmakiizere D"x* hesaplayalim:

Riemann-Liouville kesirli integral tanimindan

1

(v

1 h t o v-1
:T)»!.(l_;j X t”dt

1

v

Dx“ = (x—t) "t dt

N—
<) ——;

)1

;1

!

—

X

O ey

L—u) ™ x 7 (xu) xdu, (u - lj

1 ;z+v1 7 v-1
= —<x*" [u*(1-u)du
0

r(v)

1 T(e+1)
= — x*"B(u+1v)=——""L x*
AR~ vyt

elde edilir. Dolayisiyla
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D7Vx* :MX‘”V,\/>O,,U>—1,X>O
F(,u+v+1)

dir. Benzer olarak v — ci mertebeden k sabitinin kesirli integrali

k
D7k = Y
ro+1)"
dir. Ozel olarak v =1 ise
D40 T 2, (x
re) z
Di%Xl — F(Z) X% :ﬂ X_3
r¢) sVz
D%Xz _ F(3)X% E X_S
()" 15V =x

yazilabilir.

Daha ¢ok kesirli integraller Riemann versiyonu

1

(v)

D f(t)= (t—x)™" f(x)dx

0 — )

—

ve Liouville versiyonuda

)= (¢

t
D=

ile gosterilir. ¢=0 i¢in

—

P10-L oy

0



ifadesine Riemann-Liouville kesirli integrali denir. « ve S skaler sayilar i¢in

Dlef (t)+ g (t)] = &Df (t)+ ADg(t)

oldugu kolayca gosterilir. Benzer olarak kesirli integraller de lineerlik 6zelligi kolayca
gosterilebilir.

n —tane integrali alarak
D (0)= [, [ ax, [ e [ F(0)ct (2.20)

alalim. (2.20) deki f fonksiyonu x<b ig¢in [C, b] tizerinde siirekli oldugunu kabul
edelim. (2.20) ifadesi Kn(X,t) , N,X ve t nin bir fonksiyonu olan bir ¢ekirdek olmak

uzere

IKn(x,t) f(t)dt (2.21)

seklinde bir tek integral olarak yazilabilir. n tamsayr olmadiginda bile Kn(x,t)

anlaml: fonksiyon olacagini gésterecegiz. Boylece, Rev >0 tim v icin _D," f (t) i

D £ ()= [ K, (x) f ()t

seklinde tanimlayacagiz.
Simdi bunlar ispatlamak i¢in X <b olmak tizere G(X,t) , [C,b]x[c,b] uzerinde

surekli ise

jdxi]lG(x,t)dt = IdtJX'G(xl,t)dx1
C C C t
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yazabiliriz. Ozel olarak G(x,,t)= f(t) ise

Idxle f(t)dt =

yazilir. Boylece iki integral bir tek integrale doniismiis olur.

n=3 ise bu durumda

olur. Benzer islemler altinda

D" F(t)= = [(x—t)" D)t (2.22)

olarak yazilir. (2.22) ifadesinin sag tarafi sifirdan biiyiik her n reel sayisi i¢in anlamli

olacagindan v — ci mertebeden f nin kesirli integralini
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=ij t)dt,Rev >0
F(vc

yazabiliriz.

38



3. BULGULAR VE TARTISMA

Hermite-Hadamard esitsizligi giiniimiize kadar bir ¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve
bu konu ile ilgili olarak literatiirde olduk¢a yayin bulunmaktadir. Hermite-Hadamard
esitsizliginin birinci ve ikinci tarafi ile ilgili yapilan ¢alismalarin tiimii bu iki esitsizligin
arasindaki farkin en iyi sekilde verebilecek bir 6zdesligin elde edilmesi ile miimkiindiir.
Dolayisiyla ilk olarak, Hermite-Hadamard esitsizligi ikinci tarafi ile ilgili esitsizlikleri
Dragomir ve Agarwal elde etmistir. Bu boliimde amacimiz bu tip esitsizlikleri Riemann-

Liouville kesirli integraller yardimiyla elde etmektedir.

3.1. KESIRLI INTEGRALLER iCiN HERMITE-HADAMARD ESIiTSIZLiGi
VE KESIRLI INTEGRALLERLE ILISKISI

Bu kisimda ilk olarak Hermite-Hadamard esitsizliginin ikinci kismi i¢in 6nemli olan bir

esitsizligin elde edilmesi i¢cin 6nemli olan asagidaki 6zdesligi verelim:

Lemma3.1.1. f : I cR—>R fonksiyonu | iizerinde diferansiyellenebilir a,bel
ve a<b olsun. Eger f’eL[a,b] ise asagidaki ozdeslik saglanir.(Dragomir ve

Agarval 1998)

f (a)er f(b) b E - J': f(x)dx = b_Ta :(1_ 2t) f'(ta+(1—t)b)dt,

0zdesligi vardir.
Ispat. Kismi integrasyon yardimyla,
b—af

(1-2t) f'(ta+(1—t)b)dt

0

_ b‘Ta[ [ ta+@-t)b)dt [ 2tf '(ta+(1—t)b)dt}
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1 1
_b-a f(ta+(1_t)b)| 2t f(ta+(1_t)b)| + 2 jlf(ta+(l—t)b)dt
2 a-b |, a-b |, a-b®

_ b;a_ f(aij(b)_2;_(:;1))+ afbﬁf(tm(l_t)b)dt}

- M_E f(ta+(1—t)b)dt

buluruz. Buradaki [ f(ta+(l-t)b)dt integralinde ta+(l-t)o=x  degisken

degistirmesi yaparsak, istenilen sonug elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.2. f : I cR—R fonksiyonu | iizerinde diferansiyellenebilir a,be |

ve a<b olsun. Eger |[f]| fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise asagidaki

Sb—a
4

esitsizlik saglanir.

[f(a)+f(b) 1 be(x)dx

~ f'(a)+
| 2 b—a-a 2

o)
esitsizligi vardir.

Ispat. Lemma 3.1.1. de &6zdesligin her iki tarafina mutlak degeri uygular ve |f’|

fonksiyonun [a, b] araliginda konveks oldugunu kullanirsak,

1 16)_ 1Py,

- f'(ta+(1-t)b)dt
ety (2 0-01)

b-ap
X < TIO|1—2t|

-D-a a2 e -to)ts -yt '(ta+(1—t)b)|dt}
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cb-a E(l—Zt)(qf'(a)|+(1—t)|f'(b))dt+ E(Zt—l)(t|f’(a]+(l—t)|f’(b)|)dt}

2
b-al 3
S -2t ) (@)t J2 (-3t 27 £ b)at

+[i(2t? ~t)|f (@) dt+ (3t —2t2 ~1) f ’(b]dt}

=221 )

'(b))

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanr.
Yukaridaki boliimde vermis oldugumuz Riemann-Liouville integralinin tanimini 6zel

olarak asagidaki sekilde verelim:

Tamm 3.1.3. (Alt ve Ust Riemann-Liouville integralleri). f L [a,b] olsun. Bu

durumda J°.f ve J°f sagvesolkesirliintegralleri >0 ve a>0 igin

3, f(x):%a) [x-tf@e,  x>a

I )=~ [ E-x) " f)dt,  x<b

1
I(a)

ile tammlanir. Burada, T'(e) Gamma fonksiyonu ve J° f (x)=J7 f (x)= f(x) dir.

2013 yilinda, Sarikaya ve arkadaslar1 kesirli integraller i¢in 6nemli bir esitsizlik olan
Hermite-Hadamard esitsizligini asagidaki sekilde vermislerdir.(Sarikaya ve arkadaslari
2013)

Teorem 3.1.4. f :[a,b]—>R bir fonksiyon ve a<b ve fel[ab} Eger f,

[a,b] iizerinde konveks fonksiyon ise « >0 iken
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f[a;bj (b“? [15. (0 +J;f(a)]s—f(a);f(b)

esitsizligi vardir.

ispat. f fonksiyonu [a,b] iizerinde konveks fonksiyon oldugundan x,y €[a,b] ve

A=% i¢in

2 2

(£22)e 10100

olup bu esitsizlikte X =ta+ (1—t)b ve y= (1—t)a+tb ifadeleri yazilirsa
zf(a_;bjs f(ta+(@—t)b)+ f (A1-t)a+tb)

elde ederiz. Bu esitsizligin her iki tarafin t“™ ile carpip te [O,l] icin integral alirsak

gf[a_mj jt“—lf (ta+(1—t)b dt+jt“—1f (1—t)a+tb)dt
(94

yazilir. Burada
ta+(l-thh=u v ([@-t)a+tb=v

doniistimleri yapilir ve Riemann-Liouville integral tanim: yardimiyla
2 f a+b
a 2

< Ia(—b _UJM f(u)ﬂﬂ-b(ﬂjal f (v)—dv
b\b-a a-b -“a\b-a b-a
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Ll Phou ) dus— [P —a) t F(v)dv
- i Lo s -y e
_ @) 7. .

- (b—a)“ [‘]a+ f(b)+‘]b’ f(a)]

sonucunu elde ederiz. Dolayisiyla,

a 2 b-a

2 (a+b)_ T(a) ;. L3 i(a
f( j_( )abffm)dbf(ﬂ

olup bu esitsizliginin her iki tarafin % ile carpar ve ol (a) = F(a +1) kullanirsak

a+b)_ T(a+Y .. L3 f(a
f( ) ybyf®)be(ﬂ

2 ) 2(b-a

elde ederiz.Yani esitsizligin sol kismini elde etmis oluruz. ikinci kisim igin ise f

konveks fonksiyon oldugu i¢in

f(ta+(L-t)b)<tf(a)+(L-t)f(b)

f(1-t)a+tb)<(1-t)f(a)+tf(b)
esitsizlikleri yazilabilir ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

f(ta+(@—t)b)+ f((1-t)a+th)
<tf(a)+(@-t)f(b)+(1-t)f(a)+tf(b)

< f(a)+ f(b)

elde edilir. Son esitsizligi t“* ile carpip te [0,1] igin integral alirsak,
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[t (ta+ @-t)b)dt+ [t £ (L-t)a+th)dt
<[f(a)+ f ()]t~

olup buradan da

L - Jj (v—a)* ™" f(v)dv

(b-a) (b-a)
. @)+ ()
yazilir. Boylece
a) 1., . _f@)+fb)
b bt < e T

olur. Dolayisiyla bu son esitsizligi % ile carpip diizenlersek

a+1 . _ f@)+f(b)
(b—a[J f(b +be(a)]_—2

elde ederiz. Boylelikle esitsizligin her iki tarafin1 da ispatlamis oluruz.

Lemma3.15. f :[a,b]>R fonksiyonu (a,b) iizerinde diferansiyellenebilir olsun.

Eger f'ella,b] ise kesirli integral igin

f(a);f(b) Z(b““;l [0 #(b)+37 1 (a) Hl t) —t« | '(ta+ (1-t)b)dt

0zdesligi vardir.
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Ispat. ilk olarak Lemmanin ispat igin
= [ty —t<]rta+@-tp)at
- [ [t fa+ (1_t)b)dt] {_ [t '(ta+(1_t)b)dt]
=1+,

olarak yazalim. Buradan da kismi integrasyon yardimiyla,

I, = [ @-1)" f (ta+{@-t)b)at

(1_t)a f (ta;flb—t)b)L N a?bj'

(1-t)"* f (ta+ (L-t)b)dt

0

fb) «

= C(1-t) " f(ta+ @-t)b)dt

yazilir. Burada [(1—-t)*" f(ta+(1-t)b) integralinde ta+(l—-t)b=x degisken

degistirmesi yaparsak

elde ederiz. Benzer sekilde
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- _th“ f'(ta+(1—t)b)dt

__te f(ta;LElb—t)b)Iz_ i{a'[:talf(ta+(l_t)b)dt
g

bulunur. Buradan da

_f(@)+fb) I(ax+1) .
- b—a (b— )a+1[J f +Jb’f(a)]

yazilir. Bu son esitligin her iki tarafini %2 ile garparsak ispat tamamlanur.

Teorem3.1.6. f : [a,b]—>R fonksiyonu (a,b) tizerinde diferansiyellenebilir

olsun. Eger |f'|, [a,b] tizerinde konveks ise

%f(a);f(b) (bo“;l [ £ (0)+ 37 f(a)] <

dir.

Ispat. Lemma3.1.5i ve |f’| nin konveksligini kullanarak,
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%f(a);f(b) (ba_+1 [a2. #(b)+ 37 (a)

< b_Tajol‘(l—t)“ —t“||f(ta+(1—t)b)dt

<22 [e-or ) £ o)t

f'(a)+@—t)f(b)]dt

=b‘7a{f£[<1-t>a-ta1[t
+E[ta -t ] f @)+ -t '(b)”dt}

b-a
:T(Kl"'Kz)

seklinde diizenleyelim ve ¢dziimii kisim kisim yapalim. 1k olarak

K, = |f'(a){j}t(l—t)“dt—ft“”dt}

+|f b]{j @—t)dt- j (-t “dt}

dir. Burada 1-t=u degisken degistirmesi yaparsak

a)|[ j “(1—u)du— It“”dt}

b){j Lty dt- th dt+.f2t“+1dt}
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=|f '(a)({ﬁu“du —ﬁu‘”ldu - Et“”dt}
2 2

a+2 |* a+2
t

1 1 1
’(b)({ [Pty dt—[2tede+ j()zt“*ldt}
i Ca+ 2‘0]

a+1
f'(a)] >
0!+2% a+l % a+2 %
+ (o) S +2
a+2‘0

a+2 | a+l]
fr(b)‘{L_(i)_m}

a+2 o+l

_u

f ’(aX[(a +1)1(a +2) (jc)+1 } ’

elde ederiz. Diger yandan

_|f '(a}{jgt“”dt— Et(l—t)“dt}

b)|{j (L-t)t*dt— jl t"‘”dt}
a)'[ o+ |1 ua+1| _ua+2 ]

a+l | a+2 | a+2 |
f!(bx|:t 1| _t ’ +(1_t) ]

a+?2

. (;)“”}

(b
)||: a +1)( a+2) a+l
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olacagindan K, ve K, degerlerini toplarsak

K, +K,

1]

f'(a) +
{a+l a+2) a+l a+2 a+l

w{ N0 _erq

a+?2 a+l (a+1)(a+2) a+l

a]{oﬁl O,JJ bXLH aq)ual}
e el O RIEC)

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanr.

3.2. KESIRLI INTEGRALLERDEN YARARLARAK s -CONVEX
FONKSIYONLAR iCiN GENELLESTIRILMiS HERMITE-HADAMARD
TiPINDEKI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde daha once elde edilmis sonuglar1 veren ve burada elde edecegimiz sonuglar

i¢cin ¢cok onemli olan asagidaki 6zdesligi verelim:

Lemma3.2.1. f : [a,b]—>R fonksiyonu (a,b) aralig iizerinde diferansiyellenebilir

olsun. Eger f'eL[a,b] ise

_fUa+@-A)+f(b+(1-2a) T(a+)
1-22)(b-a) (L—24)“(b—a)™™

f(la+@L-A)b)+J f(Ab+ (1—/1)a)]

[‘](/m(l A)a)* (Aa+(1-2)b)™

j[a t)* —t*] £ [t(Aa+ A— 2)b) + 1—t)(Ab + (1— A)a)]dt

0

dir. Burada A€¢[0,1)/{3} ve a>0.

Ispat. Kolaylik olsun diye ilk olarak
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f(a+(@-Ab)+ f(1b+(L-2)a) T(a+1)

'= (1-22)(b-a) (1-24)"(b-a)*"

oo f(Aa+ (1—A)b)+ " £(2b + (1- 2))]

(Ab+(1-2)a)* (Aa+(1-1)b)~

- j[t”‘ —(@-1)*] £ [t(2a+ (- A)b) + (L—t)(Ab + (L— A)a)]dt
= jt“ ft(la+ (@— A)b) + L—t)(Ab + (1 A)a)]dt

—.lf(l—t)"‘ flt(Aa+(L— A)b) + (L—t)(Ab + (1 — 2)a)]dt
=1, -1,

yazalim. Daha sonra kismi integrasyon yardimiyla,

I, = j.t“ f [t(Aa+(L-A)b) + (L—t)(Ab+ (1— A)a)]dt

0

_ (t“flt(Za+(@-2A)b)+ (L-t)(2b+ -2a)]

(b—a)l-24) .
—mjf[t(ﬂaﬂl A)b) + (L—t)(Ab + - A)a) |t dt
_ flla+(@1-2)b] far(-) 1-2)a)]""
" (b-a)1-21) (b-af(-24) f [ M) } f(x)dx

f[Aa+(1-2)b] a “+(l‘“b[

= (b ~ a)(l— 2/1) - (b B a)a+1(1_ 21)%1 ,1b+('1../1)a X _(ﬂ«b + (l—ﬂ)a)]a—l f (X)dX

_ flaa+(@-4)p] (o +1)
- (b-a)-24) (b—a)(-24)" I asapy T (AD+(=2)a)
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bulunur ve benzer sekilde

A-t)* f[t(da+ @- A)b) + L—t)(Ab+ (L A)a)]dt

I, =

O L

_@-t) ft(a+ (L 2)b) + (L—t)(Ab + (1—/1)a)]|l
- (b—a)1-24)

!

flt(da+ (@1 -2)b) + A—t)(Ab+ AL— A)a)|(L—t) "dt

O Sy

" (= a)O(tl— 2)

ORI P T S
l (b—a)(1—2,1) (b—a)2(1_2,1)2 ib+(l—l)a|: (b_a)(l—Z/l) } f( )d

Ja+(1-4)b
f[/1b+(1—/1)a]+ Ma — [Aa+(@1-2)b—x]*" f(x)dx
(b o a)(l_ 21) (b - a) (1_ 2/1) Ab+(1-2)a

_ f[ab+(@-4)a] (e +1) ) ~
T b-a)a-21) (b—a)"@-24)" Iisanay (A2 + (L= A)D)

yazilir. Bu son iki ifade taraf tarafa ¢ikartilirsa,

I=1,-1,

f[2b+ (- 2)a]+ f (22 + (1 A)b) Mo +1)
(b - a)(l— 22) + (b . a)a+1(1_ 21)(“1

oo f(la+d—A)b)+J° f(2b+ (- 2)a)]

(Ab+(1-1)a)* (Aa+(1-1)b)~

elde edilir. Bu da istenilen sonug olur.

Teorem3.2.2. f : [a,b] >R fonksiyonu a<b iken (a,b) araligi iizerinde

diferansiyellenebilir olsun. Eger |f’|q,q21 ve [a, b] tizerinde s-konveks ise kesirli

integral i¢in
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| f(Aa+(@-A)b)+ f(Ab+(1-2)a) T(cr+1)
1-22)(b-a) 1-22)“"(b—a)“"

<o f(Aa+ (- A)b)+J° f (4b+ (- A)a)]

(Ab+(1-2)a)* (Aa+(1-A)b)~

f/(ab+ (- A)a) |

< (L[pziaDléﬁf (7a+(1-2)b)" +

a+1

1 1
+
2°%(@+s+1) a+s+1

x{ﬂl\z(s+l,a+l)— — B, a +1,s+1)}

esitsizligi vardir. Buarada A €[0,1]/{4}, >0, ve p, tam olmayan beta fonksiyonu
B,(m,n)= joxtm‘l(l—t)”’ldt mn>0,0<x<1

seklinde tanimhidir.
Ispat. Ilk olarak farzedelimki q=1 olsun. Lemma3.1.1ive [f]" min s -

konveksligini kullanarak bulalim:

[f(a+@-Ab)+ F(Ab+(1-2a)  [(a+])
| (L-22)(b-a) 1=22)" (b—a)""

<o f(fa+(d—A)b)+J° f(Ab+ (1—/1)a)]

(Ab+(1-A)a)* (Aa+(1-A)b)”

< h(l—t)“ —t“||f Tt(Aa+ (1— A)b) + 1-t)(Ab + (1- 2)a)] dt

[

< h(l—t)“ _te f/(Ab+(1— A)a)Jdt

f'(Aa+(L-2)b)|+(1-t)°
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Ot

[ - o [ s - v e Jo

2

(@t —t=)a-t) ]dt+j[( —(1-t) Ja-t)* Jat

OL_,N\H

=K, +K,

yazilir. Buradaki integrali hesaplayalim:

[“*S —(1—t)“.ts]dt

[(1 t)t° “*S]dt

=|f'(Aa+(1-A)b)|

ot
N\,_‘L_,H

1

2
(1—t)“t5dt—j“*5dt+jt“*5d (1—t)“t°dt

0

1

ot

=|f'(Aa+(1-A)b)|

N“_\'-—.}—\

2

1 1
a+s+l +
2" (a+s+1) a+s+1

= Bo(s+La+1)-

1

st —B,(a+1s+1)

1 N 1
2°%(a+s+1) a+s+1

= B(s+La+1)-B,,(a+1s+1)-

sonucunu elde ederiz. K, i¢in de benzer olarak

i[(l -t )i-1) ]dt+j[( — (-t Ja-t)* Jat
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t*(1-1)° dt+jt (1-t)*dt—[(1—t)*dt

(1 )a+s

—|f'(Ab+(1-A)a)|

O v |
o'—.m\»—‘
,\_,\._\o_.._\

2

= 1 1 —Bla+1Ls+1)+ B, (s+La+1)

_l_
2" (a+s+1) a+s+1

sonucunu elde ederiz ve ortak paranteze alarak,

[f(a+@-Ab)+ F(b+A-a) e+
| (L-22)(b-a) =22 (b—a)™

f(fa+ (1= 2)b)+J° f(Ab+ (1—/1)a)]

x [‘] (Ab+(1-2)a)* (Aa+(1-A)b)~

1 N 1
2°°(a+s+1) a+s+1

s{ﬂl,z(s+1,a+1)— —ﬂl,z(a+1,s+1)}

[ f'(2a+(@-A)b)|+|f'(Ab + (L-A)a)]

sonucuna ulagiriz.

Ikinci olarak farzedelim ki ¢ >1 olsun. Lemma 3.1.1 esitligini, power mean

esitsizliginden ve |f'|q s-konveksligi kullanilirsa

ft(2a+(@-A)b) + (L-t)(Ab+ (1 - 2)a)] dt

_h(l—t)“ —t“

< U\(l—t)“ —t“]_q

( [l

seklinde yazariz. Dolayisiyla

1

; (l—ﬂ)a)‘q}dtJ

[t5| f'(da+(L- Db
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[f(a+@-)b)+ f(Ab+(1-A)a)  T(a+l)
| 1-24)(b-a) 1—22)*(b—a)""

X [J Cbeiya)” f(la+(@1-A)b)+J (a2}
Jl_é

[t5| f'(2a+1-A)b)[ +(@-t)°

f(Ab+(1—A)a)

< U\(l—t)“ —t®

1

£/(Ab° + (1—/1)a)‘q}dt]q

x[ﬂ(l—t)"‘ e

1-1
q

Ct—

[a-v) —t“]dt+j[t“ —(-t)*Jdt

2

1

F/(Ab° + (1 i)a)ﬂdt]q

f'(Aa+@-)b)[" +(L-t)°

x(h(l—t)“ —t [ts

(2 2] -t}

a+l

1

1 1
X{ﬂm(”i’“+1)_ﬂ1’2(“+1’3+1)_ 20'+5(05+s+1)Jr a+s+1}

elde edilir. Buda ispati tamamlar.

Hatirlatma 3.2.3.(Trapezoid Esitsizligi). Eger s=1, a =1 ve 1=0(weya 1=1)

alinirsa Teorem 3.2.2 den

L IO Lo <222 [+ oy |

| 2 Dp-ak

olur. Burada gq>1 dir. Son esitsizlikte =1 secersek,
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seklinde Dragomir ve Agarwal’ 1n esitsizligini elde etmis oluruz.

Teorem3.2.4 . f : [a,b] >R fonksiyonu a<b iken (a,b) arahg iizerinde

diferansiyellenebilir olsun. Eger |f/|", [a,b] iizerinde s-conveksise q>1 igin

[f(a+@-Ab)+ f(Ab+(A-2a)  T(a+1)
| (1-22)(b—a) (1 22)" (b —a)""

<o f(Ja+ (1 A)b)+J°

(Ab+(1-2)a)* (Aa+(1-2)b)”

2 (1_ 1 jé t(da+ - b)f' +|f'(2b+ - Ha)° |
T lap+1l 2% 2

f(/”tb+(1—/1)a)]

dir. Burada ++¢=1 a>0 ve 2e[0,2)/{L} dur.

Ispat. |f|q nun s -konveksligini, Holder esitizligini ve Lemma 3.1.1. kullanarak

[f(a+@-Ab)+ f(Ab+(1-Da)  T(a+1)
| (1-2)(b—a) -2 (b-a)"

<o f(da+@—A)b)+J° f(ﬂb+(1—/1)a)]

(Ab+(1-2)a)* (Aa+(1-A)b)”

fTt(Aa+(@L-A)b) + (L -t)(Ab + (1 - 2)a)]dt

< j‘(l—t)“ —t®

1 1

"M [|£[t(2a+@-2)b))dt+ (L-t)(Ab+ (A- 2)a)]* dt]q

0

< U\(l—t)“ —t®
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< [T[(lt)“ —t“]pdt+j.[t“ — -ty Pt

2

1

+ (1—i)a)‘q}dt]q

XU |f’(/1a+(1—}t)b)|q

1
p

[a-t)® —t=® Jdt+ j [t — @ -ty Jat

{foren

ot—p

1

(Ab+(@-A)a)’ Jl.(l—t)s dtJ

[ 2 (1 j [f'(la+@1-A)b)|" + (ﬂb+(1—ﬂ)a)|”
Clap+1ll 2 s+1

sonucunu elde edilir. Burada ¢>d >0 ve p>1 iken

(c—d)’ <cP—d”

esitsizligini kullandik .

Hatrlatma 3.2.5. (Trapezoid Esitsizligi). Eger Teorem 3.2.4te s=1, a=1 ve
A=0(weya A=1) alirsak,
(o)’ J

If(a);f(b)_biaj':f(x)dx‘sb_Ta{piH[l_z_lpﬂi[“,(a)qJZF

Dragomir ve Agarwal 1 esitsizligini saglar.

Teorem3.2.6. f : [a,b] >R fonksiyonu (a,b) arahg iizerinde

diferansiyellenebillir olsun. Eger |f, [a,b] aralig1 iizerinde s-konveks ise q>1

i¢in kesirli integraller i¢in
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[f(a+@-Ab)+ f(Ab+(1-2a)  T(a+1)
| (1-22)(b-a) (- 20)" (b—a)""

f(Aa+(1—A)b)+J°

(Aa+(1-2)b)”

SR, f(2b+(-2)a)]

:{ 1 (1_ 1 ﬂ‘l‘X(|f'(/1a+(1—i)b)|q+|f'(/1b+(1—/1)a)|qj‘l’

qa+1\ 2%+ s+1

dir. Burada 2¢€[0,1)/{t} ve a>0 dur.

ispat. Lemma3.2.1"i, [f]" nun s -konveksligini ve bilinen Holder esitsizligini
kullanirsak

| f (la+@-2A)b)+ f (Ab+(1-A)a) (o +1)

| (1-24)(b-a) (1-24)“"(b—a)**

f(Aa+(d—A)b)+J° f(/ib+(1—/1)a)]

x [‘] (Ab+(1-2)a)* (Aa+(1-1)b)”

fft(Aa+@-2)b) + @-t)(Ab+ (1- A)a)]dt

< .lﬂ(l—t)“ —t®

< (joll"dt)t
{h(l—t)“ —te[*

1

f[t(la+(@1-A)b)+ (1-t)(Ab+ (1—,1)a)]“\dth

(2a)+@-A)0" +(@-t)| f'(Ab+(1-2)a)’ ]dt

U[lt —t][t

)+(@=2)p["+ -t)

fie -

’(/Ib+(1—/1)a)|q]dtJ
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= |:|f/(t(/la + (1 — ,l)b)lq % J.O% [(1 _ t)qats _ tqa+s]dt

1

Hf'(Ab + (1 - 2)a)[® x Ij[(l %S _ gde(1 — t)S]dt

Hf tha+ (L - D) x [ : (£ — (1 — )9t )qlt

Hf'(Ab + (1 — 1)a)| x jl_ [to — (1 - t)qm]dtJ

2

o (L )

qu+1\" 20ed s+1

elde ederiz. Burada ¢>d>0 ve p=>1 iken
(c—d)’ <cP—d”

esitsizligini kullandik.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Hermite-Hadamard esitsizligi son zamanlarda matematigin bir¢ok alaninda oldukga
yaygin bir sekilde kullanilmaya baslanan ve bir¢ok arastirmacinin da ilgisini ¢ekmistir.
Burada ki amacimiz bir anlamda bu esitsizligin bir genellesmesini yapmanin yanisira bir
cok yeni sonuglar elde ederek bu sonuglari da uluslar arasi prestijli bir dergide de
yayinlattik. Lemma 3.2.1 0zdesligi ve s-konveks fonksiyonlari kullanilarak elde
ettigimiz sonuglarin daha da genellestirilmesi 6zellikle h-konveks fonksiyonlar iginde
yapilabilir. Ayrica elde edilen sonuclarimiz kesirli integraller icin 6nemli bir yer
tutmaktadir. Burada elde ettigimiz sonuglar k-kesirli integraller veya log-kesirli
integraller yardimiylada yeniden yeni sonuglarda elde edebiliriz. Bu anlamda bu

calismalar1 agik problem olarak okuyuculara ve arastirmacilara birakilmistir.
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