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SİMGELER VE KISALTMALAR 

M                  Diferensiyellenebilir manifold 

g              Riemann metriği 

 gM ,            Riemann manifold 

R                   Riemann eğriliği 

R                  Ortogonal konneksiyona karşılık gelen Riemann eğriliği 

                   Riemann konneksiyonu 

                 Ortogonal konneksiyon 

                  2 -boyutlu alt uzay 

S                   Ricci tensör alanı 

Q                   Ricci operatörü 

r                    Skaler eğrilik 

MTp              M  manifoldunun p  noktasındaki tanjant uzayı 

 M             M  manifoldunun düzgün vektör alanları kümesi 

J              Hemen hemen kompleks yapı 

              )1,1(  tipinde ters simetrik tensör alanı 

D                   Dağılım fonksiyonu 

D                 Ortogonal dağılım 

                   Temel 2 -form 

                   İmmersiyon (daldırma) 

h                    İkinci temel form 

H                   Ortalama eğrilik 

                   Vander Waerden-Bartolotti konneksiyonu 

N                   Nijenhuis tensör alanı 

L                    Lie türev operatörü 

 ,                   Lie parantez operatörü 

d                    Dış türev operatörü 

M                  Esas uzay 
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ÖZET 

YAKLAŞIK C -MANİFOLDLARIN GEOMETRİSİ 

 

Yavuz Selim BALKAN 

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 

Doktora Tezi 

Danışman: Prof. Dr. Nesip AKTAN 

Mayıs 2016, 104 sayfa 

 

Bu tez çalışmasında, yaklaşık manifoldların yeni bir sınıfı olan yaklaşık C -

manifoldların tanımı verilmiş ve bazı eğrilik özellikleri elde edilmiştir. Elde edilen bazı 

özellikler, verilen örnekler üzerinde hesaplanmıştır. Ayrıca bu yeni sınıfın bazı alt 

manifoldları çalışılmıştır. Öte yandan yaklaşık C -manifoldların sağladığı özelliklerin, 

bazı D -konformal dönüşümler altında değişmez kalıp kalmadığı incelenmiştir. Bu yeni 

manifold sınıfı üzerinde Ricci solitonlar göz önüne alınarak bazı sınıflandırılmaları 

yapılmıştır. Yaklaşık C -manifoldlar genelleştirilmiş S -uzay formların alt manifoldları 

olarak ele alınmıştır. Son olarak bu yaklaşık C -alt manifoldların bazı 

sınıflandırmalarına yer verilmiştir.    

 

Anahtar sözcükler: f -yapı, Yaklaşık C -manifold, Kesitsel eğrilik, Alt manifold, D -

konformal dönüşüm, Ricci soliton, Genelleştirilmiş S  uzay-form, Einstein manifold.   
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ABSTRACT 

GEOMETRY OF NEARLY C -MANİFOLDS 

 

Yavuz Selim BALKAN 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN 

May 2016, 104 pages 

 

In this thesis, we introduced nearly C -manifold which is a class of nearly manifolds. 

Then we give some non-trivial examples to clarify some properties. On the other hand, 

we investigate some submanifolds of these manifolds. We search whether the properties 

of nearly C -manifolds are invariant under some D -conformal transformations. On this 

new class of manifolds, we consider Ricci solitons and we give some classifications of 

them. We consider nearly C -manifold as a submanifold of a generalized S -space form. 

On the other hand, we give some classifications of nearly C -submanifold.    

 

Keywords: f -structure, Nearly C -manifold, Sectional curvature, Submanifold, D -

conformal transformation, Ricci soliton, Generalized S  space-form, Einstein manifold.   
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EXTENDED ABSTRACT 

GEOMETRY OF NEARLY C -MANİFOLDS 

 

Yavuz Selim BALKAN 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN 

May 2016, 104 pages 

 

1. INTRODUCTION: 

Manifold theory is important in mathematics, especially in geometry. There are two 

classes of manifolds with respect to their dimensions. The first one is complex 

manifold, which is even dimensional, the other one is contact manifold which is odd 

dimensional. These manifolds are also called with respect to admitting structures 

satisfying some properties. Complex manifolds have an almost complex structure, 

denoted by J , of type )1,1( . On the other hand, contact manifolds are characterized by 

a tensor field   of type )1,1( . Additionally, there is a class of manifolds, which 

generalizes these two classes. It is called globally framed manifold of  sn2 -

dimensional. If 0s , it comes down to a complex manifold, whereas if 1s , then it 

become a contact manifold.          

There is a relation between J  complex structure and   tensor field. Using this, we can 

get some properties on contact manifolds similar to complex manifolds. For example, 

considering nearly Kähler manifold, we get a class of nearly contact manifolds or 

almost contact manifolds.   

2. MATERIAL AND METHODS: 

Classification is important in manifold theory as well as in all sciences. Several different 

researchers introduce a lot of new structures on manifolds to classify them. On the other 

hand, they give some new notions to generalize structures on manifolds or 

submanifolds. One of the them is Ricci soliton. Ricci soliton is a generalization of 
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Einstein manifolds. Einstein metric on Einstein manifolds is a solution of Einstein field 

equations. So, they are called Einstein manifolds. 

Submanifold is always an interactive topic in manifold theory from Nash’s embedding 

theorem. From then, several authors introduced and studied new classes of 

submanifolds, as slant, semi slant, invariant, anti-invariant, CR -submanifolds etc. 

Invariance of structures on manifolds is so important. Structural properties of manifolds 

are invariant under some D -conformal transformations. On the other hand, using D -

conformal transformations, one can get some new classes of manifolds and one can 

compute a topological property of manifolds, which is called Betti number.           

 

3. RESULTS AND DISCUSSIONS: 

In this thesis work, combining some concepts in the literature, we introduce a new class 

of globally framed manifolds. Such type manifolds are called nearly C -manifolds. 

When we define nearly C -manifolds, we use the relation between almost complex 

structure and globally framed structure. Additionally, we consider Kähler conditions for 

this new class of manifold. 

On nearly C -manifolds, we investigate some Riemannian curvature properties and  -

sectional curvature properties. We obtain the scalar curvature in the same time. 

Furthermore, considering nearly C -manifolds as a Ricci soliton, we give some 

classifications of Ricci solitons. 

We investigate some submanifolds of this type manifold, and we get interesting results. 

In view of D -conformal transformations, we obtained some necessary and sufficient 

conditions. Moreover, we consider nearly C -manifolds as submanifolds of generalized 

S -space form. We obtain some important results on nearly C -submanifolds. Finally we 

give some several non-trivial examples to prove existence of these type manifolds. We 

compute some properties on these examples.     

4. CONCLUSION AND OUTLOOK: 

In view of this work, one can study some another classes of these type manifolds. 

Considering the definition of nearly C -manifolds, one can introduce some new classes 

of nearly globally framed manifolds. Focusing on the new classifications of Ricci 
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soliton, one can give characterizations of these Ricci solitons. So, this work is a basic 

work for researchers who want to study on these topics. Since these topics are always 

interesting and they contain useful results for other sciences, especially physics, a lot of 

researchers want to study on these topics. On the other hand, examples on this study 

show that these results give another opportunity to determine the character of some 

manifolds. Furthermore, some other open problems on the literature are considered for 

these type of manifolds.     
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1. GİRİŞ 

Diferensiyel geometri alanında çalışma yapan araştırmacılar için manifold teorinin 

önemli bir yeri vardır. Manifoldlar, topolojik uzaylar üzerine kurulu bazı özel şartlara 

sahip yerel olarak Euclid uzay olan yapılardır (Willmore 1959). Bu sayede manifold 

üzerinde diferensiyellenebilir yapılar tanımlanıp bazı hesaplamalar yapmak mümkün 

hale gelir (Willmore 1959). Diferensiyellenebilir manifoldların başta fizik olmak üzere 

birçok alana uygulamaları mevcuttur (O’Neill 1983). 

Eğer bir manifold üzerinde bir Riemann metriği tanımlıysa bu manifolda Riemann 

manifold denir (Willmore 1959). Riemann manifoldlar, temelde tek boyutlu ve çift 

boyutlu manifoldlar olmak üzere iki gruba ayrılırlar (Yano 1984). Çift boyutlu 

manifoldlar kompleks manifold olarak adlandırılırken tek boyutlu manifoldlara değme 

manifold denir (Yano 1984).   

Kompleks manifold ile ilgili çalışmalar, 1930 yılında Schouten ve Dantzig’in Riemann 

metriği ve afin konneksiyona sahip manifoldların diferensiyel geometrideki sonuçlarını 

bu uzaylara taşımalarıyla başlar. Bu çalışmada, simetrik konneksiyon ile birlikte 

Hermite adı verilen uzay elde edilir (Schouten ve Dantzig 1930). 1933 yılında ise 

bunlardan bağımsız olarak, Kähler tarafından bugün Kähler manifoldlar olarak 

adlandırılan aynı konneksiyona sahip manifoldlar tanımlanmıştır (Kähler 1933). Bundan 

sonra 1947 yılında Weil tarafından kompleks manifoldlar üzerinde karesi eksi birime 

eşit olan  1,1  mertebeli J  tensörünün varlığı ispatlanmıştır (Weil 1947). Ehresmann, 

1947 ve 1950 yıllarında yaptığı çalışmalarda, bu tensörü kullanarak çift boyutlu 

diferensiyellenebilir manifold olan hemen hemen kompleks manifoldları tanımlamıştır 

Bir kompleks manifoldun, hemen hemen kompleks manifold olduğu fakat bunun 

tersinin doğru olmadığını göstermiştir (Ehresmann 1950).  

Riemann manifoldların tek boyutlu bir sınıfı olan değme manifoldar ise 1958 yılında 

Boothby ve Wang tarafından tanımlanmıştır (Boothby ve Wang 1958). Bu çalışmada, 

değme manifoldların topolojik özellikleri yoğun olarak çalışılmıştır. Burada verilen 

tanıma göre,  12 n -boyutlu bir M  manifoldu üzerinde   0
n

d  şartını sağlayan 

bir   1-formu varsa M  bir değme manifold olur (Boothby ve Wang 1958). 1959 

yılında Gray tarafından yapılan bir çalışmada, bu manifold sınıfının topolojik 
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özelliklerinin incelenmesine devam edilmiştir (Gray 1959). Aynı çalışmada, tek boyutlu 

manifoldların yeni bir sınıfı olan hemen hemen değme manifoldar tanımlanmıştır. Buna 

göre tek boyutlu bir manifoldun tanjant demetinin yapısal grubu   1nU ’e 

indirgenebiliyorsa bu manifold hemen hemen değme manifold olarak isimlendirilir 

(Gray 1959). Bir değme manifold aynı zamanda bir hemen hemen değme manifold olur. 

Fakat tersi doğru değildir (Gray 1959).  

1960 yılında Sasaki tek boyutlu manifoldlara farklı bir açıdan yaklaşarak bu manifoldlar 

üzerinde hemen hemen kompleks yapıya benzer olarak yeni bir yapı tanımlamıştır 

(Sasaki 1960). Buna göre M   12 n -boyutlu bir manifold,    1,1  tipinde bir tensör 

alanı,   bir vektör alanı ve   bir 1-form olmak üzere, eğer  

      Inrank 20,0,2,1   

koşulları sağlanıyorsa M ’ye   ,, -yapısına sahiptir denir (Sasaki 1960). Öte yandan 

eğer M  üzerinde,  MYX  ,  için  

           YXYXgYXgXXg   ,,,,  

koşullarını sağlayan bir Riemann metriği tanımlı ise M ’nin  g,,,  -yapısına sahip 

olduğu söylenir (Sasaki 1960). Bu çalışmada,  g,,,  -yapısına sahip  12 n -

boyutlu bir M  manifoldunun tanjant demetinin yapısal grubunun   1nU ’e 

indirgenebildiği yani hemen hemen değme bir manifold olduğu ve bunun tersinin de 

doğru olduğu ispatlanmıştır (Sasaki 1960). Öte yandan değme bir manifoldun 

 g,,,  -yapısına sahip olduğu gösterilmiştir. Ayrıca değme manifold üzerindeki   

değme 1-formunun dış türevinin yani d ’nın  

   YXgYX ,,   

şeklinde tanımlanan temel 2 -forma eşit olduğu görülmüştür (Sasaki 1960). Daha sonra 

1961 yılında, Sasaki ve Hatakeyama tarafından hemen hemen değme bir yapının değme 

bir yapı olma koşulu olan normallik şartı elde edilmiştir (Sasaki ve Hatakeyama 1961). 

Riemann manifoldların diğer bir sınıfı, kompleks manifoldların ve değme manifoldların 

bir genelleştirilmesi olan  sn2 -boyutlu çatılı manifoldlardır. Öncelikle 1961 yılında 

Yano  

03  ff  
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koşulunu sağlayan f -yapıyı tanımlamıştır (Yano 1961). Daha sonra 1964 yılında, 

Ishihara ve Yano tarafından bu yapının integrallenebilir olması için gerekli ve yeterli 

koşullar verilmiştir (Ishihara ve Yano 1964). 1969 yılında ise Goldberg ve Yano, değme 

yapılara benzer olarak global çatılı f -yapıyı ve buna bağlı olarak da global çatılı f -

manifoldları tanımlamıştır (Goldberg ve Yano 1969). Bundan sonra bu manifold 

üzerindeki çalışmalar yoğunlaşmıştır. 1970 yılında, Blair global çatılı f -manifoldların 

birer sınıfı olan K -manifold, S -manifold ve C -manifoldu tanıtmıştır (Blair 1970). Bu 

alanda günümüze kadar birçok çalışma yapılmıştır. Günümüze yakın bir tarih olan 2007 

yılında, Falcitelli ve Pastore hemen hemen Kenmotsu f -manifoldun tanımını vermiştir 

(Falcitelli ve Pastore 2007).  2014 yılında ise Öztürk ve diğ. tarafından, hemen hemen 

C -manifold ve hemen hemen Kenmotsu f -manifoldun bir genelleştirilmesi olan 

hemen hemen  -kosimplektik f -manifoldlar tanımlanmıştır (Öztürk ve diğ. 2014). 

Manifoldların önemli bir sınıfı da Einstein manifold olarak adladırılan manifoldlardır. 

Bu manifold sınıfı üzerinde tanımlı olan metrik, Einstein alan denklemlerinin çözümü 

olduğundan dolayı fizik alanında çalışma yapan araştırmacılar için de özel bir öneme 

sahiptir. Bu manifold sınıfını 1987 yılında Besse tanımlamıştır (Besse 1987). Bu 

manifoldların bir genelleştirilmesi olan Ricci solitonlar ise 1988 yılında Hamilton 

tarafından ifade edilmiştir (Hamilton 1988). 

Elde edilen veya tanımlanan bir yapının kararlığı her bilim dalında olduğu gibi 

matematikte de önem arz etmektedir. Bu yüzden manifold üzerindeki yapıların bazı 

dönüşümler altında değişmez kalması oldukça önemlidir. Bunu test etmenin 

yöntemlerinden biri de D -konformal dönüşümlerdir. Bu dönüşümlerden bir tanesi 1970 

yılında, Tanno tarafından ifade edilmiştir (Tanno 1967). Bu dönüşümler, bazen 

manifold üzerindeki bazı özellikleri daha kolay elde etmede kullanılırken bazen de var 

olan bir manifolddan yeni bir manifold türü elde etmede kullanılır.  

Diferensiyel geometrinin önemli çalışma alanlarından bir tanesi de alt manifoldlardır. 

Nash’in ünlü teoremini ifade etmesinden itibaren bu alan birçok araştırmacının ilgisini 

çekmiştir. Bu konuda birçok çalışma yapılmış ve alt manifoldların birçok 

sınıflandırılması verilmiştir. Bunlardan bazıları, 1978 yılında Bejancu tarafından 

tanımlanan CR -alt manifoldlar ve 1990 yılında Chen tarafından ifade edilen slant alt 

manifoldlardır. Bu iki alt manifold türü birçok alt manifold sınıfını içermektedir 
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(Bejancu 1978) (Chen 1990).         

Yapılan bu çalışmalar ışığında mevcut tez çalışmasında, yaklaşık Kähler manifoldlara 

benzer olarak global çatılı manifoldlar üzerinde yaklaşık C -manifoldlar tanımlanmıştır. 

Bu manifold sınıfının bazı temel eğrilik özellikleri incelenerek yapısı karakterize 

edilmiştir. Ayrıca yaklaşık C -manifoldun bir C -manifold olması için gerekli ve yeterli 

koşullar araştırılmıştır. Öte yandan yaklaşık bir C -manifoldun sabit bir  -kesitsel 

eğriliğe sahip olması durumunda Riemann eğrilik tensörü hesaplanmıştır. Bu yeni 

manifold sınıfı bazı özel D -konformal dönüşümlere tabi tutularak yapı deforme edilmiş 

ve sahip olduğu özelliklerin korunup korunmadığı incelenmiştir. Bazı özel alt 

manifoldları ele alınıp yapısı sınıflandırılmıştır. Ayrıca yaklaşık C -manifoldlar bir 

Ricci soliton gibi ele alınıp potansiyel alanın yapısına göre genel bir sınıflandırılması 

yapılmıştır. Bu manifold türü genelleştirilmiş S -uzay formlarının bir alt manifoldu 

olarak ele alınmıştır. Bu yaklaşık C -alt manifoldların genelleştirilmiş S -uzay 

formlarının bir alt manifoldu olması için bazı gerekli ve yeterli koşullar ifade ve ispat 

edilmiştir. Ayrıca bu yaklaşık C -alt manifoldların bazı sınıflandırmaları yapılmıştır. 

Son olarak yaklaşık C -manifoldların varlığına dair aşikar olmayan bazı örneklere yer 

verilmiştir.                    
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

2.1. RİEMANN MANİFOLDLAR 

Tanım 2.1.1. M , C  sınıfından n -boyutlu manifold olsun.  M , M  üzerindeki 

düzgün vektör alanlarının uzayı ve  RMC , ’de reel değerli C  sınıfından 

fonksiyonların halkası olmak üzere  

     RMCMMg ,:   

şeklindeki simetrik, bilineer ve pozitif tanımlı g  dönüşümüne M  üzerinde bir Riemann 

metrik tensörü ve  gM ,  ikilisiyle verilen manifolda da Riemann manifoldu denir. M  

manifoldunun 1p  ve 2p  şeklindeki herhangi iki noktası için M  üzerinde bu noktaları 

birleştiren bir eğri bulunabiliyorsa M ’ye bağlantılı manifold adı verilir (Willmore 

1959).  

Tanım 2.1.2. M , C  sınıfından bir manifold olsun.  M , M  üzerindeki düzgün 

vektör alanlarının uzayı olmak üzere  RMCgf ,,   ve  MZYX  ,,  için  

     
    YYXYX

MMM

X



,,

: 
 

dönüşümü   

(1)   ZYZY XXX   

(2)   ZgZfZ YXgYfX    

(3)   YfYfXfY XX    

özelliklerini sağlıyorsa  ’ya M  üzerinde afin konneksiyon denir (Willmore 1959).  

Tanım 2.1.3.  gM ,  n -boyutlu Riemann manifold ve   da M  üzerinde afin 

konneksiyon olsun. Bu durumda   dönüşümü  MZYX  ,,  için  

(1)  YXXY YX ,  

(2)      ZYgZYgZYXg XX  ,,,   

şartlarını sağlıyorsa  ’ya M  üzerinde sıfır torsiyonlu Riemann konneksiyonu veya 

M ’nin Levi-Civita konneksiyonu denir (Willmore 1959). 
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Tanım 2.1.4.  gM ,  bir Riemann manifold ve   da M  üzerinde bir Levi-Civita 

konneksiyonu olsun.  MZYX  ,,  için 

                          
       

     ZZZZYXRZYX

MMMMR

YXXYYX ,,,,,

:



 
                      (2.1) 

şeklinde tanımlanan  3,1  tipindeki R  tensör alanına M ’nin Riemann eğrilik tensörü 

denir. Bu tensor alanı  MWZYX  ,,,  için  

(1)    ZXYRZYXR ,,    

(2)      ZWYXRgWZYXRg ,,,,   

(3)       0,,,  YXZRXZYRZYXR  

(4)      YXWZRgWZYXRg ,,,,   

özelliklerini sağlar (Willmore 1959). 

Önerme 2.1.1.  gM ,  Riemann manifold,   M  üzerinde Levi-Civita konneksiyonu 

ve   de  1,1  tipinde bir tensör alanı olsun. Bu durumda  

                                                   YYY XXX                                            (2.2) 

olur (Willmore 1959). 

Önerme 2.1.2.  gM ,  Riemann manifold olsun. F  simetrik tensör alanı olmak üzere 

 MZYX  ,,  için  

     ZFYgZYFg XX  ,,  

ifadesi sağlanır (Willmore 1959). 

Önerme 2.1.3.  gM ,  Riemann manifold olsun. G  ters simetrik tensör alanı olmak 

üzere  MZYX  ,,  için 

     ZGYgZYGg XX  ,,  

eşitliği geçerlidir (Willmore 1959).  

Tanım 2.1.5.  gM ,  Riemann manifold ve MTp  de M ’nin p  noktasındaki tanjant 

uzayı olsun.  , bu tanjant uzayın 2 -boyutlu alt uzayı olmak üzere WV ,  vektörleri 

üzerine kurulan paralelkenarın alanı  

       0,,,
2
 WVgWWgVVg  
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şeklinde tanımlanır. Bu durumda 

 
  

      2,,,

,,
,

WVgWWgVVg

VWWVRg
WVK


  

denklemine 2 -boyutlu   alt uzayının kesit eğriliği denir ve  K  ile gösterilir 

(Willmore 1959). 

Tanım 2.1.6.  gM ,  n -boyutlu Riemann manifold ve  nee ,,1   kümesi de bir Mp  

noktasındaki tanjant uzayın ortonormal bazı olsun.  MYX  ,  için  

                                      

   

      






n

i

ii eYXeRgYXSYX

MMS

1

,,,,

: 

                                  (2.3) 

şeklinde tanımlanan  2,0 -tipindeki S  tensör alanına M  üzerinde Ricci eğrilik tensörü 

denir. Ayrıca  2,0 -tipindeki Q  Ricci operatörü 

   YQXgYXS ,,   

ile ifade edilir (Willmore 1959).  

Tanım 2.1.7.  gM ,  n -boyutlu Riemann manifold olsun.  nee ,,1   kümesi de bir 

Mp  noktasındaki tanjant uzayın ortonormal bir bazı olmak üzere  

                                                                  



n

i

ii eeSr
1

,                                              (2.4) 

ifadesine M ’nin skaler eğriliği denir (Willmore 1959). 

Tanım 2.1.8.  gM ,  Riemann manifold ve   da M  üzerinde pozitif tanımlı bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda gg 2  eşitliği M  üzerinde bir metrik değişimi 

tanımlar. Burada herbir noktadaki iki vektör arasındaki açı değişmez kaldığından bu 

metrik değişimine metriğin konformal değişimi denir. Eğer   fonksiyonu sabit bir 

fonksiyon ise bu konformal değişim homotetik değişim olarak adlandırılır. Eğer bu sabit 

fonksiyon özel olarak 1’e eşit ise bu dönüşüm bir izometri olur (Kobayashi ve Nomizu 

1963). 

 Ayrıca eğer bir g  Riemann metriği yerel olarak düzlemsel olan bir g  Riemann 

metriği ile konformal olarak bağlantılı ise M  Riemann manifolduna konformal 

düzlemsel manifold denir (Kobayashi ve Nomizu 1963). 
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Teorem 2.1.1.  gM ,  sabit   eğriliğine sahip Riemann manifold olsun. Bu durumda 

R  Riemann eğriliği  MZYX  ,,  vektör alanları için 

      YZXgXZYgZYXR ,,,   

şeklinde ifade edilir (Kobayashi ve Nomizu 1963). 

Tanım 2.1.9.   sabit eğriliğine sahip, tam ve bağlantılı  n -boyutlu M  manifolduna 

uzay form denir ve  M  ile gösterilir (Kobayashi ve Nomizu 1963). 

Sonuç 2.1.1.  gM ,  sabit   eğriliğine sahip bir uzay form olsun. Eğer 0  ise  M  

n -boyutlu Euclid uzayı, 
2

1

r
  ise  M  r  yarıçapına sahip n -boyutlu hiperküre ve 

2

1

r
  ise de  M  n -boyutlu hiperbolik uzaydır (Kobayashi ve Nomizu 1969). 

Tanım 2.1.10. M , C  sınıfından bir manifold olsun. Eğer   

   ppt

MMI

t







,

:
 

dönüşümü 

(1) It  ve Mp  için,  pp tt  :  bir diffeomorfizm 

(2) Ist  ,  ve Mp  için,     pp stst    

özelliklerini sağlıyorsa   dönüşümüne M  manifoldunun diferensiyellenebilir 1-

parametreli bir grubu denir (Kobayashi ve Nomizu 1963). 

Tanım 2.1.11. M  C  sınıfından bir manifold, X , M  üzerinde bir vektör alanı ve t  

de X  tarafından gerilmiş yerel dönüşümlü 1-parametreli bir grup olsun. Bu durumda 

bir K  tensör alanı ve bir Mp  noktası için 

    
ptp

t
pX KK

t
KL 



1
lim

0
 

ile tanımlanan  KLX  dönüşümüne K  tensör alanının X  vektör alanı yönündeki Lie 

türevi denir (Kobayashi ve Nomizu 1963). 

Önerme 2.1.4. M , C  sınıfından bir manifold olsun. M  üzerindeki X  vektör alanı 

yönündeki Lie türevi  

(1)  MZY  ,  vektör alanları için,      ZLYZYLZYL XXX   
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(2) f , K  cismi üzerinde bir vektör alanı olmak üzere  fXfLX   

(3)  MV   için,  VXVLX ,  

özelliklerini sağlar (Kobayashi ve Nomizu 1963).  

Tanım 2.1.12.  gM ,  Riemann manifold olsun. M  üzerindeki X  vektör alanı için 

0gLX  oluyorsa X  vektör alanına bir Killing vektör alanı denir (Kobayashi ve 

Nomizu 1963). 

Tanım 2.1.13. M  C  sınıfından n -boyutlu bir manifold, w  1-form ve w~  da 2 -form 

olsun. Bu 1-form ve 2 -formun dış türevleri  MZYX  ,,  için sırasıyla 

         YXwXwYYwXdw ,
2

1
  

ve 

        

        YXZwXZYwZYXw

YXwZXZwYZYwXwd

,,,,,,

,,,
3

1~




 

şeklinde tanımlanır (Kobayashi ve Nomizu 1963).     

2.2. HEMEN HEMEN KOMPLEKS MANİFOLDLAR 

Tanım 2.2.1. M  n -boyutlu diferensiyellenebilir reel manifold olsun. Mp  

noktasındaki MTp  tanjant uzayının IJ 2  şartını sağlayan J  endomorfizmine M  

üzerinde bir hemen hemen kompleks yapı denir. Sabit bir hemen hemen kompleks 

yapıya sahip manifolda hemen hemen kompleks manifold denir. Burada I  birim 

dönüşümü simgelemektedir ve n  bir çift tamsayıdır (Ehresmann 1950).    

Tanım 2.2.2. M  n -boyutlu hemen hemen kompleks manifold ve J  de M üzerinde 

hemen hemen kompleks yapı olsun. J ’nin Nijenhuis tensörü  

                                 YJXJYXJJYJXJYXJYXN ,,,,, 2                     (2.5) 

şeklinde tanımlanan vektör değerli N  bilineer fonksiyonudur (Nijenhuis ve Woolf 

1963). 

Tanım 2.2.3. M  n -boyutlu manifold olsun. M ’nin Mp  noktasına bu noktadaki 

MTp  tanjant uzayının alt uzayı olan r -boyutlu bir pD  alt uzay atayan D  fonksiyonuna 
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M  üzerinde r -boyutlu bir dağılım denir (Willmore 1959).  

Eğer Mp  noktasının bir U  komşuluğu varsa ve bu U  komşuluğu üzerindeki r  

tane diferensiyellenebilir rXX ,,1   vektör alanları Uq noktasındaki qD  alt uzayın 

bir bazı oluyorsa, bu D  dağılımı diferensiyellenebilirdir denir (Willmore 1959). 

M  bir manifold, D , M  üzerinde bir dağılım ve M
~

 de M ’nin bir alt manifoldu olsun. 

M
~

’nın Mx
~

  noktasındaki tanjant uzayı bu noktadaki xD  alt uzayı tarafından 

kapsanıyorsa, M
~

 alt manifolduna M ’nin integral alt manifoldu denir (Willmore 1959). 

Eğer M  manifoldunun  Mm  noktasının n -boyutlu bir integral alt manifoldu varsa 

bu n -boyutlu dağılıma tamamen integrallenebilirdir denir (Willmore 1959).  

Teorem 2.2.1. Hemen hemen kompleks bir manifold üzerindeki hemen hemen J  

kompleks yapısının tamamen integrallenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul 

Nijenhuis tensörünün sıfır olmasıdır (Nijenhuis ve Woolf 1963).  

Tanım 2.2.4. Nijenhuis tensörü sıfır olan hemen hemen kompleks bir manifold 

kompleks manifold olarak adlandırılır (Nijenhuis ve Woolf 1963). 

Tanım 2.2.5.  gM ,  hemen hemen kompleks bir manifold olsun. Eğer M  üzerinde 

 MYX  ,  için 

                                                             YXgYJXJg ,,                                         (2.6) 

şartını sağlayan bir g  metriği bulunuyorsa M  hemen hemen kompleks manifolduna 

hemen hemen Hermit manifoldu ve  gJ ,  ikilisine de hemen hemen Hermit yapısı 

denir (Schotuen ve Dantzig 1930). 

Teorem 2.2.2. M , J  hemen hemen kompleks yapısına ve g  Hermit metriğine sahip 

hemen hemen Hermit manifold olsun. Bu durumda g  Riemann konneksiyonun   

kovaryant türevi, J
~

 temel iki formu ve N  Nijenhuis tensörü  MZYX  ,,  için  

                         ZYXJdZJYJXJdZYNXJgZYJg X ,,
~

3,,
~

3,,,2           (2.7) 

eşitliğini sağlar (Kobayashi ve Nomizu 1969).     

Tanım 2.2.6. M  n -boyutlu hemen hemen Hermit manifold olsun. X  ve JX  
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tarafından oluşturulan düzleme M  manifoldunun X  tarafından gerilen holomorfik 

kesiti denir. X  tarafından belirlenen holomorfik kesitsel eğrilikle ilişkili olan M ’nin 

herhangi bir noktasındaki  Xk  kesitsel eğriliğe M  manifoldunun X ’e göre kesitsel 

eğriliği denir ve  

                                                    
  
  2,

,,

XXg

JXXJXXRg
Xk                                      (2.8) 

şeklinde tanımlanır (Kobayashi ve Nomizu 1969).          

Tanım 2.2.7. N  Nijenhuis tensörü sıfır olan hemen hemen Hermit manifolda, Hermit 

manifold denir (Kobayashi ve Nomizu 1969). 

Teorem 2.2.3. Bir hemen hemen Hermit manifoldun, Hermit manifold olması için 

gerekli ve yeterli koşul  

                                                             YJYJ XJX                                          (2.9) 

olmasıdır (Kobayashi ve Nomizu 1969).  

Tanım 2.2.8.    0 YJX  koşulunu sağlayan bir hemen hemen Hermit manifolda, 

Kähler manifold denir (Kobayashi ve Nomizu 1969). 

Teorem 2.2.4. Bir hemen hemen Hermit manifoldun, bir Kähler manifold olması için 

gerekli ve yeterli koşul 

   YJYJ XX   

olmasıdır (Kobayashi ve Nomizu 1969). 

2.3. YAKLAŞIK KÄHLER MANİFOLDLAR 

Tanım 2.3.1. M , J  hemen hemen kompleks yapısına ve g  Riemann metriğine sahip 

n -boyutlu hemen hemen Hermit manifold olsun. Bu durumda  MYX  ,  vektör 

alanı için  

,2 IJ         YXgYJXJg ,,   

olur. Eğer M  üzerindeki J  hemen hemen kompleks yapısı  

                                                       0 XJYJ YX                                          (2.10) 

ifadesini sağlarsa M ’ye yaklaşık Kähler manifold veya hemen hemen Tachibana 
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manifold ya da hemen hemen K -manifold denir (Gray 1970).  

Eğer hemen hemen bir Tachibana manifold üzerinde Nijenhuis tensörü sıfır oluyorsa bu 

manifolda Tachibana manifold denir (Gray 1970).  

Teorem 2.3.1. Eğer n -boyutlu bir M  yaklaşık Kähler manifoldun N  Nijenhuis 

tensörü sıfır ise M  bir Kähler manifold olur. Başka bir ifadeyle eğer yaklaşık Kähler 

manifoldun hemen hemen kompleks yapısı integrallenebilir ise manifold, Kähler 

manifolda dönüşür (Gray 1970). 

Teorem 2.3.2. Bir yaklaşık Kähler manifoldun R  eğrilik tensörü  MYX  ,  için 

                               YJYJgJYJXYXRgYXYXRg XX  ,,,,,               (2.11) 

eşitliğini sağlar (Gray 1970). 

Sonuç 2.3.1. Teorem 2.3.2.’den R  eğrilik tensörünün  MWZYX  ,,,  için  

                                            JWJZJYJXRgWZYXRg ,,,,                               (2.12) 

ifadesini sağladığı görülür (Gray 1970).  

Teorem 2.3.3. Eğer n -boyutlu bir M  yaklaşık Kähler manifoldu Mp  noktasında, 

c  sabit kesitsel eğriliğine sahip ise bu durumda M ’nin R  Riemann eğrilik tensörü 

 MWZYX  ,,,  için  

                          

          

           

          

         WJYJgWJZJg

ZJWJgWJZgYJXg

WJYgZJXgZJYgWJXg

WYgZXgZYgWXg
c

WZYXRg

ZXYX

YX









,2,

,
4

1
,,2

,,,,

,,,,
4

,,

                  (2.13) 

şeklindedir (Gray 1970). 

Teorem 2.3.4. M , Kähler olmayan sabit holomorfik kesitsel eğriliğe sahip n -boyutlu 

yaklaşık Kähler manifold olsun. Bu durumda 

                                                   
 

22

225

46
, r

nn

n
RRgR




                                  (2.14) 

olup bu değer sabittir (Gray 1970).  
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2.4. HEMEN HEMEN DEĞME MANİFOLDLAR 

Tanım 2.4.1. M   12 n -boyutlu bir manifold,  ,,  da M  üzerinde sırasıyla  1,1  

tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve bir 1-form olsun. X , M  üzerinde bir vektör 

alanı olmak üzere eğer  ,,   

                                                                       1                                                  (2.15) 

                                                           XXX 2                                           (2.16)  

özelliklerini sağlıyorsa bu   ,,  üçlüsüne M  üzerinde bir hemen hemen değme yapı 

ve bu yapı ile birlikte M ’ye hemen hemen değme manifold denir (Sasaki 1960). 

Önerme 2.4.1. Bir   ,,  hemen hemen değme yapısı için  

                                                                        0                                                 (2.17) 

                                                                       0                                                (2.18) 

                                                                   nrank 2                                              (2.19) 

ifadeleri sağlanır (Sasaki 1960). 

Tanım 2.4.2. M ,  12 n -boyutlu hemen hemen değme manifold ve g  de M  üzerinde 

bir Riemann metriği olsun. Eğer g  metriği  

                                                              ,XgX                                                  (2.20) 

                                                   YXYXgYXg   ,,                                    (2.21) 

şartlarını sağlarsa g ’ye M  üzerinde bir hemen hemen değme metrik,  g,,,   

yapısına hemen hemen değme metrik yapı ve M ’ye de bu yapı ile birlikte hemen 

hemen değme metrik manifold denir (Sasaki 1960). 

Sonuç 2.4.1. M  manifoldu  g,,,   hemen hemen değme metrik yapısı ile verilsin. 

Bu durumda g  metriği  MYX  ,  vektör alanı için 

                                                     YXgYXg  ,,                                                (2.22) 

eşitliğini sağlar (Sasaki 1960). 

Tanım 2.4.3.  g,,,   bir M  manifoldu üzerinde hemen hemen değme metrik yapı 

olmak üzere  MYX  ,  için  

                                                            YXgYX ,,                                              (2.23) 
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şeklinde tanımlanan   dönüşümüne hemen hemen değme metrik yapının temel 2 -

formu denir (Sasaki 1960). 

Tanım 2.4.4. M  n2 -boyutlu hemen hemen kompleks bir manifold ve J  de bu 

manifold üzerindeki hemen hemen kompleks yapı olsun. Eğer bu J  hemen hemen 

kompleks yapısı M   12 n -boyutlu manifold üzerinde integrallenebilir ise bu tek 

boyutlu manifold üzerindeki   ,,  hemen hemen değme yapısı normaldir denir 

(Sasaki ve Hatakeyama 1961).  

Önerme 2.4.2. M   12 n -boyutlu bir hemen hemen değme manifold olsun. M  

üzerindeki,   ,,  hemen hemen değme yapısının normal olması için gerekli ve 

yeterli koşul 

                                                        02   dN                                               (2.24) 

olmasıdır. Burada N ,   tensör alanına göre Nijenhuis tensörüdür (Sasaki ve Hsu 

1962). 

Tanım 2.4.5.  gM ,,,,    12 n -boyutlu hemen hemen değme metrik manifold ve 

  de M  üzerinde bir 2 -form olsun.  

1) Eğer d  ve 0d  ise M  manifolduna değme metrik manifold denir. Ayrıca 

eğer M  manifoldu normal ise M ’ye normal değme metrik manifold denir (Sasaki 

1960).     

2) Eğer 0d  ve 0d  ise M  manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold 

denir. Normal bir hemen hemen kosimplektik manifolda kosimplektik manifold denir 

(Goldberg ve Yano 1969). 

(3) Eğer 0d  ve  2d  ise M  manifolduna hemen hemen Kenmotsu 

manifold denir. M  hemen hemen Kenmotsu manifoldu normal ise M  Kenmotsu 

manifold olarak adlandırılır (Kenmotsu 1972).   

(4) Eğer 0d  ve  2d  ise M  manifolduna hemen hemen  -kosimplektik 

manifold denir. Burada R ’dir. Hemen hemen  -kosimplektik manifold normal 

olduğunda  -kosimplektik manifolda dönüşür (Kim ve Pak 2005). 
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2.5. GLOBAL ÇATILI f -MANİFOLDLAR 

Tanım 2.5.1. M   sn2 -boyutlu bir manifold olsun. M  üzerinde tanımlı null 

olmayan ve  

                                                                03                                                    (2.25) 

şartını sağlayan  1,1  tipindeki   tensör alanına bir f -yapı denir. Bu f -yapı ile 

birlikte M ’ye f -manifold denir (Yano 1961).    

Önerme 2.5.1. M   sn2 -boyutlu bir manifold ve   de M  üzerinde tanımlı bir f -

yapı olsun. Bu durumda,  ’nin rankı sabittir (Stong 1977). 

Tanım 2.5.2. M   sn2 -boyutlu manifold ve   de M  üzerinde tanımlı bir f -yapı 

olsun. Eğer nrank 2  ise yani 0s  ise   f -yapısına bir hemen hemen kompleks 

yapı denir. Eğer 12  nrank  ise yani 1s  ise   f -yapısı bir hemen hemen değme 

yapıya dönüşür (Goldberg ve Yano 1971). 

Yukarıdaki tanımdan da görüleceği üzere f -yapı, hemen hemen değme yapı ile hemen 

hemen kompleks yapının bir genelleştirilmesidir. 

Tanım 2.5.3. M   sn2 -boyutlu manifold olsun. I  birim dönüşüm olmak üzere M  

üzerinde 1P  ve 2P  operatörleri 

                                                    2

1 P , IP  2

2                                              (2.26) 

şeklinde tanımlansın. Bu operatörler  

                                                
0,

,,

2211

2

2

21

2

121





PPPP

PPPPIPP


                               (2.27) 

denklemlerini sağlar. Bu denklemler, M  manifoldunun her noktasındaki tanjant 

uzayına uygulanan 1P  ve 2P  operatörlerinin birer bütünleyen izdüşüm operatörü 

olduğunu gösterir (Yano 1963). 

Teorem 2.5.1. Tanım 2.5.3.’de verilen 1P  ve 2P  operatörleri için  

                                                      0, 2

2

11

2  PPP                                           (2.28) 

eşitlikleri sağlanır (Yano 1963). 



 21 

Önerme 2.5.2. M   sn2 -boyutlu bir manifold ve 1P  ve 2P  operatörleri de birer 

bütünleyen izdüşüm operatörü olsun. Bu durumda, M  üzerinde, 1P  ve 2P  

operatörlerine karşılık gelen sırasıyla D  ve D  dağılımları vardır. Ayrıca bu 

dağılımların boyutu   nDboy 2  ve   sDboy   olur (Yano 1963). 

Önerme 2.5.3. D  ve D  dağılımlarının integrallenebilir olması için gerekli ve yeterli 

koşul YX ,  vektör alanı için  

                           YPXPNYPXPNYPXPNPYXN 1221111 ,,,,                    (2.29) 

olmasıdır (Ishihara ve Yano 1964). 

Teorem 2.5.2. M   sn2 -boyutlu bir manifold olsun. M ’nin bir f -yapıya sahip 

olması için gerekli ve yeterli koşul M  manifoldunun tanjant demetinin yapısal 

grubunun,    sOnU 2  grubuna indirgenebilir olmasıdır (Yano 1963). 

Tanım 2.5.4. M ,   f -yapısına sahip  sn2 -boyutlu bir manifold olsun. Eğer M  

manifoldunun her noktasında D  dağılımını geren s  tane i  vektör alanı ve 

sji ,,1,   için  

                                                                      i

jj

i                                                (2.30) 

şartını sağlayan s  tane i  1-formu varsa ve I  birim dönüşüm olmak üzere   

                                                            



s

i

i

iI
1

2                                        (2.31) 

şartı sağlanıyorsa,  ii  ,,  üçlüsüne M  üzerinde global çatılı f -yapı veya kısaca 

çatılı f -yapı denir. M  manifolduna da bu yapı ile birlikte global çatılı f -manifold 

veya çatılı f -manifold denir ve  iiM  ,,  ile gösterilir (Nakagawa 1966). 

Önerme 2.5.4.  iiM  ,,  çatılı bir f -manifold olsun. Bu durumda ifadeleri  

                                                           0),0)   i

i iii                                  (2.32) 

sağlanır (Nakagawa 1966). 

Tanım 2.5.5.  iiM  ,,  çatılı f -manifold olsun. Eğer M  üzerinde  MYX  ,  

için  
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                             



s

i

ii

i

i YXYXgYXgiiXgXi
1

,,),,)                 (2.33) 

şartlarını sağlayan bir g  Riemann metriği varsa  iiM  ,, ’ye çatılı metrik f -

manifold denir ve  gM i

i ,, ,  ile gösterilir (Goldberg ve Yano 1971).  

Şimdi hemen hemen değme metrik yapıdakine benzer olarak, çatılı metrik f -yapı için 

aşağıdaki sonuç verilebilir.  

Sonuç 2.5.1.  gM i

i ,, ,  çatılı metrik f -manifold olsun. Bu durumda  1,1  tipindeki 

  tensör alanı, g  Riemann metriğine göre ters simetriktir. Yani  MYX  ,  için 

   YXgYXg  ,,   

olur (Goldberg ve Yano 1971). 

Yine hemen hemen değme metrik yapısına benzer olarak metrik f -manifold üzerindeki 

temel 2 -form tanımı aşağıdaki gibi yapılabilir.     

Tanım 2.5.6.  gM i

i ,, ,  çatılı metrik f -manifold olsun. Bu durumda 

 MYX  ,  için 

   YXgYX ,,   

şeklinde tanımlanan  ’ye  gM i

i ,, ,  metrik f -manifold üzerindeki temel 2 -form 

denir (Goldberg ve Yano 1971).  

Tanım 2.5.7.  gM i

i ,, ,  çatılı metrik f -manifold olsun. Eğer M  manifoldunun 

yapı tensörlerinin   Riemann konneksiyona göre kovaryant türevleri sıfır ise M ’ye 

kovaryant sabit denir (Goldberg ve Yano 1971). 

Tanım 2.5.8.  gM i

i ,, , , çatılı metrik f -manifold üzerinde  

                                                        02
1

 


i

s

i

idN                                          (2.34) 

şartı sağlanıyorsa M ’ye normal çatılı metrik f -manifold denir (Ishihara 1966).  

Teorem 2.5.3.  gM i

i ,, ,  çatılı metrik f -manifold olsun. Bu durumda   temel 2 -

form ve   Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere M  üzerinde  MYX  ,  vektör 
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alanları için   

           

         

            






s

k

kkkkkk

X

YXZdZXYdXZYN

XZYNgZYXdZYXdZYg

1

2 ,2,2,

,,,,3,,3,2





               (2.35) 

formülü sağlanır. Burada N ,   tensör alanına göre Nijenhuis tensör alanıdır. Ayrıca 

 MYX  ,  ve sk 1  için  

          XYdYXdXLYLYXN kkk

Y

k

X

k ,2,2,2     

şeklinde tanımlanır (Blair 1970). 

Global çatılı metrik f -manifoldların geniş bir sınıflandırması 1970 yılında Blair 

tarafından aşağıdaki şekilde yapılmıştır. 

Tanım 2.5.9.  gM i

i ,, ,  global çatılı metrik f -manifold ve    de M ’nin temel 2 -

formu olsun. 

1) Eğer   temel 2 -formu kapalı ise yani 0d  ise M  manifolduna hemen hemen 

K -manifold denir. Bir hemen hemen K -manifold normal ise K -manifold olarak 

adlandırılır (Blair 1970). 

2) Eğer her si ,,1  için, id  ve 0d  ise M ’ye hemen hemen S -manifold 

denir. Bir M  hemen hemen S -manifoldu üzerinde Nijenhuis tensör alanı sıfır ise 

M ’ye S -manifold denir (Blair 1970). 

3) Eğer her si ,,1  için, i  1-formları ve   temel 2 -formu kapalı ise, yani 0id  

ve 0d  oluyorsa M ’ye hemen hemen C -manifold denir ve eğer bu manifold 

normal ise M  C -manifolda dönüşür (Blair 1970). 

Teorem 2.5.4. K -manifold üzerinde s ,,1   vektör alanları Killing vektör alanlarıdır 

(Blair 1970). 

Sonuç 2.5.2. C -manifold üzerinde de s ,,1   vektör alanları Killing vektör alanlarıdır 

(Blair 1970). 

Yardımcı Teorem 2.5.1.  gM i

i ,, , , C -manifold olsun. Bu durumda X  vektör 

alanı için  

                                                                     0 iX                                                (2.36) 
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olur (Blair 1970).  

Teorem 2.5.5. K -manifoldun C -manifold olması için gerekli ve yeterli koşul 0  

olmasıdır (Blair, 1970). 

Teorem 2.5.6. M  C -manifoldu, nM 2

1  Kähler manifoldu ile sM 2  değişmeli Lie grubun 

yerel olarak çarpımı olan yerel olarak ayrıştırılabilen bir Riemann manifolddur (Blair 

1970).  

Teorem 2.5.7. M  C -manifoldun  DYX ,  olmak üzere tüm  YXK ,  kesitsel 

eğrilikleri sıfırdır, yani D  dağılımı düzdür. Ayrıca DX   ve Di  olmak üzere 

 iXK ,  kesitsel eğrilikleri de sıfır olur (Blair 1970).  

Yardımcı Teorem 2.5.2. Bir C -manifoldu üzerinde R  Riemann eğrilik tensörü 

1) WZYX ,,,  vektör alanı için,       0,,,,  WZYXRgWZYXRg   

2) DWZYX  ,,,  için,      WZYXRgWZYXRg ,,,,   

3) DYX  ,  için,         YXYXRgYXYXRgYYXXRg  ,,,,,,   

4) DYX  ,  için,      YXYXRgYXYXRg  ,,,,          

özelliklerini sağlar (Blair 1970). 

Teorem 2.5.8.  gM i

i ,, ,  sabit c   -kesitsel eğriliğine sahip C -manifold olsun. Bu 

durumda, DYX  ,  olmak üzere tüm  YXK ,  kesitsel eğrilikleri, 0c  için 

  cYXK
c

 ,
4

 ve 0c  için  
4

,
c

YXKc   şeklindedir. Eğer 0c  olursa manifold 

yerel olarak düz olur (Blair 1970).                                                                                       

2.6. ALT MANİFOLDLAR 

Tanım 2.6.1. M  ve M  C  sınıfından birer manifold ve  

MM :  

de C  sınıfından bir fonksiyon olsun. Eğer boyMrank   oluyorsa,   dönüşümüne 

bir immersiyon (daldırma) denir. Ayrıca, M ’ye M ’nin bir immersed alt manifoldu 

denir (Hacısalihoğlu 1993).   
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Tanım 2.6.2. M  n -boyutlu bir manifold ve M  de  dn -boyutlu bir manifold olsun.  

Mp  noktası için M  ve M  üzerinde sırasıyla   

    0: 1   uxuxUuU dnn   

şartını sağlayan, sırasıyla U  ve U  komşulukları varsa M ’ye M ’nin bir alt manifoldu 

denir. Burada  dnxx ,1  ve  nxx ,1  koordinat sistemleri sırasıyla U  ve U  

üzerindeki koordinat sistemleridir (Kobayashi ve Nomizu 1969). 

Tanım 2.6.3. M  C  sınıfından bir manifold ve M  de M ’nin bir alt manifoldu olsun. 

Mp  noktası için TM  kümesi  

  MTXVXgMTVTM pppp  ,0,:  

şeklinde tanımlansın. Mp  noktasında MTX pp   için   0, VXg p  koşulunu 

sağlayan V  vektörüne M ’nin normal vektörü ve V ’nin birim vektör olması halinde de 

M ’nin birim normal vektörü denir. Birim normal vektör alanı bazen normal kesit 

olarak da adlandırılır. M ’nin tüm normal vektörlerini içeren TM  kümesine M ’nin 

normal demeti adı verilir (Kobayashi ve Nomizu 1969).            

Tanım 2.6.4. M  ve M , sırasıyla n  ve  dn -boyutlu Riemann manifoldları olmak 

üzere M , M ’nin bir alt manifoldu ve   ve   de sırasıyla M  ve M  üzerinde birer 

kovaryant türev olsun. Böylece  MYX  ,  için  

                                                  
     

 YXhYY

MMMh

XX ,

:



 
                                     (2.37) 

şeklinde tanımlanan bağıntıya Gauss formülü denir. Burada YX  ve  YXh ,  sırasıyla 

YX  teğet ve normal bileşenleridir. (2.37) ile tanımlanan h ’ya M ’nin ikinci temel 

formu denir. Eğer 0h  ise M  manifolduna total geodeziktir denir (Chen 1973). 

Tanım 2.6.5. M   dn -boyutlu bir manifold ve M  de M ’nin n -boyutlu bir alt 

manifoldu olsun. M ’nin V  normal birim vektör alanı için, VX  ifadesinin teğet ve 

normal bileşenleri sırasıyla, XAV  ve VX

  olmak üzere  

                                                  
     

VXAV

MMMA

XVX







 :
                                     (2.38) 
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biçiminde tanımlanan dönüşüme Weingarten formülü denir. Burada VA ’ye M ’nin şekil 

operatörü ve   konneksiyonuna da M ’nin TM  normal demetindeki konneksiyonu 

denir. M ’nin VA  şekil operatörü ile h  ikinci temel formu arasında 

                                                      VYXhgYXAg V ,,,                                         (2.39) 

bağıntısı vardır. Burada g  M üzerinde indirgenmiş skaler çarpımdır (Chen 1973). 

Tanım 2.6.6.  gM ,   dn -boyutlu bir Riemann manifold ve bu manifoldun n -

boyutlu bir Riemann alt manifoldu  gM ,  olsun. M ’nin h  ikinci temel formunun 

kovaryant türevi h ,  MZYX  ,,  için   

                                      ZYhZYhZYhZYh XXXX   ,,,,                      (2.40) 

şeklinde tanımlanır. h  ikinci temel formunun kovaryant türevi h ’ya M ’nin üçüncü 

temel formu denir (Chen 1973). Eğer 

                                                                  0h                                                      (2.41) 

ise M ’ye paralel ikinci temel forma sahiptir veya 1-paraleldir denir. Buradaki   

M ’nin TM  normal demeti üzerinde tanımlanan normal konneksiyon olup buna Van 

der Waerden-Bortolotti konneksiyonu denir (Chen 1973). 

Tanım 2.6.7.  gM , ,  dn -boyutlu bir Riemann manifold ve  gM ,  de bu 

manifoldun n -boyutlu bir Riemann alt manifoldu olsun. h , M ’nin ikinci temel formu 

olmak üzere MTX pp   için  

   
pppn XXhXk ,  

ile tanımlanan reel sayıya M ’nin pX  doğrultusundaki normal eğriliği denir (Hicks 

1965).                      

Tanım 2.6.8.  gM ,   dn -boyutlu bir Riemann manifold ve bu manifoldun n -

boyutlu bir Riemann alt manifoldu  gM ,  olsun. M ’nin R  eğrilik tensörü 

 MWZYX  ,,,  için 

   ZZZZYXR YXXYYX ,,   

şeklinde tanımlanır. R  ve h   gM , ’nin sırasıyla Riemann eğrilik tensörü ve ikinci 

temel formu olmak üzere  
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                    WYhZXhgWXhZYhgWZYXRgWZYXRg ,,,,,,,,,,     (2.42) 

ile tanımlanan denkleme Gauss denklemi denir (Chen 1973). Gauss denkleminin teğet 

ve normal bileşenleri sırasıyla  

                                           XAYAZYXRZYXR ZYhZXh

T

,,,,                         (2.43) 

ve 

                                           ZXhZYhZYXR YX ,,, 


                              (2.44) 

şeklinde olup (2.44) denklemine Codazzi denklemi denir (Chen 1973). Burada  , M  

üzerinde tanımlı olan Van der Waerden-Bortolotti konneksiyonudur. Ayrıca 

 M,  olmak üzere  

                                    YXAAgYXRgYXRg ,,,,,,                         (2.45) 

ile tanımlanan denkleme Ricci denklemi denir. Burada 

                                                       AAAAAA ,                                           (2.46) 

şeklinde tanımlıdır ve R  de   normal konneksiyona göre Riemann eğrilik 

tensörüdür (Chen 1973). 

Tanım 2.6.9.  gM ,   dn -boyutlu bir Riemann manifold ve  gM ,  de bu 

manifoldun n -boyutlu bir Riemann alt manifoldu olsun.  nee ,,1   kümesi bir Mp  

noktasındaki MTp  tanjant uzayının ortonormal bazı olmak üzere, M  üzerinde 

                                                                



n

i

ii eeh
n

H
1

,
1

                                        (2.47) 

şeklinde tanımlanan vektöre M ’nin ortalama eğrilik vektörü denir (Chen 1973). Eğer 

M  üzerinde  

                                                                       0H                                                   (2.48) 

ise M ’ye minimaldir denir (Chen 1973). Ayrıca, eğer M  üzerinde 

                                                                      0H                                                 (2.49) 

oluyorsa M ’ye paralel ortalama eğriliğe sahiptir denir (Chen 1973). 

Bu temel tanımlar ve temel özellikler verildikten sonra alt manifoldların farklı 

araştırmacılar tarafından çeşitli şartlara bağlı olarak birçok sınıflandırılması yapılmıştır. 

Şimdi bunlardan bazılarına değinilecektir. 
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Tanım 2.6.10.  gM ,   dn -boyutlu bir Riemann manifold,  gM ,  bu manifoldun n -

boyutlu bir Riemann alt manifoldu ve h  da M ’nin ikinci temel formu olsun. 

MM :  bir izometrik immersiyon olmak üzere, Mp  noktasındaki X  birim 

vektörü için eğer  XXh ,  aynı değere sahip ise  ’ye, Mp  noktasında umbiliktir 

denir. Eğer  , M ’nin her noktasında umbilik ise  ’ye M  üzerinde umbiliktir denir 

(Ogiue 1968). 

Tanım 2.6.11.  gM ,   dn -boyutlu bir Riemann manifold,  gM ,  bu manifoldun n -

boyutlu bir Riemann alt manifoldu ve R  ve R  de sırasıyla M  ve M ’nin Riemann 

eğrilik tensörleri olsun. MM :  bir izometrik immersiyon olmak üzere 

 MYX  ,  ve  MYX  ,  için  YXR ,  ve  YXR ,  sırasıyla M  ve M ’nin her 

noktasında bu manifoldlara teğet olan uzayın bir lineer dönüşümünü tanımlar. Bu 

dönüşümlere sırasıyla   ve  ’nin eğrilik dönüşümleri denir. Eğer  MYX  ,  için 

 YXR  ,  eğrilik dönüşümü, sabit her noktada  M  tanjant olan uzaydan ayrılırsa 

 ’ye invaryant immersiyon denir. M  de M ’nin invaryant alt manifoldu olarak 

adlandırılır. Eğer  MYX  ,  için  YXR ,  eğrilik dönüşümü, sabit her noktada 

 M  tanjant olan uzaydan ayrılırsa  ’ye güçlü invaryant immersiyon denir. M  de 

M ’nin güçlü invaryant alt manifoldu olarak isimlendirilir (Ogiue 1968). 

Teorem 2.6.1. Bir manifoldun sabit eğriliğe sahip bir manifold içine izometrik 

immersiyonu, bir invaryant immersiyondur (Ogiue 1968). 

Teorem 2.6.2.  gM , ’nin her izometrik immersed alt manifoldu bir invaryant alt 

manifold ise bu durumda  gM ,  sabit eğriliğe sahip bir uzaydır (Ogiue 1968). 

Önerme 2.6.1. Her total geodezik alt manifold bir invaryant alt manifolddur (Ogiue 

1968). 

Teorem 2.6.3. Bir manifoldun sıfırdan farklı sabit eğriliğe sahip olan bir manifold içine 

güçlü invaryant immersiyonu hiç yoktur (Ogiue 1968).  

Teorem 2.6.4.  gM , ’nin her izometrik immersed alt manifoldu güçlü invaryant alt 

manifold ise, bu durumda  gM ,  düz olur. Ayrıca düz bir manifoldun her alt manifoldu 
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güçlü invaryant alt manifolddur (Ogiue 1968).                               

Tanım 2.6.12. M  n -boyutlu bir Riemann manifold ve M  de J  hemen hemen 

kompleks yapısına ve g  Hermite metriğine sahip olan hemen hemen Hermite manifold 

olsun. MM :  bir immersiyon olmak üzere, eğer Mp  noktasındaki MTp  

tanjant uzayı için   MTMTJ pp   oluyorsa   holomorfik olarak adlandırılır. Eğer 

  MTMTJ pp

  ise  ’ye total reel denir. Burada MTp


, M ’nin M  içerisinde bulanan 

Mp  noktasındaki normal uzayıdır. Ayrıca M ’ye M ’nin total reel alt manifoldu 

denir (Chen ve Ogiue 1974). 

Tanım 2.6.13. M  n -boyutlu bir Riemann manifold ve M  de J  hemen hemen 

kompleks yapısına ve g  Hermite metriğine sahip olan hemen hemen Hermite manifold 

olsun. Bir tanjant uzayının 2 -boyutlu lineer  alt uzayına kesit düzlemi denir. Eğer   

kesit düzlemi için J ,  ’ya dik oluyorsa   kesit düzlemi anti-holomorfiktir (Chen ve 

Ogiue 1974). 

Önerme 2.6.1. M , M  hemen hemen Hermite manifoldun immersed alt manifoldu 

olsun. Bu durumda M ’nin M  manifoldunun bir total reel alt manifoldu olması için 

gerekli ve yeterli koşul M ’nin her kesit düzleminin anti-holomorfik olmasıdır (Chen ve 

Ogiue 1974). 

Tanım 2.6.14. M  n -boyutlu bir Riemann manifold, M  de J  hemen hemen kompleks 

yapısına ve g  Hermite metriğine sahip olan bir hemen hemen Hermite manifold ve 

MM :  de bir immersiyon olsun. M ’ye tanjant olan X  vektör alanı için  

                                                            XPPXJX                                               (2.50) 

olsun. Burada, PX  ve XP  sırasıyla JX ’in teğet ve normal bileşenleridir. Bu durumda 

P , TM  tanjant demetinin bir endomorfizmi ve P  de TM  üzerinde normal demet 

değerli 1-form olur. Mp  noktasında M ’ye teğet olan sıfırdan farklı X  vektörü 

için JX  ile MTp  arasındaki  X  açısına Wirtinger açısı denir. Eğer bu Wirtinger açısı 

sabit ise  ’ye bir genel slant immersiyonu denir. Holomorfik ve total reel 

immersiyonları,   Wirtinger açısı sırasıyla 0  ve 
2


 olan genel slant immersiyonlardır 

(Chen 1990). Holomorfik olmayan bir genel slant immersiyon kısaca bir slant 
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immersiyon olarak adalandırılır. Bu durumda,   Wirtinger açısına slant immersiyonun 

slant açısı denir. Ayrıca M ’ye de M ’nin slant alt manifoldu denir. Bir slant alt 

manifold total reel değilse, öz slant alt manifold olarak adlandırılır. Eğer bir öz slant alt 

manifold için P  endomorfizmi paralel ise yani 0P  ise bu öz slant alt manifolda  

Kähler slant denir (Chen 1990). 

Şimdi, alt manifoldların önemli bir sınıfı olan CR -alt manifoldlara değinilecektir. Bu alt 

manifold sınıfı 1978 yılında Bejancu tarafından tanımlanmıştır (Bejancu 1978). 

Tanım 2.6.15.  gM ,  J  hemen hemen kompleks yapısına sahip n -boyutlu bir Kähler 

manifold ve  gM ,  de M ’nin d -boyutlu bir immersed alt manifoldu olsun. 

MM :  bir izometrik immersiyon olmak üzere Mp  noktasındaki MTp  tanjant 

uzayı için  

                                                               MTMT pp                                           (2.51) 

olur. Şimdi diferensiyellenebilir D  dağılımı ve bütünleyen ortogonal D  dağılımı 

sırasıyla  

                                                        
MTDp

TMMD

pp 

:
                                            (2.52) 

ve  

                                                     
MTDp

TMMD

pp 





 :
                                              (2.53) 

biçimlerinde tanımlansın. Burada D  dağılımı çift boyutludur ve Mp  noktasındaki 

pD  dağılımı için   pp DDJ   koşulunu sağlar. Öte yandan D  dağılımı total reeldir 

yani Mp  noktasında M ’ye normal olan uzay pV  olmak üzere   pp VDJ   

koşulunu sağlar. Bu D  ve D  sırasıyla (2.26) ifadesini sağlayan 1P  ve 2P  operatörleri 

yardımıyla tanımlanır. Bu dağılımlar sırasıyla M  üzerindeki yatay ve dikey dağılımlar 

olarak adlandırılırlar. Bu D  ve D   dağılımlarına sahip M   alt manifolduna M ’nin 

CR -alt manifoldu denir (Bejancu 1978). 

Yorum 2.6.1. 1) M ’nin reel bir eğrisi ya da reel bir hiperyüzeyi bir CR -alt 

manifolddur (Bejancu 1978). 
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2) Eğer Mp  noktasındaki 0

pboyD  ise M  CR -alt manifoldu bir kompleks 

manifolda dönüşür. Eğer 0pboyD  ise M , M ’nin total reel bir alt manifoldu olur 

(Bejancu 1978).  

Tanım 2.6.16.  gM ,  J  hemen hemen kompleks yapısına sahip n -boyutlu Kähler 

manifold ve  gM ,  de M ’nin d -boyutlu CR -alt manifoldu olsun. Eğer   M ’nin 

normal demeti üzerinde bir vektör alanı ise  

                                                          CBAJ                                           (2.54) 

şeklinde yazılabilir. Burada, A , B  ve C  sırasıyla J  nin yatay, dikey ve normal 

parçasıdır. Eğer X , M  üzerinde bir vektör alanı ise XJ , M ’nin normal demetinin 

bir kesitidir (Bejancu 1978).  

Önerme 2.6.2.  gM ,  J  hemen hemen kompleks yapısına sahip n -boyutlu Kähler 

manifold ve  gM ,  de M ’nin d -boyutlu CR -alt manifoldu olsun. Bu durumda 

aşağıdaki özellikler sağlanır (Bejancu 1978). 

                                                           022  XPXBJP                                             (2.55) 

                                                    022  XCJPXAJP                                               (2.56) 

                                                        02   JBC                                             (2.57) 

                                                             0  ACJA                                             (2.58) 

                                                                0BC                                                     (2.59) 

                                 YXAhYJPXAPYJPP XYJPX ,1111 2
                              (2.60) 

                                            YXBhXAPYJPP YJPX ,
2212                                    (2.61) 

                                YXChYJPYJPYJPXh XX ,, 221                                   (2.62) 

                          
 XCXX AXAPXAJPBPAP 1111                         (2.63) 

                                        
 XXX BXAPBPAP 122                            (2.64) 

                               
  XX CXAPJCBXhAXh 2,,                        (2.65) 

Burada  ,  , A  ve h  sırasıyla Riemann konneksiyonu, normal konneksiyon, 

Weingarten operatörü ve ikinci temel formdur. Ayrıca (2.56) ve (2.57) denklemlerinden 

normal demet üzerinde 02 CC  olduğu bulunur. Bu eşitlik ise Yano tarafından 
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tanımlanan bir f -yapıdır (Yano 1963).                                                  

2.7. D -KONFORMAL DÖNÜŞÜMLER 

D -konformal dönüşümler M  kompakt regüler K -değme Riemann manifoldu üzerinde 

M ’nin topolojik bir özelliği olan Betti sayıları elde etmek ve harmonik formlar 

üzerinde bazı sonuçlara ulaşmak için 1967 yılında Tanno tarafından tanımlanmıştır 

(Tanno 1967).  

Tanım 2.7.1.  g,,,   hemen hemen değme metrik yapı olsun.   bir pozitif sabit 

olmak üzere  

                                               

  














2

,
1

,

gg

                                    (2.66) 

şeklinde tanımlanan yapı tensörlerin bir değişimine D -konformal dönüşüm denir 

(Tanno 1968). 

Teorem 2.7.1. D -konformal dönüşümler üzerinde tanımlandığı yapının özelliğini korur 

(Tanno 1968).   

Tanno tarafından yapılan bu tanım daha sonraları Cappelletti-Montano ve Di Terlizzi 

tarafından 2007 yılında, global çatılı metrik f -yapıya aşağıdaki şekilde genişletilmiştir. 

Tanım 2.7.2. .  gi

i ,,,  , global çatılı metrik  f -yapı olsun.   bir pozitif sabit 

olmak üzere  

                                               

 






s

i

ii

ii

ii

gg
1

2~

~,
1~

,~








                                    (2.67) 

şeklinde tanımlanan yapı tensörlerin bir değişimine D -konformal dönüşüm denir 

(Cappelletti-Montano ve Di Terlizzi 2007). 

 Teorem 2.7.2.  gi

i
~,~,

~
,~   global çatılı metrik f -yapının bir S -yapı olması için 

gerekli ve yeterli koşul  gi

i ,,,  ’nin bir S -yapı olmasıdır (Cappelletti-Montano ve 

Di Terlizzi 2007).  
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Öte yandan, D -konformal dönüşümlerin aşağıdaki şekilde uygun şekillerde 

tanımlanmasıyla var olan bazı Riemann manifoldlardan yeni manifold sınıfları elde 

edilmiştir. 

Tanım 2.7.3.  gM ,,,,   bir hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. Bu manifold, 

  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere  

                                    gg
2

1
,

1
,,





                                (2.68) 

şeklinde tanımlanan D -konformal dönüşümlerine tabi tutulduğunda bir hemen hemen 

 -Kenmotsu manifold elde edilir (Janssens ve Vanhecke 1981). Tanım 2.7.3.’de  ’nın 

sıfır olma durumu da hesaba katılarak hemen hemen  -kosimplektik manifold 

tanımlanır (Kim ve Pak 2005).  

Ayrıca 2009 yılında Öztürk tarafından (2.66) eşitliği ile verilen D -konformal 

dönüşümler M hemen hemen  -kosimplektik manifold üzerinde ele alınmıştır. Bu 

çalışmada  , M  üzerinde 0d  şartını sağlayan düzgün bir fonsiyon olarak 

alınıp (2.66) denklemi ile verilen D -konformal dönüşümler genelleştirilerek aşağıdaki 

şekilde tanımlanmıştır (Öztürk 2009).  

Tanım 2.7.4. M bir hemen hemen  -kosimplektik manifold ve  g,,,   de bir 

hemen hemen  -kosimplektik yapı olsun.   ve   da M  üzerinde 0d  

şartını sağlayan sıfırdan farklı düzgün bir fonsiyon olmak üzere  g,,,   yapısının M  

üzerindeki D -konformal dönüşümleri 

                             


  2~,~,
1~

,~ gg                    (2.69) 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda, bu D -konformal dönüşümler ile  g,,,   hemen 

hemen  -kosimplektik yapısından yeni bir  gi

i
~,~,

~
,~   hemen hemen 












-

kosimplektik yapısı elde edilir (Öztürk 2009).   

Tanım 2.7.4. ile verilen  D -konformal dönüşümler, (2.67) ile verilen dönüşümlere 

benzer şekilde  genişletilip, Bölüm 3.4.’de yaklaşık C -manifoldlar üzerinde ele 

alınacaktır. 
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2.8. RİCCİ SOLİTONLAR 

Bu bölümde Einstein manifoldların bir genelleştirilmesi olan Ricci solitonlar göz önüne 

alınacaktır. 

Tanım 2.8.1.  gM , , 2n  olmak üzere n -boyutlu Riemann (ya da yarı Riemann) 

manifold olsun. Eğer M  üzerinde 

                                                                      g
n

r
S                                                  (2.70) 

şartı sağlanıyorsa, M ’ye bir Einstein manifold denir. Burada S  ve r  sırasıyla 

 gM , ’nin Ricci tensör alanı ve skaler eğriliğidir (Besse 1987). 

Önerme 2.8.1.  gM , , 2n  olmak üzere n -boyutlu Riemann (ya da yarı Riemann) 

manifold olsun.  gM , ’nin bir Einstein manifold olması için gerek ve yeter koşul sabit 

kesitsel veya skaler eğriliğe sahip olmasıdır (Besse 1987). 

Tanım 2.8.2.  gM ,  n -boyutlu Riemann (veya yarı Riemann) manifold olsun. Eğer 

M  üzerinde  MYX  ,  vektör alanı ve   sabiti için 

                                                YXgYXSYXgL ,2,2,~ 


                                 (2.71) 

şartı sağlanıyorsa M ’ye bir Ricci soliton denir ve   ,
~

,, gM  ile gösterilir. 
~

 vektör 

alanına Ricci solitonun potansiyel alanı denir (Hamilton 1986).  

Tanım 2.8.3.   ,
~

,, gM  bir Ricci soliton olsun. Bu durumda   ,
~

,, gM 'ye, 0  ise 

büzülen, 0  ise sabit ve 0  ise genişleyen denir (Hamilton 1986). 

Tanım 2.8.4.   ,
~

,, gM  bir Ricci soliton olsun. Eğer  gM ,  bir Einstein manifold ise 

  ,
~

,, gM ’ye aşikardır denir (Hamilton 1986). 

Tanım 2.8.5.   ,
~

,, gM  Ricci soliton üzerinde, eğer   düzgün bir fonksiyon ise bu 

Ricci solitona, Ricci hemen hemen soliton denir (Pigola ve diğ. 2011). 

Tanım 2.8.6.   ,
~

,, gM  bir Ricci soliton olsun. Eğer 
~

 potansiyel alanı, M  

üzerindeki bir f  düzgün fonksiyonun gradyantı ise   ,
~

,, gM ’ye gradyant Ricci 

soliton denir ve  ,,, fgM  ile gösterilir. Ayrıca f  düzgün fonksiyonuna potansiyel 
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fonksiyon denir. Bu durumda (2.71) denklemi,  

                                                               gfS  2                                              (2.72) 

denklemine indirgenir. Burada f2  ifadesine f  fonksiyonun Hessian’i denir 

(Hamilton 1986). 

Tanım 2.8.7.  ,,, fgM  gradyant Ricci soliton üzerinde, eğer f  potansiyel  

fonksiyonu sabit ise  ,,, fgM  aşikardır denir (Hamilton 1986).  

Teorem 2.8.1. Bir kompakt manifold üzerindeki Ricci solitonlar her zaman gradyant 

Ricci soliton olur. Böylece, potansiyel vektör alanı, bir fonksiyonun gradyantı ile bir 

Killing vektör alanın toplamı olarak ifade edilebilir (Hamilton 1986). 

Teorem 2.8.2. Bir kompakt manifold sabit skaler eğriliğe sahip ise bu manifold 

üzerindeki Ricci hemen hemen solitonlar, daima gradyant Ricci soliton olur (Barros ve 

Ribeiro 2012). 

Tanım 2.8.8.  gM , , n -boyutlu Riemann (ya da yarı Riemann) manifold olsun. Eğer 

M  üzerinde  MYX  ,  vektör alanı ve   ve  sabitleri için 

                                     02,2,2,~  YXYXgYXSYXgL 


                   (2.73) 

şartı sağlanıyorsa, M ’ye  -Ricci soliton denir. Eğer 0  ise  -Ricci soliton, Ricci 

solitona indirgenir (Cho 2009). 

2.9. BAZI GENELLEŞTİRİLMİŞ UZAY FORMLAR 

Bu bölümde Tanım 2.1.9. verilen uzay formların, kompleks manifold, değme manifold 

ve global çatılı manifoldlar üzerinde bazı genelleştirilmelerine yer verilecektir. 

Tanım 2.9.1.  gJM ,,  hemen hemen Hermit manifold olsun. R  M ’nin eğrilik tensörü 

ve 1f  ve 2f  de M  üzerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere 

 MZYX  ,,  için  

                                
      

      JZJYXgJXJZYgJYJZXgf

YZXgXZYgfZYXR

,2,,

,,,

2

1




                       (2.74) 

oluyorsa M ’ye bir kompleks uzay-form denir. Eğer burada 
4

21

c
ff   ise M  
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kompleks uzay-formu sabit c  holomorfik eğriliğe sahip Kähler manifolda dönüşür 

(Tricerri ve Vanhecke 1981). 

Buna benzer olarak, 2004 yılında Alegre ve diğ. tarafından genelleştirilmiş Sasaki uzay-

formlar tanımlanmıştır.  

Tanım 2.9.2.  gM ,,,,   hemen hemen değme metrik manifold olsun. R  M ’nin 

eğrilik tensörü ve 1f , 2f  ve 3f  de M  üzerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak 

üzere  MZYX  ,,  için  

               

      

      

                



XZYgYZXgXZYYZXf

ZYXgXZYgYZXgf

YZXgXZYgfZYXR

,,

,2,,

,,,

3

2

1







               (2.75) 

oluyorsa, M ’ye bir Sasaki uzay-form denir. Eğer burada  3
4

1
1  cf  ve 

 1
4

1
32  cff  ise M  Sasaki uzay-formu sabit c   -kesitsel eğriliğe sahip Sasaki 

manifolda dönüşür (Alegre ve diğ. 2004). 

Örnek 2.9.1. Sabit c   -kesitsel eğriliğe sahip bir kosimplektik manifold 

4
321

c
fff   olan genelleştirilmiş bir Sasaki uzay-formdur (Ludden 1970). 

Örnek 2.9.2. Sabit c   -kesitsel eğriliğe sahip bir Kenmotsu manifold 
4

3
1




c
f  ve 

4

1
32




c
ff  olan genelleştirilmiş bir Sasaki uzay-formdur (Kenmotsu 1972). 

Teorem 2.9.1. M  genelleştirilmiş Sasaki uzay-form olsun. Eğer 113  ff  olan bir 

değme metrik manifold ise bu durumda M  bir Sasaki manifold olur (Alegre ve diğ.  

2004).  

Tanım 2.9.3.  gM j

i ,,,,   S -manifold olsun. Eğer M  sabit c   -kesitsel eğriliğe 

sahipse M ’ye bir S  uzay-form denir. R  M ’nin eğrilik tensörü olmak üzere 

 MWZYX  ,,,  için  
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             

           

        

            WZYXWYZXZYWX
sc

WYgZXgZYgWXg
sc

ZXWYgWXZYg

WYZXgZYWXgWZYXR

jiji

s

ji

jiji

,,2,,,,
4

,,,,
4

3

,,

,,,,,
1,













 










         (2.76) 

şeklinde tanımlıdır (Kobayashi ve Tsuchiya 1972). 

Tanım 2.9.4.  gM j

i ,,,,   C -manifold olsun. Eğer M  sabit c   -kesitsel eğriliğe 

sahipse M ’ye bir C  uzay-form denir. R , M ’nin eğrilik tensörü olmak üzere 

 MWZYX  ,,,  için  

                     
         

           WZYXWYZXZYWX

WYgZXgZYgWXg
c

WZYXR

,,2,,,,

,,,,
4

,,,



 
         (2.77) 

şeklinde tanımlıdır (Kobayashi ve Tsuchiya 1972). 

2013 yılına gelindiğinde ise Prieto-Martin ve diğ. tarafından S -uzay-formlar global 

çatılı metrik manifoldlar üzerinde ele alınarak genelleştirilmiş S -uzay-formlar 

tanımlanmıştır.  

Tanım 2.9.5.  gM j

i ,,,,   metrik f -manifold olsun. Eğer M  üzerinde 

                         


 




s

ji sji

s

ikji
kji

ijkijkijijijij RHRGRFRFRFR
1, 1 1,,

2211                      (2.78) 

şartını sağlayan 

 
ijkijij HGFFF ,,,, 21  

diferensiyellenebilir fonksiyonlar ailesi varsa M ’ye bir genelleştirilmiş S -uzay-form 

denir. Burada ijij RRRR ,,, 21  ve ijkR  ifadeleri  MWZYX  ,,,  için sırasıyla  

                                     WYgZXgZYgWXgWZYXR ,,,,,,,1                         (2.79) 

                      WZYXWYZXZYWXWZYXR ,,2,,,,,,,2         (2.80) 

                        
             

           WXZYgWYZXg

ZYWXgZXWYgWZYXR

iiii

iiii

ij





,,

,,,,,




              (2.81) 
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                 

               WZYXWZYX

WZYXWZYXWZYXR

jijijiij

ijijijji

ij







 ,,,
         (2.82) 

                
                 

               WZYXWZYX

WZYXWZYXWZYXR

kijikiij

ikijikji

ijk







,,,
       (2.83) 

şeklinde tanımlıdır (Prieto-Martin ve diğ. 2013). 

Sonuç 2.9.1. M  S  uzay-form, bir genelleştirilmiş S  uzay-formdur (Prieto-Martin ve 

diğ. 2013). 

Sonuç 2.9.2. M  C  uzay-form, bir genelleştirilmiş S  uzay-formdur (Prieto-Martin ve 

diğ. 2013). 

Önerme 2.9.1. M ,  sn 2 -boyutlu genelleştirilmiş bir S  uzay-form olsun. Eğer 

2n  ise bu durumda M ’nin R  eğrilik tensörünün fonksiyonlar ailesine göre yazılışı 

bir tektir (Prieto-Martin ve diğ. 2013).   
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3. BULGULAR VE TARTIŞMA 

3.1. YAKLAŞIK C -MANİFOLDLAR 

Tanım 3.1.1.  gM i

i ,,,,   global çatılı metrik f -manifold olsun.   Levi-Civita 

konneksiyonu olmak üzere M  üzerindeki YX ,  vektör alanları için  

                                                      0 XY YX                                                 (3.1) 

koşulu sağlanıyorsa M  yaklaşık C -manifold olarak adlandırılır.  

Yardımcı Teorem 3.1.1. iH  ve iH  tensor alanları  

                                                              iXi XH                                                     (3.2) 

ve  

                                                             XXH
i

i

                                                    (3.3) 

şeklinde tanımlansın. Bu iki tensor alanı arasında 

                                                 XHXHXH ii

i

2                                            (3.4) 

şeklinde bir bağıntı söz konusudur.   

İspat. (3.1) eşitliğinde iY   seçilip, (2.32) denkleminin i) şıkkı göz önüne alınırsa  

                                              0 XX
iiiX                                         (3.5) 

eşitliği elde edilir. Eşitliğin her iki tarafına   uygulanır ve (2.31) ifadesi dikkate alınırsa 

istenen sonuca ulaşılır.  

Önerme 3.1.1.  si .,..,1  olmak üzere iH  ve iH  tensör alanları için  

1.     0,0  i

i

ii HH   

2.   j

ji

ii XHXHXH    

3.   0iHtr  

4.   XH iiX    

özellikleri sağlanır. 

İspat. 1. (3.4) eşitliğinde iX   seçilirse   0iiH   ve   0i

iH   olduğu görülür. 
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2. (3.4) ifadesinde XX   alınırsa, XHXHXH ii

i  22   olur. Yine (3.4) 

ifadesinde eşitliğin her iki tarafına   uygulanırsa XHXHXH ii

i

32    elde 

edilir. Elde edilen son iki eşitlik toplandığında, (2.25) eşitliğinden ispat tamamlanmış 

olur. 

3. (1) numaralı ifadeden ispat açıktır. 

4. 0i  ifadesinin X  vektör alanı yönünde kovaryant türevi alınırsa 

  XH iiX    bulunur. 

Yardımcı Teorem 3.1.2.  gM i

i ,,,,   yaklaşık C -manifoldu üzerinde  

                         



s

k

ikkikkii HYgXHXgYYHXgYXHg
1

,,,,              (3.6) 

eşitliği geçerlidir. 

İspat. (2.33) denkleminin )ii  şıkkındaki ifadenin i  vektör alanı yönünde kovaryant 

türevi alınıp gerekli işlemler yapılırsa (3.6) elde edilir. 

Sonuç 3.1.1. M  yaklaşık C -manifoldu üzerinde si 1  olmak üzere i  vektör 

alanları Killing değildir. 

3. 2 . TEMEL EĞRİLİK ÖZELLİKLERİ 

Bundan sonraki hesaplamalarda 

    YYXYX X :2

,  

eşitliği kullanılacaktır. 

Bu durumda R , M  üzerinde eğrilik tensörü olmak üzere Ricci eşitliği 

                        ZWYXRgZWYXRgZWgZWg XYYX  ,,,,,, 2

,

2

,         (3.7) 

şeklinde yazılabilir. Ayrıca basit bir hesaplama ile  

                                             YXgWYXgW ZZ   ,,                                 (3.8) 

olduğu görülür. Bu ise 2

,YX ’nin ters simetrik olduğu anlamına gelir. 

Yardımcı Teorem 3.2.1. M  yaklaşık C -manifoldu üzerinde R  Riemann eğrilik 

tensörü için  
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              0,,,,,,,,  WZYXRgWZYXRgWZYXRgWZYXRg     (3.9) 

                             

     

          






S

i

iiii WZXRgYWZYRgX

WZYXRgWZYXRg

1

,,,,

,,,,





                   (3.10) 

ve 

                                       WZYXRgWZYXRg  ,,,,                                           (3.11) 

eşitlikleri sağlanır. 

İspat. (3.9): M  manifoldu yaklaşık C -manifold olduğundan ZY ,  vektör alanı için  

    0 YZ ZY   

ifadesi sağlanır. Bu denklemin X  vektör alanı yönünde kovaryant türevi alınırsa  

    0,
2

,
2  YZ ZXYX   

elde edilir. Ricci özdeşliği uygulandığında, yukarıdaki denklemden ve  2

,YX ’nin ters 

simetri özelliğinden 

                  0,,,,,, 2

,

2

,  WXgWYgZWYXRgWZYXRg ZYZX      (3.12) 

olduğu görülür. Buradan Bianchi ve Ricci özdeşlikleri kullanılarak 

                      

        

        

  ,,,

,,,,

,,,,,,

2

,

2

,

WYXZRg

WXZYRgXWgXWg

WYXZRgWXZYRgWZYXRg

YZZY













                (3.13) 

bulunur. (3.13)’de elde edilen ifade (3.12)’de yerine yazılırsa 

                       
        

        WXgYWgXWg

XWZYRgZWYXRgWYZXRg

ZYZXYZ ,2,,

,,,,,,

2

,

2

,

2

, 






                   (3.14) 

olduğu görülür. Öte yandan Ricci özdeşliği göz önüne alınırsa  

                   0,,,,,, 2

,

2

,  WYgWYgYWZXRgWYZXRg XZZX      (3.15) 

ifadesine ulaşılır. (3.14) ile (3.15) toplanırsa  2

,YX ’nin ters simetri özelliğinden 

                              
        

     XZgXWZYRg

ZWYXRgYWZXRgWYZXRg

WY ,2,,

,,,,,,2

2

, 






              (3.16) 

 elde edilir. Son eşitlikte Y  ile W  yer değiştirildiğinde 

                           
        

     XZgXYZWRg

ZYWXRgWYZXRgYWZXRg

YW ,2,,

,,,,,,2

2

, 






                 (3.17) 
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eşitliği bulunur. (3.17) ifadesi (3.16)’dan çıkartıldığında Bianchi ve Ricci özdeşlikleri 

kullanılırsa 

            0,,3,,3,,3,,3  WZYXRgWZYXRgWZYXRgWZYXRg   

olur. Bu ise (3.9)’un ispatını tamamlar. 

(3.10): (3.9) ifadesinde X  yerine X  alınırsa  

                 
          

      0,,,,

,,,,,,
1



 


WZYXRgWZYXRg

WZYXRgWZYRgXWZYXRg i

s

i

i




           (3.18) 

  olduğu görülür. Bu son eşitlikte X  ile Y  yer değiştirilirse        

                
          

      0,,,,

,,,,,,
1






WZXYRgWZXYRg

WZYXRgWZXRgYWZYXRg i

s

i

i




              (3.19) 

olur. (3.18)’den (3.19) ifadesi çıkarılırsa 

                 

        

          

         0,,,,,,

,,,,

,,,,2,,2

1










WZXYRgWZYXRgWZXYRg

WZXRgYWZYRgX

WZYXRgWZYXRgWZYXRg

s

i

iiii







         (3.20) 

bulunur. Öte yandan (3.9) ifadesinde Z  yerine Z  ve W  yerine W alınırsa sırasıyla 

                
          

     WZYXRgWZYXRg

WZYXRgWYXRgZWZYXRg
s

i

ii

,,,,

,,,,,,







 
            (3.21) 

ve 

                
          

     WZYXRgWZYXRg

WZYXRgZYXRgWWZYXRg
s

i

ii





,,,,

,,,,,,



 
            (3.22) 

denklemleri elde edilir. Elde edilen bu son iki denklem toplandıktan sonra (3.20) 

ifadesinde yerine yazılırsa  

        
          

               0,,,,,,

,,,,2,,2



 


WZXRgYWZYRgXXYZRgW

YXWRgZWZYXRgWZYXRg

iiiiii

s

i

ii




     (3.23) 

olduğu bulunur. (3.23) denkleminde X  yerine X  ve Y  yerine de Y  alınırsa 
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          

               0,,2,,2,,

,,,,2,,2



 


WZXRgYWZYRgXYXWRgZ

YXZRgWWZYXRgWZYXRg

iiiiii

s

i

ii




 (3.24) 

olur. Şimdi bu son denklemde jW   seçilirse 

                            

     

           0,,,,2

,,,,2

1








s

i

jiijii

jj

ZXRgYZYRgX

YXZRgZYXRg





                  (3.25) 

 elde edilir. Şimdi (3.25)’de X  yerine X  ve Y  yerine de Y  yazılırsa      

                        

     

           0,,,,2

,,2,,4

1








s

i

ijiiji

jj

XZRgYYZRgX

YXZRgZYXRg





                     (3.26) 

 olduğu görülür. Buradan (3.25) ve (3.26) toplanırsa 

                                                        0,, YXZRg j                                             (3.27) 

bulunur. Eğer (3.27), (3.24) denkleminde kullanılırsa (3.10) elde edilir. 

(3.11): (3.10) ifadesinde Z  yerine Z  ve W  yerine de W  seçilip (3.27) eşitliği göz 

önüne alınırsa (3.11) elde edilir.  

Yardımcı Teorem 3.2.2. M  yaklaşık C -manifoldu üzerinde aşağıdaki eşitlikler 

sağlanır; 

                                                        XHH iiiX

2                                                (3.28) 

                                 

     

          






s

k

kikkik

iXi

YXHHgZZXHHgY

ZYHgZYXRg

1

,,

,,,

 



           (3.29) 

                                          



s

k

kikii HHTrZZRicZQg
1

,,                        (3.30) 

                                             QQZYRicZYRic  ,,,                                 (3.31) 

                                       



s

k

kkk TrHZYZYRicZYRic
1

2,,                           (3.32) 

Özel olarak, 2

iTrH  sabit olur.  Burada, Ric  Ricci tensörünü ve Q  da Ricci operatörünü 

simgelemektedir. 

İspat. (3.28): 0iiH   ifadesinin X  vektör alanı yönünde kovaryant türevi alınırsa 
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(3.28) elde edilir. 

(3.29):      XZYRgZYXRg ii ,,,,    olduğu bilinmektedir. Riemann eğrilik 

tensörünün tanımından,  

     XgXZYRg iZYiZYiZYi ,,, ,    

 olur. Burada iH  tensör alanının tanımı göz önüne alınırsa 

                        XYHgXZHgXZYRgZYXRg iZiYii ,,,,,,            (3.33) 

olduğu görülür. Öte yandan birinci Bianchi özdeşliğinden 

                                   0,,,,,,  ZXYRgZYXRgZYXRg iii                    (3.34) 

olur. Bu son eşitlikten  

                                    0,,,  XYHgXZHgZYHg iZiYiX                   (3.35) 

 elde edilir. Bu ise      ZYHgZYXRg iXi ,,,   olduğunu verir. Şimdi son 

denklemde Y  yerine de Y  ve Z  yerine de Z  yazılırsa, (3.27) ifadesinden  

                                                          0,  ZYHg iX                                           (3.36) 

olduğu görülür. Yeniden (3.36) denkleminde Y  yerine de Y  ve Z  yerine de Z  

alındığında (3.28) ifadesi dikkate alınırsa  

          

               











s

k

kikkikkXk

s

k

kXkiXi

YXHHgZZXHHgYYHgZ

ZHgYZYHgZYXRg

1

1

,,,

,,,,

 



 

elde edilir. 

(3.30): (3.29) denkleminde iEYX   seçilip sni  2,,2,1   için toplam alınırsa 

istenen denkleme ulaşılır. Öte yandan, (3.29) ifadesinde Y  yerine YH i  alındıktan sonra 

elde edilen denklemde iEZY   seçilip sni  2,,2,1   üzerinden toplam alınırsa  

  0 iiX HHTr  

olduğu görülür. Bu ise, 2

iTrH ’nin bir sabit olduğu anlamına gelir. 

(3.31):  ssnnnnnn EEEEEEEE    21122111 ,,,,,,,,   kümesi bir Mp  

noktasındaki MTp  tanjant uzayının bir  -bazı olsun. Şimdi (3.9) denkleminde 

iEWX   alındığında sni  2,,2,1   için toplam hesaplanırsa, istenen eşitlik 

bulunur. 
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(3.32): (3.31)’de Z  yerine de Z  yazılıp, (3.30) göz önüne alınırsa (3.32) elde edilir.  

Yardımcı Teorem 3.2.3. M  yaklaşık C -manifoldu üzerinde  

                     



s

k

kkkkXX XHZgYXHYgZZYgZYg
1

,,,,      (3.37) 

                      



s

k

kkkkXX YZHgXXHYgZZYgZYg
1

,,,,        (3.38) 

                   



s

k

kkkkXX YZHgXXHZgYZYgZYg
1

,,,,    (3.39) 

eşitlikleri sağlanır.  

İspat. (3.37):        



s

k

kk ZYZYgZYg
1

,,   eşitliğinin X  vektör alanı yönünde 

kovaryant türevi alınıp, Önerme 3.1.1.’in 2. şıkkı göz önüne alınırsa ispat tamamlanır.  

(3.38): M  manifoldunun yaklaşık C -manifold olması göz önüne alınırsa (3.37) 

ifadesinden (3.38) denklemi elde edilir.  

(3.39): (3.38)’de Y  yerine de Y  yazıldığında (3.37) ifadesi dikkate alınırsa hedeflenen 

eşitliğe ulaşılır.  

Önerme 3.2.1. M  yaklaşık C -manifoldu  

              



s

k

kkYW ZYHgXWHgZXgZYXWRgZYXWRg
1

,,,,,,,   

denklemini sağlar. 

İspat. (3.37) denkleminin  W  vektör alanı yönünde kovaryant türevi alınırsa 

            

         

        

             ZXHgYZXHgYWHgYXHgZ

YXHgZWHgZYg

ZYgZYgZYg

WkkkWk

s

k

kkWX

XWWXXW

,,,,

,,,

,,,

1
















       (3.40) 

elde edilir. Öte yandan (3.11), (3.17) ve (3.29) denklemleri uygulanırsa (3.40) eşitliğinin 

sağ tarafındaki birinci ve ikinci terimlerinin toplamının 

    

            

               






s

k

kk

kk

kk

kk

WXWXXW

XHWHgZYYHWHgZXZWYXRg

ZYgZYgZYg

1

,,,,

,,,




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                      YZXWRgYWZXRgYXZWRg  ,,,,,,
2

1
               (3.41) 

ifadesine eşit olduğu görülür. (3.41)’de Y  ve Z ’nin rolleri değiştirildiğinde elde edilen 

denklem eksi ile çarpılıp (3.40) eşitliğinin sol tarafındaki terimleri dikkate alınırsa 
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            (3.42) 

elde edilir. (3.42)’de Z  ve W  yerine sırasıyla Z  ve W  alınırsa  

                  

            

        

         0,,,,

,,,,,,

,,,,

1

2










s

k

kkkk

WXWX

YXHgZWHgYWHgZXHg

YWZXRgZWYXRgYXZWRg

YWZXRgZYgYZg





 

      (3.43)  

olduğu bulunur. Burada (3.37), (3.38) ve Yardımcı Teorem 3.2.1 kullanılarak 

                          

         

       

         

     YHXHgWZ

XHYgZYHZgW

ZHXgYHWgYWHgZXHg

YZgYZg

kk

kk

kW

k

kX

k

s

k

kkkk

WXWX

,

,,

,,,,

,,

1







 










                   (3.44)  

ve 
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              (3.45) 

denklemleri elde edilir. (3.29) eşitliğinden ve Yardımcı Teorem 3.2.1.’den  
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                               (3.46) 

olduğu görülür. Öte yandan (3.9) ve (3.11) denklemlerinden 
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eşitliğinden 
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olur. (3.29), (3.47), (3.48) denklemleri ve Yardımcı Teorem 3.2.1. göz önüne 

alındığında  
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                     (3.49) 

ifadesine ulaşılır. (3.49), (3.46) yerine yazılırsa  
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                       (3.50) 

elde edilir. (3.29) ve (3.10) denklemleri kullanıldığında  
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denklemi bulunur. Burada (3.44), (3.45), (3.50) ve (3.51) eşitlikleri (3.43)’te yerine 

yazılıp Yardımcı Teorem 3.2.1. göz önünde bulundurulduğunda 
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          (3.52) 

elde edilir. (3.52) ile (3.42) toplandığında ise 
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          (3.53) 

olduğu görülür. (3.53) denkleminde X  ile Z  ve W  ile Y  yer değiştirdiğinde elde 

edilen denklem (3.53) denkleminden çıkarılırsa  
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      (3.54)  

bulunur. (3.54) de iW   alınıp, Yardımcı Teorem 3.1.2. ve Önerme 3.1.1. dikkate 

alınırsa 
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olup elde edilen bu son denklemden 
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ifadesine ulaşılır. (3.56)’da X  ile Y  yer değiştirilip elde edilen denklemde (3.56) yerine 

yazılırsa  
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olduğu görülür. Bu defa (3.57) denkleminde Z  ile X  yer değiştirilip (3.55) ifadesi ile 

birlikte düşünüldüğünde  

                                 XHZHgYZHYHgXZHYg ii

i

ii

i

iX ,,,               (3.58) 

elde edilir. Son olarak (3.58), (3.53)’te yerine yazıldığında ispat tamamlanmış olur.  

Yardımcı Teorem 3.2.4. Yaklaşık C -manifold üzerinde 

                      



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k
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k
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k
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1

,,,       (3.59) 

ve 

                                      



s

k

iki

k

iiX ZHXHHgYZHYHg
1

,,                     (3.60) 

denklemleri sağlanır. 

İspat. (3.59): (3.58)’de Z  yerine Z  alınıp Yardımcı Teorem 3.2.1. kullanıldığında 

(3.59) elde edilir.  

(3.60): (3.29) denkleminde Z  yerine ZH i  alındığında Yardımcı Teorem 3.2.1. 

kullanılırsa (3.60) elde edilir.    

3.3. SABİT  -KESİTSEL EĞRİLİĞİ 

Tanım 3.3.1. M  yaklaşık C -manifold olsun. Eğer pK  ile gösterilen Mp  

noktasındaki  XXK ,  kesitsel eğriliği sıfırdan farklı ve si 1  için iX   olan 

MTX p  tanjant vektörünün seçiminden bağımsız ise yani her noktasındaki kesitsel 

eğriliği aynı ise M  manifolduna nokta tabanlı pK  sabit  -kesitsel eğriliğe sahiptir 

denir. 

Teorem 3.3.1. M  nokta tabanlı K  sabit  -kesitsel eğriliğe sahip yaklaşık C -manifold 

olsun. Bu durumda eğrilik tensörü  

            

            

         

           kZkWkkkYkXkk

kZkXkkkYkW

s

k

kXkWkXkWYW

XWXW

gYXgZW

gYWZgXg

ZgYgYgZgZXg

ZYgYZgZYXWRg




















,,

,,,2

,,,,,2

,,,,4

1  



 50 

             

                 

         

       YZgXWgXZgYWg

WZgYXgXYgWZ

XZgWYWZgYXWYgZX

WYgXZgWZgYXgKgZX

kk

s

k

kkkkkk

kYkWkk

,,2,,

,,,

,,,

,,,,,

1


















  

şeklindedir. 

İspat. Hipotezden, Mp  noktasında si 1  için iX   olacak şekildeki 

MTX p  tanjant vektörü için  

   0,,
4
 XKXXXXRg p  

olur. Bu ise Mp  noktasında keyfi MTX p  için 

                                  0,,,, 22  XXgXXgKXXXXRg p                    (3.61) 

olduğu anlamına gelir. Şimdi  
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olarak tanımlansın. Burada 0iiH   olması ve (3.10) denklemi göz önüne alınırsa  
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olduğu görülür. Son denklemde SX   ve TZ   alınırsa 
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olduğu elde edilir. (3.63) kullanılarak  
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bulunur. Ayrıca, (3.62) eşitliğinden    

                                                               XWZYAZYXWA ,,,,,,                                   (3.65) 

ifadesine ulaşılır. (3.64) ve (3.65) eşitliklerinden (3.61)’in 
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ifadesine denk olduğu görülür. U  ve V  yerine sırasıyla W  ve Y  alındığında, (3.62) 

ile birlikte, Önerme 3.1.1.’in 1. ve 2. şıkları, (3.10), (3.11), (3.29) ve (3.36) denklemleri 

dikkate alınırsa 
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               (3.67) 

elde edilir. (3.67) denkleminde W  ile X  yer değiştirilirse 
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olur. (3.67)’den (3.68) denklemi çıkarılırsa 
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elde edilir. Öte yandan (3.9) ve (3.29) denklemleri göz önüne alınırsa 
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ve 
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eşitlikleri elde edilir. Burada, (3.11) ve (3.30) ifadelerinden  
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            (3.72) 

olduğu görülür. (3.70), (3.72) ve (3.11) denklemlerinin sağ tarafındaki birinci terimler 

için birinci Bianchi özdeşliği uygulanırsa  
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elde edilir. (3.73) ifadesi (3.70) denkleminde yerine yazıldıktan sonra elde edilen 

denklem ve (3.71) ifadesi (3.69)’da yerine yazılıp (3.72) denklemi kullanıldığında ve 

(3.69)’un üçüncü terimi için birinci Bianchi özdeşliği uygulandığında  
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       (3.74) 

denklemine ulaşılır. Önerme 3.2.1. göz önüne alınırsa 
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olup, birinci Bianchi özdeşliğinden   
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            (3.76) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  

(3.76) denkleminden, M  üzerindeki, S  Ricci eğriliği ve r  skaler eğriliği sırasıyla,  
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şeklinde hesaplanır. 

Eğer 0K  ise, (3.77) denkleminden, (2.33) denkleminin ii) şıkkından ve  ’nin ters 

simetri özelliğinden X  vektör alanı için,   0, XXS  olur. Böylece Bochner’in 

teoreminden yararlanılarak aşağıdaki teorem verilebilir (Yano 1970).   

Teorem 3.3.2. Sabit bir 0K  noktasal  -kesitsel eğriliğine sahip kompakt yaklaşık 

M  C -manifoldu üzerinde harmonik bir X vektör alanının kovaryant türevi sıfırdır.  
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(3.78) denklemi göz önüne alınırsa aşağıdaki teorem doğrulanır.  

Teorem 3.3.3. M , sabit bir 0K  noktasal  -kesitsel eğriliğine sahip yaklaşık C -

manifold olsun. Bu durumda, M ’nin r  skaler eğriliği için   

                                                           
 

K
snn

r
2

12 
                                           (3.79) 

eşitsizliği sağlanır.  

Teorem 3.3.4. Eğer M  sabit bir 0K  noktasal  -kesitsel eğriliğine sahip bir C -

manifold ise 0  ve sk ,,1  için 0 k  olur. Böylece eğrilik tensörü  
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            (3.80) 

denklemi ile verilir.  

3.4. BAZI ÖZEL D -KONFORMAL DÖNÜŞÜMLER 

Tanım 3.4.1. M , C -manifold ve  gi

i ,,,   de bir C -yapı olsun.   ve   da M  

üzerinde si 1  için 0 id   şartını sağlayan sıfırdan farklı düzgün bir fonsiyon 

olmak üzere  gi

i ,,,   yapısının M  üzerindeki D - konformal dönüşümleri 
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şeklinde tanımlansın.  , M  üzerindeki temel 2 -form ve    YXgYX ~,~,
~

  olmak 

üzere 
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elde edilir ve böylece  
~

 olduğu görülür. Diğer taraftan  

                                           
  



dddd

ddd iii




~

~
                                         (3.83) 

şeklinde hesaplanır. M ’nin C -manifold olması göz önüne alınırsa, si 1  için 

0id  ve 0d  olup (3.83)’ten 0~ id  ve 0
~
d  olduğu elde edilir. Bu durumda, 
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bu D - konformal dönüşümler ile  gi

i ,,,    C -yapısından yeni bir  gi

i
~,~,

~
,~   C -

yapı elde edilir. Elde edilen bu yapı ile birlikte M
~

 bir  C -manifold olur.  

Önerme 3.4.1.  gM i

i
~,~,

~
,~,

~
 , bir  gM i

i ,,,,   manifoldundan D -konformal 

dönüşümler yardımıyla elde edilen bir manifold olsun. Bu durumda  gM i

i
~,~,

~
,~,

~
 ’nın 

bir C -manifold olması için gerekli ve yeterli koşul  gM i

i ,,,,  ’nin bir C -manifold 

olmasıdır.  

Önerme 3.4.2.  gM i

i
~,~,

~
,~,

~
 ,  gM i

i ,,,,   C -manifoldundan D -konformal 

dönüşümler yardımıyla elde edilen bir C -manifold olsun. Bu durumda, M
~

 üzerinde 

                                         i
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iXiiX XX 







 




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1~~
                                (3.84) 

                                                   i

ii XXX
ii







 ~
~

                                        (3.85) 

                                        
 


s

k

s

k
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kX
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X

k YXYY
1 1

~
                              (3.86) 

                                            



s

k

k

kk

kXX YXYY 
~

                                   (3.87)                      

ifadeleri sağlanır. Burada   ve 
~

 sırasıyla M  ve M
~

 üzerindeki Levi-Civita 

konneksiyonlarıdır. Ayrıca sadelik olması açısından 
 



 k

k

d
:  seçilmiştir   

İspat. Koszul formülünden 

                      

         

       











s

k

kkk

k

s

k

k

X

k

XX

ZYXd

ZYZYgZYg

1

1

2

2

2,2,
~~2





                  (3.88) 

olduğu elde edilir. Ayrıca, (3.81)’den  

                                



s

k

k

X

k

XX ZYZYgZYg
1

2 ~
2,

~
2,

~~2                   (3.89) 

elde edilir. (3.88) ve (3.89) birlikte düşünüldüğünde (3.86) ve (3.87) denklemlerine 

ulaşılır. Son olarak (3.87) denkleminde iY 
~

  seçilirse (3.84) ve iX 
~

  ve XY   
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alınırsa da (3.85) elde edilir.  

Teorem 3.4.1.  gM i

i
~,~,

~
,~,

~
 ,  gM i

i ,,,,   global çatılı metrik f -manifoldundan 

D -konformal dönüşümler yardımıyla elde edilen global çatılı metrik f -manifold olsun. 

M
~

’nın yaklaşık C -manifold olması için gerekli ve yeterli koşul M ’nin yaklaşık C -

manifold olmasıdır.  

İspat. (3.87) denkleminde Y  yerine Y~  yazılırsa 

                                             XYXY YXYX   ~~~~
                              (3.90) 

denklemi elde edilir. Hipotezden     0 XY YX   olduğundan  

                                                         0~~~~
 XY YX                                            (3.91) 

olduğu sonucuna ulaşılır. Bu ise M
~

’nın bir yaklaşık C -manifold olduğu anlamına 

gelir.  

Tersine M
~

 yaklaşık C -manifold olsun. Bu durumda (3.91) sağlanır. (3.87) ifadesi 

dikkate alınırsa,     0~~  XY YX   bulunur. D -konformal dönüşümlerin tanımı 

gereği  ~  olduğundan     0 XY YX   olur. Bu ise, M ’nin de yaklaşık C -

manifold olduğunu gösterir. Böylece ispat tamamlanmış olur.      

 gM i

i
~,~,

~
,~,

~
 ,  gM i

i ,,,,   yaklaşık C -manifoldundan D - konformal dönüşümler 

yardımıyla elde edilen bir yaklaşık C -manifold olsun. M
~

 üzerinde, iH
~

 ve iH
~

 tensör 

alanları iXiH 
~~~

  ve XH
i

i


~

~~
  şeklinde tanımlanır. Buradan, iH  ve iH  

tensörlerinin tanımları göz önüne alındığında  

                                     i

ii
iii XXXHXH 


















11~
                                  (3.92) 

ve  

                                           i

iiii XXHXH 







1~
                                             (3.93) 

şeklinde bir bağıntı olduğu görülür. Böylece, Yardımcı Teorem 3.3.1.’e benzer olarak 

aşağıdaki yardımcı teorem verilebilir.  

Yardımcı Teorem 3.4.1. iH
~

 ve iH
~

 tensör alanları arasında  
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                                    i

iiii

i XXHXHXH 



 

~~~~~~ 2                                  (3.94) 

bir bağıntı söz konudur. 

İspat. (3.81) denkleminden si 1  için  

0
1~~  ii 


  

olur. Eğer bu ifadenin X  vektör alanı yönündeki kovaryant türevi alınırsa 

                                



s

k

kiX

kii

i XHXHXH
1

2 ~~~~~~~~
                               (3.95) 

şeklinde elde edilir. (3.86) ve (3.84) göz önüne alınırsa iddia edilen sonuca ulaşılır.  

Teorem 3.4.2.  gM i

i
~,~,

~
,~,

~
 ,  gM i

i ,,,,   yaklaşık C -manifoldundan D - 

konformal dönüşümler yardımıyla elde edilen yaklaşık C -manifold olsun. R  ve R
~

 

sırasıyla M  ve M
~

 yaklaşık C -manifoldlarının Riemann eğrilik tensörleri olmak üzere 

ZYX ,,  vektör alanları için bu eğrilik tensörleri arasında  

                               



s

k

kk ZXYAZYXAZYXRZYXR
1

,,,,,,
~

                      (3.96) 

şeklinde bir bağıntı vardır. Burada kA  tensörleri sk 1  için  
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        (3.97) 

ve  
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        (3.98) 

şeklinde tanımlıdır. 
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İspat.   ve 
~

 sırasıyla M  ve M
~

 üzerindeki Levi-Civita konneksiyonları olmak üzere 

ZYX ,,  vektör alanları için 

                                   ZZZZYXR YXXYYX ,

~~~~~
,

~
                                   (3.99) 

biçiminde tanımlı olduğu bilinmektedir. Burada, (3.87) denklemi göz önüne alınıp 

gerekli hesaplamaların yapılmasıyla ispat tamamlanır. 

Yardımcı Teorem 3.4.2.  gM i

i
~,~,

~
,~,

~
 , bir  gM i

i ,,,,   yaklaşık C -

manifoldundan D -konformal dönüşümler yardımıyla elde edilen bir yaklaşık C -

manifold olsun. Bu durumda sk 1  ve ZYX ,,  vektör alanları için 

                                       
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
s

k

k

k

kk

s

k

k ZXHYgZYXA
11

,~,~,                          (3.100) 
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k YXHZgZYXA
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,~~,,                           (3.101) 

denklemleri elde edilir. 

İspat. (3.97) denkleminde Y  yerine Y~  alındığında, (2.32) denkleminin )ii  şıkkı göz 

önüne alınırsa, (3.100) denklemi elde edilir. Benzer şekilde (3.97) denkleminde Z  

yerine Z~  alındığında ise (3.101) ifadesine ulaşılır.   

Teorem 3.4.3.  gM i

i
~,~,

~
,~,

~
 ,  gM i

i ,,,,   yaklaşık C -manifoldundan D -

konformal dönüşümler yardımıyla elde edilen bir yaklaşık C -manifold olsun. R  ve R
~

 

sırasıyla M  ve M
~

 yaklaşık C -manifoldlarının Riemann eğrilik tensörleri olmak üzere 

ZYX ,,  vektör alanları için bu eğrilik tensörleri  
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ve 
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denklemlerini sağlar. Burada kB  ve kC tensörleri sk 1  için  
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ve  

                    ZYXAZYXAgZYXC k

ik

k

ikik  ,,,,,,,, 2             (3.110) 

                     ZYXAZYXAgZYXC k

ik

k

ikik  ,,,,,,,, 2             (3.111) 

şeklinde tanımlıdır.  

İspat. (3.102): (3.96) denkleminden direk görülür. 

(3.103): (3.102) ifadesinde X  yerine X~  alındığında (3.97) ve (3.100) denklemleri 

hesaba katılırsa 
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              (3.112) 

ifadesi elde edilir. (3.102) denkleminin geriye kalan terimleri de benzer şekilde elde 

edildikten sonra taraf tarafa toplanırsa sonuca ulaşılır.  

(3.104): (3.102) ifadesinde X , Y , Z , W  yerine sırasıyla X~ , Y~ , Z~ , W~  

yazıldığında (3.100) ve (3.101) denklemleri göz önüne alınırsa  

                                 WZYXRgWZYXRg  ~,~~,~~,~~,~~~                            (3.113) 

olduğu görülür. (3.10) denklemi (3.113) te yerine yazılırsa (3.104) elde edilir. 

(3.105): Benzer şekilde (3.102)’de X  yerine X~  ve Y  yerine Y~  alınırsa, (3.100) ve 

(3.101) denklemlerinden kolayca elde edilir.  

(3.106): (3.102) ve (3.29) denklemlerinden direk görülür. 

(3.107): Son olarak, (3.102) denkleminde, Önerme 3.2.1. hesaba katılırsa (3.108) elde 

edilir.  

Teorem 3.4.4.  gM i

i
~,~,

~
,~,

~
 ,  gM i

i ,,,,   yaklaşık C -manifoldundan D -

konformal dönüşümler yardımıyla elde edilen bir yaklaşık C -manifold olsun. M
~

 nokta 

tabanlı K  sabit  -kesitsel eğriliğe sahip olması için gerekli ve yeterli koşul M ’nin 

nokta tabanlı K  sabit  -kesitsel eğriliğe sahip olmasıdır. 

İspat. M  nokta tabanlı K  sabit  -kesitsel eğriliğe sahip olsun. Bu durumda, herhangi 

bir Mp  noktasında, sk 1  olmak üzere kX   olacak şekildeki MTX p  

için  

                                    0,,,,  XXgXXgKXXXXRg p                             (3.114) 

olur. Şimdi burada, (3.81) denklemi kullanılarak elde edilen ifadede (3.102) denklemi 

dikkate alınırsa  

                              
      

       XXgXXgKXXXXRg

XXgXXgKXXXXRg

p

p

,,,~,~

,~,~,~,~~~

2 






                        (3.115)     

olduğu görülür. (3.114)’ten  

                                             0,~,~,~,~~~  XXgXXgKXXXXRg p                          (3.116) 
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eşitliği elde edilir. Bu ise M
~

 sabit pK   -kesitsel eğriliğine sahip olduğunu gösterir. 

Tersine M
~

 sabit pK   -kesitsel eğriliğine sahip olsun. Bu durumda, (3.116) eşitliği 

sağlanır. Bu eşitlikte (3.81) ve (3.102)’den (3.114) denkleminin sağladığı görülür. 

Böylece M ’de sabit pK   -kesitsel eğriliğine sahip olur.       

3.5. RİCCİ SOLİTONLARIN GENEL BİR SINIFLANDIRILMASI 

Bu bölümde yaklaşık C -manifoldlar üzerinde bazı Ricci solitonlar ele alınacaktır. 

Ayrıca Ricci solitonların bazı yeni sınıflandırmaları yapılacaktır.   

Tanım 3.5.1.  gM i

i ,,,,   yaklaşık C -manifold olsun. Eğer M  üzerinde 

 MYX  ,  vektör alanı ve   sabiti için 

       0,2,2,~  YXgYXSYXgL 


 

şartı sağlanıyorsa M ’ye bir Ricci soliton denir ve   ,
~

,, gM  ile gösterilir. 
~

 vektör 

alanına Ricci solitonun potansiyel alanı denir. Burada eğer 
~

 potansiyel alanı 

si 1  için i  karakteristik vektör alanlarına eşit ise M  yaklaşık C -manifoldu bir 

Ricci soliton olarak düşünülebilir.     

Tanım 3.5.2. M  yaklaşık C -manifold olmak üzere,   ,
~

,, gM  bir Ricci soliton 

olsun. Bu durumda   ,
~

,, gM 'ye, 0  ise büzülen, 0  ise sabit ve 0  ise 

genişleyen denir. 

Tanım 3.5.3. M  yaklaşık C -manifold olmak üzere,   ,
~

,, gM  bir Ricci soliton 

olsun. Eğer   düzgün bir fonksiyon ise bu Ricci solitona, Ricci hemen hemen soliton 

denir. 

Tanım 3.5.4.  gM i

i ,,,,   yaklaşık C -manifold olsun. Eğer M  üzerinde 

 MYX  ,  vektör alanı ve   ve  sabitleri için 

                         02,2,2,
1

~  


s

k

kk YXYXgYXSYXgL 


                    (3.117) 

şartı sağlanıyorsa M ’ye k -Ricci soliton denir ve   ,,
~

,, gM  ile gösterilir. Eğer   
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ve   birer düzgün fonksiyon ise M ’ye k -Ricci hemen hemen soliton denir. Ayrıca 

0  ise k -Ricci hemen hemen soliton, Ricci hemen hemen soliton olarak 

adlandırılır. 

Tanım 3.5.5.  gM i

i ,,,,   yaklaşık C -manifold ve   ,,
~

,, gM  k -Ricci hemen 

hemen soliton olsun. Burada  MX   vektör alanı için eğer 
~

 potansiyel alanının 

X  vektör alanı yönündeki kovaryant türevi  

                                                        XXaX  
~~

                                           (3.118) 

formunda ise   ,,
~

,, gM ’ye yapı şekillendirici k -Ricci hemen hemen soliton denir. 

Burada a  bir lineer form,   bir fonksiyon ve   bir Levi-Civita konneksiyonudur. Eğer 

0  ise   ,,
~

,, gM  ye rekurrent k -Ricci hemen hemen soliton, 0a  ise 

konsirkular k -Ricci hemen hemen soliton ve 0a  iken   fonksiyonu sabit bir 

fonksiyon olursa   ,,
~

,, gM  ye konvergent k -Ricci hemen hemen soliton denir.  

Teorem 3.5.1.  gM i

i ,,,,   yaklaşık C -manifold ve   ,,
~

,, gM  k -Ricci hemen 

hemen soliton olsun. Bu durumda 
~

 potansiyel alanı sk 1  için k  karakteristik 

vektör alanlarına eşit olmak üzere  MYX  ,  vektör alanı için S  Ricci tensör alanı  

                      



s

k

kk
s

k

kk YXYXgYHXgYXHgYXS
11

,,,
2

1
,        (3.119) 

şeklinde elde edilir.  

İspat. sk 1  ve  MYX  ,  için g  Riemann vektörünün k  vektör alanları 

yönündeki Lie türevleri alındığında  

                                        
 


s

k

s

k

kYkX XgYgYXgL
k

1 1

,,,                        (3.120) 

elde edilir. (3.2) ifadesi göz önüne alınırsa (3.119) elde edilir.  

Teorem 3.5.2.  gM i

i ,,,,   yaklaşık C -manifold ve   ,,
~

,, gM  yapı 

şekillendirici k -Ricci hemen hemen soliton olsun. Bu durumda 
~

 potansiyel alanı 

sk 1  için k  karakteristik vektör alanlarına eşit olmak üzere,  MYX  ,  

vektör alanı için S  Ricci tensör alanı  
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                          (3.121) 

şeklinde elde edilir. 

İspat. k  potansiyel alanları sk 1  için birer yapı şekillendirici vektör alanı 

olduklarından  MYX  ,  için (3.118) ve (3.120) denklemlerinden    

                          

         

          YXgXYaYXa

XgYgYXgL

s

k

kk

s

k

kYkX

s

k
k
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1

11
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






                       (3.122) 

olduğu görülür. Elde edilen bu son denklem (3.119)’da yerine yazılırsa istenen elde 

edilir.  

Sonuç 3.5.1.  gM i

i ,,,,   C -manifold ve   ,,
~

,, gM  k -Ricci hemen hemen 

soliton olsun. Bu durumda 
~

 potansiyel alanı sk 1  için k  karakteristik vektör 

alanlarına eşit olmak üzere  gM i

i ,,,,   genelleştirilmiş k -Einstein C -manifold 

olur.  

İspat. C -manifold üzerinde sk 1  için kH  tensör alanları  sıfır  olduğundan 

(3.119)’dan direk görülür. 

Sonuç 3.5.2.  gM i

i ,,,,   yaklaşık bir C -manifold ve   ,,
~

,, gM  konsirkular 

veya konvergent k -Ricci hemen hemen soliton olsun. Bu durumda 
~

 potansiyel alanı 

sk 1  için k  karakteristik vektör alanlarına eşit olmak üzere  gM i

i ,,,,   

genelleştirilmiş k -Einstein C -manifold olur.  

İspat. (3.121)’den direk görülür. 

Sonuç 3.5.3.  gM i

i ,,,,   yaklaşık bir C -manifold ve   ,,
~

,, gM  yapı 

şekillendirici k -Ricci hemen hemen soliton olsun. Eğer sk 1  için, a  lineer 

formu k  1-formların bir lineer katı ise  gM i

i ,,,,   genelleştirilmiş k -Einstein C -
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manifolddur.  

İspat. (3.121) denkleminden direk elde edilir.  

3.6. YAKLAŞIK C -MANİFOLDLARIN BAZI ALT MANİFOLDLARI 

3.6.1. Slant Alt Manifoldlar  

Tanım 3.6.1.1. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir alt manifoldu 

olsun. Bu durumda  TMX   için  

                                                    XPPXX                                                     (3.123) 

yazılabilir. Burada PX  ve XP , X ’in sırasıyla teğet ve normal bileşenleridir. Benzer 

olarak pV  ve Vp , V ’nin sırasıyla teğet ve normal bileşenleri olmak üzere  

 MTV   için 

                                                     VppVV                                                     (3.124) 

yazılabilir.  

Sonuç 3.6.1.1. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir alt manifoldu 

olsun. Bu durumda 

                             0,
1

2  


PpPPPpIP
s

k

k

k                               (3.125)  

ve 

                                            IppPppPp  2,0                                      (3.126)   

ifadeleri sağlanır. 

İspat. (3.123) denkleminin her iki tarafına   uygulanırsa  TMX   için   

                                              XPPXX   2                                                    (3.127)        

olur. Burada PX  ve XP  sırasıyla teğet ve normal bileşenler olduğundan sırasıyla 

(3.123) ve (3.124) denklemlerinde yerine yazıldığında (2.31) denklemi göz önüne 

alınırsa 

                              XPpXPpXPPXPXPPX   ,2                           (3.128) 

elde edilir. (3.128) ifadesi (3.127) denkleminde yerine yazılırsa (3.125) denklemine 

ulaşılır. Benzer şekilde (3.124) ifadesinin her tarafına   uygulanıp benzer hesaplamalar 
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yapılırsa (3.126) ifadesi elde edilir.  

Önerme 3.6.1.1. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun alt manifoldu 

olsun. Bu durumda P  ve p  tensör alanları ters simetriktir. 

İspat.  TMYX ,  ve  MTUV ,  olsun. g  M  üzerindeki Riemann metriği 

olmak üzere, (3.123) denkleminin Y  ile iç çarpımı alınırsa 

                                                        YPXgYXg ,,                                             (3.129)   

elde edilir. Burada  TMY   ve  MTXP   olduğundan   0,  YXPg  olur. Öte 

yandan (3.123) denkleminde X  yerine Y  yazılıp elde edilen denklem X  ile iç çarpımı 

alınırsa 

                                                       XPYgXYg ,,                                             (3.130)  

olduğu görülür.   tensör alanın ters simetrik olduğu göz önüne alınırsa, (3.129) ve 

(3.130) denklemlerinden 

                                                     PYXgYPXg ,,                                             (3.131)  

bulunur. Bu ise P  tensör alanının ters simetrik olduğunu gösterir. Benzer şekilde 

 MTUV  ,  için   

                                                  VUpgVpUg ,,                                             (3.132) 

olduğu elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Önerme 3.6.1.2. M  yaklaşık bir C -manifold ve M  de bu manifoldun bir alt 

manifoldu olsun. Bu durumda P  ve p  tensör alanları arasında  TMX   ve 

 MTV   için  

                                                   pVXgVXPg ,,                                             (3.133)  

şeklinde bir bağıntı vardır.  

İspat. (3.123) denkleminin V  ile iç çarpımı alınırsa 

                                                       VXPgVXg ,,                                             (3.134)  

olur. Diğer taraftan (3.124) ifadesinin X  ile iç çarpımı alındığında ise  

                                                         XpVgXVg ,,                                          (3.135) 

olduğu görülür.   tensör alanın ters simetrik olduğu göz önüne alınırsa, (3.134) ve 

(3.135) denklemlerinden (3.133) elde edilir. 
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Önerme 3.6.1.3. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir alt manifoldu 

olsun. Bu durumda  TMYX  ,  ve  MTV   için aşağıdaki özellikler sağlanır: 

                                              YPPYYP XXX                                             (3.136)   

                                                 YPYPYP XXX                                        (3.137)  

                                                VppVVp XXX

                                         (3.138)                                             

                                                VpVpVp XXX

                                       (3.139)                                             

                                YXphXAYAXPYP YPXPYX ,2                           (3.140)                                             

                             PXYhPYXhYXhpXPYP YX ,,,2                      (3.141)                                             

                                                    XPAXAVp VVpX                                         (3.142)     

                                              XAPXpVhVp VX
 ,                                      (3.143)  

Burada h  ikinci temel form,   Levi-Civita konneksiyonu ve VA  şekil operatörüdür.  

İspat. (3.136)-(3.139) denklemleri, (2.2), (2.37), (2.38) ve (2.40) ifadeleri kullanılarak 

kolayca elde edilir. (3.136) denkleminde X  ile Y  yer değiştirilip elde edilen denklem 

(3.136) ile toplandığında, (2.37) ve (2.38) ifadeleri göz önüne alınırsa (3.140) denklemi 

elde edilir. Benzer bir şekilde (3.137) den (3.141) denklemine ulaşılır. (3.142) ve 

(3.143) denklemleri de (2.37) ve (2.38)’den direk görülür.  

Tanım 3.6.1.2. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun alt manifoldu olsun. 

Bu durumda M ’nin TM  tanjant demeti  

                                                     



s

k

kDTM
1

                                                 (3.144) 

şeklinde yazılabilir. Burada sk 1  için k  karakteristik vektör alanı ve D  slant 

dağılım olarak bilinen k ’nın TM  içindeki tümleyen dağılımıdır.  

Teorem 3.6.1.1. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir alt manifoldu 

olsun. Bu durumda M ’nin bir slant alt manifold olması için gerekli ve yeterli koşul 

                                                  







 



s

k

k

kIP
1

2                                        (3.145) 

olacak şekilde bir  1,0  sabitinin olmasıdır. Ayrıca, eğer  , M ’nin bir slant açısı 

ise  2cos  olur. 
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İspat. 







 



s

k

k

kIP
1

2   olacak şekilde bir  1,0  sabiti olsun. Bu durumda 

kTMX   için  

          
     

PX

X

PXX

XXg

PXX

XPXg

PXX

PXXg
X












 

22 ,,,
cos                  (3.146) 

olur. Öte yandan,  
X

PX
X


 cos  olduğundan, (3.146) kullanılarak,  2cos  olduğu 

görülür. Bu ise  X ’in sabit olduğu anlamına gelir. Buradan M ’nin bir slant alt 

manifold olduğu sonucuna varılır.  

Sonuç 3.6.1.2. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun   slant açısına sahip 

bir slant alt manifoldu olsun. Bu durumda  TMYX  ,  için 

                                  








 


s

k

kk YXYXgPXPXg
1

2 ,cos,                            (3.147) 

ve  

                                








 


s

k

kk YXYXgXPXPg
1

2 ,sin,                             (3.148) 

ifadeleri sağlanır. 

İspat. P  tensör alanının ters simetrik olması ve  2cos  olduğu göz önüne alınırsa 

(3.145) denkleminden (3.147) denklemi elde edilir. Benzer şekilde, (3.123) ve (3.145) 

ifadelerinden   

              

       

           















s

k

kk
s

k

kk YXYXgYXYXg

PYPXgYXgPYYPXXgXPXPg





,cos,

,,,,

2
              (3.149) 

elde edilir. 1sincos 22    olması hesaba katılırsa (3.148) denklemine ulaşılır.  

Tanım 3.6.1.3. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir alt manifoldu 

olsun. Eğer M  üzerinde aşağıdaki şartları sağlayan D  ve D  dağılımları varsa M ’ye 

M ’nin bir yarı slant alt manifoldu denir.  

1) sk 1  için   Dk   olmak üzere DDTM    şeklinde yazılabilir.  

2) D  dağılımı anti-invaryant olur, yani    MTD    koşulu sağlanır.  
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3) 
2


   olmak üzere D  dağılımı   slant açısına sahip bir slant dağılım olur, yani D  

ile   D  arasındaki açı sabittir.  

Burada eğer 0  ise M  yarı slant alt manifoldu yarı invaryant alt manifolda dönüşür. 

Öte yandan eğer 
2


   ise, M  anti-invaryant alt manifold olur.  

Tanım 3.6.1.4. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir yarı slant alt 

manifoldu olsun. M  üzerindeki D  ve D  dağılımlarının boyutları sırasıyla 1n  ve 2n  

olsun. Buradan aşağıdaki durumlar elde edilir. 

1) Eğer 02 n  ise M  bir anti-invaryant alt manifold olur. 

2) Eğer 01 n  ve 0  ise M  bir invaryant alt manifolddur. 

3) Eğer 01 n  ve 0  ise M    slant açısına sahip bir öz slant alt manifolddur.  

4) Eğer 0. 21 nn  ve 









2
,0


  ise M  bir öz yarı slant alt manifold olur.  

Tanım 3.6.1.5. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir öz yarı slant alt 

manifoldu olsun. M  üzerindeki D  ve D  dağılımlarına sırasıyla karşılık gelen 

izdüşüm operatörleri 1P  ve 2P  olmak üzere  TMX   için  

                                              



s

k

k

k XXPXPX
1

21                                      (3.150) 

şeklinde yazılabilir.  

Sonuç 3.6.1. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir öz yarı slant alt 

manifoldu olsun. M  üzerindeki D  ve D  dağılımlarına sırasıyla karşılık gelen 

izdüşüm operatörleri 1P  ve 2P  olmak üzere  TMX   için  

                                                  XPXPX 21                                                   (3.151) 

                                   XPPXPPXPPXPPX 112
                                      (3.152) 

                                     XPPXPPXPXPPPX 121 ,                                    (3.153) 

                       XPPXPPXPXPPXPPXP 111222 ,0,                         (3.154) 

özellikleri sağlanır. Burada  DXPP 1  olur.  
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İspat. (3.150) denkleminin her iki tarafına   uygulanıp (2.32)’nin )i  şıkkı dikkate 

alınırsa (3.151) elde edilir. (3.151) denkleminde (3.123) ve (3.127) göz önüne alınırsa, 

(3.152), (3.153) ve (3.154) ifadelerinin sağlandığı görülür. 

Tanım 3.6.1.6. M  yaklaşık bir C -manifold ve M  de bu manifoldun bir öz yarı slant 

alt manifoldu olsun. Eğer TM ’nin MT   üzerindeki ortogonal tümleyeni  TM  ile 

gösterilirse MT   normal demeti 

                                                     TMDPDPMT                            (3.155) 

şeklinde direk toplam olarak yazılabilir. Burada  TM , MT   normal demetinin 

invaryant bir alt demetidir. Öte yandan   DP  ve  DP , M  üzerinde ortogonal 

dağılımlardır.   DZ  ve  DX   için   0, XZg  olacağı açıktır. Böylece 

(3.123) ve (2.33) denkleminin )ii  şıkkından    

      0,,,  XZgXZgXPZPg   

elde edilir. Bu ise   DP  ve  DP  dağılımlarının birbirine dik olduğunu gösterir. 

Yardımcı Teorem 3.6.1.1. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir öz 

yarı slant alt manifoldu olsun. Bu durumda D  dağılımının bir slant dağılım olması için 

gerekli ve yeterli koşul  DX   için  

  XXPP 
2

1  

olacak şekilde bir  1,0  olmasıdır. Ayrıca eğer  , M ’nin bir slant açısı ise, bu 

durumda  2cos  olur.  

İspat.  DX   için (3.153) ifadesi dikkate alınırsa  

        XPPXPPXPPPPXPPPPXPP 2

11111

2

1    

olduğu görülür. Bu son denklemde (3.125) ile birlikte   D  ve  D  dağılımlarının 

birbirine dik olması göz önüne alınarak ispat tamamlanır. 

Önerme 3.6.1.4. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir yarı slant alt 

manifoldu olsun. Bu durumda  TMX   için  

                                                                    0, kXh                                             (3.156) 
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                                                                   0, kPXh                                            (3.157) 

                                                                0 kk
                                                  (3.158) 

özellikleri sağlanır. Burada h  ikinci temel form,   ve   da sırasıyla M  ve M  

üzerindeki Levi-Civita konneksiyonlarıdır. 

İspat. sk 1  için k  vektör alanları MTp ’ye teğet olduklarından (2.37) 

denkleminden 

 kkXkX Xh  ,  

olduğu bulunur. Buradan   0, kXh   ve 0 kk
  elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.  

Teorem 3.6.1.2. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir yarı slant alt 

manifoldu olsun. O halde anti-invaryant olan D  dağılımının integrallenebilir olması 

için gerekli ve yeterli koşul   DYX ,  için  

                                   0,22   XYphYPYAXA XXPYP                                (3.159) 

olmasıdır. 

İspat.   ve   sırasıyla M  ve M  üzerindeki Levi-Civita konneksiyonları olsun. 

Hipotezden   DYX ,  için  

                                                    0 XY YX                                                (3.160) 

sağlanır. Bu ise  

                                         0 XXYY YYXX                               (3.161) 

ifadesine denktir. Elde edilen bu son denklemde (2.37), (2.38), (3.123) ve (3.124) 

ifadeleri dikkate alınırsa 

   

    0,,

,,





XYhpXYphXPXPXP

XYhpXYphYPYPYP

YYY

XXX
 

olduğu görülür. Böylece  

 

  0,2

,2













XYhpXPXPXPYA

XYphYPYPYPXA

YYYXP

XXXYP
 

elde edilir. Son denklemin tanjant bileşenleri göz önüne alınırsa   

  0,2   XYphXPYPYAXA YXXPYP  

bulunur. Elde edilen bu son denklemden 
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    0,22   XYphXYPYPYAXA YXXXPYP  

ve dolayısıyla 

   XYphYPYAXAYXP XXPYP ,22,    

olduğu sonucuna varılır. Buradan     DYX ,  olması için gerekli ve yeterli koşulun 

(3.159) denkleminin sağlanması gerektiği sonucuna ulaşılır. 

Teorem 3.6.1.3. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir yarı slant alt 

manifoldu olsun. D  slant dağılımının integrallenebilir olması için gerekli ve yeterli 

koşul  DYX  ,  için  

                   0,22   YXphXAYAXPXPPYP YPXPYYX               (3.162) 

olmasıdır. 

İspat. D  ve D  dağılımlarına sırasıyla karşılık gelen izdüşüm operatörleri 1P  ve 2P  

olmak üzere  DYX  ,  için (3.161) denkleminde (2.37), (3.123) ve (3.124) 

ifadeleri kullanıldığında 

  

   0,

,





YXhXXPPX

YXhYYPPY

YYY

XXX




 

elde edilir. Buradan  

                        

 

     

    0,,

,,,

,















YXhpYXphXPXPXP

YAPXYhPXYXhpYXph

YPYPYPXAPYXhPY

YYY

XPY

XXXYPX

                 (3.163) 

sonucuna varılır. (3.163) denkleminin tanjant bileşenleri dikkate alındığında  

                        0,2   YXphXAYAXPYPPY YPXPYXX                (3.164)  

denklemine ulaşılır. Bu ise   

                   YXphXAYAXPXPPYYXP YPXPYYX ,2,             (3.165) 

olduğu anlamına gelir. (3.165)’e 2P  uygulandığında (3.162) elde edilir.  

Teorem 3.6.1.4. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir yarı slant alt 

manifoldu olsun. kD   dağılımının integrallenebilir olması için gerekli ve yeterli 

koşul  kDYX  ,  için 

XAYA YX    
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ifadesinin sağlanmasıdır. 

İspat. (2.39) denkleminden  kDYX  ,  ve  TMU   için  

       XYUhgXYUhgUYAg X  ,,,,,2   

elde edilir. Burada (2.37) eşitliği dikkate alınırsa 

         XYgXUgXYgXUgUYAg UYUYX ,,,,,2    

olur. Buradan 

          XUgXYgXYUgUYAg YUUYX ,,,,2     

bulunur. (3.160) denklemi kullanılarak 

     

     

     
    UXAgUYXphXPg

UXAgUXgXUAg

UXgXUAgUXg

XUgXYgUYAg

YY

YYY

YYY

YUX

,,,

,,,

,,,

,,,2























    

elde edilir. Bu ise   

                                          YXphXPXAYA YYX ,2                                  (3.166) 

denklemine denktir. (3.166) ifadesinde Y  ile X ’in rolleri değiştirilirse 

                                           XYphYPYAXA XXY ,2                                  (3.167) 

olur. (3.166)’dan (3.167) çıkarılırsa 

                                                           YXPXAYA YX ,3                                  (3.168) 

ifadesi elde edilir. Buradan kD   dağılımının integrallenebilir olması için gerekli ve 

yeterli koşulun   0, YXP  olması sonucuna varılır. Bu ise 0 XAYA YX   şartını 

gerektirir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Teorem 3.6.1.5. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir total umbilik 

yarı slant alt manifoldu olsun. Bu durumda 

1)   sDboy    

2)   
 TMH   

3) M  bir öz yarı slant alt manifold  

koşullarından en az bir tanesi sağlanır.  

İspat. (3.160) denklemi kullanılarak   DX  için  
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 
   0,

0





XXhXXP

X

XX

X




 

eşitliklerinin sağlandığı görülür. Buradaki son denklemden 

                       0,,  

 XXhpXXphXPXPXA XXXP                     (3.169)  

ifadesi elde edilir. (3.137) ve (3.169) eşitliklerinin tanjant bileşenleri göz önüne 

alındığında 

                                                             0,  XXphXA XP                                    (3.170)   

eşitliğine ulaşılır. (3.170) ifadesinin   DY  ile iç çarpımı alındığında 

   0,,  YXXphXAg XP  

olur. Bu ise  

                                               0,,,,  YXXphgXPYXhg                              (3.171) 

olduğu anlamına gelir. M  total umbilik alt manifold olduğundan 

                                              0,,,,  YpHgXXgXPHgYXg                         (3.172) 

elde edilir. Buradan da  

                                                      0,,  YXpHgXYpHg                                 (3.173) 

ifadesine ulaşılır. Burada ya 0pH ’dır ya da X  ve Y  lineer bağımlı vektör 

alanlarıdır. Eğer 0pH  ise,   1Dboy  olur. Aksi halde   
 TMH   olmak 

zorundadır. 0D  olduğundan M  yarı slant alt manifold olur. 0  ve 0. 21 nn  

olduğundan da M  bir öz yarı slant alt manifolda dönüşür.  

Teorem 3.6.1.6. M  yaklaşık bir C -manifold ve M  de bu manifoldun bir total umbilik 

öz yarı slant alt manifoldu olsun. O halde M , ya total geodezik alt manifolddur ya da 

eğer H  için     TMHX   oluyorsa bir anti-invaryant alt manifold olur.  

İspat. Esas uzay yaklaşık C -manifold olduğundan (3.160) denkleminden  TMX   

için 

  0 XX  

olur. Böylece 

                                                             XX XX                                             (3.174) 

elde edilir. (2.37), (2.38), (3.123) ve (3.174) eşitliklerinden ve M ’nin total umbilik alt 

manifold olmasından dolayı  
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 

  HXXgXXP

XAHPXXgPX

XX

XPX

 ,

,








                                   (3.175) 

ifadesine ulaşılır. Burada H  ile iç çarpım alındığında  

                                       2
,,, HXXgHXPgHXPg XX                       (3.176) 

olduğu görülür. (2.38) dikkate alınırsa 

                                                  
2

,, HXXgHXPg X                                     (3.177) 

eşitliği elde edilir.  TMX   için 

                                                   HHH XXX                                       (3.178)   

ifadesi sağlandığından, (2.38), (3.123), (3.124) ve (3.178) eşitlikleri ve M ’nin total 

umbilik alt manifold olması göz önüne alındığında 

              HpHpXAPXPAHHXA XXHHXXH

              (3.179) 

elde edilir. (3.179) ifadesinin XP  ile iç çarpımı alındığında     TMHp X   

olması dikkate alınırsa bu denklem  

      XPXAPgXPHgXPHg HXX
 ,,,   

veya 

        XPXAPgXPXAPXpHhHpgXPHg HHXX
 ,,,,   

denklemine indirgenir. (2.39) ve (3.149) eşitlikleri kullanıldığında  

        








 


s

k

k

kX XHXhgHXXgXPHg  ,,,sin,
22  

olur. (3.156) ifadesinden 

   
22 ,sin, HXXgXPHg X     

ya da 

                                                  22 ,sin, HXXgHXPg X                             (3.180) 

elde edilir. Böylece (3.177) ve (3.180)’den 

   
222

,sin, HXXgHXXg   

olur. Buradan 

                                                       0,cos
22 HXXg                                        (3.181) 

bulunur. Bu ise   0,
2
HXXg  olduğunu gösterir. M  bir öz yarı slant alt manifold 
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olduğundan 0H  elde edilir. Böylece M , M ’nin total geodezik alt manifoldu olur. 

Teorem 3.6.1.6. M  yaklaşık C -manifold ve M  de bu manifoldun bir total umbilik öz 

yarı slant alt manifoldu olsun. Bu durumda  

1)   
 TMH   

2)   0,  Xg kPX  

3)    0 XTX

k  

4) M  bir anti-invaryant alt manifold 

5) Eğer M  bir öz slant alt manifold ise  TMX   için   3Mboy   

koşullarından en az birisi sağlanır.  

İspat. (3.160) denkleminden ve M ’nin yaklaşık bir C -manifold olmasından dolayı 

 TMX   için 

0 XX XX   

ifadesi sağlanır. (2.37), (2.38), (3.123) ve (3.124) eşitlikleri kullanıldığında 

                                
 

    0,,

,



 



XXhpXXphXP

XPXPXAPXXhPX

X

XXXPX                        (3.182) 

elde edilir. (3.182)’nin tanjant bileşenleri dikkate alınırsa 

                                         0,   XAXXphXPPX XPXX                          (3.183) 

olduğu görülür. M  bir total umbilik yarı slant alt manifold olduğundan, (2.39) 

denklemi ve    HYXgYXh ,,   ifadesi kullanılırsa 

       

       0,,,,

,,,,,





XXXPHggXXgXPHg

XPHXXggXPXXhgXXAg XP
 

bulunur. Eğer   
 TMH   ise (3.183)’ten 

                                                    0 XPPX XX                                             (3.184) 

olur. (3.184) denkleminin k  ile iç çarpımı alındığında 

    0,  XPPXg X

k

kX   

elde edilir. Buradan  

                                                            0,  kX PXg                                             (3.185) 

bulunur. (3.185) ifadesinde X  yerine PX  yazılırsa 
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  0,2  kPX XPg     

veya 

  0, 2  XPg kPX    

olduğu görülür. (3.145) kullanılarak 

   



s

k

k

k

kPX XXg
1

2 0cos,   

   



s

k

k

k

kPX XXg
1

2 0,cos   

denklemleri elde edilir. M  bir öz yarı slant alt manifold olduğundan 

   



s

k

k

k

kPX XXg
1

0,   

bulunur. Buradan  

                                             



s

k

kkPX

k
s

k

kPX gXXg
11

,,                          (3.186) 

olduğu görülür. sk 1  için   1, kkg   olduğu bilinmektedir. Bu ifadenin  

 TMX   için PX  yönündeki kovaryant türevi alındığında 

    0,,  kPXkkkPX gg   olur. Bu ise   0,  kkPXg   olduğu anlamına gelir. 

Buradan (3.186) denklemi göz önüne alınırsa  

                                                        



s

k

kPX Xg
1

0,                                            (3.187) 

elde edilir. Bu ise teoremin ikinci şıkkını ispatlar. (3.187) ifadesinde X  yerine PX  

alınırsa 

 
 

0,,

1

2
2

cos1






































 PXgPXg k
XX

s

k

kXP s

k

k
k




 

olur. Buradan 

 
0,cos

1

2 




































PXg k
XX

s

k

k
k




 

veya 

      0,cos,cos
1

2

1

2  


s

k

k

k
s

k

kX PXgXPXg
k
    
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bulunur. 0 kk
  olduğundan  

                                                  0,cos
1

2 


s

k

kX PXg                                         (3.188) 

elde edilir. (3.188)’den eğer 0cos   ise 
2


   olup M  bir anti-invaryant alt 

manifold olur. Diğer taraftan,   0,  PXg kX  yani 0 kX  olsun. Bu durumda 

sk 1  için k  vektör alanları M  üzerinde birer Killing vektör alanı olur. Eğer k  

vektör alanları, Killing vektör alanı değilse bu durumda D  slant dağılımını geren X  

ve PX  şeklinde en az iki tane lineer bağımsız vektör alanları bulunabilir. Bu ise 

3boyM  olduğu anlamına gelir.         

3.6.2. Global Çatılı CR -Alt Manifoldlar   

Tanım 3.6.2.1. M  yaklaşık C -manifold ve M  bu manifoldun izometrik immersed alt 

manifoldu olsun. Eğer M  üzerinde aşağıdaki koşulları sağlayan diferensiyellenebilir bir 

MTDpD pp :  dağılımı varsa M ’ye M ’nin global çatılı CR -alt manifoldu denir.         

1) sk 1  için Dk   dir.  

2) D ,   tensör alanı altında invaryant kalır. Yani Mp  için   MTD pp   olur. 

3) MTDpD pp   :  ortogonal tümleyen dağılımı Mp  için   MTD pp

   

ifadesini sağlar.  

Yardımcı Teorem 3.6.2.1. M  yaklaşık C -manifold ve M  bu manifoldun global çatılı 

CR -alt manifoldu olsun. Bu durumda sk 1  için    TMDk   olmak üzere  

                                                        0 kkk PP                                        (3.189) 

                                                             00  kk PP                                        (3.190) 

eşitlikleri sağlanır.  

İspat. (2.32) ve (3.123) denklemleri birlikte düşünüldüğünde (3.189) direk elde edilir. 

Teğet bileşen, normal bileşenin bir lineer katı olamayacağından dolayı 0kP , 

0
kP   koşulları sağlanmak zorundadır. Bu ise ispatı tamamlar. 

Tanım 3.6.2.2. M  yaklaşık C -manifold ve M  bu manifoldun global çatılı CR -alt 
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manifoldu olsun.  D  dağılımının MT   içindeki ortogonal dağılımı   D  olmak 

üzere  

                                         DDDDMT  ,                        (3.191) 

olur. Burada   D   invaryant bir alt demet olduğundan boyutu çifttir. 

Teorem 3.6.2.1. M  yaklaşık C -manifold ve M  bu manifoldun izometrik immersed alt 

manifoldu olsun. M ’nin global çatılı CR -alt manifoldu olması için gerekli ve yeterli 

koşul 0PP  olmasıdır. Burada P  ve P ,  ’nin sırasıyla teğet ve normal 

bileşenleridir.   

İspat. M , M ’nin global çatılı CR -alt manifoldu olsun. M  üzerindeki D  ve D  

dağılımlarına karşılık gelen ortogonal izdüşüm operatörleri sırasıyla 1P  ve 2P  olmak 

üzere (2.26) denkleminden 

                                                         01221  PPPP                                                 (3.192) 

olduğu görülür. (2.27) ifadesinden  TMX   için  

                                                          XPXPX 21                                                (3.193) 

elde edilir. (3.193) her iki tarafına   uygulanıp (3.123) eşitliği dikkate alınırsa 

                     XPPXPPXPPXPPXPXPX 221121
                          (3.194)    

denkleminin sağlandığı görülür. D  dağılımı invaryant olduğundan 

                                                       01 PP  ve 012 PPP                                      (3.195)   

olduğu açıktır. Öte yandan 

                                                               11 PPPPP                                              (3.196)    

olur. (3.125)’in ikinci kısmından 

                                                      011  PPpPPP                                               (3.197)  

eşitliğine ulaşılır. Burada 01 PP  olduğundan (3.197) denklemi 

                                                                  0PP                                                   (3.198)  

denklemine indirgenir. (3.125) ve (3.198) ifadelerinin ışığında 

                                                                  0Pp                                                  (3.199)  

elde edilir.  
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Tersine M , M  yaklaşık C -manifoldun (3.198) denklemini sağlayan bir alt manifoldu 

olsun. O halde  TMX   ve  MTV   için  

   
   
    0,,

,,

,, 22







VXPpgPpVXg

VXPgpVXg

VXgVXg





 

olduğu açıktır. Böylece 

                                                               0Pp                                                        (3.200) 

elde edilir. (3.125), (3.126) ve (3.200) denklemleri kullanıldığında 

                                                03  PP  ve 03  pp                                       (3.201) 

olduğu görülür. Bu ise P  ve p ’nün sırasıyla TM  ve MT   üzerinde birer f -yapı 

olduğunu anlamına gelir. Eğer burada 



s

k

k

kPP
1

2

1   ve 





s

k

k

kPIP
1

2

2   seçilirse, 1P  ve 2P ’nin (2.27) ve (3.192) denklemlerini 

sağladığı görülür. Bu ise 1P  ve 2P ’nin birer ortogonal izdüşüm operatörleri olduğunu 

gösterir. O halde 1P  ve 2P  sırasıyla D  ve D  ortogonal bütünleyen dağılımlarını 

tanımlar. 



s

k

k

kPP
1

2

1   ve 03  PP  olduğundan PPP 1  ve 02 PP  elde 

edilir. P ’nin ters simetrik ve 2P ’nin de simetrik olduğu dikkate alınırsa 

 TMYX  ,  için   

      0,,, 222  YPPXgYPPXgYPXPg  

olduğu sonucuna varılır. Buradan 

02 PP  

bulunur. Bu ise 

012 PPP   

olduğu anlamına gelir. 



s

k

k

kPP
1

2

1   olduğundan dolayı sk 1  için  

0 kk PP   olur. Böylece (3.198) denkleminden de  

                                                                       01 PP                                              (3.202) 

olduğu açıktır. (2.27), (3.192) ve (3.202) ifadelerinden D  ve D  dağılımlarının 
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sırasıyla invaryant ve anti-invaryant dağılım oldukları görülür. Öte yandan 1P  ve 2P  nin 

tanımları göz önüne alındığında sk 1  için 

kkP  1  ve 02 kP     

ifadelerinin sağlandığı görülür. Bu ise D  dağılımının sk 1  için k  vektör 

alanlarını içerdiğini vurgular. Ayrıca I  birim dönüşüm olmak üzere  

2

1 PP   ve 2

2 PIP     

şeklinde seçildiğinde 1P  ve 2P  izdüşüm operatörlerinin sırasıyla D  ve D  ortogonal 

dağılımlarını meydana getirdiği kolayca görülebilir. Buradan 

PPP 1 , 02 PP , 01 PP  ve 02 PP  

elde edilir. Bu ifadeler ise D  dağılımının bir invaryant dağılımı ve D  dağılımının da 

anti-invaryant bir dağılım olduğunu gösterir. Ayrıca daha önceki sonuca benzer olarak 

sk 1  için 

kkP  1  ve 02 kP   

olduğu bulunur. Buradan sk 1  için k  vektör alanlarının D  dağılımına ait 

olduğu soucuna varılır. Böylece ispat tamamlanmış olur.   

Sonuç 3.6.2.1. M  yaklaşık C -manifold ve M  bu manifoldun global çatılı CR -alt 

manifoldu olsun. Bu durumda invaryant D  dağılımı üzerinde global çatılı bir metrik f -

yapı bulundurur. Tersi de doğrudur.  

İspat. Teorem 3.6.2.1. den direk görülür.    

Teorem 3.6.2.2. M  yaklaşık C -manifold ve M  bu manifoldun global çatılı CR -alt 

manifoldu olsun. Eğer M ’nin ikinci temel formu paralel ise, M  bir total geodezik alt 

manifold olur.  

İspat. M ’nin ikinci temel formu paralel olsun. Bu durumda (2.40) denkleminden 

 TMZYX  ,,  için  

      0,,,  ZYhZYhZYh XXX  

olur. Burada kY   seçildiğinde (3.156) denklemi dikkate alınırsa   0, ZXh  bulunur. 

Bu ise M ’nin bir total geodezik alt manifold olduğu anlamına gelir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. 
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Teorem 3.6.2.3. M  yaklaşık C -manifold ve M  bu manifoldun bir alt manifoldu 

olsun. Bu durumda M ’nin global çatılı CR -alt manifold olması için gerekli ve yeterli 

koşul p  endomorfizmin   D  üzerinde bir f -yapı yani 03  pp  olmasıdır.  

İspat. Eğer M  global çatılı CR -alt manifold ise Teorem 3.6.2.1.’den p ,   D  

üzerinde bir f -yapı olur. Tersine p    D  üzerinde bir f -yapı ise (3.126)’dan 

0 pPp  olur.  MTV   için (3.133) denkleminden  

        0,,,,  VpPppVgVpPpVpgVppVpgVppVppg   

elde edilir. Buradan 0pp  olduğu görülür. Bu ise 0Pp  olmasına denktir. Ayrıca 

Teorem 3.6.2.1. göz önüne alındığında M ’nin global çatılı CR -alt manifold olduğu 

sonucuna varılır. 

3.7. YAKLAŞIK C -ALT MANİFOLDLAR 

Tanım 3.7.1. M  m -boyutlu c  sabit kesitsel eğriliğine sahip genelleştirilmiş bir S -

uzay-form ve M  de M ’nin  sn2 -boyutlu global çatılı bir alt manifoldu olsun. 

 MX   için XPPXX   yazılabilir. Burada PX  ve XP , X ’in sırasıyla 

teğet ve normal kısımlarıdır.  , M  üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere 

eğer  MYX  ,  için  

                                         0 XPYPXPYP YXYX                         (3.203) 

koşulu sağlanıyorsa M ’ye M ’nin yaklaşık C -alt manifoldu denir. 

Sonuç 3.7.1. M  S -uzay-form ve M , M ’nin yaklaşık bir C -alt manifoldu olsun. Bu 

durumda  MYX  ,   

                                             0,2   YXhppXAYA YPXP                              (3.204) 

                        0  kX

k

kkXpp AXAXHXHppAXA
kk

              (3.205) 

sağlanır.  

İspat. (3.203) denkleminde, (3.140) ve (3.141) ifadeleri göz önüne alınırsa (3.204) 

eşitliğinin sağlandığı  kolayca görülür. Benzer şekilde (3.203) denkleminde, (3.142) ve 

(3.143) ifadeleri kullanılırsa (3.205) direk elde edilir.  
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Teorem 3.7.1. M  S -uzay-form ve M , M ’nin yaklaşık bir C -alt manifoldu olsun. 

M ’nin total geodezik yaklaşık bir C -alt manifold olması için gerekli ve yeterli koşul  

                                                            0  XAYA YPXP                                         (3.206) 

olmasıdır. 

İspat. M  total geodezik yaklaşık bir C -alt manifold olsun. Bu durumda 0h  olup 

(3.204)’den sonuç açıktır. Tersine (3.206) denklemi sağlansın. Bu durumda, (3.204)’den 

    0,  YXhpp  

bulunur. Teğet kısım normal kısmın lineer bir katı olamayacağından pp   ifadesi sıfır 

olamaz. Buradan 0h  bulunur. Bu ise M ’nin total geodezik yaklaşık bir C -alt 

manifold olduğunu verir.  

Tanım 3.7.2. M  S -uzay-form ve M , M ’nin yaklaşık C -alt manifoldu olsun. Eğer 

M  aynı zamanda M ’nin bir slant alt manifoldu ise M ’ye yaklaşık slant C -alt 

manifold denir. Benzer şekilde M  aynı zamanda M ’nin global çatılı CR -alt manifoldu 

ise M  global çatılı Cauchy-Riemann yaklaşık C -alt manifold olarak adlandırılır.  

Teorem 3.7.2. M  S -uzay-form ve M , M ’nin yaklaşık C -alt manifoldu olsun. Bu 

durumda, R  ve R  sırasıyla M  ve M ’nin Riemann eğrilik tensörleri olmak üzere 

 MWZYX  ,,,  için   

            

     

   

           WYhZXhgWXhZYhgWZYXRH

WZYXRGWZYXRF

WZYXRFWZYXRFWZYXR

s

ikji
kji

ijkijk

sji

ijij

s

ji

ijij

,,,,,,,

,,,,,,

,,,,,,,,,

1,,

11,

2211






















           (3.207) 

dır. 

İspat. (2.42) ve (2.78) denklemleri birlikte düşünüldüğünde (3.207) direk elde edilir.  

Teorem 3.7.3. M  S -uzay-form ve M , M ’nin yaklaşık slant C -alt manifoldu olsun. 

Bu durumda, D  integrallenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul 

                                                     0,  YXhpYP X                                           (3.208) 

olmasıdır.  
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İspat. (3.159) ve (3.204) ifadeleri göz önünde bulundurularak ispat tamamlanır.  

Teorem 3.7.4. M  S -uzay-form ve M , M  nin yaklaşık slant C -alt manifoldu olsun. 

Bu durumda, sk 1  için kD   dağılımı integrallenebilir değildir. 

İspat. (3.204) ifadesi Teorem 3.6.1.4.’de kullanılırsa ispat tamamlanmış olur.  

Teorem 3.7.5. M  S -uzay-form ve M , M ’nin yaklaşık slant C -alt manifoldu olsun. 

Bu durumda, D  dağılımının integrallenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul  

                                              0,22  YXhpXPPYP YX                            (3.209) 

denkleminin sağlanmasıdır. 

İspat. (3.204) ifadesi (3.162)’de yerine yazılarak ispat tamamlanır.  

3.8. ÖRNEKLER 

Örnek 3.8.1.    snn zzyyxx ,,,,,,,, 111   standart koordinatlara sahip  sn2 -

boyutlu reel vektör uzayı ve M  de  

  1,,01,,,,,,,, 111  nNnziçinskzzyyxxM ksnn   

şeklinde tanımlı  sn2 -boyutlu bir manifold olsun. ni ,,1  ve sk ,,1  için 

iX , iY  ve k  vektör alanları    

                                
k

k

i

i

i

i

i

i
zy

Y
z

z
x

X


















 ,2,2 2                          (3.210) 

biçiminde verilsin. Bu vektör alanlarının lineer bağımsız oldukları ve M  manifoldunu 

gerdikleri aşikardır. Böylece bu vektör alanları kümesi, bir Mp  noktasındaki MTp  

tanjant uzayının bir bazı olarak alınabilir. Bu durumda nji ,,1,   ve skk ,,1,   

için iX , iY  ve k  vektör alanlarının Lie türevleri  

      0,,0,,0,  jijiji YYYXXX  

      0,,0,,, 2 



  kkki

i

iki Y
z

zX   

şeklinde olduğu görülür. Eğer sk ,,1  için k

k dz  şeklinde seçilirse M  

üzerindeki g  Riemann metriği  
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  



s

k

k

n

i

ii dzdydxg
1

2

1

22

2

1
 

biçiminde hesaplanır. Ayrıca,   M  üzerinde  1,1  tipinde bir tensör alanı olmak üzere,  

                                                     
ii

k
yx 

















  ,0                                       (3.211) 
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






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2

2

                                          (3.212) 

ifadelerini sağlasın. Böylece  gk

k ,,,


  yapısı M  üzerinde global çatılı bir metrik 

f -yapı olur. Bu metrik f -yapı ile birlikte M  global çatılı bir metrik f -manifold olur. 

Şimdi elde edilen bu manifoldun yaklaşık  C -manifold olup olmadığı, yani (3.1) 

şartınısağlayıp sağlamadığı araştırılacaktır. 2,1i  olmak üzere iii  ,,  olsun.  

                                            



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i YXZ
1
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1                                    (3.213)                                                                                                                                                                                                                                              

ve  

                                         



s

k

k

n

i

i

n

i

i YXW
1

2

1

2

1

2                                    (3.214) 

vektör alanları göz önüne alınsın. Buradan (3.213) ve (3.214) denklemlerine   

uygulanırsa sırasıyla 

                                         
 



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i ii zyx
Z

1

1

1

112                            (3.215) 

ve  

                                      
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







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
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
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1

222                             (3.216)   

denklemleri elde edilir.   Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere  

                                          
 




s

k k

kkZ
z

zzW
1

12

3

212                                    (3.217) 

ve  

                                             
 




s

k k

kkW
z

zzZ
1

21

3

212                                 (3.218) 

kovaryant türevleri elde edilir. Buradan (3.1) denkleminin  

                          ZZWWZW WWZZWZ                    (3.219) 
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ifadesine denk olduğu görülür. Burada (3.211), (3.212) ve (3.215)-(3.218) denklemleri 

(3.219)’da yerine yazılırsa (3.1) ifadesinin sağlandığı görülür. Bu ise M  global çatılı 

metrik f -manifoldunun yaklaşık C -manifold olduğu anlamına gelir. Öte yandan bu  

manifold üzerinde  MYX  ,  için bir temel 2 -form    YXgYX ,,   şeklinde 

tanımlansın. Buradan bu   temel 2 -formun ve sk ,,1  için k  1-formlarının 

kapalı olduğu yani dış türevlerinin 0kd  ve 0d  olduğu görülür. Ayrıca N  

Nijenhuis tensör alanının sıfır olduğu elde edilir. Elde edilen tüm bu veriler ise, M  

yaklaşık C -manifoldunun aynı zamanda bir C -manifold olduğu anlamına gelir. 

Örnek 3.8.2. Aşağıdaki örnekte, 2014 yılında Öztürk ve diğ. tarafından yapılan 

çalışmada inşa edilen örneğe benzer bir metot kullanılmıştır. 

    21,,, zzyx  standart koordinatlara sahip 4 -boyutlu reel vektör uzayı ve M  de  

  2,1,,02,1,,, 21  svenNnziçinizzyxM i  

şeklinde tanımlı  22 -boyutlu bir manifold olsun. 2,1i  ve 2,1k  için iX , iY  

ve k  vektör alanları,  

     212211211 sincos, zzzzzzf    

ve  

     211212212 sincos, zzzzzzf    

olmak üzere, 
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 2122111 ,,  
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13 :,:
z

X
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X
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





   

biçiminde tanımlansın. Burada, 21,  dir. Bu vektör alanlarının lineer bağımsız 

oldukları ve M  manifoldunu gerdikleri aşikardır. Böylece bu vektör alanları kümesi, 

bir Mp  noktasındaki MTp  tanjant uzayının bir bazı olarak alınabilir. M  üzerindeki 

g  Riemann metriği 4,3,2,1,  ji  için   

 









ji

ji
XXg ji

,0

,1
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şeklinde olmak üzere 

 
  22112

2

2

1

1
dzdzdzdzdydydxdx

ff
g 


  

tensörel çarpımı ile verilsin.  MX   için 1  ve 2  1-formları sırasıyla 

   1

1 , XgX   ve    2

2 , XgX   şeklinde olsun. M  üzerinde  1,1  tipindeki   

tensör alanı  

    0,0,, 211221   XXXX  

koşullarını sağlasın. Buradan, g  metriğinin ve   tensör alanının lineerlik özelliği 

kullanılarak  MYX  ,  için  

    2

2

1

12  XXXX   

           YXYXYXgYXg 2211,,    

    1,1 2

2

1

1    

şeklinde oldukları hesaplanır. Buradan  22 -boyutlu M  manifoldunun global çatılı 

metrik f -manifold olduğunu gösterir. Şimdi Örnek 3.8.1.2dekine benzer olarak, 

4,3,2,1i  için ia  ve ib  ler birer sayı olmak üzere  MWZ  ,  vektör alanları  

44132211  aaXaXaZ   

ve 

44132211  bbXbXbW   

şeklinde seçilsin. Buradan gerekli hesaplamalar yapılırsa  

    0 ZW WZ   

olduğu kolayca elde edilir. Bu ise M ’nin yaklaşık C -manifold olduğunu anlamına 

gelir. Öte yandan M  üzerindeki    YXgYX ,,   şeklinde tanımlı   temel 2 -

formu için   1, 21  XX  olup diğer terimler için sıfır olur. Bu yüzden   nin sıfırdan 

farklı temel bileşenleri  
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Şeklinde hesaplanır. Buradan  

 
dydx




2

2

2

1

1


 

olduğu görülür. Şimdi,  ’nin dış türevi hesaplanırsa  
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0d  

sonucuna ulaşılır. 1

1 dz  ve 2

2 dz  olduğundan 01 d  ve 02 d  elde edilir.   

g  Riemann metriğine göre Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere, baz vektörlerinin 

Lie türevleri  

        1221222111 ,,,,, XXXXXX    

    0,,0, 2121  XX  

şeklinde oldukları elde edilir. Diğer taraftan,  2nin Nijenhuis tensörünün sıfıra eşit 

olduğu görülür. Böylece M  aynı zamanda bir C -manifold olur.  

Bu iki örnek göz önüne alınırsa aşağıdaki sonuç verilebilir.  

Sonuç 3.8.1. Yaklaşık bir C -manifold normal ise yani Nijenhuis tensör alanı sıfır 

oluyorsa bir C -manifold olur.   

Örnek 3.8.3.    snn zzyyxx ,,,,,,,, 111   standart koordinatlara sahip  sn2 -

boyutlu reel vektör uzayı ve M  de  

  1,,01,,,,,,,, 111  nNnziçinskzzyyxxM ksnn   

şeklinde tanımlı  sn2 -boyutlu bir manifold olsun. ni ,,1  ve sk ,,1  için 

iX , iY  ve k  vektör alanları    
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şeklinde tanımlansın. Bu vektör alanlarının lineer bağımsız oldukları ve M  

manifoldunu gerdikleri açıktır. Böylece bu vektör alanları kümesi, bir Mp  

noktasındaki MTp  tanjant uzayının bir bazı olarak alınabilir. Bu durumda 

nji ,,1,   ve skk ,,1,   için iX , iY  ve k  vektör alanlarının Lie türevleri  
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üzerindeki g  Riemann metriği  
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olduğu görülür. Bu ise, tanımlanan manifoldun yaklaşık C -manifold olmadığını 

gösterir. Öte yandan bu manifold üzerinde  MYX  ,  için bir temel 2 -form 

   YXgYX ,,   şeklinde tanımlansın. Buradan bu   temel 2 -formun ve 

sk ,,1  için k  1-formlarının kapalı olduğu yani dış türevlerinin 0kd  ve 

0d  olduğu görülür. Ayrıca N  Nijenhuis tensör alanının sıfırdan farklı olduğu elde 

edilir. Elde edilen tüm bu veriler ise, M  global çatılı metrik f -manifoldunun hemen 

hemen C -manifold olduğu anlamına gelir.  
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında, manifold teoride önemli olan bazı kavramlar birlikte düşünülerek 

global çatılı f -manifoldların yeni bir sınıfı olan yaklaşık C -manifoldlar 

tanımlanmıştır.  Bu yeni manifold sınıfının Riemann eğrilik özellikleri incelenmiştir. Bu 

manifold üzerinde farklı eğrilik tensörleri göz önüne alınarak daha genel sonuçlar elde 

edilebilir. Bu manifoldun tanımına benzer olarak global çatılı manifoldların yeni 

sınıfları tanımlanabilir. Yapılan bu sınıflandırmadaki manifoldların üzerinde tanımlı 

olan yapılar göz önüne alınarak manifoldun karakteri belirlenebilir. Ayrıca tanımlanan 

bu yapılar D -konformal dönüşümlere tabi tutulup bu dönüşümler altında invaryant 

kalıp kalmadığı incelenebilir. Elde edilen verilere göre farklı çıkarımlar yapılabilir. 

Tanımlanacak global çatılı yaklaşık manifoldların uzay formları elde edilip literatürde 

var olan bazı kavramların, eşitsizliklerin vb. daha genel versiyonlarına ulaşılabilir. Bu 

yeni manifoldlar üzerinde Ricci soliton kavramları ele alınıp elde edilen sonuçlar fizik 

için büyük öneme sahip olan Einstein alan denklemlerine uygulanarak yeni 

yorumlamalara gidilebilir. Bu çalışmadakine benzer olarak tanımlanacak olan 

manifoldlar, uzay formların birer alt manifoldu olarak düşünülürek Chen tarafından 

tanımlanan Riemann  -değişmezler üzerinde daha farklı ve daha genel veriler elde 

edilip yeni yorumlamalara yer verilebilir. İfade edilen açık problemlere bakıldığında bu 

tez çalışmasının literatüre önemli bir katkı yapacağı görülmektedir. Çünkü genelleştirme 

ve sınıflandırma daha önce de ifade edildiği üzere her bilim dalı için büyük önem arz 

etmektedir. Yaklaşık C -manifoldların sağladığı özelliklerin uygulanan D -konformal 

dönüşümler altında değişmez kalması yapının kararlığını göstermiştir. Bu manifold 

sınıfının varlığı verilen örneklerle desteklenmiştir.          
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