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OZET

YAKLASIK C-MANIFOLDLARIN GEOMETRISI

Yavuz Selim BALKAN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Doktora Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Nesip AKTAN
Mayis 2016, 104 sayfa

Bu tez calismasinda, yaklasik manifoldlarin yeni bir smifi olan yaklasitk C -
manifoldlarin tanimi verilmis ve bazi egrilik 6zellikleri elde edilmistir. Elde edilen bazi
ozellikler, verilen ornekler {izerinde hesaplanmistir. Ayrica bu yeni sinifin bazi alt
manifoldlar1 calisitimistir. Ote yandan yaklasik C -manifoldlarin sagladig: 6zelliklerin,
bazi D -konformal doniisiimler altinda degismez kalip kalmadig1 incelenmistir. Bu yeni
manifold smifi iizerinde Ricci solitonlar géz Oniine alinarak bazi siniflandirilmalari
yapilmistir. Yaklasik C -manifoldlar genellestirilmis S -uzay formlarin alt manifoldlari
olarak ele alinmistir. Son olarak bu yaklasitk C-alt manifoldlarin  bazi
siniflandirmalarina yer verilmistir.

Anahtar sozciikler: f -yapi, Yaklasik C -manifold, Kesitsel egrilik, Alt manifold, D -

konformal doniisiim, Ricci soliton, Genellestirilmis S uzay-form, Einstein manifold.



ABSTRACT

GEOMETRY OF NEARLY C-MANIFOLDS

Yavuz Selim BALKAN
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN
May 2016, 104 pages

In this thesis, we introduced nearly C-manifold which is a class of nearly manifolds.
Then we give some non-trivial examples to clarify some properties. On the other hand,
we investigate some submanifolds of these manifolds. We search whether the properties
of nearly C-manifolds are invariant under some D -conformal transformations. On this
new class of manifolds, we consider Ricci solitons and we give some classifications of
them. We consider nearly C -manifold as a submanifold of a generalized S -space form.
On the other hand, we give some classifications of nearly C -submanifold.

Keywords: f -structure, Nearly C-manifold, Sectional curvature, Submanifold, D -

conformal transformation, Ricci soliton, Generalized S space-form, Einstein manifold.



EXTENDED ABSTRACT

GEOMETRY OF NEARLY C-MANIFOLDS

Yavuz Selim BALKAN
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN
May 2016, 104 pages

1. INTRODUCTION:

Manifold theory is important in mathematics, especially in geometry. There are two
classes of manifolds with respect to their dimensions. The first one is complex
manifold, which is even dimensional, the other one is contact manifold which is odd
dimensional. These manifolds are also called with respect to admitting structures
satisfying some properties. Complex manifolds have an almost complex structure,
denoted by J, of type (1,1) . On the other hand, contact manifolds are characterized by

a tensor field ¢ of type (L,1). Additionally, there is a class of manifolds, which
generalizes these two classes. It is called globally framed manifold of (2n+s)-

dimensional. If s=0, it comes down to a complex manifold, whereas if s=1, then it

become a contact manifold.

There is a relation between J complex structure and ¢ tensor field. Using this, we can

get some properties on contact manifolds similar to complex manifolds. For example,
considering nearly Kahler manifold, we get a class of nearly contact manifolds or

almost contact manifolds.

2. MATERIAL AND METHODS:

Classification is important in manifold theory as well as in all sciences. Several different
researchers introduce a lot of new structures on manifolds to classify them. On the other
hand, they give some new notions to generalize structures on manifolds or

submanifolds. One of the them is Ricci soliton. Ricci soliton is a generalization of



Einstein manifolds. Einstein metric on Einstein manifolds is a solution of Einstein field

equations. So, they are called Einstein manifolds.

Submanifold is always an interactive topic in manifold theory from Nash’s embedding
theorem. From then, several authors introduced and studied new classes of

submanifolds, as slant, semi slant, invariant, anti-invariant, CR -submanifolds etc.

Invariance of structures on manifolds is so important. Structural properties of manifolds
are invariant under some D -conformal transformations. On the other hand, using D -
conformal transformations, one can get some new classes of manifolds and one can

compute a topological property of manifolds, which is called Betti number.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

In this thesis work, combining some concepts in the literature, we introduce a new class
of globally framed manifolds. Such type manifolds are called nearly C -manifolds.
When we define nearly C-manifolds, we use the relation between almost complex
structure and globally framed structure. Additionally, we consider Kéhler conditions for

this new class of manifold.

On nearly C -manifolds, we investigate some Riemannian curvature properties and ¢ -

sectional curvature properties. We obtain the scalar curvature in the same time.
Furthermore, considering nearly C-manifolds as a Ricci soliton, we give some

classifications of Ricci solitons.

We investigate some submanifolds of this type manifold, and we get interesting results.
In view of D -conformal transformations, we obtained some necessary and sufficient
conditions. Moreover, we consider nearly C -manifolds as submanifolds of generalized
S -space form. We obtain some important results on nearly C -submanifolds. Finally we
give some several non-trivial examples to prove existence of these type manifolds. We

compute some properties on these examples.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:
In view of this work, one can study some another classes of these type manifolds.
Considering the definition of nearly C -manifolds, one can introduce some new classes

of nearly globally framed manifolds. Focusing on the new classifications of Ricci



soliton, one can give characterizations of these Ricci solitons. So, this work is a basic
work for researchers who want to study on these topics. Since these topics are always
interesting and they contain useful results for other sciences, especially physics, a lot of
researchers want to study on these topics. On the other hand, examples on this study
show that these results give another opportunity to determine the character of some
manifolds. Furthermore, some other open problems on the literature are considered for

these type of manifolds.



1. GIRIS

Diferensiyel geometri alaninda g¢alisma yapan arastirmacilar i¢in manifold teorinin
onemli bir yeri vardir. Manifoldlar, topolojik uzaylar tizerine kurulu baz1 6zel sartlara
sahip yerel olarak Euclid uzay olan yapilardir (Willmore 1959). Bu sayede manifold
tizerinde diferensiyellenebilir yapilar tanimlanip bazi hesaplamalar yapmak miimkiin
hale gelir (Willmore 1959). Diferensiyellenebilir manifoldlarin basta fizik olmak tizere

bir¢cok alana uygulamalar1t mevcuttur (O’Neill 1983).

Eger bir manifold iizerinde bir Riemann metrigi tanimliysa bu manifolda Riemann
manifold denir (Willmore 1959). Riemann manifoldlar, temelde tek boyutlu ve ¢ift
boyutlu manifoldlar olmak tiizere iki gruba ayrilirlar (Yano 1984). Cift boyutlu
manifoldlar kompleks manifold olarak adlandirilirken tek boyutlu manifoldlara degme
manifold denir (Yano 1984).

Kompleks manifold ile ilgili ¢alismalar, 1930 yilinda Schouten ve Dantzig’in Riemann
metrigi ve afin konneksiyona sahip manifoldlarin diferensiyel geometrideki sonuglarini
bu uzaylara tagimalariyla baslar. Bu c¢alismada, simetrik konneksiyon ile birlikte
Hermite adi verilen uzay elde edilir (Schouten ve Dantzig 1930). 1933 yilinda ise
bunlardan bagimsiz olarak, Kihler tarafindan bugiin Kéhler manifoldlar olarak
adlandirilan ayn1 konneksiyona sahip manifoldlar tanimlanmistir (Kéhler 1933). Bundan
sonra 1947 yilinda Weil tarafindan kompleks manifoldlar lizerinde karesi eksi birime
esit olan (1,1) mertebeli J tensoriiniin varlig: ispatlanmistir (Weil 1947). Ehresmann,
1947 ve 1950 yillarinda yaptigi calismalarda, bu tensorii kullanarak cift boyutlu
diferensiyellenebilir manifold olan hemen hemen kompleks manifoldlari tanimlamistir
Bir kompleks manifoldun, hemen hemen kompleks manifold oldugu fakat bunun

tersinin dogru olmadigin1 gostermistir (Ehresmann 1950).

Riemann manifoldlarin tek boyutlu bir sinifi olan degme manifoldar ise 1958 yilinda
Boothby ve Wang tarafindan tanimlanmistir (Boothby ve Wang 1958). Bu ¢alismada,

degme manifoldlarin topolojik o6zellikleri yogun olarak c¢alisilmistir. Burada verilen
tanima gore, (2n +1)-boyut|u bir M manifoldu tizerinde 77/\(d )" #0 sartin1 saglayan
bir » 1-formu varsa M bir degme manifold olur (Boothby ve Wang 1958). 1959

yilinda Gray tarafindan yapilan bir calismada, bu manifold sinifinin topolojik



ozelliklerinin incelenmesine devam edilmistir (Gray 1959). Ayni ¢alismada, tek boyutlu
manifoldlarin yeni bir sinifi olan hemen hemen degme manifoldar tanimlanmistir. Buna
gore tek boyutlu bir manifoldun tanjant demetinin yapisal grubu U (n)xl e

indirgenebiliyorsa bu manifold hemen hemen degme manifold olarak isimlendirilir
(Gray 1959). Bir degme manifold ayn1 zamanda bir hemen hemen degme manifold olur.

Fakat tersi dogru degildir (Gray 1959).

1960 yilinda Sasaki tek boyutlu manifoldlara farkli bir agidan yaklasarak bu manifoldlar
tizerinde hemen hemen kompleks yapiya benzer olarak yeni bir yapi tanimlamistir

(Sasaki 1960). Buna gore M (2n +1)-boyut|u bir manifold, ¢ (1,1) tipinde bir tensor

alani, & bir vektor alani ve 77 bir 1-form olmak {izere, eger

n(&)=1 rank(p)=2n, p£=0, nop=0 @*=—1+n®¢&
kosullar1 saglaniyorsa M ’ye (go,f,n)-yaplsma sahiptir denir (Sasaki 1960). Ote yandan
eger M iizerinde, VX,Y € ;((M) icin

g(X,&)=n(X), g(@X,9¥)=g(X.Y)=n(X)(Y)
kosullarini saglayan bir Riemann metrigi tanimli ise M ’nin (qo,f,n, g )-yap1sma sahip
oldugu soylenir (Sasaki 1960). Bu calismada, (@,&,7,9)-yapisma sahip (2n+1)-
boyutlu bir M manifoldunun tanjant demetinin yapisal grubunun U(n)xl’e

indirgenebildigi yani hemen hemen degme bir manifold oldugu ve bunun tersinin de
dogru oldugu ispatlanmigstir (Sasaki 1960). Ote yandan degme bir manifoldun
(q), &, g)-yaplsma sahip oldugu gosterilmistir. Ayrica degme manifold iizerindeki 7
degme 1-formunun dis tiirevinin yani dz 'nin

D(X,Y)=g(X,¢Y)
seklinde tanimlanan temel 2 -forma esit oldugu goriilmiistiir (Sasaki 1960). Daha sonra

1961 yilinda, Sasaki ve Hatakeyama tarafindan hemen hemen degme bir yapinin degme

bir yap1 olma kosulu olan normallik sart1 elde edilmistir (Sasaki ve Hatakeyama 1961).

Riemann manifoldlarin diger bir sinifi, kompleks manifoldlarin ve degme manifoldlarin
bir genellestirilmesi olan (2n +s)-boyut|u catil1 manifoldlardir. Oncelikle 1961 yilinda

Yano

f34f=0



kosulunu saglayan f -yapiyr tanimlamistir (Yano 1961). Daha sonra 1964 yilinda,
Ishihara ve Yano tarafindan bu yapinin integrallenebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosullar verilmistir (Ishihara ve Yano 1964). 1969 yilinda ise Goldberg ve Yano, degme
yapilara benzer olarak global catili f -yapiy1r ve buna bagli olarak da global catilt f -

manifoldlar1 tanimlamistir (Goldberg ve Yano 1969). Bundan sonra bu manifold

tizerindeki ¢aligmalar yogunlagmistir. 1970 yilinda, Blair global ¢atili f -manifoldlarin

birer sinifi olan K -manifold, S -manifold ve C -manifoldu tanitmistir (Blair 1970). Bu
alanda giiniimiize kadar bir¢ok ¢aligma yapilmistir. Giinlimiize yakin bir tarih olan 2007

yilinda, Falcitelli ve Pastore hemen hemen Kenmotsu f -manifoldun tanimini vermistir

(Falcitelli ve Pastore 2007). 2014 yilinda ise Oztiirk ve dig. tarafindan, hemen hemen

C -manifold ve hemen hemen Kenmotsu f -manifoldun bir genellestirilmesi olan

hemen hemen « -kosimplektik f -manifoldlar tanimlanmustir (Oztiirk ve dig. 2014).

Manifoldlarin énemli bir sinifi da Einstein manifold olarak adladirilan manifoldlardir.
Bu manifold sinifi iizerinde tanimli olan metrik, Einstein alan denklemlerinin ¢6ziimii
oldugundan dolay: fizik alaninda c¢alisma yapan arastirmacilar i¢in de 6zel bir 6neme
sahiptir. Bu manifold smifint 1987 yilinda Besse tamimlamistir (Besse 1987). Bu
manifoldlarin bir genellestirilmesi olan Ricci solitonlar ise 1988 yilinda Hamilton

tarafindan ifade edilmistir (Hamilton 1988).

Elde edilen veya tanimlanan bir yapiin kararligi her bilim dalinda oldugu gibi
matematikte de Onem arz etmektedir. Bu yilizden manifold {lizerindeki yapilarin bazi
dontigiimler altinda degismez kalmasi olduk¢a Onemlidir. Bunu test etmenin
yontemlerinden biri de D -konformal dontisiimlerdir. Bu doniisiimlerden bir tanesi 1970
yilinda, Tanno tarafindan ifade edilmistir (Tanno 1967). Bu doniisiimler, bazen
manifold tizerindeki baz1 6zellikleri daha kolay elde etmede kullanilirken bazen de var

olan bir manifolddan yeni bir manifold tiirii elde etmede kullanilir.

Diferensiyel geometrinin 6nemli ¢alisma alanlarindan bir tanesi de alt manifoldlardir.
Nash’in iinlii teoremini ifade etmesinden itibaren bu alan birgok arastirmacinin ilgisini
cekmistir. Bu konuda birgok ¢alisma yapilmis ve alt manifoldlarin  bir¢ok
simiflandirilmas: verilmistir. Bunlardan bazilari, 1978 yilinda Bejancu tarafindan
tanimlanan CR -alt manifoldlar ve 1990 yilinda Chen tarafindan ifade edilen slant alt

manifoldlardir. Bu iki alt manifold tiirii bircok alt manifold snifin1 igermektedir



(Bejancu 1978) (Chen 1990).

Yapilan bu calismalar 1518inda mevcut tez ¢alismasinda, yaklasik Kdhler manifoldlara
benzer olarak global ¢atili manifoldlar tizerinde yaklasik C -manifoldlar tanimlanmuistir.
Bu manifold smifinin bazi temel egrilik Ozellikleri incelenerek yapisi karakterize
edilmistir. Ayrica yaklasik C -manifoldun bir C -manifold olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosullar arastirilmistir. Ote yandan yaklasik bir C-manifoldun sabit bir ¢ -kesitsel
egrilige sahip olmast durumunda Riemann egrilik tensorii hesaplanmistir. Bu yeni
manifold sinifi baz1 6zel D -konformal doniisiimlere tabi tutularak yapi deforme edilmis
ve sahip oldugu ozelliklerin korunup korunmadigi incelenmistir. Bazi 06zel alt
manifoldlart ele alinip yapisi siniflandirilmistir. Ayrica yaklasik C -manifoldlar bir
Ricci soliton gibi ele alinip potansiyel alanin yapisina gore genel bir siniflandirilmasi
yapilmistir. Bu manifold tiirii genellestirilmis S -uzay formlarinin bir alt manifoldu
olarak ele alinmistir. Bu yaklasik C-alt manifoldlarin genellestirilmis S -uzay
formlarinin bir alt manifoldu olmas i¢in bazi gerekli ve yeterli kosullar ifade ve ispat
edilmistir. Ayrica bu yaklasik C -alt manifoldlarin bazi siiflandirmalar1 yapilmistir.
Son olarak yaklasik C -manifoldlarin varligina dair asikar olmayan baz1 6rneklere yer

verilmistir.



2.MATERYAL VE YONTEM

2.1. RIEMANN MANIFOLDLAR

Tamm 2.1.1. M, C” smifindan n-boyutlu manifold olsun. »(M), M iizerindeki
diizgiin vektor alanlarinin uzayr ve C°°(M : R)’de reel degerli C” smifindan
fonksiyonlarin halkasi olmak tizere

g: 7(M)x2(M)—C”"(M,R)
seklindeki simetrik, bilineer ve pozitif tanimli g doniistimiine M {izerinde bir Riemann
metrik tensorii ve (M, g) ikilisiyle verilen manifolda da Riemann manifoldu denir. M
manifoldunun p, ve p, seklindeki herhangi iki noktasi i¢in M {iizerinde bu noktalari

birlestiren bir egri bulunabiliyorsa M ’ye baglantili manifold adi verilir (Willmore
1959).

Tamm 2.1.2. M, C” sinifindan bir manifold olsun. ;((M), M {izerindeki diizgiin

vektor alanlarinin uzayi olmak iizere Vf,g e C“’(M , R) ve VX,Y,Z e ;((M) i¢in

VixM)xz(M)— x(M)
v

(X,Y)=>V(X,Y)=V,Y

dontlistimi

1) V(Y +2)=V,Y+V, Z
@) VixagnZ =V, Z+9V,Z
() V Y =X(f)Y + fv, Y

ozelliklerini sagliyorsa V’ya M iizerinde afin konneksiyon denir (Willmore 1959).

Tamm 2.1.3. (M,g) n-boyutlu Riemann manifold ve V da M iizerinde afin
konneksiyon olsun. Bu durumda V déniisiimii VX,Y,Z € y(M) igin

(1) V,Y -V, X =[X,Y]

() Xg(Y,Z)=9(V«Y.Z)+9(Y,VyZ)

sartlarim1 sagliyorsa V’ya M iizerinde sifir torsiyonlu Riemann konneksiyonu veya

M ’nin Levi-Civita konneksiyonu denir (Willmore 1959).

10



Tamm 2.1.4. (M,g) bir Riemann manifold ve V da M iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. VX,Y,Z € (M) igin

R: 7 (M)x x(M)x (M) #(M)

(X.Y,Z)>R(X,Y,Z)=V,V,Z-V,V,Z -V, \}Z (21)

seklinde tanimlanan (1,3) tipindeki R tensor alanina M ’nin Riemann egrilik tensorii
denir. Bu tensor alan1 ¥X,Y,Z,W € z(M) i¢in

(1) R(X,Y)Z =-R(Y,X)Z

2 9(R(X,Y)z,W)=-g(R(X,Y W,Z)

(3) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0

@) 9(R(X.Y)ZW)=g(R(Z,W)X.Y)

6zelliklerini saglar (Willmore 1959).

Onerme 2.1.1. (M, g) Riemann manifold, V. M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu
ve ¢ de (1, 1) tipinde bir tensor alani olsun. Bu durumda

Vx(¢Y):(Vx¢)Y+¢(VXY) (2.2)
olur (Willmore 1959).

Onerme 2.1.2. (M,g) Riemann manifold olsun. F simetrik tensér alam olmak iizere
vX,Y,Z e;((M) i¢in

a(VxF)V.Z)=g(Y.(VxF)Z)
ifadesi saglanir (Willmore 1959).

Onerme 2.1.3. (M,g) Riemann manifold olsun. G ters simetrik tensor alant olmak
tizere VX,Y,Z € ;((M) icin

9((V«G)Y.Z)=-g(Y.(V,G)Z)
esitligi gecerlidir (Willmore 1959).

Tamm 2.1.5. (M,g) Riemann manifold ve T,M de M ’nin p noktasmdaki tanjant

uzay1 olsun. [], bu tanjant uzayin 2 -boyutlu alt uzay1 olmak tizere V,W €[] vektorleri

izerine kurulan paralelkenarin alani

gv.V)aw,w)-(g(v,w)y =0
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seklinde tanimlanir. Bu durumda

K(V,W)— g(R(V,W)N,V)

gV )gw,w)-(glv,w)y
denklemine 2-boyutlu [T alt uzaymn kesit egriligi denir ve K(IT) ile gosterilir
(Willmore 1959).

Tamm 2.1.6. (M,g) n-boyutlu Riemann manifold ve {e,,...,e, } kiimesi de bir pe M
noktasindaki tanjant uzayin ortonormal bazi olsun. VX,Y € ;((M) i¢cin
S:x(M)x z(M)— %

(X,Y)>5S(X,Y) Zg (e, X)) @3)

seklinde tanimlanan (0,2)-tipindeki S tensér alanma M iizerinde Ricci egrilik tensorii
denir. Ayrica (0,2) -tipindeki Q Ricci operatorii

S(X.Y)=g(QX.Y)
ile ifade edilir (Willmore 1959).

Tamm 2.1.7. (M,g) n-boyutlu Riemann manifold olsun. {g,...,e,} kiimesi de bir

p € M noktasindaki tanjant uzayin ortonormal bir bazi olmak {izere

r= Zs .e) (2.4)
ifadesine M ’nin skaler egriligi denir (Willmore 1959).

Tamm 2.1.8. (M,g) Riemann manifold ve p da M iizerinde pozitif taniml bir

fonksiyon olsun. Bu durumda g* = p°g esitligi M iizerinde bir metrik degisimi

tanimlar. Burada herbir noktadaki iki vektor arasindaki agi degismez kaldigindan bu

metrik degisimine metrigin konformal degisimi denir. Eger p fonksiyonu sabit bir

fonksiyon ise bu konformal degisim homotetik degisim olarak adlandirilir. Eger bu sabit
fonksiyon ozel olarak 1’e esit ise bu doniisiim bir izometri olur (Kobayashi ve Nomizu
1963).

Ayrica eger bir g Riemann metrigi yerel olarak diizlemsel olan bir g* Riemann

metrigi ile konformal olarak baglantili ise M Riemann manifolduna konformal

diizlemsel manifold denir (Kobayashi ve Nomizu 1963).
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Teorem 2.1.1. (M,g) sabit x« egriligine sahip Riemann manifold olsun. Bu durumda
R Riemann egriligi VX,Y,Z € ;((M ) vektor alanlar i¢in

R(X,Y)Z =«[g(Y,Z)X —g(X,Z)Y]
seklinde ifade edilir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

Tamm 2.1.9. « sabit egriligine sahip, tam ve baglantili n-boyutlu M manifolduna

uzay form denir ve M (x) ile gosterilir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

Sonug 2.1.1. (M, g) sabit x egriligine sahip bir uzay form olsun. Eger x =0 ise M(x)

. 1 . : .
n-boyutlu Euclid uzayi, x =— ise M (K‘) r yarigapina sahip n -boyutlu hiperkiire ve
r

K= _riz ise de M (K) n -boyutlu hiperbolik uzaydir (Kobayashi ve Nomizu 1969).

Tanim 2.1.10. M , C” sinifindan bir manifold olsun. Eger
g1 xM > M
(t.p)—#(p)

doniigiimii

(1) Vtel ve VpeM igin, ¢ : p— ¢(p) bir diffeomorfizm

() Vtsel ve VpeM icin, ..(p)—> ¢ (4.(p))

ozelliklerini sagliyorsa ¢ doniisimine M manifoldunun diferensiyellenebilir 1-

parametreli bir grubu denir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

Tanim 2.1.11. M C” sinifindan bir manifold, X, M {izerinde bir vektor alan1 ve ¢,

de X tarafindan gerilmis yerel dontisiimlii 1-parametreli bir grup olsun. Bu durumda

bir K tensor alani ve bir p € M noktast i¢in

(LXK)p - "m}[Kp _(¢tK)p]

t—0 t

ile tanimlanan (L, K) doniisiimiine K tensor alanmm X vektor alani yoniindeki Lie

tiirevi denir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

Onerme 2.1.4. M, C” sinifindan bir manifold olsun. M iizerindeki X vektor alani
yoniindeki Lie tlirevi

(1) VY,Z € (M) vektér alanlari icin, L, (Y ®Z)=(L,Y)®Z+Y ®(L,Z)
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(2) f, K cismi iizerinde bir vektor alan1 olmak tizere L, f = X (f )
(3) WV e (M) igin, L,V =[X,V]

Ozelliklerini saglar (Kobayashi ve Nomizu 1963).

Tamm 2.1.12. (M,g) Riemann manifold olsun. M iizerindeki VX vektor alani igin

L,g=0 oluyorsa X vektor alanina bir Killing vektor alanit denir (Kobayashi ve

Nomizu 1963).

Tamm 2.1.13. M C” smifindan n-boyutlu bir manifold, w 1-form ve w da 2 -form

olsun. Bu 1-form ve 2 -formun dis tiirevleri VX,Y,Z e ;((M) i¢in sirasiyla

dw=%{x (WY ) =Y (W(X ) =w((X, Y]}

ve

dw = %{x(w(v,z))w(w(z, X))+Z(w(X,Y))

-w(X. Y} Z)-w(ly,z] X)-w(z, X} )]

seklinde tanimlanir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

2.2. HEMEN HEMEN KOMPLEKS MANIiFOLDLAR

Tammm 2.2.1. M n-boyutlu diferensiyellenebilir reel manifold olsun. VpeM
noktasindaki T /M tanjant uzaymin J? =—1 sartin1 saglayan J endomorfizmine M

tizerinde bir hemen hemen kompleks yapi denir. Sabit bir hemen hemen kompleks
yapiya sahip manifolda hemen hemen kompleks manifold denir. Burada | birim

dontisimii simgelemektedir ve n bir ¢ift tamsayidir (Ehresmann 1950).

Tamim 2.2.2. M n-boyutlu hemen hemen kompleks manifold ve J de M iizerinde

hemen hemen kompleks yapi1 olsun. J ’nin Nijenhuis tensorii

N(X,Y)=32[X,Y]+[3(X), 3(Y)]-I[I(X)Y]-I[X,(Q)¥] (2.5)
seklinde tanimlanan vektor degerli N bilineer fonksiyonudur (Nijenhuis ve Woolf
1963).

Tamm 2.2.3. M n-boyutlu manifold olsun. M ’nin VpeM noktasina bu noktadaki

T,M tanjant uzaymin alt uzay olan r-boyutlu bir D, alt uzay atayan D fonksiyonuna
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M {izerinde r -boyutlu bir dagilim denir (Willmore 1959).

Eger Vpe M noktasinin bir U komsulugu varsa ve bu U komsulugu tizerindeki r

tane diferensiyellenebilir X,,..., X, vektor alanlar1 Vg €U noktasindaki D, alt uzayin

q

bir bazi oluyorsa, bu D dagilimi diferensiyellenebilirdir denir (Willmore 1959).

M bir manifold, D, M f{izerinde bir dagilim ve M de M ’nin bir alt manifoldu olsun.

M ’nin ¥xeM noktasindaki tanjant uzay1 bu noktadaki D, alt uzay1 tarafindan

X

kapsantyorsa, M alt manifolduna M ’nin integral alt manifoldu denir (Willmore 1959).

Eger M manifoldunun ¥Yme M noktasinin n-boyutlu bir integral alt manifoldu varsa

bu n-boyutlu dagilima tamamen integrallenebilirdir denir (Willmore 1959).

Teorem 2.2.1. Hemen hemen kompleks bir manifold {izerindeki hemen hemen J
kompleks yapisinin tamamen integrallenebilir olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

Nijenhuis tensoriiniin sifir olmasidir (Nijenhuis ve Woolf 1963).

Tanim 2.2.4. Nijenhuis tensorii sifir olan hemen hemen kompleks bir manifold

kompleks manifold olarak adlandirilir (Nijenhuis ve Woolf 1963).

Tamm 2.2.5. (M,g) hemen hemen kompleks bir manifold olsun. Eger M iizerinde
vX,Y € (M) igin
9(3I(x).3(r)=g(X.Y) (26)

sartin1 saglayan bir g metrigi bulunuyorsa M hemen hemen kompleks manifolduna
hemen hemen Hermit manifoldu ve (J,g) ikilisine de hemen hemen Hermit yapisi

denir (Schotuen ve Dantzig 1930).

Teorem 2.2.2. M, J hemen hemen kompleks yapisina ve g Hermit metrigine sahip

hemen hemen Hermit manifold olsun. Bu durumda g Riemann konneksiyonun V

kovaryant tiirevi, J temel iki formu ve N Nijenhuis tensorii VX,Y,Z € )((M) i¢cin
29((V, 3, Z)=g(I(X)N(Y,Z))-3dI (X,I(Y ), I(2))+3dI(X,Y,Z)  (2.7)

esitligini saglar (Kobayashi ve Nomizu 1969).

Tammm 2.2.6. M n-boyutlu hemen hemen Hermit manifold olsun. X ve JX
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tarafindan olusturulan diizleme M manifoldunun X tarafindan gerilen holomorfik

kesiti denir. X tarafindan belirlenen holomorfik kesitsel egrilikle iliskili olan M ’nin

herhangi bir noktasindaki k(X) kesitsel egrilige M manifoldunun X ’e gore kesitsel

egriligi denir ve

g(R(X,IX )X, IX)
[a(X, X)F

seklinde tanimlanir (Kobayashi ve Nomizu 1969).

k(X)=- (2.8)

Tamim 2.2.7. N Nijenhuis tensori sifir olan hemen hemen Hermit manifolda, Hermit

manifold denir (Kobayashi ve Nomizu 1969).

Teorem 2.2.3. Bir hemen hemen Hermit manifoldun, Hermit manifold olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul
(VXJ)(Y):(VJ(X)‘]XY) (2.9)

olmasidir (Kobayashi ve Nomizu 1969).

Tamm 2.2.8. (V,J)Y)=0 kosulunu saglayan bir hemen hemen Hermit manifolda,
Kéhler manifold denir (Kobayashi ve Nomizu 1969).

Teorem 2.2.4. Bir hemen hemen Hermit manifoldun, bir Kdhler manifold olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul
vV, J(Y)=3(V,Y)

olmasidir (Kobayashi ve Nomizu 1969).

2.3. YAKLASIK KAHLER MANIFOLDLAR

Tamm 2.3.1. M, J hemen hemen kompleks yapisina ve g Riemann metrigine sahip

n-boyutlu hemen hemen Hermit manifold olsun. Bu durumda VX,Y e (M) vektor

alant icin
37 =—1, g(I(x)3(Y))=g(X.Y)
olur. Eger M iizerindeki J hemen hemen kompleks yapisi
(V, IXY)+(V,IXX)=0 (2.10)

ifadesini saglarsa M ’ye yaklasik Kihler manifold veya hemen hemen Tachibana
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manifold ya da hemen hemen K -manifold denir (Gray 1970).

Eger hemen hemen bir Tachibana manifold iizerinde Nijenhuis tensori sifir oluyorsa bu

manifolda Tachibana manifold denir (Gray 1970).

Teorem 2.3.1. Eger n-boyutlu bir M yaklasik Kéahler manifoldun N Nijenhuis
tensorii sifir ise M bir Kdhler manifold olur. Baska bir ifadeyle eger yaklasik Kahler
manifoldun hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise manifold, Kéhler

manifolda donistir (Gray 1970).

Teorem 2.3.2. Bir yaklagik Kdhler manifoldun R egrilik tensorii VX,Y € ;((M) icin
g(R(X,Y)X,Y)=g(R(X,Y)IX, ¥ )+g((V I Y )LV INY)) (2.11)

esitligini saglar (Gray 1970).

Sonug 2.3.1. Teorem 2.3.2.’den R egrilik tensériiniin ¥X,Y,Z,W € 7(M) igin
g(R(X,Y)Z,W)=g(R(IX,JY)IZ,IW) (2.12)

ifadesini sagladig1 goriiliir (Gray 1970).

Teorem 2.3.3. Eger n-boyutlu bir M yaklagik Kéhler manifoldu Vp € M noktasinda,
c sabit kesitsel egriligine sahip ise bu durumda M ’nin R Riemann egrilik tensorii

vX,Y,Z,W eZ(M) i¢in

o(R(X Y )2.W)={g(x W)gl¥.2)-g(X. Z)aly W)

g, 3W (v 3(2)-o(x.I@)la(¥. JW) 019
~29(%,30)o(Z IW )+ Hg((V, I W (7, )2)

09, )27, IW)-20((V, I (VW)

seklindedir (Gray 1970).

-bll—‘

Teorem 2.3.4. M, Kédhler olmayan sabit holomorfik kesitsel egrilige sahip n-boyutlu
yaklasik Kahler manifold olsun. Bu durumda

)_ 6n+4 r2

= <2 (2.14)

IRI"=g(®

olup bu deger sabittir (Gray 1970).
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2.4. HEMEN HEMEN DEGME MANIiFOLDLAR

Tamm 2.4.1. M (2n+1)-boyutlu bir manifold, ¢,&,7 da M iizerinde sirasiyla (1,1)

tipinde bir tensor alani, bir vektor alani ve bir 1-form olsun. X, M iizerinde bir vektor

alan1 olmak lizere eger ¢,&,n
(e)=1 @15)
P*X ==X +n(X)é (2.16)

ozelliklerini sagliyorsa bu (qp,é,n) ticlistine M {izerinde bir hemen hemen degme yap1

ve bu yapi ile birlikte M ’ye hemen hemen degme manifold denir (Sasaki 1960).

Onerme 2.4.1. Bir (p,&,77) hemen hemen degme yapist igin

P& =0 (2.17)
no@=0 (2.18)
ranke = 2n (2.19)

ifadeleri saglanir (Sasaki 1960).

Tamm 2.4.2. M , (2n +1)-boyut|u hemen hemen degme manifold ve g de M iizerinde

bir Riemann metrigi olsun. Eger g metrigi
n(X)=9(X.$) (2.20)
g(eX, oY )=g(X,Y)=7(X Jn(Y) (2.21)
sartlarim saglarsa g’ye M iizerinde bir hemen hemen degme metrik, (¢,&,7,9)

yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve M ’ye de bu yapi ile birlikte hemen

hemen degme metrik manifold denir (Sasaki 1960).

Sonu¢ 2.4.1. M manifoldu (gp,f,i], g) hemen hemen degme metrik yapisi ile verilsin.

Bu durumda g metrigi VX,Y € ;((M) vektor alani i¢in

g(eX,Y)=-g(X,9Y) (2.22)

esitligini saglar (Sasaki 1960).

Tanim 2.4.3. ((p,§,77, g) bir M manifoldu ilizerinde hemen hemen degme metrik yap1
olmak tizere VX,Y € (M) igin
®(X,Y)=g(X,pY) (2.23)
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seklinde tanimlanan @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapinin temel 2 -

formu denir (Sasaki 1960).

Tammm 2.4.4. M 2n-boyutlu hemen hemen kompleks bir manifold ve J de bu
manifold tizerindeki hemen hemen kompleks yapi olsun. Eger bu J hemen hemen
kompleks yapist M xR (2n +l) -boyutlu manifold {izerinde integrallenebilir ise bu tek
boyutlu manifold {izerindeki (go,§,77) hemen hemen degme yapisi normaldir denir

(Sasaki ve Hatakeyama 1961).

Onerme 2.4.2. M (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifold olsun. M
tizerindeki, (go,§,77) hemen hemen degme yapisinin normal olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul

N, +2dn®&=0 (2.24)

olmasidir. Burada N, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis tensoriidir (Sasaki ve Hsu

1962).

Tamim 2.4.5. (M 0, &1, g) (2n +1)-boyut|u hemen hemen degme metrik manifold ve
® de M iizerinde bir 2 -form olsun.

1) Eger dnp=® ve d® =0 ise M manifolduna degme metrik manifold denir. Ayrica
eger M manifoldu normal ise M ’ye normal degme metrik manifold denir (Sasaki
1960).

2) Eger dp=0 ve d® =0 ise M manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold
denir. Normal bir hemen hemen kosimplektik manifolda kosimplektik manifold denir
(Goldberg ve Yano 1969).

(3) Eger dn=0 ve dd=2nA® ise M manifolduna hemen hemen Kenmotsu
manifold denir. M hemen hemen Kenmotsu manifoldu normal ise M Kenmotsu
manifold olarak adlandirilir (Kenmotsu 1972).

(4) Eger dp=0 ve d® =2anA® ise M manifolduna hemen hemen « -kosimplektik
manifold denir. Burada « < R’dir. Hemen hemen « -kosimplektik manifold normal

oldugunda « -kosimplektik manifolda doniisiir (Kim ve Pak 2005).
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2.5. GLOBAL CATILI f -MANIFOLDLAR

Tamm 2.5.1. M (2n+s)-boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde tamml null
olmayan ve

P’ +p=0 (2.25)
sartin1 saglayan (1,1) tipindeki ¢ tensor alanina bir f -yapt denir. Bu f -yap1 ile
birlikte M ye f -manifold denir (Yano 1961).

Onerme 2.5.1. M (2n+s)-boyutlu bir manifold ve ¢ de M iizerinde tamimli bir f -

yapt olsun. Bu durumda, ¢ ’nin ranki sabittir (Stong 1977).

Tamm 2.5.2. M (2n+s)-boyutlu manifold ve ¢ de M iizerinde tanimli bir f -yap:
olsun. Eger rankg=2n ise yani s=0 ise ¢ f -yapisina bir hemen hemen kompleks
yap1 denir. Eger ranke =2n+1 ise yani s=1 ise ¢ f -yapisi bir hemen hemen degme

yapiya doniisiir (Goldberg ve Yano 1971).

Yukaridaki tanimdan da goriilecegi lizere f -yapi, hemen hemen degme yap1 ile hemen

hemen kompleks yapinin bir genellestirilmesidir.

Tamm 2.5.3. M (2n+s)-boyutlu manifold olsun. | birim déniisiim olmak tizere M
tizerinde P, ve P, operatorleri

P=—¢* P,=¢"+1 (2.26)
seklinde tanimlansin. Bu operatorler

P+P, =, P12:P1’ P22:P2
PP =Ro=p, Pp=¢P,=0

denklemlerini saglar. Bu denklemler, M manifoldunun her noktasindaki tanjant

(2.27)

uzaymna uygulanan P, ve P, operatorlerinin birer biitlinleyen izdiisiim operatorii

oldugunu gosterir (Yano 1963).

Teorem 2.5.1. Tanim 2.5.3.’de verilen P, ve P, operatorleri igin
'R =-R, ¢’P,=0 (2.28)

esitlikleri saglanir (Yano 1963).
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Onerme 2.5.2. M (2n+s)-boyutlu bir manifold ve P, ve P, operatorleri de birer
biitlinleyen izdiisiim operatérii olsun. Bu durumda, M iizerinde, P, ve P,

operatorlerine karsiik gelen sirasiyla D ve D* dagilimlant vardir. Ayrica bu

dagilimlarin boyutu boy(D)=2n ve boy(DL): s olur (Yano 1963).

Onerme 2.5.3. D ve D' dagilimlarinin integrallenebilir olmas: igin gerekli ve yeterli

kosul VX,Y vektor alan1 i¢in

N,(X,Y)=PN,(RX,RY)+N, (RX,PY)+N,(RX,RY) (2.29)
olmasidir (Ishihara ve Yano 1964).
Teorem 25.2. M (2n+s)-boyutlu bir manifold olsun. M ’nin bir f -yapiya sahip

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul M manifoldunun tanjant demetinin yapisal

grubunun, U (2n)>< O(S) grubuna indirgenebilir olmasidir (Yano 1963).

Tamm 2.54. M, ¢ f -yapisina sahip (2n+s)-boyutlu bir manifold olsun. Eger M
manifoldunun her noktasinda D* dagilmmini geren s tane & vektor alami ve

i,j=1...,s igin
n'(&;)=0! (2.30)

sartin1 saglayan s tane n' 1-formu varsa ve | birim doniisiim olmak iizere
gpz =—1 —|—Z]7i ®§i (231)
i1

sart1 saglaniyorsa, ((0, = 77i) tcliisine M iizerinde global catili f -yap1 veya kisaca
catilt f -yapt denir. M manifolduna da bu yapr ile birlikte global catili f -manifold

veya catili f -manifold denir ve M ((p, & ni) ile gosterilir (Nakagawa 1966).

Onerme 2.5.4. M (go, & ni) catili bir f -manifold olsun. Bu durumda ifadeleri

& =0, ii)n' op=0 (2.32)

saglanir (Nakagawa 1966).

Tamm 2.5.5. M(go, & ni) catili f -manifold olsun. Eger M iizerinde VX,Y e ;((M)

i¢in
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7' (X)=g(X,&) ii>g<¢x.¢v>=g<x,v>—gni<xw<v> (2.33)

sartlarii1 saglayan bir g Riemann metrigi varsa M(go, §i'77i)’ye catilt metrik f -

manifold denir ve M ((o, & n', g) ile gosterilir (Goldberg ve Yano 1971).

Simdi hemen hemen degme metrik yapidakine benzer olarak, catili metrik f -yap1 igin

asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 2.5.1. M(p,& 7', g) catili metrik f -manifold olsun. Bu durumda (1,1) tipindeki

@ tensoOr alani, g Riemann metrigine gore ters simetriktir. Yani VX,Y € ;((M) icin

g(@X,Y)=-g(X,pY)
olur (Goldberg ve Yano 1971).

Yine hemen hemen degme metrik yapisina benzer olarak metrik f -manifold tizerindeki

temel 2 -form tanim1 asagidaki gibi yapilabilir.

Tamm 2.5.6. M(go,éi’ n‘,g) catth  metrik  f -manifold olsun. Bu durumda
vX,Y € (M) igin

D(X,Y)=g(X,pY)
seklinde tanimlanan @ ’ye M ((p, g 7', g) metrik f -manifold t{izerindeki temel 2 -form

denir (Goldberg ve Yano 1971).

Tanim 2.5.7. M((p, & ni,g) catili metrik f -manifold olsun. Eger M manifoldunun

yapt tensorlerinin V. Riemann konneksiyona gére kovaryant tiirevleri sifir ise M ’ye

kovaryant sabit denir (Goldberg ve Yano 1971).
Tanim 2.5.8. M (¢, & 7', g), catili metrik f -manifold iizerinde
N, +2> dn' ®; =0 (2.34)

i=1

sart1 saglaniyorsa M ’ye normal ¢atili metrik f -manifold denir (Ishihara 1966).

Teorem 2.5.3. M((a, & n‘,g) catili metrik f -manifold olsun. Bu durumda @ temel 2 -

form ve V Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere M iizerinde VX,Y € (M) vektor
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alanlari i¢in
29((V4@)Y,Z)=3dD(X,0Y,0Z)-3dD(X,Y,Z)+g(N(Y,Z),¢X)

Z{ (Y, Z )" (X )+ 2dn* (oY, X 7" (2) - 2d 7 (@, X p* (Y )}

(2.35)

formiilii saglanir. Burada N, ¢ tensor alanina gére Nijenhuis tensor alanidir. Ayrica
vX,Y € (M) ve 1<k <s icin

NE(X,Y)= (L7 I = (L7 )X = 2d5* (XY )~ 2d7* (Y, X)
seklinde tanimlanir (Blair 1970).

Global catili metrik f -manifoldlarin genis bir simiflandirmas: 1970 yilinda Blair

tarafindan asagidaki sekilde yapilmistir.

Tamim 2.5.9. M((o, §i’77i,g) global ¢atili metrik f -manifold ve ® de M ’nin temel 2 -

formu olsun.

1) Eger ® temel 2-formu kapali ise yani d® =0 ise M manifolduna hemen hemen
K -manifold denir. Bir hemen hemen K -manifold normal ise K -manifold olarak
adlandirilir (Blair 1970).

2) Eger her i=1,...,s i¢in, dp' =® ve d® =0 ise M ’ye hemen hemen S -manifold
denir. Bir M hemen hemen S -manifoldu iizerinde Nijenhuis tensor alani sifir ise

M ’ye S -manifold denir (Blair 1970).
3) Eger her i=1,...,s icin, ' 1-formlari ve @ temel 2 -formu kapali ise, yani dz' =0
ve d® =0 oluyorsa M ’ye hemen hemen C -manifold denir ve eger bu manifold

normal ise M C -manifolda donisiir (Blair 1970).

Teorem 2.5.4. K -manifold iizerinde &,,...,&, vektor alanlar1 Killing vektor alanlaridir

(Blair 1970).

Sonug 2.5.2. C -manifold iizerinde de &,...,&, vektor alanlar1 Killing vektor alanlaridir

(Blair 1970).

Yardimei Teorem 2.5.1. M((o, §i’77i,g), C -manifold olsun. Bu durumda VX vektor

alani i¢in

V, & =0 (2.36)
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olur (Blair 1970).

Teorem 2.5.5. K-manifoldun C -manifold olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul Vd =0
olmasidir (Blair, 1970).

Teorem 2.5.6. M C -manifoldu, M/" Kihler manifoldu ile M; degismeli Lie grubun

yerel olarak ¢arpimi olan yerel olarak ayrigtirilabilen bir Riemann manifolddur (Blair
1970).

Teorem 2.57. M C-manifoldun VX,Y e D" olmak iizere tim K(X,Y) Kesitsel
egrilikleri sifirdir, yani D" dagilimi diizdiir. Ayrica X e D ve & € D' olmak iizere

K(X,&) kesitsel egrilikleri de sifir olur (Blair 1970).

Yardimci Teorem 2.5.2. Bir C -manifoldu tizerinde R Riemann egrilik tensorii

1) vX,Y,Z,W vektér alant igin, g(R(X,Y)Z,oW )+g(R(X,Y )z, W)=0
2) VX,Y,Z,W €D igin, g(R(eX,oY JpzZ,oN )= g(R(X,Y)Z,W)

3) VX,Y €D igin, g(R(X,oX )Y, 0¥ )=g(R(X,Y)X,Y)+g(R(X,0Y )X,0Y)
4) vX,Y €D igin, g(R(eX,Y )pX,Y)=g(R(X,eY)X,eY)

6zelliklerini saglar (Blair 1970).

Teorem 2.5.8. M ((p, & n‘,g) sabit ¢ ¢ -kesitsel egriligine sahip C -manifold olsun. Bu

durumda, VX,Y eD olmak iizere tim K(X,Y) kesitsel egrilikleri, ¢>0 igin

%s K(X,Y)<c ve c<0 igin c<K(X,Y)<= seklindedir. Eger c=0 olursa manifold

c
4
yerel olarak diiz olur (Blair 1970).

2.6. ALT MANIFOLDLAR

Tamim 2.6.1. M ve M C” siifindan birer manifold ve
wv:Mo>M
de C” sinifindan bir fonksiyon olsun. Eger ranky =boyM oluyorsa, y doniisiimiine

bir immersiyon (daldirma) denir. Ayrica, M *ye M ’nin bir immersed alt manifoldu
denir (Hacisalihoglu 1993).
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Tamm 2.6.2. M n-boyutlu bir manifold ve M de (n+d)-boyut|u bir manifold olsun.

Vp € M noktasi igin M ve M fiizerinde sirasiyla
U={ueU:x,(u)=...=,,(u)=0}

sartin1 saglayan, sirastyla U ve U komsuluklari varsa M ’ye M ’nin bir alt manifoldu

denir. Burada {X,,...X,.,} ve {X,...x,} koordinat sistemleri swrasiyla U ve U

*M+d

tizerindeki koordinat sistemleridir (Kobayashi ve Nomizu 1969).

Tamm 2.6.3. M C” sinifindan bir manifold ve M de M ’nin bir alt manifoldu olsun.
Vp € M noktasi icin TM* kiimesi

TM* = eT M :g(X,,V)=0,vX, T, M|
seklinde tamimlansm. VpeM noktasinda VX €T /M igin Q(X p,V)= 0 kosulunu

saglayan V vektoriine M ’nin normal vektorii ve V ’nin birim vektor olmasi halinde de
M ’nin birim normal vektorii denir. Birim normal vektor alani bazen normal kesit
olarak da adlandirilir. M ’nin tiim normal vektorlerini iceren TM™* kiimesine M ’nin

normal demeti ad1 verilir (Kobayashi ve Nomizu 1969).

Tamm 2.6.4. M ve M, sirasiyla n ve (n+d)-b0yut1u Riemann manifoldlar1 olmak
{izere M, M ’nin bir alt manifoldu ve V ve V de sirastyla M ve M iizerinde birer

kovaryant tiirev olsun. Boylece VX,Y € ;((M) i¢in

h: 7(M)x 2(M) > 2" (M) (2.37)
V.Y =V,Y +h(X,Y)
seklinde tanimlanan bagintiya Gauss formiilii denir. Burada V,Y ve h(X,Y) sirastyla

V,Y teget ve normal bilesenleridir. (2.37) ile tanimlanan h’ya M ’nin ikinci temel

formu denir. Eger h=0 ise M manifolduna total geodeziktir denir (Chen 1973).

Tamm 2.6.5. M (n+d)-boyutlu bir manifold ve M de M "nin n-boyutlu bir alt
manifoldu olsun. M ’nin V normal birim vektor alam igin, V,V ifadesinin teget ve
normal bilesenleri sirasiyla, — A, X ve V3V olmak iizere

A x(M)x (M) = x(M)

- (2.38)
V,V=-AX+V.V
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bi¢ciminde tanimlanan doniislime Weingarten formiilii denir. Burada A, ’ye M ’nin sekil

operatorii ve V' konneksiyonuna da M ’nin TM " normal demetindeki konneksiyonu

denir. M ’nin A, sekil operatorii ile h ikinci temel formu arasinda

g(A X,Y)=g(h(X.Y)V) (2.39)

bagintisi vardir. Burada g M iizerinde indirgenmis skaler carpimdir (Chen 1973).

Tamm 2.6.6. (I\W, q) (n+d)-boyutlu bir Riemann manifold ve bu manifoldun n-
boyutlu bir Riemann alt manifoldu (M,g) olsun. M ’nin h ikinci temel formunun
kovaryant tiirevi Vh, VX,Y,Z € (M) i¢in
(V4h)Y,Z)=Vih(Y,Z)-h(V,Y,Z)-h(Y,V,Z) (2.40)
seklinde tamimlanir. h ikinci temel formunun kovaryant tiirevi Vh’ya M ’nin iigiincii
temel formu denir (Chen 1973). Eger
Vh=0 (2.41)
ise M ’ye paralel ikinci temel forma sahiptir veya 1-paraleldir denir. Buradaki V

M *nin TM " normal demeti iizerinde tanimlanan normal konneksiyon olup buna Van
der Waerden-Bortolotti konneksiyonu denir (Chen 1973).

Tamm 2.67. (M,g), (n+d)-boyutlu bir Riemann manifold ve (M,g) de bu
manifoldun n-boyutlu bir Riemann alt manifoldu olsun. h, M ’nin ikinci temel formu

olmak tizere VX €T /M i¢in

kn<xp):Hh(xp’Xpl‘
ile tanimlanan reel saytya M ’nin X dogrultusundaki normal egriligi denir (Hicks

1965).

Tamm 2.6.8. (M,g) (n+d)-boyutlu bir Riemann manifold ve bu manifoldun n-
boyutlu bir Riemann alt manifoldu (M,g) olsun. M ’nin R egrilik tensorii
vX,Y,ZW € (M) igin

R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z -V, \|Z
seklinde tanimlanir. R ve h (M,g)’nin sirastyla Riemann egrilik tensorii ve ikinci

temel formu olmak tizere
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g(R(X,Y)zW)=g(R(X,Y)Z,W)—-g(h(Y,Z),h(X,W))+g(h(X,Z)h(Y,W)) (2.42)
ile tanimlanan denkleme Gauss denklemi denir (Chen 1973). Gauss denkleminin teget

ve normal bilesenleri sirastyla

(R(X,Y)Z) =R(X,Y)Z + A )Y — Ay X (2.43)
ve

(R(X,Y)z)" =(V,h)Y,2)-(V,h)X,Z) (2.44)

seklinde olup (2.44) denklemine Codazzi denklemi denir (Chen 1973). Burada V, M

lizerinde tanimli olan Van der Waerden-Bortolotti konneksiyonudur. Ayrica

v e (M) olmak iizere

g(R(X,Y)v)=g(R*(X,Y)v)-g(A,. A [X,Y) (2.45)
ile tanimlanan denkleme Ricci denklemi denir. Burada
AL A |=AA -AA, (2.46)

seklinde tanimlidir ve R* de V* normal konneksiyona gore Riemann egrilik

tensoriidiir (Chen 1973).

Tamm 2.6.9. (M,g) (n+d)-boyutlu bir Riemann manifold ve (M,g) de bu
manifoldun n-boyutlu bir Riemann alt manifoldu olsun. {e,,...,e,} kiimesi bir peM

noktasindaki T M tanjant uzaymin ortonormal bazi olmak tizere, M iizerinde

H :%Zn:h(ei €) (2.47)

seklinde tanimlanan vektére M ’nin ortalama egrilik vektorii denir (Chen 1973). Eger

M {izerinde
H=0 (2.48)
ise M ’ye minimaldir denir (Chen 1973). Ayrica, eger M {izerinde
VH =0 (2.49)
oluyorsa M ’ye paralel ortalama egrilige sahiptir denir (Chen 1973).

Bu temel tamimlar ve temel Ozellikler verildikten sonra alt manifoldlarin farkl
arastirmacilar tarafindan cesitli sartlara bagl olarak birgok siniflandirilmasi yapilmastir.

Simdi bunlardan bazilarina deginilecektir.
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Tamm 2.6.10. (M,g) (n+d)-boyutlu bir Riemann manifold, (M,g) bu manifoldun n-
boyutlu bir Riemann alt manifoldu ve h da M ’nin ikinci temel formu olsun.
w:M — M bir izometrik immersiyon olmak iizere, peM noktasindaki VX birim
vektorl i¢in eger h(X,X) ayni degere sahip ise y ’ye, p€ M noktasinda umbiliktir
denir. Eger w, M ’nin her noktasinda umbilik ise y ’ye M iizerinde umbiliktir denir

(Ogiue 1968).

Tamm 2.6.11. (M, g) (n+d)-boyutlu bir Riemann manifold, (M, g) bu manifoldun n-

boyutlu bir Riemann alt manifoldu ve R ve R de sirasiyla M ve M ’nin Riemann

egrilik tensorleri olsun. w:M — M bir izometrik immersiyon olmak iizere
vX,Y e;((M) ve V)?,Y_e;((I\W) igin R(X,Y) ve ﬁ()?,Y_) sirastyla M ve M ’nin her
noktasinda bu manifoldlara teget olan uzayin bir lineer doniisiimiinii tanimlar. Bu
doniisiimlere sirastyla V ve V *nin egrilik doniisiimleri denir. Eger VX,Y e ;((M) icin
ﬁ(t//X,z//Y) egrilik dontisiimii, sabit her noktada w(M) tanjant olan uzaydan ayrilirsa
w’ye invaryant immersiyon denir. M de M ’nin invaryant alt manifoldu olarak
adlandirlir. Eger VX,Y € ;((I\W) i¢in ﬁ()? ,Y_) egrilik donilisiimii, sabit her noktada
W(M) tanjant olan uzaydan ayrilirsa y ’ye gii¢lii invaryant immersiyon denir. M de

M ’nin giiclii invaryant alt manifoldu olarak isimlendirilir (Ogiue 1968).

Teorem 2.6.1. Bir manifoldun sabit egrilige sahip bir manifold igine izometrik

immersiyonu, bir invaryant immersiyondur (Ogiue 1968).

Teorem 2.6.2. (I\W,g)’nin her izometrik immersed alt manifoldu bir invaryant alt

manifold ise bu durumda (I\W, g) sabit egrilige sahip bir uzaydir (Ogiue 1968).

Onerme 2.6.1. Her total geodezik alt manifold bir invaryant alt manifolddur (Ogiue
1968).

Teorem 2.6.3. Bir manifoldun sifirdan farkli sabit egrilige sahip olan bir manifold i¢ine

giiclii invaryant immersiyonu hi¢ yoktur (Ogiue 1968).

Teorem 2.6.4. (I\W, g )’nin her izometrik immersed alt manifoldu gii¢lii invaryant alt

manifold ise, bu durumda (I\W, g) diiz olur. Ayrica diiz bir manifoldun her alt manifoldu
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giiclii invaryant alt manifolddur (Ogiue 1968).

Tamm 2.6.12. M n-boyutlu bir Riemann manifold ve M de J hemen hemen

kompleks yapisina ve g Hermite metrigine sahip olan hemen hemen Hermite manifold
olsun. w:M — M bir immersiyon olmak iizere, eger VpeM noktasindaki .M
tanjant uzay1 i¢in J(TpM)=TpM oluyorsa w holomorfik olarak adlandirilir. Eger
J(TpM)nglM ise y ’ye total reel denir. Burada T, M, M "nin M igerisinde bulanan

peM noktasindaki normal uzayidir. Ayrica M ’ye M ’nin total reel alt manifoldu

denir (Chen ve Ogiue 1974).

Tamm 2.6.13. M n-boyutlu bir Riemann manifold ve M de J hemen hemen

kompleks yapisina ve g Hermite metrigine sahip olan hemen hemen Hermite manifold

olsun. Bir tanjant uzayinin 2 -boyutlu lineer r alt uzayina kesit diizlemi denir. Eger 7
kesit diizlemi i¢in Jz, 7 ’ya dik oluyorsa 7 kesit diizlemi anti-holomorfiktir (Chen ve
Ogiue 1974).

Onerme 2.6.1. M, M hemen hemen Hermite manifoldun immersed alt manifoldu

olsun. Bu durumda M ’nin M manifoldunun bir total reel alt manifoldu olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul M ’nin her kesit diizleminin anti-holomorfik olmasidir (Chen ve

Ogiue 1974).

Tamim 2.6.14. M n-boyutlu bir Riemann manifold, M de J hemen hemen kompleks

yapisina ve ¢ Hermite metrigine sahip olan bir hemen hemen Hermite manifold ve
w:M — M de bir immersiyon olsun. M ’ye tanjant olan WYX vektor alani igin

X =PX +P'X (2.50)
olsun. Burada, PX ve P’X sirasiyla JX ’in teget ve normal bilesenleridir. Bu durumda

P, TM tanjant demetinin bir endomorfizmi ve P’ de TM iizerinde normal demet

degerli 1-form olur. peM noktasinda M ’ye teget olan sifirdan farkli VX vektorii
igin JX ile T)M arasindaki Q(X) acisina Wirtinger agisi denir. Eger bu Wirtinger acist

sabit ise w’ye bir genel slant immersiyonu denir. Holomorfik ve total reel
. . . p/1 . .
immersiyonlari, & Wirtinger agis1 sirastyla 0 ve 7 olan genel slant immersiyonlardir

(Chen 1990). Holomorfik olmayan bir genel slant immersiyon kisaca bir slant
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immersiyon olarak adalandirilir. Bu durumda, # Wirtinger agisina slant immersiyonun

slant agis1 denir. Ayrica M ’ye de M ’nin slant alt manifoldu denir. Bir slant alt
manifold total reel degilse, 6z slant alt manifold olarak adlandirilir. Eger bir 6z slant alt
manifold i¢in P endomorfizmi paralel ise yani VP =0 ise bu 6z slant alt manifolda
Kahler slant denir (Chen 1990).

Simdi, alt manifoldlarin 6nemli bir sinift olan CR -alt manifoldlara deginilecektir. Bu alt

manifold sinifi 1978 yilinda Bejancu tarafindan tanimlanmistir (Bejancu 1978).

Tamm 2.6.15. (I\W, q) J hemen hemen kompleks yapisina sahip n-boyutlu bir Kéhler
manifold ve (M,g) de M ’nin d-boyutlu bir immersed alt manifoldu olsun.
w:M — M bir izometrik immersiyon olmak {izere Vp € M noktasindaki T,M tanjant
uzayl i¢in

v.(T,M)cT, M (2.51)

olur. Simdi diferensiyellenebilir D dagilimi ve biitiinleyen ortogonal D* dagilim

sirastyla
D:M—>TM » 5>
p—>D,cT,M (2:52)
ve
D":M —>TM
. (2.53)
p—>D, cTM

bi¢cimlerinde tanimlansin. Burada D dagilimi ¢ift boyutludur ve ¥Vp € M noktasindaki
D, dagilimi igin J(Dp): D, kosulunu saglar. Ote yandan D* dagilimi total reeldir
yani VpeM noktasinda M ’ye normal olan uzay V  olmak iizere J(D;)CVp

kosulunu saglar. Bu D ve D* sirastyla (2.26) ifadesini saglayan P, ve P, operatorleri
yardimiyla tanimlanir. Bu dagilimlar sirasiyla M iizerindeki yatay ve dikey dagilimlar

olarak adlandirlirlar. Bu D ve D' dagilimlarina sahip M alt manifolduna M ’nin
CR -alt manifoldu denir (Bejancu 1978).

Yorum 2.6.1. 1) M ’nin reel bir egrisi ya da reel bir hiperyiizeyi bir CR -alt
manifolddur (Bejancu 1978).
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2) Eger VpeM noktasindaki boyD§=O ise M CR-alt manifoldu bir kompleks

manifolda doniisiir. Eger boyD, =0 ise M, M ’nin total reel bir alt manifoldu olur

(Bejancu 1978).

Tamm 2.6.16. (I\W, g) J hemen hemen kompleks yapisina sahip n-boyutlu Kihler

manifold ve (M,g) de M ’nin d -boyutlu CR-alt manifoldu olsun. Eger ¢ M ’nin
normal demeti lizerinde bir vektor alani ise

J=A+BS+CC (2.54)
seklinde yazilabilir. Burada, A, B¢ ve CJ sirasiyla JS nin yatay, dikey ve normal

pargasidir. Eger X, M iizerinde bir vektor alani ise JQQX , M ’nin normal demetinin
bir kesitidir (Bejancu 1978).

Onerme 2.6.2. (I\W, g) J hemen hemen kompleks yapisina sahip n-boyutlu Kiahler

manifold ve (M,g) de M "nin d-boyutlu CR-alt manifoldu olsun. Bu durumda

asagidaki ozellikler saglanir (Bejancu 1978).

BJP,X +P,X =0 (2.55)

AJP,X =CJP,X =0 (2.56)

C2+IBL+£ =0 (2.57)

JAL +ACE =0 (2.58)

BCS =0 (2.59)
P.(V,JRY)=P,(Agy X )= IR(V,Y)+An(X,Y) (2.60)
P,(VxJRY)-P,(A, X )=Bh(X,Y) (2.61)
h(X,JPY )+ V3 IRY = JR,(V,Y)+Ch(X,Y) (2.62)
R (V. AS)+P(VxBS)+IR(A. X )=PR (A, X)+ AVic) (2.63)
P,(Vx A+ PV, BE)= R (A X )+ B(Vy¢) (2.64)
h(X,A¢)+h(X,BS)+ViCe +I(RAX)=C(VL<) (2.65)

Burada V, V*, A, ve h sirasiyla Riemann konneksiyonu, normal konneksiyon,

Weingarten operatorii ve ikinci temel formdur. Ayrica (2.56) ve (2.57) denklemlerinden

normal demet iizerinde C?>+C =0 oldugu bulunur. Bu esitlik ise Yano tarafindan
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tanimlanan bir f -yapidir (Yano 1963).

2.7. D-KONFORMAL DONUSUMLER

D -konformal doniisiimler M kompakt regiiler K -degme Riemann manifoldu tizerinde
M ’nin topolojik bir 6zelligi olan Betti sayilar1 elde etmek ve harmonik formlar
lizerinde bazi sonucglara ulagsmak i¢in 1967 yilinda Tanno tarafindan tanimlanmistir

(Tanno 1967).

Tamm 2.7.1. (¢,£,77,9) hemen hemen degme metrik yap1 olsun. « bir pozitif sabit
olmak tizere
* g* _ 15 * a
v = o T (2.66)
9" =ag +(a2 —a)77®77
seklinde tanimlanan yapi tensorlerin bir degisimine D -konformal doniisiim denir
(Tanno 1968).

Teorem 2.7.1. D -konformal doniisiimler iizerinde tanimlandigi yapinin 6zelligini korur
(Tanno 1968).

Tanno tarafindan yapilan bu tanim daha sonralar1 Cappelletti-Montano ve Di Terlizzi

tarafindan 2007 yilinda, global ¢atili metrik f -yapiya asagidaki sekilde genisletilmistir.

Tanmm 2.7.2. . ((o, fi,ni,g), global catili metrik  f -yap1 olsun. « bir pozitif sabit

olmak tzere

=0, & ifw n' =an'
“ (2.67)
—a)Zni®77i

i=1

g=ag +(a2

seklinde tanimlanan yapi tensorlerin bir degisimine D -konformal doniisiim denir
(Cappelletti-Montano ve Di Terlizzi 2007).

Teorem 2.7.2. (@,E‘,ﬁ "9 ) global catili metrik f -yapinin bir S -yap1 olmas: igin

gerekli ve yeterli kosul ((p, &', g)’nin bir S -yap1 olmasidir (Cappelletti-Montano ve
Di Terlizzi 2007).
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Ote yandan, D-konformal déniisiimlerin asagidaki sekilde uygun sekillerde
tanimlanmasiyla var olan bazi Riemann manifoldlardan yeni manifold siniflar1 elde

edilmistir.

Tamm 2.7.3. (M,¢,§,n,g) bir hemen hemen Kenmotsu manifold olsun. Bu manifold,

o sifirdan farkli bir sabit olmak tizere

[ ’ ’ 1 r 1
o'=p, &=af n'=-n 9=-—9 (2.68)
o (04

seklinde tanimlanan D -konformal dontisiimlerine tabi tutuldugunda bir hemen hemen
o -Kenmotsu manifold elde edilir (Janssens ve Vanhecke 1981). Tanim 2.7.3.’de & ’nin
sifir olma durumu da hesaba katilarak hemen hemen e« -kosimplektik manifold
tamimlanir (Kim ve Pak 2005).

Ayrica 2009 yilinda Oztiirk tarafindan (2.66) esitligi ile verilen D -konformal
dontisimler M hemen hemen « -kosimplektik manifold iizerinde ele alinmistir. Bu
calismada «, M {lizerinde daAn =0 sartin1 saglayan diizgiin bir fonsiyon olarak
alinip (2.66) denklemi ile verilen D -konformal doniisiimler genellestirilerek asagidaki
sekilde tanimlanmstir (Oztiirk 2009).

Tamm 2.7.4. M bir hemen hemen « -kosimplektik manifold ve (¢,&,7,9) de bir
hemen hemen « -kosimplektik yap1 olsun. AeR ve g da M iizerinde dfAn=0
sartin1 saglayan sifirdan farkl diizgiin bir fonsiyon olmak iizere (gp, &, g) yapisinin M

tizerindeki D -konformal dontistimleri

=~ 1 ~ -
p=0. &= n=pn g=29+(87- 2@y (2.69)
seklinde tanimlansin. Bu durumda, bu D -konformal doniistimler ile (¢,§,7], g) hemen
hemen « -kosimplektik yapisindan yeni bir (&,5,5‘,5) hemen hemen (%)

kosimplektik yapisi elde edilir (Oztiirk 2009).

Tanim 2.7.4. ile verilen D -konformal doniistimler, (2.67) ile verilen doniisiimlere
benzer sekilde genisletilip, Bolim 3.4.°de yaklasik C -manifoldlar iizerinde ele

alinacaktir.
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2.8. RICCi SOLITONLAR

Bu boliimde Einstein manifoldlarin bir genellestirilmesi olan Ricci solitonlar géz dniine

alinacaktir.

Tamm 2.8.1. (M,g), n>2 olmak ilizere n-boyutlu Riemann (ya da yar1 Riemann)

manifold olsun. Eger M {izerinde
r
S=—g (2.70)
n

sart1 saglaniyorsa, M ’ye bir Einstein manifold denir. Burada S ve r sirasiyla

(M , g)’nin Ricci tensor alani ve skaler egriligidir (Besse 1987).

Onerme 2.8.1. (M,g), n>2 olmak iizere n-boyutlu Riemann (ya da yar1 Riemann)
manifold olsun. (M, g)’nin bir Einstein manifold olmas1 igin gerek ve yeter kosul sabit

kesitsel veya skaler egrilige sahip olmasidir (Besse 1987).

Tanim 2.8.2. (M , g) n-boyutlu Riemann (veya yart Riemann) manifold olsun. Eger

M {izerinde VX,Y e Z(M) vektor alan1 ve A sabiti igin
(L:g)X,Y)+25(X,Y)=24g(X.Y) (2.71)

sart1 saglaniyorsa M ’ye bir Ricci soliton denir ve (M , g,g ,/1) ile gosterilir. E vektor

alanina Ricci solitonun potansiyel alan1 denir (Hamilton 1986).

Tamm 2.8.3. (M,g,f,i) bir Ricci soliton olsun. Bu durumda (M,g,g,ﬂ)'ye, A>0 ise

biiziilen, 4 =0 ise sabit ve 1 <0 ise genisleyen denir (Hamilton 1986).

Tamm 2.8.4. (M, g,&, 1) bir Ricci soliton olsun. Eger (M, g) bir Einstein manifold ise

(M,g,&, 1) ye asikardir denir (Hamilton 1986).

Tamm 2.8.5. (M : g,g ,l) Ricci soliton tizerinde, eger A diizglin bir fonksiyon ise bu

Ricci solitona, Ricci hemen hemen soliton denir (Pigola ve dig. 2011).

Tanim 2.8.6. (M,g,;g ,/’L) bir Ricci soliton olsun. Eger E potansiyel alani, M
tizerindeki bir f diizgiin fonksiyonun gradyanti ise (M,g,(;,E ,ﬂ)’ye gradyant Ricci

soliton denir ve (I\/I .0, f,/i) ile gosterilir. Ayrica f diizgiin fonksiyonuna potansiyel
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fonksiyon denir. Bu durumda (2.71) denklemi,
S+V?f =g (2.72)
denklemine indirgenir. Burada V?f ifadesine f fonksiyonun Hessian’i denir

(Hamilton 1986).

Tamm 2.8.7. (M,g,f,ﬂ,) gradyant Ricci soliton iizerinde, eger f potansiyel
fonksiyonu sabit ise (M, g, f,1) asikardir denir (Hamilton 1986).

Teorem 2.8.1. Bir kompakt manifold tizerindeki Ricci solitonlar her zaman gradyant
Ricci soliton olur. Bdylece, potansiyel vektor alani, bir fonksiyonun gradyanti ile bir

Killing vektor alanin toplami olarak ifade edilebilir (Hamilton 1986).

Teorem 2.8.2. Bir kompakt manifold sabit skaler egrilige sahip ise bu manifold
tizerindeki Ricci hemen hemen solitonlar, daima gradyant Ricci soliton olur (Barros ve
Ribeiro 2012).

Tanim 2.8.8. (M : g), n-boyutlu Riemann (ya da yar1 Riemann) manifold olsun. Eger

M iizerinde VX,Y € 7(M) vektor alam ve A ve o sabitleri igin
(ngXX,Y)+ 25(X,Y)—229(X,Y)—201(X y(Y)=0 (2.73)

sart1 saglaniyorsa, M ’ye n-Ricci soliton denir. Eger o =0 ise 7 -Ricci soliton, Ricci

solitona indirgenir (Cho 2009).

2.9. BAZI GENELLESTIRILMIS UZAY FORMLAR

Bu boliimde Tanim 2.1.9. verilen uzay formlarin, kompleks manifold, degme manifold

ve global catili manifoldlar iizerinde baz1 genellestirilmelerine yer verilecektir.

Tamm 2.9.1. (M, J, g) hemen hemen Hermit manifold olsun. R M "nin egrilik tensérii
ve f, ve f, de M dzerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere

vX,Y,Z € (M) igin

R(X,Y)Z = f,{g(Y.Z)X - g(X.Z)¥}

+1,{0(X,92)3v —g(¥,32)3X +2g(X, I )3z} (2.74)

oluyorsa M ’ye bir kompleks uzay-form denir. Eger burada f, = f2=% ise M
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kompleks uzay-formu sabit ¢ holomorfik egrilige sahip Kéahler manifolda donisiir
(Tricerri ve Vanhecke 1981).

Buna benzer olarak, 2004 yilinda Alegre ve dig. tarafindan genellestirilmis Sasaki uzay-

formlar tanimlanmastir.

Tanmm 2.9.2. (M ,gp,f,i],g) hemen hemen degme metrik manifold olsun. R M ’nin
egrilik tensorii ve f,, f, ve f, de M iizerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak
uzere VX,Y,Z e ;((M) i¢in

R(X,Y)Z = fi{g(v,Z)x —g(X,Z)}
+ 1,{9(X, 02 )oY — (Y, 0Z )X +29(X,0Y JoZ } (2.75)

+ 1 (@ =Y ()X +9(X.2)n(Y)s - g(Y.Z (X )¢}

oluyorsa, M ’ye bir Sasaki uzay-form denir. Eger burada fl:%(c+3) ve

f, =1, :%(c—l) ise M Sasaki uzay-formu sabit ¢ ¢ -kesitsel egrilige sahip Sasaki
manifolda doniistir (Alegre ve dig. 2004).
Ornek 2.9.1. Sabit ¢ ¢-kesitsel egrilige sahip bir kosimplektik manifold

f="1,=1, =% olan genellestirilmis bir Sasaki uzay-formdur (Ludden 1970).

Ornek 2.9.2. Sabit ¢ ¢ -kesitsel egrilige sahip bir Kenmotsu manifold f, =Cf;3 ve

f,=1,= s olan genellestirilmis bir Sasaki uzay-formdur (Kenmotsu 1972).

Teorem 2.9.1. M genellestirilmis Sasaki uzay-form olsun. Eger f, = f —1 olan bir

degme metrik manifold ise bu durumda M bir Sasaki manifold olur (Alegre ve dig.
2004).

Tanim 2.9.3. (M,(o, fi,nj,g) S -manifold olsun. Eger M sabit ¢ ¢ -kesitsel egrilige

sahipse M ’ye bir S uzay-form denir. R M ’nin egrilik tensorii olmak {izere

vX,Y,ZW € (M) igin
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ROX.Y.ZW)= " {aleX Wy (Y ' (2)- alX g2 (g (W)

+g(coY.coZ)ni()I(J);?j(W)—g(¢Y,¢W)f7i(X)ﬂj(Z)}

S35 (g )l .2 ) - 9leX 62 )oY oW )}

_ﬂ{@(x WHD(Y,Z)-D(X,Z)D(Y,W)-20(X,Y )D(Z W )}

4

(2.76)
+

seklinde tanimlidir (Kobayashi ve Tsuchiya 1972).

Tanim 2.9.4. (M,p,&., j,g C -manifold olsun. Eger M sabit ¢ ¢ -kesitsel egrilige
?: 6,7

sahipse M ’ye bir C uzay-form denir. R, M ’nin egrilik tensorii olmak {izere

vX,Y,ZW € (M) igin

R(X, Y1Z,W)=4{ 9(eX. oW )g(eY, ¢Z)- (X, ¢Z )g(eY , W )
+ (X, W)D(Y,Z)-D(X, Z)D(Y W)-20(X,Y )d(Z,W)}

seklinde tanimlidir (Kobayashi ve Tsuchiya 1972).

(2.77)

2013 yilina gelindiginde ise Prieto-Martin ve dig. tarafindan S -uzay-formlar global
catili metrik manifoldlar iizerinde ele alinarak genellestirilmis S -uzay-formlar

tanimlanmaistir.

Tanmim 2.9.5. (M O, fi,nj,g) metrik f -manifold olsun. Eger M iizerinde

R=FR, +F,R, +§ F,R,+ D GR + § HiRi (2.78)
i, j=1 I<i<j<s’ i, kkl
i j2k=i

sartin1 saglayan

R Fo F, Gy Hi |

22 Vi i
diferensiyellenebilir fonksiyonlar ailesi varsa M ’ye bir genellestirilmis S -uzay-form
denir. Burada R;,R,,R;,R} ve R ifadeleri ¥X,Y,Z,W e (M) icin sirasiyla

R(X.Y,ZW)=g(XW)g(Y,Z)-g(X,Z)g(Y.W) (2.79)
R,(X,Y,Z,W)=d(X,W)D(Y,Z)- (X, Z)D(Y,W)-2D(X,Y)D(Z,W)  (2.80)

Ry (XY, Z,W)=g(Y,W)y' (X )y'()-a(X.W)y'(Y Jr'(2)
+9(X.Z)n' (V' W)=g (.2 )" (X' W)

(2.81)

37



Ri(X.Y.ZW)=n'(X)n" (¥ ' ()" W)=’ (X " (¥} (2 )" W)
+1° (X' (' (@) W)= (XD’ (¥ ' (2 )" W)

Ry (XY, Z W) =7 (XD’ (¥ " (2 ) W) =" (X " (¥ (2 D' W )
+° (X' (V' (@ W) =77 (X ) (¥ ' (@ D (W)

seklinde tanimlidir (Prieto-Martin ve dig. 2013).

(2.82)

(2.83)

Sonu¢ 2.9.1. M S uzay-form, bir genellestirilmis S uzay-formdur (Prieto-Martin ve
dig. 2013).

Sonug¢ 2.9.2. M C uzay-form, bir genellestirilmis S uzay-formdur (Prieto-Martin ve
dig. 2013).

Onerme 2.9.1. M, (2n+s')-boyutlu genellestirilmis bir S uzay-form olsun. Eger

n>2 ise bu durumda M ’nin R egrilik tensoriiniin fonksiyonlar ailesine gore yazilisi
bir tektir (Prieto-Martin ve dig. 2013).
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. YAKLASIK C -MANIFOLDLAR

Tamm 3.1.1. (M 0,E.n", g) global ¢atili metrik f -manifold olsun. V Levi-Civita

konneksiyonu olmak iizere M Tlizerindeki VX,Y vektor alanlar1 igin

(Vx¢)Y +(VY(9)X =0 (3.1)

kosulu saglaniyorsa M yaklasik C -manifold olarak adlandirilir.

Yardimei Teorem 3.1.1. H, ve H' tensor alanlari

H X =V,¢ (3.2)
ve

H'X =V, X (3.3)
seklinde tanimlansin. Bu iki tensor alan1 arasinda

H, X =—gH ¢X + p?H'X (3.4)

seklinde bir bagint1 s6z konusudur.
Ispat. (3.1) esitliginde Y = & segilip, (2.32) denkleminin i) sikki goz oniine alinirsa

~p(Vy&)+V. X —0(V, X )=0 (3.5)
esitligi elde edilir. Esitligin her iki tarafina ¢ uygulanir ve (2.31) ifadesi dikkate alinirsa

istenen sonuca ulagilir.

Onerme 3.1.1. Vie{l.., s} olmak iizere H; ve H' tensor alanlari i¢in
1. H;(&)=0, H'(&)=0

2. HigX +H X ==X gH' (" (X))

3.tr(H,)=0

4. (V)& =—¢H X

ozellikleri saglanir.

ispat. 1. (3.4) esitliginde X =& segilirse H,(£)=0 ve H'(& )=0 oldugu goriiliir.
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2. (3.4) ifadesinde X =¢X almirsa, H.oX =—pH ¢’ X +@’H'pX olur. Yine (3.4)
ifadesinde esitligin her iki tarafina ¢ uygulanirsa @H, X =—@’H'pX +@*H'X elde
edilir. Elde edilen son iki esitlik toplandiginda, (2.25) esitliginden ispat tamamlanmis
olur.

3. (1) numarali ifadeden ispat agiktir.

4. @& =0 ifadesinin X  vektér alani yoniinde kovaryant tiirevi alinirsa

(V@) =—¢H, X bulunur,

Yardimci Teorem 3.1.2. (M 0, & ,77i , g) yaklagik C -manifoldu iizerinde

S

Q(HiX’Y)+ g(X , HiY):_Z{nk (Y)g(X’Hké:i )+77k (X )g(Y, L )} (3.6)

k=1

esitligi gecerlidir.
Ispat. (2.33) denkleminin ii) sikkindaki ifadenin & vektor alani yoniinde kovaryant

tiirevi alinip gerekli islemler yapilirsa (3.6) elde edilir.

Sonu¢ 3.1.1. M yaklagik C-manifoldu iizerinde 1<i<s olmak {lizere & vektor

alanlar1 Killing degildir.

3.2. TEMEL EGRILiK OZELLIKLERI

Bundan sonraki hesaplamalarda
Vi,Y(D =Vy (VY §0)_(va¥ (0)
esitligi kullanilacaktir.

Bu durumda R, M f{izerinde egrilik tensorii olmak tizere Ricci esitligi

a(V2 v oW, Z)-9g((VZ c oW, Z)=g(R(X,Y )W, Z)+ g(R(X,Y W,¢Z)  (3.7)

seklinde yazilabilir. Ayrica basit bir hesaplama ile
W(g((V,@)X.Y)=-W(g(X,(V,0))) (38)

oldugu goriiliir. Bu ise V% v ’nin ters simetrik oldugu anlamina gelir.

Yardimcr Teorem 3.2.1. M yaklastk C-manifoldu tizerinde R Riemann egrilik

tensorii i¢in
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9(R(@X,Y)ZW)+g(R(X,9Y)Z,W)+g(R(X,Y Z,W)+g(R(eX,Y)Z,0N)=0 (3.9)
g(R(¢X,¢Y)¢Z,¢W)= g(R(X,Y)z,W)

—i R(E,Y)Z W)+ 7,V )a(R(X, £)Z,W)}

(3.10)

ve

g(R(eX, 0¥ )ZW)=g(R(X.Y JpZ, W) (3.11)

esitlikleri saglanir.

Ispat. (3.9): M manifoldu yaklasik C -manifold oldugundan VY,Z vektér alani igin

(Vv@)Z +(V,0)¥ =0
ifadesi saglanir. Bu denklemin X vektor alan1 yoniinde kovaryant tiirevi alinirsa
(sz,vgo)Z +(V2x,zq))Y =0
elde edilir. Ricci 6zdesligi uygulandiginda, yukaridaki denklemden ve (V;Y(p)’nin ters
simetri 6zelliginden
9(R(X,Y)Z,00)-g(ROX,Y W, g2)+ 9((V} o) W)-9((V] 20X W)=0  (3.12)
oldugu goriiliir. Buradan Bianchi ve Ricci 6zdeslikleri kullanilarak

g(R(X,Y)Z, oW )=—-g(R(Y,Z)X, (/JW) g(R(Z, X )Y, W)
=g((V2 oW, x)-g((v2, oW, X )-g(R(Y,Z)X,0W) (3.13)
—g(R(Z, XY, W),

bulunur. (3.13)’de elde edilen ifade (3.12)’de yerine yazilirsa

G(R(X,Z) oW~ 9(ROCY W 2)- 9(R(Y.Z W, %) -
~al(v2 o x)-g((V5 2o, Y)=20(Vi o)X W) |

oldugu goriiliir. Ote yandan Ricci dzdesligi goz oniine alinirsa
gROXZ) W)~ g(R(X,ZW.¢¥)-g((V5 ol W)+ oV <ol W)=0  (315)

ifadesine ulasilir. (3.14) ile (3.15) toplanirsa (Vi’Y (0)’nin ters simetri 6zelliginden

29(R(X,Z)Y, W )-g(R(X,ZW,p¥)-g(R(X,Y W,¢Z)

3.16
~g(R(Y,ZW,oX)=29((V2 ,0)Z, X) (3.16)

elde edilir. Son esitlikte Y ile W yer degistirildiginde
29(R(X,ZW, 9 )-g(R(X,Z)Y, oW )-g(R(X, W)Y ,¢Z) 3.17)

-9(RW.Z)Y.gx)=20((V% . 0)2. X)
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esitligi bulunur. (3.17) ifadesi (3.16)’dan ¢ikartildiginda Bianchi ve Ricci 6zdeslikleri

kullanilirsa
3g(R(¢X,Y)Z,W)+3g(R(X,0Y )Z,W)+3g(R(X,Y )z, W )+3g(R(X,Y)Z,pN)=0
olur. Bu ise (3.9)’un ispatin1 tamamlar.

(3.10): (3.9) ifadesinde X yerine @X alinirsa

-9(R(X,Y)z,W)+ Zn. (X)B(R(&,Y)Z,W)+g(RX, 0¥ )Z,W)

(3.18)
+g(R (cox,Y)coz,W)+g( (@X,Y)Z, W )=
oldugu goriiliir. Bu son esitlikte X ile Y yer degistirilirse
g(R(X,Y)Z,W )+ Z’L (Y)a(R(&, X)Z,W)—g(R(pX,pY)Z,W) (3.19)

9RO X)Z.W )+ g(RpY. X )2, W)=
olur. (3.18)’den (3.19) ifadesi ¢ikarilirsa

29(R(eX, coY)Z W)-2g(R(X,Y)Z,W)+g(R(gX,Y Jpz,W)
+Z 7 (X)a(R(&,Y)ZW)-7,(Y)g(R(&, X )Z,W )} (3.20)
—g( ((pv,x)qoz,w)+g(R((px,Y)z,cow)—g(R(coY,x)z,covv)=0

bulunur. Ote yandan (3.9) ifadesinde Z yerine ¢Z ve W yerine ¢\WW almirsa sirasiyla

—g(R(X,Y)Z,W)= Zn, Y)&W)=-g(R(X.Y )pZ, W) (3.21)
_g(R(x,goY)(pZ,W)— (R(¢X,Y)¢Z,W)
—g(R(X,Y)Z,W)= Zn R(X,Y)Z,&)-g(R(X.Y JgZ oW ) (3.22)

~ RO,V )2, W)~ 9(R ((pX,Y)Z,goW)
denklemleri elde edilir. Elde edilen bu son iki denklem toplandiktan sonra (3.20)

ifadesinde yerine yazilirsa

29(R(gX, V)2 W)-20(R(X Y )z W) - r (2 REWIXY) o

+77; (W)Q(R(éi'Z)Y' X)_Ui(x )g(R('fi 7Y)Z’W)+77i (Y)g(R(fi , X)Z,W)}= 0

oldugu bulunur. (3.23) denkleminde X yerine ¢X ve Y yerine de @Y alinirsa
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29(R(X,Y)Z,W)-2g(R(¢X , @Y JgiZ, W )+ Z{ (W)g(R(E,Z)pX, 0Y)

(3.24)
i @)aR(E WX, Y )-27, (X)g(R(E, YV ZW)- 20, (g R(X £ )2 W)} =0
olur. Simdi bu son denklemde W = &; seilirse
29(R(X,Y)Z,&, )+ g(R(&;, Z JpX , ¥ )
3.25
25 (G V.8 eRx sz 0 O
elde edilir. Simdi (3.25)’de X yerine @X ve Y yerine de ¢Y yazilirsa
4g(R(pX, Y )Z, &, )+ 29(R(E;, Z)X,Y)
(3.26)

_ZZ{Ui(X )g(R(rfj,Z i’Y)+77i (Y)g(R(fj’Z)X'égi )}:0
i1
oldugu goriiliir. Buradan (3.25) ve (3.26) toplanirsa
9(R(&; Z )X, Y )=0 (3.27)
bulunur. Eger (3.27), (3.24) denkleminde kullanilirsa (3.10) elde edilir.
(3.11): (3.10) ifadesinde Z yerine ¢Z ve W yerine de ¢W segilip (3.27) esitligi goz

Ontine alinirsa (3.11) elde edilir.

Yardime1 Teorem 3.2.2. M yaklagik C-manifoldu iizerinde asagidaki esitlikler

saglanir;
(Vi H, )& =—HZX (3.28)
g(R(&, X)Y,Z)=-9((V,H,)Y,2Z)

s (3.29)

> (V)al(H, < H )X, Z) - (2)gl(H, = H )X Y]
9(Q&,Z)=Ric(&,Z an (Z)Tr(H, o H,) (3.30)
Ric(pY,Z)=—Ric(Y,¢Z), 9Q =—Qp (3.31)
Ric(pY,@Z)=Ric(Y,Z)+ Zm (Y ) (Z)TrH? (3.32)

Ozel olarak, TrHi2 sabit olur. Burada, Ric Ricci tensoriinii ve Q da Ricci operatoriinii

simgelemektedir.

Ispat. (3.28): H,& =0 ifadesinin X vektdr alani yoniinde kovaryant tiirevi almirsa
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(3.28) elde edilir.
(3.29):  g(R(&,X)Y,Z)=9g(R(Y,Z)&,X) oldugu bilinmektedir. Riemann egrilik
tensoriiniin tanimindan,
9(R(Y,2)&,X)=9(V\V,& =V, V&~V 16, X)
olur. Burada H, tensor alaninin tanimi géz 6niine alinirsa
g(R(&. X)V.Z)=g(R(Y.2)&. X)=9((V,H,)Z, X)-g((V.H V. X)) (3.33)

oldugu goriiliir. Ote yandan birinci Bianchi dzdesliginden

g(R(& X)V.Z)+g(R(X,Y )5, Z)+g(R(Y.&)X,Z)=0 (3.34)
olur. Bu son esitlikten
9(ViH Y. Z)+9((VyH,)Z,X)-g((V,H,)¥,X)=0 (3.35)

elde edilir. Bu ise g(R(é,X)Y,Z):—g((VXHi)Y,Z) oldugunu verir. Simdi son
denklemde Y yerine de @Y ve Z yerine de ¢Z yazilirsa, (3.27) ifadesinden

9(VH, )oY, ¢Z)=0 (3.36)
oldugu goriliir. Yeniden (3.36) denkleminde Y vyerine de @Y ve Z yerine de ¢Z
alindiginda (3.28) ifadesi dikkate alinirsa

S

g(R(éi’X)Y’Z):_g((VxHi)Y’Z): kzl{ﬂk(Y)g((va)gk'Z)

Uk(z)g((vx H)Ylfk)}ZZ{ﬂk(Y)g((Hi © Hk)x’z)_nk(z)g((Hi © Hk)X’Y)}

k=1
elde edilir.
(3.30): (3.29) denkleminde X =Y =E, segilip i=12,...,2n+S igin toplam alinirsa

istenen denkleme ulasilir. Ote yandan, (3.29) ifadesinde Y yerine H.Y alindiktan sonra

elde edilen denklemde Y =Z =E; secilip i1 =12,...,2n+Ss iizerinden toplam alinirsa
Tr(VH;)H, =0

oldugu gériiliir. Bu ise, TrH” ’nin bir sabit oldugu anlamina gelir.

(3.31): {E,,....E,,E,u =¢E,,....E;, =¢E,,Epiy =&, Eypye = &, } kiimesi bir peM

noktasindaki T ;M tanjant uzaymin bir ¢-bazi olsun. Simdi (3.9) denkleminde

X =W =E; alindiginda i=12,...,2n+S icin toplam hesaplanirsa, istenen esitlik

bulunur.
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(3.32): (3.31)’de Z yerine de @Z yazilip, (3.30) gbz Oniine alinirsa (3.32) elde edilir.

Yardimci Teorem 3.2.3. M yaklasik C -manifoldu tizerinde

S

9(Vep)o¥.Z)=a((Viol.0Z)+ > in(Z)a(Y,H, X)+7,(Y)a(Z H X)} (337)

k=1
o((V o) 2)=9((Vxol .2)+ X n (2)alY H X )+m (X )a(HZ, Y} (338)
k=1
o((V )oY 2)==0((V o). Z)+ X i (V)2 H X )+ (X )g(H, Z, 0¥ )} (3:39)
k=1
esitlikleri saglanir.
Ispat. (3.37): g(goY,goZ)= g(Y,Z)—ZS:nk (Y )nk (Z) esitliginin X vektor alan1 yoniinde
k=1
kovaryant tiirevi alinip, Onerme 3.1.1.”in 2. sikk1 gbz oniine aliirsa ispat tamamlanur.
(3.38): M manifoldunun yaklasik C-manifold olmasi gbéz Oniine alinirsa (3.37)
ifadesinden (3.38) denklemi elde edilir.
(3.39): (3.38)’de Y yerine de @Y yazildiginda (3.37) ifadesi dikkate alinirsa hedeflenen

esitlige ulagilir.

Onerme 3.2.1. M yaklasik C -manifoldu

g(RIW X ¥,Z)= g(RIN, X IV, 2)+ 9((Vuy 0)X,(Vy 0)2)+ 3 g (HW, X )g(H, Y, 2)

k=1

denklemini saglar.

ispat. (3.37) denkleminin W vektor alan1 yoniinde kovaryant tiirevi alinirsa

9(V (Vi)Y . 2)+ (Vi) Vwo)Y.Z)=9(Vy (Vi)Y . ¢Z)
oV (Vur)2)+ S lo(H.2)o(HX.Y) (3.40)
0 (2)((T H)X Y )+ g(HW Y )g(H, X, 2)+ 1, (1)g(V, H)X, 2)}

elde edilir. Ote yandan (3.11), (3.17) ve (3.29) denklemleri uygulanirsa (3.40) esitliginin

sag tarafindaki birinci ve ikinci terimlerinin toplaminin
9(Vu (Vo). 0Z)+9(Vxo) . (Vu)Z) = g(Vx o) .(Vue)Z)
+ g(R(X,Y)N,Z)+Z{77k(X W (Z)g(HW,HY)-7 (Y )" (Z)a(H W, Hkx)}

k=1
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—%{g(R(W,Z)(oX oY)+ 9(R(X, Z)pW, 0 )~ g(RW, X JoiZ, oY )} (3.41)

ifadesine esit oldugu goriiliir. (3.41)’de Y ve Z ’nin rolleri degistirildiginde elde edilen
denklem eksi ile ¢carpilip (3.40) esitliginin sol tarafindaki terimleri dikkate alinirsa

g((VX¢)Z,(VW¢)Y)+g((VX¢)Y,(VW(0)Z)+g(R(X,Z)N,Y)
~9(RW, Z)X, 0¥ )+ g(R(X,Y W, Z)~g(R(X, Z )JpW 0¥ ) (3.42)

Z (H.X,Z)g(HW,Y)-g(HW,Z)g(H,X,Y)}=0

elde edilir. (3.42)’de Z ve W yerine sirasiyla ¢Z ve @\W alinirsa

9(V2)Z (VX )+ 9(Vx @)V (Va0 )oZ )+ a(R(X, 0Z )W, Y)
~g(R(PW, 9Z )X oY )+ g(R(X,Y )W ,¢Z )~ g (R(X,¢Z }p™W ¥ )~ (3.43)

Z (H X, 0Z)a(H WY )-g(H, oW, ¢Z )g(H, XY )}=0

oldugu bulunur. Burada (3.37), (3.38) ve Yardimci Teorem 3.2.1 kullanilarak

o(Vx0)oZ, (Vo) )= 0 (Vuo)Y)

Z (H,X,Z)g(H W,Y)—g(W,choY)g(X,Hk(ﬂZ) (3.44)

+n*W)ge(V )2, HY)-1"(Z)ale(Vwe) H,X)

—nk(Z)ryk(W)g(HkX,HkY)}

(( x(/’)Y( w\,\,(o)(DZ):—g((ngp)Y,(Vng)Z)

Z (oH XY )g(H W, ¢Z)- g(pH W, Z)g(pH, X.Y) (3.45)
—7*W)g((Vx @)Y HwZ)-1"(2)g(e(V co)Y ,H W)

denklemleri elde edilir. (3.29) esitliginden ve Yardimci Teorem 3.2.1.’den

g(R(X,@Z )W, Y )~ g(R(X, ¢Z JoW , 0¥ )
= g(R(X,Z )W,Y )+ g(R(X,0Z W, Y ) (3.46)

(X W)g(Hzz,Y)
k=1
oldugu goriiliir. Ote yandan (3.9) ve (3.11) denklemlerinden

g(R(X,Z)W, 0 )+ g(R(X,Z )W, oY ) )
+g(R(X,0Z )pW,Y )+ g(R(pX, Z )W ,Y ) =0 '

bulunur.
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a(R(pX. Z)W, Y )= g(Rlp? X, Z W, 0¥ ) (3.48)
esitliginden
~a(RpX.Z)pW Y)+ Y (V )a(R(pX 2 )W, &,)

k=1
s

=—g(R(X,0Z W, Y )+ > 7" (X)g(R(E . gZ W, 0Y)

k=1
olur. (3.29), (3.47), (3.48) denklemleri ve Yardimci Teorem 3.2.1. gboz Oniine

alindiginda
9(R(X,¢Z )pW .Y )+ g(R(X,pZ W , Y )
=2 W (X)g(H.Y,H,2)+ g(R(X,ZW.Y)

+§,7k(z)77k(v)g(Hkx,ka)—g(R(X,Z)(pW,(pY)

+§f7k(W)g(R(§k,Y)z,x)

(3.49)

ifadesine ulasilir. (3.49), (3.46) yerine yazilirsa
g(R(X,¢Z )W, Y )- g(R(X,¢Z JoW, ¢ )

:_gnk(w)nk(x)g(v, H2Z )+ g(R(X,ZW.Y)

S

—kzl:nk(Z)r]k(Y)g(HkZX,W)—g(R(X,Z)(pW,(pY)
+§nk(w)qk(z)g(x,H§Y)

elde edilir. (3.29) ve (3.10) denklemleri kullanildiginda

g(R(X,Y )W ,0Z ) - g(R(pW, 0Z JX , Y )
= g(RW, Z)coX coY)—g(R(W,Z)X,Y)

bt W (<)a(¥,oH,2)=n* W (V)a(X.pH,2)
7 (X)W )(H Z,Y)=n* (Y g W)g(HZ,X)

(
#7042 (7 )g (X, oH W)= 7" (Z )n* (X )a (Y, oH W)
7 (V7 @2)g(HAW, X )7 (x)nk(z)g(H;W,Y)},

denklemi bulunur. Burada (3.44), (3.45), (3.50) ve (3.51) esitlikleri (3.43)’te yerine

(3.50)

+

(3.51)

+

yazilip Yardimci Teorem 3.2.1. gbz dnilinde bulunduruldugunda

g((VX¢)Z,(VW(0)Y)— g((VX¢)Y,(VWg0)Z)+ g(R(X,Z)N,Y)

—9(R(X,Z)pW, ¥ )+ g(RW, Z )X, 0¥ )- g(RW,Z)X.Y)
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Sl WGV 0N oH2Z) -1 W co)2 oY)
+7(2)a(Vwe)Y . oH X )= (Z)g(Vi @)Y . oH W)
= W (V)a(X HiZ)=n* (@ " (Xl Hw) (352)
7 W (2)g (X, HAY )+ 7% (2 )n* W g (X, H2Y)
—g(HX,Y)g(HW,Z)+g(H,X,Z)g(HW,Y);=0
elde edilir. (3.52) ile (3.42) toplandiginda ise
2{9((Vx¢) ( W)Y )+ a(R(X,ZW,Y)-g(R(X,Z)pW, 0V )}
+Z{ x(D)Y @H Z) ( )g((qu))Z,gonY)

+1n (Z) (( w® ) ,(kaX)—nk(Z)g((VX(p)Y,(kaW) (3.53)
+77k(W)77k(Y)g(Hkx'sz)+77k(z)77k(x)g(HkY’HkW)
— 2 W)y (2)g(H, X, H,Y )+ 2g(H, X, Z)g(H,W,Y)}=0

oldugu goriiliir. (3.53) denkleminde X ile Z ve W ile Y yer degistirdiginde elde

edilen denklem (3.53) denkleminden ¢ikarilirsa

>l Wa((7 xo) oH.2)-n" Wa((V 0 )2, oM, )
+17(Z)a(Vwel .oH X) =7 (Z)a(Vx o)V . H W)
+7°(V)a(Vwe)Z,oH X) =7 (Y )g(V )2, H W) (3.54)
+7*(X)g(Vuol .1, Z) =7 (X)a((Vu0)Z, pH,Y )
+27* (X )n*(Y)g(H,Z, + W)=27(Z )y W)g(H,Y, H, X )}=0

bulunur. (3.54) de W =¢& alimip, Yardimer Teorem 3.1.2. ve Onerme 3.1.1. dikkate

alinirsa

9(Vxol . oHZ)=9((Vxp)Z pH,Y)

_ _ 3.55
' (@)alHY, HX) = (V)a(H,2.H,X) .

olup elde edilen bu son denklemden
(V4 0)X,9H,2)=-9((7 )2, pHY) 056)

—7'(Z)g(HY H X )+7'(Y)g(H,Z,H,X)
ifadesine ulasilir. (3.56)’da X ile Y yer degistirilip elde edilen denklemde (3.56) yerine
yazilirsa

9(V20)Y . oH X)+9((V,0)X, oHY)
=217'(Z)g(H,Y,H,;X)-75'(X)g(H,Y,H,Z) (3.57)
-7'(V)g(H,Z, H;X)
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oldugu goriiliir. Bu defa (3.57) denkleminde Z ile X yer degistirilip (3.55) ifadesi ile
birlikte diigtiniildiiglinde
g((quo)Y,goHiZ): 7' (X )g(HiY’ Hiz)—ﬂi (Y)g(HiZ, H; X) (3.58)

elde edilir. Son olarak (3.58), (3.53)’te yerine yazildiginda ispat tamamlanmis olur.

Yardimci Teorem 3.2.4. Yaklasik C -manifold iizerinde

0(V @ HZ)= S 0 )al(H, o HO)X.02)- 7 (X)a((H, o H Y 0Z)}  (3.59)

k=1

ve

0(VH, Y H,Z) == 7 (1 )a((H, o H )X, H,2) (3.60)

k=1

denklemleri saglanir.

Ispat. (3.59): (3.58)’de Z yerine @Z alinip Yardimci Teorem 3.2.1. kullanildiginda
(3.59) elde edilir.
(3.60): (3.29) denkleminde Z yerine H.Z alindiginda Yardimci Teorem 3.2.1.

kullanilirsa (3.60) elde edilir.

3.3. SABIT ¢-KESITSEL EGRILIiGi

Tamm 3.3.1. M yaklagik C-manifold olsun. Eger K, ile gosterilen VpeM
noktasindaki K(X,(pX) kesitsel egriligi sifirdan farkli ve V1<i<s i¢in X L& olan
X eT,M tanjant vektoriiniin segiminden bagimsiz ise yani her noktasindaki kesitsel
egriligi aym ise M manifolduna nokta tabanli K sabit ¢ -kesitsel egrilige sahiptir

denir.

Teorem 3.3.1. M nokta tabanli K sabit ¢ -kesitsel egrilige sahip yaklagik C -manifold
olsun. Bu durumda egrilik tensorii
4gRW, X)Y.Z)=9((Vwe)Z.(Vxo) )-9((Vwe)Y . (Vx0)Z)

= 20((Vy )X, (V,0)2)+ Y H0(Vi & 2)0(V ¢ &Y )— 0706 Y )0V 1 &, Z)

k=1

_ZQ(ngkv X )g(vvé:k’Z)_nk(w)ﬁk(Y)g(fok’szk)
+77k(W)77k(Z)g(VX§k’Vng)_'_nk(X )ﬂk(Y)g(vwfk’Vzgk)
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n (X 2078, ) Kla(X Yoz W) 9(2 X JolY W)
# 2 OO (@)l W) (X (oW, (V. (W)a(z, X)
n 2 W)a, X+ o(X 0¥ alez W)

- gW, oY )alpz, X )-29W,0X )g(eZ,Y )}

seklindedir.

Ispat. Hipotezden, VpeM noktasinda 1<i<s igin X L& olacak sekildeki

VX eT M tanjant vektori igin

g(R(eX, X )X, X )+ K, [X|* =0

olur. Buise Vp e M noktasinda keyfi X e T M igin

g(Rle"X. 0% Jp" XX )+ K 9 (X, X g (X , X ) =0 (3.61)
oldugu anlamina gelir. Simdi

AW, X,Y,Z)=g(Rlp"W,eX oY .0 )+ K, a(W 0¥ )o(pX .0Z)  (362)

olarak tanimlansin. Burada H,& =0 olmasi ve (3.10) denklemi géz Oniine alinirsa

g(R[qozw,— X+ m(X)E, }ozv,—z 7 (Z)e:kj = g(R(pW, X )oY ¢Z )
k=1 k=1
oldugu goriiliir. Son denklemde X =¢S ve Z =@l alimirsa
(R0 W, ¢8 oY , 4T )= g(R(W, 0S JoY ,°T) (3.63)

oldugu elde edilir. (3.63) kullanilarak

AX,W,Z,Y)=AW,X,Y,Z) (3.64)
bulunur. Ayrica, (3.62) esitliginden

AW, X,Y,Z)=A(Y,Z,W,X) (3.65)

ifadesine ulasilir. (3.64) ve (3.65) esitliklerinden (3.61)’in

AU, X,V,Z)+AUV,Z,X)+AU,Z,X,V)

+AU,X,ZV)+AU,ZV,X)+AU,V,X,V)=0 (3.66)

ifadesine denk oldugu goriiliir. U ve V yerine sirasiyla ¢W ve ¢Y alindiginda, (3.62)
ile birlikte, Onerme 3.1.1.in 1. ve 2. siklar1, (3.10), (3.11), (3.29) ve (3.36) denklemleri

dikkate alinirsa
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9(RWW, X ¥, Z)+ g(RW,Z)Y, X)- g (RW, ¥ JiZ, X)
~9(RW,¢Y )pX,Z)~g(RW,Z)pX,9Y )~ g(RW, X )Z, Y )
-3y (2)a(HWH X, (X, )a(HW, H,2)
~ 2, (Y W )a(H, X, H, Z) -2, (X, (2)a(H W, H,Y )
2K, {32 (a0 1), 0, W a0, 2) - (0, 2)

k=1

+9(oW, X )g(g¥,Z)-glpW,Z)g(gX Y )}=0
elde edilir. (3.67) denkleminde W ile X yer degistirilirse
g(R(X.W)Y.Z)+g(R(X,Z)¥,W)-g(R(X,pY JpZ, W)

—~9(R(X, 0¥ JoW,Z)-g(R(X,Z)JpW, p¥ )- g (R(X W JoiZ, Y )

-3V b 2)a(H X H W), 0, (V) (X, H,2)
_znk(Y)nk(X)g(HkW'sz)_znk(w)nk(z)g(HkX’ HkY)}

+zKp{im(x,v>—m<v>m<x>)<g<w,z>—nk<w>nk<z»

k=1

+9(pX,W)glgY,Z)-g(eX,Z)g(p,Y )} =0
olur. (3.67)’den (3.68) denklemi ¢ikarilirsa

29(RW, X)Y,Z)+29(RW, X )oY ,¢Z ) - g(RW , ¥ JpiZ, X )
+9(RW,Z)Y, X)-g(R(X,Z)Y W )-g(RW,¢Y )pX,Z)
—g(RW, Z)pX oY )+ g(R(X, Y JpZ W )+ g(R(X @Y JoW, Z )

S

+g(R(X’Z)¢W’¢Y)_Z{nk(Y)ﬂk(Z)g(HkW’Hkx)

k=1

+77k(x)’7k(Y)g(HkW7 sz)_znk(Y)’]k(W)g(HkX!sz)
=21, (X ) (Z)g(H W, H, Y )}

S

+zKp{z@(w,v>—nk<v>m<w>xg<x,z>—nk<x)nk<z>>

k=1

+9(pW, X)a(pY,Z)-g(eW,Z)g(eX,Y )} =0

elde edilir. Ote yandan (3.9) ve (3.29) denklemleri goz dniine alinirsa

g(RW,Z)Y,X)=g(R(eW,Z)Y,¢X)
+g(RW,¢Z )Y, 0X )+ g(RW,Z )oY ,¢X )

S @bz W) (Wl 2)

ve
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~g(R(X,Z)Y W)=-g(R(¢X,Z)Y,pW)
—g(R(X,¢Z )Y, oW )-g(R(X,Z )Y, W) (3.71)

S

3O W)g(H2Y, Z)- 7" @) W )g(H2Y, X )}

k=1

esitlikleri elde edilir. Burada, (3.11) ve (3.30) ifadelerinden
g(R(eX, Y)coZ W)— g(R(X,pY)Z, W)

Z{ g(H W, HY )= (Y 7 W)g(H, X, H,2)}

oldugu goriiliir. (3.70), (3.72) ve (3.11) denklemlerinin sag tarafindaki birinci terimler

(3.72)

i¢in birinci Bianchi 6zdesligi uygulanirsa
g(R(pw, Z)Y qu)— (R(X,W)gZ, 0¥ )~ g(R(gY W JoZ, X )
Z{ g(H W, H, ) =7 (X" W)g(H,Z,H,Y )}

elde edilir. (3.73) ifadesi (3.70) denkleminde yerine yazildiktan sonra elde edilen
denklem ve (3.71) ifadesi (3.69)’da yerine yazilip (3.72) denklemi kullanildiginda ve

(3.73)

(3.69)’un tigiincii terimi i¢in birinci Bianchi dzdesligi uygulandiginda
9(RW, X)V,Z)+ 2(RWW, X )oY ,6Z) - g(RW, Z )X , )
~a(ROXZW, g )+ X (Vo' W)alH,2.H,X)
7 OO @)g(H W, HY )= (0 (X )a(H,Z, H W)
Ja(H, Y H X+ Ko {gW .Y )g(X,2)-g(X,Y)gW,z)
+§ﬁf«hwxmcMmﬂthwwmxz>
+Z%zhww>0cxrnwxh%szwv»

g
Ko {o(oW, X)a(pY,2)-g(pW,Z)g(eX.Y)
+9(¢X,Z)g(pW.Y ) g(pX W )g(pY,Z)}=0

denklemine ulasilir. Onerme 3.2.1. gdz dniine alinirsa
g(RW,X)Y,Z)+2g(RW,X)Y,Z)-g(RW,Z)X,Y)

+9(RX,ZW,Y)+29((Vw @)X, (Vy0)2)- 9(Vw@)Z.(V ko) )
+g(( x¢)z’(vw¢) ) kZ:{ ( )77 ( )g(H Z,H X)
g

\Y%
OO @)alHW, H,Y )0 ) (g, 2, W)
(z
H

(3.74)

+77 )=

—n*(Z)n*W)g(H,Y, H, X)+2g9(HW, X)g(Z,H,Y)
_g( kwiz)g(Y’HkX)—i_g(kaiY)g(ZinX)}
+Ke{gWw,Y)g(X,z)-g(X,Y)gW,z)
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F3 (a(2W)-n W (1)g(x 2)

+nk(Z)f7 (w ) (Y, X) =7 (X )n“(2)g . Y)jj (3.75)
+2K {g(pW, X )g(eY,Z)-g(pW,Z)g(eX.Y)
+9(pX,Z)a(eW,Y)—g(eX W )g(pY,Z)}=0

olup, birinci Bianchi 6zdesliginden

49(RW, X )Y, 2)=9((Vwe)Z.(V<o) )-9((Vue)V.(Vx0)Z)

~29((V,0)2. (V)X )+ S {a(HW, 2)g(Y, H, X)

g{HW .Y )o(Z H, X)~20(H W, X )o(z,H,Y)

7“(Y)r“W)g(H,Z, H X )+7 (X )" (Y )g(HW,H,Z)
—n* (2  (X)g(HY, HW )+ 75 (2 ) W)g(H, Y, H, X))
+Kep{g(X, Y)g(W Z)—g(W,Y)g(X,Z)

Z{ W)=n* (X" (¥ )oW.2Z)
+n(Y)f7()( )n()n()( Y))

+9(e¥, X)g(9Z,W)-g(eZ, X )g (¥ W)
—29(pX W)g(Y,0Z )} =0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(3.76)

(3.76) denkleminden, M fizerindeki, S Ricci egriligi ve r skaler egriligi sirasiyla,

S

S(X,Y) = TV )Vy0) 42 397,60 (V,4)

k:

2n+s+1) s, ) 3.77)
+Zf7 X Y)vel + K, 9(X.Y)- 7 (X ) (Y)
r :%|Vgo|2 +§S:|vgk|2 +”(2”+S+1) K (3.78)

seklinde hesaplanir.

Eger K >0 ise, (3.77) denkleminden, (2.33) denkleminin ii) sikkindan ve V¢ ’nin ters
simetri ozelliginden VX vektor alami igin, S(X,X)>0 olur. Boylece Bochner’in

teoreminden yararlanilarak agagidaki teorem verilebilir (Yano 1970).

Teorem 3.3.2. Sabit bir K >0 noktasal ¢ -kesitsel egriligine sahip kompakt yaklasik

M  C -manifoldu tizerinde harmonik bir X vektor alaninin kovaryant tiirevi sifirdir.
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(3.78) denklemi gbz Oniine alinirsa asagidaki teorem dogrulanir.

Teorem 3.3.3. M, sabit bir K >0 noktasal ¢ -kesitsel egriligine sahip yaklagik C -
manifold olsun. Bu durumda, M ’nin r skaler egriligi igin

r> ”(2”+5+1) K (3.79)

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.3.4. Eger M sabit bir K >0 noktasal ¢ -kesitsel egriligine sahip bir C -
manifold ise Vp=0 ve Vk =1,...,s i¢in V&, =0 olur. Boylece egrilik tensorii
49(RW, X)¥,Z)=+K,{g(X,Y)gW,Z)-gW.Y)g(X,Z)
F3 0 @ gl W)t (X V )aw.2)
0t (V) W)g(z, X )= Wy (2)g(x Y] (3.80)

+9(pY, X)g(9Z W)-g(eZ, X )g(pY W)
—29(eX W )g(Y,¢Z)}=0

denklemi ile verilir.

3.4. BAZI OZEL D-KONFORMAL DONUSUMLER

Tamm 3.4.1. M, C -manifold ve (¢,§i,n‘,g) de bir C -yap1olsun. AR ve g da M
lizerinde V1<i<s i¢cin dBAn' =0 sartim saglayan sifirdan farkli diizgiin bir fonsiyon

olmak tizere (qo, ', g) yapisinin M {izerindeki D - konformal dontigiimleri

P =0, 5=%§i, 7' =pn', EJ'=/19+(ﬂ2—ﬂu)if7i®77i (3.81)

seklinde tanimlansin. @, M iizerindeki temel 2 -form ve &D(X,Y): 9(X, oY) olmak
uzere

D(X,Y)=3(X,pY)=2g(X, 0¥ )=D(X,Y) (3.82)
elde edilir ve bdylece @ = Ad oldugu goriiliir. Diger taraftan

_dn’ =adB i (3.83)
dd = d(AD)=dA A D+ AdD

seklinde hesaplanir. M ’nin C -manifold olmasit g6z Oniine alimirsa, V1<i<s igin

dn' =0 ve dd =0 olup (3.83)’ten d77' =0 ve dd =0 oldugu elde edilir. Bu durumda,
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bu D - konformal doniistimler ile (¢,§i,n‘,g) C -yapisindan yeni bir ( ;5 7', g) C-

yapt elde edilir. Elde edilen bu yapt ile birlikte M bir C -manifold olur.

Onerme 3.4.1. (I\ﬁ,é,é,ﬁ‘,{j), bir (M,¢,§i,n‘,g) manifoldundan D -konformal
doniisiimler yardimiyla elde edilen bir manifold olsun. Bu durumda (M ,&,5 7 \Ej)’nln

bir C -manifold olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (I\/I 0, &0 g)’nin bir C -manifold

olmasidir.

Onerme 3.4.2. (I\ﬁ,&,;ﬁ,ﬁ‘,g), (M,go,fi,n‘,g) C -manifoldundan D -konformal

doniistimler yardimiyla elde edilen bir C -manifold olsun. Bu durumda, M iizerinde

V& = X(%in +V & +%ni(x)a (3.84)
VX =V, X qu%n‘(x)gi (3.85)

S (7.Y)= 2 (V.Y ) e (O () (3.86)
VY =V,Y +k§s:gknk(x)nk(v)§k (3.87)

ifadeleri saglanir. Burada V ve Y sirastyla M ve M iizerindeki Levi-Civita

(&)
B

konneksiyonlaridir. Ayrica sadelik olmasi agisindan ¢, = secilmistir

Ispat. Koszul formiiliinden

2§(V .Y, 2)=24g(V,Y,2)+2(5 z)z ‘(v Y )(2)

(3.88)
+22dﬂ & (X (¥ n*(2)
oldugu elde edilir. Ayrica, (3.81)’den
2§(V .Y, 2)=24g(V ¥, 2 )+ 2(8? A (v Y )t (z (3.89)

elde edilir. (3.88) ve (3.89) birlikte diisiiniildiigiinde (3.86) ve (3.87) denklemlerine

~

ulagilir. Son olarak (3.87) denkleminde Y :5. segilirse (3.84) ve X =& ve Y =X
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alinirsa da (3.85) elde edilir.
Teorem 3.4.1. (I\Z,@,é,ﬁi,g), (M,(o,fi,ni,g) global catili metrik f -manifoldundan

D -konformal doniisiimler yardimiyla elde edilen global ¢atili metrik f -manifold olsun.

M ’nin yaklasik C -manifold olmasi igin gerekli ve yeterli kosul M ’nin yaklasik C -

manifold olmasidir.

Ispat. (3.87) denkleminde Y yerine @Y yazilirsa

(.ol + (03X = (Vo) + (V) (3.90)
denklemi elde edilir. Hipotezden (V, @)Y +(V, )X =0 oldugundan
(Vo l +(,5)x =0 (3.91)

oldugu sonucuna ulagilir. Bu ise M ’nin bir yaklasik C-manifold oldugu anlamina

gelir.

Tersine M yaklagik C-manifold olsun. Bu durumda (3.91) saglanir. (3.87) ifadesi
dikkate almirsa, (V,@)Y +(V,@)X =0 bulunur. D -konformal déniisiimlerin tanim
geregi @ =@ oldugundan (VX(D)Y +(VY(0)X =0 olur. Bu ise, M ’nin de yaklasik C -

manifold oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

(I\?I',é,é,ﬁ‘ , 5), (M 0,01, g) yaklagik C -manifoldundan D - konformal déniisiimler

~

yardimiyla elde edilen bir yaklagik C -manifold olsun. M iizerinde, H, ve H' tensor

alanlar H~i =§X5 ve H =§5X seklinde tammlamir. Buradan, H, ve H'

tensorlerinin tanimlar1 g6z ontine alindiginda

~ 1 1 E
HX=="HX+X|=|&+21n"(X)& 3.92
X= g HX+ (ﬁ]§.+ﬂn( ) (3.92)
ve
o 1 . . .
H'X==H'X+2n"(X)& 3.93
5 +ﬁ77( ) (3.93)

seklinde bir baginti oldugu goriiliir. Boylece, Yardimcr Teorem 3.3.1.°e benzer olarak

asagidaki yardimci teorem verilebilir.

Yardimci Teorem 3.4.1. H~i ve H' tensér alanlari arasinda
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H,X =—pH X +p2A'X +%77i(x)§i (3.94)
bir bagint1 s6z konudur.
Ispat. (3.81) denkleminden V1<i<s icin
-~ 1
9& =—¢5 =0
p

olur. Eger bu ifadenin X vektor alan1 yoniindeki kovaryant tiirevi alinirsa
A X =—pA ' aX + A X + 37" (V, & )2, (3.95)
k=1
seklinde elde edilir. (3.86) ve (3.84) goz Oniine alinirsa iddia edilen sonuca ulasilir.

Teorem 3.4.2. (M,&,;,ﬁ‘,g), (M,¢,§i,n‘,g) yaklastk C -manifoldundan D -

konformal doniisiimler yardimiyla elde edilen yaklagik C-manifold olsun. R ve R

sirastyla M ve M yaklagik C -manifoldlarinin Riemann egrilik tensorleri olmak tizere

VX,Y,Z vektor alanlar1 i¢in bu egrilik tensorleri arasinda

R(X,Y)z =R(X,Y)z +Zs:{Ak(X,Y,Z)—Ak(Y,X,Z)} (3.96)

k=1

seklinde bir bagnt1 vardir. Burada A, tensorleri V1<k <s i¢in
Ak<x,v,z>=x<ek>nk<v>nk<z>§k+ekx[1jni<vw<z>f:k
Fo, g0V HO (22, +6,X [ j @R e 9@ H (G @9
ca X[ @n 0 @ X

ve

A X.Z) =Y (e " (X (2)e, +6,Y ( j X2,
v g(X HY I (2 >§k+ek[ j @0 (X0 + 0@ H (X (399
{ j (D (X + e @ (XH,Y

seklinde tanimlidir.
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Ispat. V ve Y sirastyla M ve M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonlar1 olmak iizere

VX,Y,Z vektor alanlar1 i¢in
R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V}, jZ (3.99)

bigiminde tanimli oldugu bilinmektedir. Burada, (3.87) denklemi gbéz Oniine alinip

gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla ispat tamamlanur.

Yardimcr Teorem 3.4.2. (I\ﬁ,&,é,ﬁi,g), bir (M,¢,§i,ni,g) yaklasik C -

manifoldundan D -konformal doniisiimler yardimiyla elde edilen bir yaklasik C -

manifold olsun. Bu durumda V1<k <s ve VX,Y,Z vektor alanlar1 igin

Zs_lAk(X@Y'ZFZS_)Ekg(&Y,HkX)ﬁk(Z)(fk (3.100)
> AXY.52)= 35,02 H X (V) (3.101)

denklemleri elde edilir.

Ispat. (3.97) denkleminde Y yerine @Y alindiginda, (2.32) denkleminin ii) sikk1 goz

Ontine alinirsa, (3.100) denklemi elde edilir. Benzer sekilde (3.97) denkleminde Z
yerine ¢Z alindiginda ise (3.101) ifadesine ulagilir.

Teorem 3.4.3. (I\ﬁ,&,é,ﬁ‘,g), (I\/I,go,fi,ni,g) yaklasik C -manifoldundan D -

konformal doniisiimler yardimiyla elde edilen bir yaklasik C -manifold olsun. R ve R

sirastyla M ve M yaklagik C -manifoldlarinin Riemann egrilik tensorleri olmak tizere

VX,Y,Z vektor alanlari igin bu egrilik tensorleri

Q‘(ﬁ(X,Y)Z,W):ﬂ{g(R(X,Y)Z,W)+ {o(A(X,Y,Z)W)

=

Il M"’

1

—g(Ak(Y,X,Z),W)}HﬂZ—i)g{nk(R(X,Y)Z) (3.102)
(A (X,Y,Z) -7

(ALY, X, Z))}r W)
G(R(@X,Y)z,W )+ §(R(

Y)ZW )+ §(R(X,Y)pz, W)
FRGY)Z. W)=

X
B,(X,Y,ZW)=B,(Y,X,Z,W)} (3.103)

k=
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G(R(7X, &Y )pZ, oW )= A{g(R(X,Y)Z,W)

3 {nk(x)g(R(gk,v)z,w)—nk<v>g<R<x,ga>z,w>}}

(3.104)

G(R(X,3Y)ZW )= Ag(R(X,Y )pZ, W)

daes(p? - A e @Y H X n  (2)n* W) (3.105)

k=1

— (% H B I (2)n* W)

3R, X)V.2)= 310, (. X.Y.2)-C,(X,&.Y.2)}
k=t (3.106)

+kzl:{/177 Hi ° Hk X'Z _[/1+S<ﬁz —i)}]k(Z)g((Hi ° Hk)X’Y)}
§(R(@X,5Y)zW )= H{g(R(X.Y)Z W)+ g((V, &) .(V,ZW)

3ol x Vg, 20+ [ {6 - 3 (@ 1P )

s k=l (3.107)
—g(@X, H Y ) (2)}+ (2 —A)kz_;{g((vxfé)v,HkaZ)nk(W)
—7*(R(X,Y)Z ) W)}

denklemlerini saglar. Burada B, ve C, tensorleri V1<K <s i¢in

B, (X.¥,Z W)= Ag(A, (XY Z)W)+ (52 ~ 2)p* (A, (3%.Y.2))y* W)
+la+s(p? -2 lo(@Y . H X)n (W)ﬂ (2)+ 9@z, H Xt (vv)n V) (3.108)
+&. 0" (Z)n* (Y )a(pW ,H, X )

B, (Y, X, ZW) = g(A, (7Y, X, Z)W)+ (8 - )" (A, (3, X. 2 " W)
+la+s(p? - 2)k o @x HY " (W)n (Z)+ 9@z, HY )y W )n (X)} (3.109)

+5k/177k(z)77k(x)9(aW’HkY)
Cul&,X.Y,2)=29(A (&, X V) Z)+ (8 -2 (A& XY ' (2)  (3110)
C.(X.&.Y,2)=g(A (X,£.Y).2)+ (8 - A (A(X.&.Y )" (2) (3.111)

seklinde tanimlidir.

Ispat. (3.102): (3.96) denkleminden direk goriiliir.
(3.103): (3.102) ifadesinde X yerine X alindiginda (3.97) ve (3.100) denklemleri

hesaba katilirsa

59



S

a(ﬁ(axx)z,w):z{gm(ax,v>z,vv>+k_lg<Ak<<zx,v,z>,vv>

S

£, 9(@X, HY ) (@) W)+ (82 - X 1 (R(@X .Y )2) (3.112)

k=1
' (APX.Y,2))-52,9(7X, HY " (2 )W)

ifadesi elde edilir. (3.102) denkleminin geriye kalan terimleri de benzer sekilde elde
edildikten sonra taraf tarafa toplanirsa sonuca ulasilir.
(3.104): (3.102) ifadesinde X, Y, Z, W yerine sirasiyla @oX, oY, ¢Z, oW
yazildiginda (3.100) ve (3.101) denklemleri g6z Oniine alinirsa

G(R(@X, &Y oz, W )= 2g(R(@X, &Y oz, W ) (3.113)
oldugu goriiliir. (3.10) denklemi (3.113) te yerine yazilirsa (3.104) elde edilir.
(3.105): Benzer sekilde (3.102)’de X yerine @X ve Y yerine @Y alinirsa, (3.100) ve

(3.101) denklemlerinden kolayca elde edilir.
(3.106): (3.102) ve (3.29) denklemlerinden direk goriiliir.
(3.107): Son olarak, (3.102) denkleminde, Onerme 3.2.1. hesaba katilirsa (3.108) elde

edilir.

Teorem 3.4.4. (M,a,;ﬁ,ﬁi,g), (M,(p, fi,n‘,g) yaklastk C -manifoldundan D -
konformal doniigiimler yardimiyla elde edilen bir yaklasik C -manifold olsun. M nokta
tabanli K sabit ¢ -kesitsel egrilige sahip olmasi igin gerekli ve yeterli kosul M ’nin

nokta tabanli K sabit ¢ -kesitsel egrilige sahip olmasidir.

Ispat. M nokta tabanli K sabit ¢ -kesitsel egrilige sahip olsun. Bu durumda, herhangi
bir peM noktasinda, 1<k <s olmak iizere VX L& olacak sekildeki VX €T ,M
i¢in

g(R(eX, X X, X )+ K, g(X, X)g(X,X)=0 (3.114)
olur. Simdi burada, (3.81) denklemi kullanilarak elde edilen ifadede (3.102) denklemi

dikkate alinirsa

G(R(@X, X)X, X )+ K, G(X, X)F(X,X)

NS (3.115)
= 2{g(R(@X, X )X, X)+ K, g(X, X)g (X, X)}
oldugu goriiliir. (3.114)’ten
G(R(@X, X )@X, X )+ K,§(X, X)G(X, X )=0 (3.116)
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esitligi elde edilir. Bu ise M sabit K, @-kesitsel egriligine sahip oldugunu gosterir.
Tersine M sabit K, ¢-kesitsel egrilifine sahip olsun. Bu durumda, (3.116) esitligi

saglanir. Bu esitlikte (3.81) ve (3.102)’den (3.114) denkleminin sagladigi goriiliir.
Boylece M “de sabit K ¢ -kesitsel egriligine sahip olur.

3.5. RICCi SOLITONLARIN GENEL BiR SINIFLANDIRILMASI

Bu bolimde yaklagik C-manifoldlar tizerinde bazi Ricci solitonlar ele alinacaktir.

Ayrica Ricci solitonlarin bazi yeni siniflandirmalar yapilacaktir.

Tammm 3.5.1. (M,(p, §i,77i,g) yaklagik C-manifold olsun. Eger M iizerinde
VXY e ;((M) vektor alan1 ve A sabiti i¢in

(L:g )X, Y)+28(X,Y)+24g(X,Y)=0
sart1 saglaniyorsa M ’ye bir Ricci soliton denir ve (M , g,g ,/1) ile gosterilir. E vektor
alanina Ricci solitonun potansiyel alani denir. Burada eger E potansiyel alani

V1<i<s igin & karakteristik vektor alanlarina esit ise M yaklagik C -manifoldu bir

Ricci soliton olarak diisiiniilebilir.

Tanmm 3.5.2. M yaklagik C-manifold olmak iizere, (M,g,g,i) bir Ricci soliton

olsun. Bu durumda (M,g,g,/l)'ye, A >0 ise biizilen, A =0 ise sabit ve A<0 ise

genisleyen denir.

Tanmm 3.5.3. M yaklagik C-manifold olmak iizere, (M,g,g,ﬂ,) bir Ricci soliton

olsun. Eger A diizgiin bir fonksiyon ise bu Ricci solitona, Ricci hemen hemen soliton

denir.

Tamm 3.5.4. (M,¢,§i,77i,g) yaklagik C-manifold olsun. Eger M iizerinde

vX,Y e ;((M) vektor alan1 ve 4 ve y sabitleri i¢in
(Log)x,Y)+ ZS(X,Y)—Zﬂg(X,Y)—ZVkZ:nk(X W (Y)=0 (3.117)

sart1 saglaniyorsa M ’ye n*-Ricci soliton denir ve (M : g,f,l,y) ile gosterilir. Eger A4
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ve 7 birer diizgiin fonksiyon ise M ’ye n*-Ricci hemen hemen soliton denir. Ayrica

y=0 ise n“-Ricci hemen hemen soliton, Ricci hemen hemen soliton olarak

adlandirilir.

Tamm 3.5.5. (M,(p,;,n‘,g) yaklagik C -manifold ve (M,g,g,i,y) n*-Ricci hemen

hemen soliton olsun. Burada VX e (M) vektor alani igin eger E potansiyel alaninin

X vektor alan1 yoniindeki kovaryant tiirevi

V, & =a(X)E + X (3.118)
formunda ise (M,g,f,ﬂ,y)’ye yapi sekillendirici 7" -Ricci hemen hemen soliton denir.
Burada a bir lineer form, & bir fonksiyon ve V bir Levi-Civita konneksiyonudur. Eger
=0 ise (M,g,g,z,y) ye rekurrent n*-Ricci hemen hemen soliton, a=0 ise
konsirkular 7*-Ricci hemen hemen soliton ve a=0 iken @ fonksiyonu sabit bir

fonksiyon olursa (M , g,g,l,y) ye konvergent »*-Ricci hemen hemen soliton denir.

Teorem 3.5.1. (M,(p, §i,77i,g) yaklagik C -manifold ve (M,g,g,z,y) n* -Ricci hemen
hemen soliton olsun. Bu durumda 5 potansiyel alan1 V1<k <s i¢in &, Karakteristik

vektor alanlarina esit olmak tizere VX,Y € ;((M ) vektor alani i¢cin S Ricci tensor alani

13 S
S(X.Y)=2 2 1g(HXY)+ g HWY )i+ Ag(X.Y )+ 2 n* (X)n*(v) - (3.119)
k=1 k=1
seklinde elde edilir.

ispat. Vi<k<s ve VX,Y € (M) i¢in g Riemann vektoriinin &, vektdr alanlari

yoniindeki Lie tiirevleri alindiginda

S

ZS:('—;kg)(X,YF 9V, &Y )+a(Vi&, X)) (3.120)

k=1 k=1

elde edilir. (3.2) ifadesi goz oniine alinirsa (3.119) elde edilir.

Teorem 3.5.2. (M,¢,§i,n‘,g) yaklasik C -manifold ve (M,g,f,/t,y) yapi

sekillendirici 7*-Ricci hemen hemen soliton olsun. Bu durumda 5 potansiyel alani
V1<k <s i¢in &, Kkarakteristik vektor alanlarina esit olmak iizere, VX,Y € ;((M)

vektor alani icin S Ricci tensor alani
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S(X,Y) =23 (X Jp (v )+ al¥ ) (X}

24

S (3.121)
+(2+6)g(X,Y)+ ykZ:l)nk(X ()

seklinde elde edilir.

Ispat. & potansiyel alanlart V1<k<s igin birer yap1 sekillendirici vektdr alani

olduklarindan vX,Y € y(M) igin (3.118) ve (3.120) denklemlerinden

S

3 (L 0)X.Y)= X {o((v &)Y )+ 9((7, £, X))

k=t k= (3.122)

(<) (v)+alY o (X )j+209(X,Y)

oldugu goriilir. Elde edilen bu son denklem (3.119)’da yerine yazilirsa istenen elde

[

k=1

edilir.

Sonu¢ 3.5.1. (M,¢,§i,n‘,g) C -manifold ve (M,g,f,i,y) n*-Ricci hemen hemen
soliton olsun. Bu durumda 5 potansiyel alan1 V1<k <s i¢in &, karakteristik vektor

alanlarina esit olmak iizere (M,¢,§i,ni,g) genellestirilmis 7 -Einstein C -manifold

olur.

Ispat. C-manifold iizerinde V1<k<s igin H, tensor alanlar1 sifir oldugundan

(3.119)’dan direk goriiliir.

Sonu¢ 3.5.2. (M,¢,§i,ni,g) yaklasik bir C-manifold ve (M,g,g,i,y) konsirkular
veya konvergent »*-Ricci hemen hemen soliton olsun. Bu durumda 5 potansiyel alani
V1<k <s i¢in &, karakteristik vektor alanlarma esit olmak iizere (M,¢, rfi,ni,g)

genellestirilmis 7" -Einstein C -manifold olur.
Ispat. (3.121)’den direk goriiliir.

Sonu¢ 3.5.3. (M,¢,§i,ni,g) yaklagik bir C-manifold ve (M,g,g,l,y) yapi
sekillendirici 7*-Ricci hemen hemen soliton olsun. Eger V1<k <s icin, a lineer

formu 1* 1-formlarmn bir lineer kat1 ise (M 0, &1 g) genellestirilmis 7*-Einstein C -
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manifolddur.

Ispat. (3.121) denkleminden direk elde edilir.

3.6. YAKLASIK C -MANIFOLDLARIN BAZI ALT MANIFOLDLARI

3.6.1. Slant Alt Manifoldlar

Tammm 3.6.1.1. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir alt manifoldu
olsun. Bu durumda VX e '(TM) igin

oX =PX +P'X (3.123)
yazilabilir. Burada PX ve P’X, ¢X ’in sirastyla teget ve normal bilesenleridir. Benzer
olarak pV ve p'V, ¢V ’nin sirasiyla teget ve normal bilesenleri olmak iizere
WV eT(T*M) igin

@V =pV +p'V (3.124)

yazilabilir.

Sonu¢ 3.6.1.1. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir alt manifoldu

olsun. Bu durumda

PP=—1+)n"®& —pP', PP+pP' =0 (3.125)

k=1
ve
Pp+pp'=0, Pp+p?=-I (3.126)

ifadeleri saglanir.

Ispat. (3.123) denkleminin her iki tarafina ¢ uygulanirsa VX e F(TM) icin

P* X = gPX + gP'X (3.127)
olur. Burada PX ve P'X sirasiyla teget ve normal bilesenler oldugundan sirasiyla
(3.123) ve (3.124) denklemlerinde yerine yazildiginda (2.31) denklemi goz Oniine

alinirsa
PPX =P*X +P'PX, @P'X =pP'X +p'P'X (3.128)
elde edilir. (3.128) ifadesi (3.127) denkleminde yerine yazilirsa (3.125) denklemine

ulasilir. Benzer sekilde (3.124) ifadesinin her tarafina ¢ uygulanip benzer hesaplamalar
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yapilirsa (3.126) ifadesi elde edilir.

Onerme 3.6.1.1. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun alt manifoldu

olsun. Bu durumda P ve p’ tensor alanlari ters simetriktir.

ispat. X,Y eT(TM) ve V,U eT(T*M) olsun. g M iizerindeki Riemann metrigi
olmak tizere, (3.123) denkleminin Y ile i¢ ¢arpimi alinirsa

g(eX.Y)=g(PX.Y) (3.129)

elde edilir. Burada Y e [(TM) ve P'’X e[(T*M) oldugundan g(P'X,Y)=0 olur. Ote
yandan (3.123) denkleminde X yerine Y yazilip elde edilen denklem X ile i¢ ¢arpimi

alinirsa
gleY,X)=g(PY,X) (3.130)
oldugu goriiliir. ¢ tensor alanin ters simetrik oldugu goz Oniine alinirsa, (3.129) ve
(3.130) denklemlerinden
g(PX,Y)=-g(X,PY) (3.131)
bulunur. Bu ise P tensor alaninin ters simetrik oldugunu gosterir. Benzer sekilde
WW,U eT(T*M) icin
gL, pV)=—g(p'U,v) (3.132)

oldugu elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Onerme 3.6.1.2. M yaklasik bir C-manifold ve M de bu manifoldun bir alt

manifoldu olsun. Bu durumda P’ ve p tensor alanlar1 arasinda VX eF(TM) ve
W e (T*M) iin
g(P'X,V)=—g(X,pV) (3.133)

seklinde bir bagint1 vardir.

Ispat. (3.123) denkleminin V ile i¢ carpimi alinirsa
g(eX.V)=g(P'X.V) (3.134)
olur. Diger taraftan (3.124) ifadesinin X ile i¢ ¢arpimi alindiginda ise
9(ev,X)=g(pV,X) (3.135)
oldugu goriiliir. ¢ tensor alanin ters simetrik oldugu géz Oniine alinirsa, (3.134) ve

(3.135) denklemlerinden (3.133) elde edilir.
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Onerme 3.6.1.3. M yaklasik C -manifold ve M de bu manifoldun bir alt manifoldu
olsun. Bu durumda ¥X,Y e (TM) ve WV e (T *M ) igin asagidaki ézellikler saglanir:

(ViP)Y =V,PY -PV,Y (3.136)

(V,P')Y =VLPY -P'V,Y (3.137)

(Vi PV =V, pV —pVyV (3.138)

(Vi p'V =VipV—pViV (3.139)

(VL P)Y +(V,P)X = A, Y + A, X +2ph(X,Y) (3.140)

(V P')Y +(V,P)X =2p'h(X,Y)-h(X,PY)-h(Y,PX) (3.141)
(VPN = A, X —PA, X (3.142)

(Vi p'V ==h(pV, X)-P'A, X (3.143)

Burada h ikinci temel form, V Levi-Civita konneksiyonu ve A, sekil operatoriidiir.

Ispat. (3.136)-(3.139) denklemleri, (2.2), (2.37), (2.38) ve (2.40) ifadeleri kullanilarak
kolayca elde edilir. (3.136) denkleminde X ile Y yer degistirilip elde edilen denklem
(3.136) ile toplandiginda, (2.37) ve (2.38) ifadeleri goz oniine alinirsa (3.140) denklemi
elde edilir. Benzer bir sekilde (3.137) den (3.141) denklemine ulasilir. (3.142) ve
(3.143) denklemleri de (2.37) ve (2.38)’den direk goriiliir.

Tamm 3.6.1.2. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun alt manifoldu olsun.

Bu durumda M ’nin TM tanjant demeti

™ => D, ®¢ (3.144)
k=1

seklinde yazilabilir. Burada V1<k <s i¢in &, karakteristik vektor alan1 ve D, slant

dagilim olarak bilinen &, 'nin TM i¢indeki tiimleyen dagilimidir.

Teorem 3.6.1.1. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir alt manifoldu

olsun. Bu durumda M ’nin bir slant alt manifold olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
p? :-y[l ->n" ®§kj (3.145)
k=1

olacak sekilde bir x €[0,1] sabitinin olmasidir. Ayrica, eger #, M "nin bir slant agisi

ise 1=c0s*@ olur.
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Ispat. P? = —,u(l —an ®§kj olacak sekilde bir z <[0,1] sabiti olsun. Bu durumda
k=1

VX eTM —(&,) igin

COS&(X): g((OX ) PX ) - _ g(x ) PZX): —u g(x’(ozx): L |(DX| (3146)
X [PX] XX X [PX] " [PX]
olur. Ote yandan, cos&(X )= % oldugundan, (3.146) kullanilarak, z=cos’@ oldugu
2

goriilir. Bu ise @(X)’in sabit oldugu anlamma gelir. Buradan M "nin bir slant alt

manifold oldugu sonucuna varilir.

Sonu¢ 3.6.1.2. M yaklasik C -manifold ve M de bu manifoldun @ slant agisina sahip
bir slant alt manifoldu olsun. Bu durumda vX,Y e T(TM) igin

g(PX,PX):cosze{g(X,Y)—kZ:nk(X )nk(Y)} (3.147)

g(P’X,P’X)=sin29{g(X,Y)—ink(X )nk(Y)} (3.148)

k=1

ifadeleri saglanir.

Ispat. P tensor alaninin ters simetrik olmasi ve z=c0s* @ oldugu gz oniine almirsa

(3.145) denkleminden (3.147) denklemi elde edilir. Benzer sekilde, (3.123) ve (3.145)
ifadelerinden

g(P'X,P'X)=g(pX —PX,pY —PY )= g(¢X,0Y )+ g(PX,PY)

=g<x,v>—:z_nk<x>nk<v>—cos2e{g<x,v>—ki_nk<xw<v>}

(3.149)

elde edilir. cos® @+sin® @ =1 olmas1 hesaba katilirsa (3.148) denklemine ulasilir.

Tamm 3.6.1.3. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir alt manifoldu

olsun. Eger M iizerinde asagidaki sartlar1 saglayan D, ve D* dagilimlar1 varsa M ’ye

M ’nin bir yart slant alt manifoldu denir.

1) V1<k <s igin &, € F(Dg) olmak iizere TM = D* ® D, seklinde yazilabilir.

2) D* dagilimi anti-invaryant olur, yani qp(DL )c (T M ) kosulu saglanir.
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3) 0+ 7 olmak iizere D, dagilimi @ slant agisina sahip bir slant dagilim olur, yani D,

ile p(D,) arasindaki ac1 sabittir.

Burada eger #=0 ise M yar slant alt manifoldu yari invaryant alt manifolda doniisiir.

Ote yandan eger 6 :% ise, M anti-invaryant alt manifold olur.

Tamm 3.6.1.4. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir yar1 slant alt
manifoldu olsun. M iizerindeki D, ve D* dagilimlarinin boyutlar1 sirastyla n, ve n,

olsun. Buradan asagidaki durumlar elde edilir.

1) Eger n, =0 ise M bir anti-invaryant alt manifold olur.
2)Eger n, =0 ve #=0 ise M bir invaryant alt manifolddur.

3)Eger n, =0 ve @=0 ise M @ slant agisina sahip bir 6z slant alt manifolddur.

4) Eger nj.n, #0 ve O e (0,%) iIse M bir 6z yar1 slant alt manifold olur.

Tamim 3.6.1.5. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir 6z yari slant alt

manifoldu olsun. M iizerindeki D, ve D* dagilimlarma sirasiyla karsilik gelen

izdiisiim operatorleri P, ve P, olmak iizere VX e ['(TM) icin

X =P X +P,X +§s:nk(x)§k (3.150)

k=1

seklinde yazilabilir.

Sonu¢ 3.6.1. M yaklagik C-manifold ve M de bu manifoldun bir &z yar slant alt

manifoldu olsun. M iizerindeki D, ve D* dagilimlarma sirasiyla karsilik gelen

izdiisiim operatorleri P, ve P, olmak iizere ¥X e ['(TM) i¢in

X = P, X + P, X (3.151)

PX +P'X = P'P,X +PP,X +P'P,X (3.152)

PX =PP,X, P'X =P'P,X +P'P,X (3.153)

P, X =P'P,X, PP,X =0, ¢P,X =PPX +PPX (3.154)

ozellikleri saglanir. Burada PP, X (D, ) olur.
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Ispat. (3.150) denkleminin her iki tarafina ¢ uygulanip (2.32)’nin i) sikki dikkate

alinirsa (3.151) elde edilir. (3.151) denkleminde (3.123) ve (3.127) gz Oniine alinirsa,
(3.152), (3.153) ve (3.154) ifadelerinin saglandig1 goriliir.

Tamm 3.6.1.6. M yaklasik bir C-manifold ve M de bu manifoldun bir 6z yar slant
alt manifoldu olsun. Eger ¢TM ’nin T*M iizerindeki ortogonal tiimleyeni (goTM )l ile
gosterilirse T*M normal demeti
T'M =P(D*)®P'(D,)®(4TM )" (3.155)
seklinde direk toplam olarak yazilabilir. Burada (goTM )L, T'M normal demetinin
invaryant bir alt demetidir. Ote yandan P'(DL) ve P'(D,), M iizerinde ortogonal
dagilimlardir. VZ eF(DL) ve ¥X eT(D,) igin g(Z,X)=0 olacag: agiktir. Boylece
(3.123) ve (2.33) denkleminin ii) sikkindan
g(P'Z,PX)=g(pZ,¢X)=9(Z,X)

elde edilir. Bu ise P’(Dl) ve P'(Dg) dagilimlarinin birbirine dik oldugunu gdsterir.

0

Yardimer Teorem 3.6.1.1. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir 6z

yart slant alt manifoldu olsun. Bu durumda D, dagiliminin bir slant dagilim olmas: i¢in
gerekli ve yeterli kosul VX eF(Dg) i¢in

(PP)* X =—puX
olacak sekilde bir ,ue[O,l] olmasidir. Ayrica eger €, M ’nin bir slant agis1 ise, bu

durumda = cos” @ olur.

Ispat. VX € F(Dg) icin (3.153) ifadesi dikkate alinirsa
(PP,Y’ X =(PP,o PP,)X = PP,(PP,X )= PP,(PX )= P?X
oldugu goriiliir. Bu son denklemde (3.125) ile birlikte T’ (Dl) ve F(De) dagilimlarinin

birbirine dik olmasi1 goz oniine alinarak ispat tamamlanr.

Onerme 3.6.1.4. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir yar: slant alt
manifoldu olsun. Bu durumda VX e (TM) igin

h(X,&)=0 (3.156)
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h(PX,& )=0 (3.157)
V.& =0 (3.158)

ozellikleri saglanir. Burada h ikinci temel form, V ve V da sirasiyla M ve M

tizerindeki Levi-Civita konneksiyonlaridir.

Ispat. Vi<k<s icin & vektdr alanlan T,M ’ye teget olduklarindan (2.37)
denkleminden
ﬁxégk =V +h(x’§k)

oldugu bulunur. Buradan h(X,fk): 0 ve V. & =0 elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.6.1.2. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir yar1 slant alt
manifoldu olsun. O halde anti-invaryant olan D' dagilimmin integrallenebilir olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul VXY € F(DL) icin

Aoy X + Ao Y +2PV, Y +2ph(Y, X)=0 (3.159)

olmasidir.

fspat. V ve V smasiyla M ve M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonlar1 olsun.
Hipotezden WX ,Y e (D) igin
(Vio) +(V,p)x =0 (3.160)
saglanir. Bu ise
VoY =V, Y )+ VX —(V, X)=0 (3.161)
ifadesine denktir. Elde edilen bu son denklemde (2.37), (2.38), (3.123) ve (3.124)

ifadeleri dikkate alinirsa

VPY -PV,Y -P'V,Y - ph(Y,X)-ph(Y, X)
+V,P'X =PV, X =PV, X - ph(Y,X)-ph(Y,X)=0

oldugu goriiliir. Boylece

— A X +V5PY PV, Y —P'V,Y —2ph(Y, X)
~ A, Y +ViP'X =PV, X —P'V, X =2p'h(Y,X)=0
elde edilir. Son denklemin tanjant bilesenleri goz oniine alinirsa
Aoy X + A Y +PV,Y +PV, X +2ph(Y,X)=0

bulunur. Elde edilen bu son denklemden
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Aoy X + A Y +2PV. Y —P(V,Y -V, X)+2ph(Y,X)=0
ve dolayisiyla
P[X.,Y]= Ay X + Aoy Y + 2PV, Y +2ph(Y, X)
oldugu sonucuna varilir. Buradan [X ,Y] € F(DL) olmasi icin gerekli ve yeterli kosulun

(3.159) denkleminin saglanmasi gerektigi sonucuna ulasilir.

Teorem 3.6.1.3. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir yar1 slant alt

manifoldu olsun. D, slant dagiliminin integrallenebilir olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul VX,Y eI'(D,) igin
P{V,PY —PV, X +(V,P)X =AY —A,, X —2ph(X,Y)}=0 (3.162)

olmasidir.

Ispat. D, ve D" dagilimlarina sirastyla karsilik gelen izdiisiim operatorleri P, ve P,
olmak iizere VX,Y eI(D,) igin (3.161) denkleminde (2.37), (3.123) ve (3.124)
ifadeleri kullanildiginda

VPY +V,PY —p(V,Y +h(X,Y))

+V,PX +V,P'X —¢(V, X +h(X,Y))=0
elde edilir. Buradan

V. PY +h(X,PY)=A,, X +ViP'Y —=PV,Y -P'V,Y
—ph(X,Y)=p'h(X,Y)+V,PX +h(Y,PX)- A, Y (3.163)
+VyP'X =PV, X —P'V, X — ph(X,Y)-p'h(X,Y)=0
sonucuna varilir. (3.163) denkleminin tanjant bilesenleri dikkate alindiginda
V,PY —PV,Y +(V,P)X - A, Y —A,, X —2ph(X,Y)=0 (3.164)
denklemine ulasilir. Bu ise
P[X,Y]=VPY —PV, X +(V,P)X — Ao, Y — A,y X —2ph(X,Y) (3.165)

oldugu anlamina gelir. (3.165)’e P, uygulandiginda (3.162) elde edilir.

Teorem 3.6.1.4. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir yar1 slant alt

manifoldu olsun. D* ®¢&, dagilimmin integrallenebilir olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul VX,Y eT(D* ®¢, ) igin

AxY = Ay X

71



ifadesinin saglanmasidir.

ispat. (2.39) denkleminden vX,Y eT(D* ®¢&, ) ve YU eT(TM) igin
29(A,Y,U)=g(h(U,Y).¢X)+g(h(U,Y).¢X)
elde edilir. Burada (2.37) esitligi dikkate alinirsa
29(AxY.U)=g(V,U,¢X )+ 9(V, Y, ¢X )=—g(pV,U, X )~ g(pV, Y, X)
olur. Buradan
29(AxY.U)=d((Vyol + (Vo) X)-9(V, 0¥, X)-9(V, 0, X)
bulunur. (3.160) denklemi kullanilarak

29(A,Y.U)=-9(V, 0V, X )-g(V,pU,X)
=9(V, X, U )- 9[- A, U, X)==g(pV, X ,U)
+ g(AquU’X):—g((P§YX’U)+ g(Aszx’U)
=—g(PV, X + ph(X,Y)U)+g(A, X,U)

elde edilir. Bu ise

2A,Y =A, X =PV, X —ph(X,Y) (3.166)
denklemine denktir. (3.166) ifadesinde Y ile X ’in rolleri degistirilirse

2A, X =AY —PV,Y —ph(Y,X) (3.167)
olur. (3.166)’dan (3.167) ¢ikarilirsa

3(A,Y -A, X)=P[X,Y] (3.168)

ifadesi elde edilir. Buradan D' @&, dagilimimin integrallenebilir olmasi igin gerekli ve
yeterli kosulun P[X,Y]=0 olmasi sonucuna varilir. Bu ise AxY —A, X =0 sartin

gerektirir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.6.1.5. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir total umbilik

yart slant alt manifoldu olsun. Bu durumda
1) boy(Dl)z S

2) HeT((gT™)")

3) M bir 6z yari slant alt manifold

kosullarindan en az bir tanesi saglanir.

ispat. (3.160) denklemi kullanilarak WX e [(D*) igin
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(vx(P)X =0
VPX=p(V, X +h(X,X))=0

esitliklerinin saglandig1 gortliir. Buradaki son denklemden
— Ay X +VLP'X =P'V, X —ph(X,X)-p'h(X,X)=0 (3.169)
ifadesi elde edilir. (3.137) ve (3.169) esitliklerinin tanjant bilesenleri g6z Oniine

alindiginda
Ao, X +ph(X,X)=0 (3.170)
esitligine ulasilir. (3.170) ifadesinin Y e F(Dl) ile i¢ ¢arpimi alindiginda

g(Apy X + ph(X,X),Y)=0

olur. Bu ise
g(h(X,Y),PX)+g(ph(X,X)Y)=0 (3.171)
oldugu anlammna gelir. M total umbilik alt manifold oldugundan
a(X,Y)a(H,P'X)+g(X,X)g(pH,Y)=0 (3.172)
elde edilir. Buradan da
g(pH,Y)X —g(pH,X )Y =0 (3.173)

ifadesine ulasilir. Burada ya pH =0’dir ya da X ve Y lineer bagimli vektor
alanlandir. Eger pH =0 ise, boy(D*)=1 olur. Aksi halde H eF(((pTM )L) olmak
zorundadir. D, #0 oldugundan M yan slant alt manifold olur. &0 ve n,.n, #0

oldugundan da M bir 6z yar1 slant alt manifolda doniisiir.

Teorem 3.6.1.6. M yaklasik bir C -manifold ve M de bu manifoldun bir total umbilik

0z yar1 slant alt manifoldu olsun. O halde M, ya total geodezik alt manifolddur ya da

eger H icin V4 H er(((pTM )L) oluyorsa bir anti-invaryant alt manifold olur.

ispat. Esas uzay yaklasik C -manifold oldugundan (3.160) denkleminden ¥X e T'(TM)
i¢in

(Veg)x =0
olur. Boylece

VX =@V, X (3.174)
elde edilir. (2.37), (2.38), (3.123) ve (3.174) esitliklerinden ve M ’nin total umbilik alt

manifold olmasindan dolay1
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V,PX +g(X,PX)H - A, X

+VxP'X =gV, X +g(X, X )oH (3.173)
ifadesine ulasihir. Burada ¢H ile i¢ carpim alindiginda
g(ViPX,oH )=g(P'V, X,oH )+ g(X, X JH|’ (3.176)
oldugu gbriiliir. (2.38) dikkate almnirsa
9(ViPX,gH )= g(X, X JH| (3.177)
esitligi elde edilir. ¥X e T(TM) igin
VeeH =(Vyp)H + ¢V, H (3.178)

ifadesi saglandigindan, (2.38), (3.123), (3.124) ve (3.178) esitlikleri ve M ’nin total

umbilik alt manifold olmas1 géz 6niine alindiginda

— A X +VEgH =(V, p)H —PA, X —P'’A, X + pViH + p'ViH (3.179)

elde edilir. (3.179) ifadesinin P'’X ile i¢ garpimi alindiginda p'V,H eF((¢TM )L)

olmas1 dikkate alinirsa bu denklem
g(VieH PX)=9g((Vo)H.PX)-g(PA, X, PX)
veya
0(7, oH, PX )= g(V pH +h(pH, X )+ P'A, X, PX ) g(P'A, X,PX)
denklemine indirgenir. (2.39) ve (3.149) esitlikleri kullamldiginda

g(ﬁxgoH,P'x)?sinze{ (X, X)H[" —Zg (X, &) H (X )}
olur. (3.156) ifadesinden
gV pH, P'X )= —sin” ay(X, X JH|
ya da
9(VP'X,gH )=sin? (X, X H|f (3.180)
elde edilir. Boylece (3.177) ve (3.180)’den
g(X, X )H|" =sin? &g(X, X |H|’
olur. Buradan
cos? 6g(X, X H|* =0 (3.181)

bulunur. Bu ise g(X,X)|H||2 =0 oldugunu gosterir. M bir 6z yar1 slant alt manifold
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oldugundan H =0 elde edilir. Béylece M , M ’nin total geodezik alt manifoldu olur.

Teorem 3.6.1.6. M yaklasik C-manifold ve M de bu manifoldun bir total umbilik 6z

yar1 slant alt manifoldu olsun. Bu durumda
1) Her((gT™)")

2) 9(Vex &, X)=0

3) 7*((V,T)x)=0

4) M bir anti-invaryant alt manifold

5) Eger M bir 6z slant alt manifold ise WX e T(TM) igin boy(M)>3

kosullarindan en az birisi saglanir.

Ispat. (3.160) denkleminden ve M ’nin yaklasik bir C -manifold olmasindan dolay1
VX e(TM) igin
V,oX -V, X =0
ifadesi saglanir. (2.37), (2.38), (3.123) ve (3.124) esitlikleri kullanildiginda
VPX +h(X,PX)= Ay X + V3 P'X =PV, X

3.182
—P'V, X —ph(X,X)-p'h(X,X)=0 (3.182)

elde edilir. (3.182)’nin tanjant bilesenleri dikkate alinirsa
VPX —PV, X —ph(X,X)-A,, X =0 (3.183)

oldugu goriiliir. M bir total umbilik yar1 slant alt manifold oldugundan, (2.39)
denklemi ve h(X,Y)=g(X,Y)H ifadesi kullanilirsa

9(Aex X, X)=g(h(X,X),PX)=g(g(X, X )H,P'X)
=g(H,PX)g(X,X)=g(g(H,P'X)X,X)=0

)
bulunur. Eger H eF( (pTM) L) ise (3.183)’ten
VPX-PV, X =0 (3.184)
olur. (3.184) denkleminin &, ile i¢ carpimi alindiginda
9(VxPX,&)-n"(PV,X)=0
elde edilir. Buradan
g(V,PX,&)=0 (3.185)

bulunur. (3.185) ifadesinde X yerine PX yazilirsa
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9(Vo P2X, & )=0

veya
g(vpx Sis PZX):O

oldugu goriiliir. (3.145) kullanilarak

kzs_l:g(vprk,—msz H(X —nk(X) k))zo

05”03 0(V &, (X~ (X)) =0

k=1

denklemleri elde edilir. M bir 6z yar1 slant alt manifold oldugundan

kz:gg(vprk’(x —UK(X)gk )):0

bulunur. Buradan

S S

g(Vprk,X):an(X)g(Vprk,gk) (3.186)

k=1 k=1
oldugu goriilir. V1<k<s icin g(&,&)=1 oldugu bilinmektedir. Bu ifadenin

VX e(TM) i¢in PX yoniindeki kovaryant tiirevi alindiginda

O(Vey & &)+ (& Ve & )=0 olur. Bu ise g(Voy &, & )=0 oldugu anlamna gelir.

Buradan (3.186) denklemi g6z 6niine alinirsa
Zg(Vpxé"k,X)ZO (3.187)
k=1

elde edilir. Bu ise teoremin ikinci sikkini ispatlar. (3.187) ifadesinde X yerine PX

alinirsa

S

> 9(V oy & PX )= v {ten]

olur. Buradan

veya

—cos® Big(vxfk ,PX )+ cos? Hink (X )g(V‘gkak ,PX )z 0
k=1 k=1
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bulunur. V. &, =0 oldugundan

coszeig(vxgk,Px)zo (3.188)

k=1
elde edilir. (3.188)’den eger cos@=0 ise 0:% olup M bir anti-invaryant alt

manifold olur. Diger taraftan, g(V,&,PX)=0 yani V,& =0 olsun. Bu durumda
V1<k <s igin & vektor alanlart M {izerinde birer Killing vektor alani olur. Eger &,
vektor alanlari, Killing vektdr alani degilse bu durumda D, slant dagilimini geren X

ve PX seklinde en az iki tane lineer bagimsiz vektdr alanlari bulunabilir. Bu ise

boyM >3 oldugu anlamina gelir.

3.6.2. Global Catili CR -Alt Manifoldlar

Tamm 3.6.2.1. M yaklasik C-manifold ve M bu manifoldun izometrik immersed alt

manifoldu olsun. Eger M iizerinde asagidaki kosullar1 saglayan diferensiyellenebilir bir

D:p—>D, cT,M dagilimi varsa M ’ye M ’nin global catili CR -alt manifoldu denir.
1) V1<k <s igin &, € D dir.

2) D, ¢ tensor alani altinda invaryant kalir. Yani Vpe M igin (p(Dp)chM olur.

3) D':p—> D; cT,M ortogonal timleyen dagilmi VpeM i¢in (p(D;)ngLM

ifadesini saglar.

Yardimel Teorem 3.6.2.1. M yaklasik C -manifold ve M bu manifoldun global ¢atili
CR -alt manifoldu olsun. Bu durumda V1<k <s i¢in & eT'(D)< I'(TM) olmak iizere

o =P& +P'E =0 (3.189)
P& =0 P& =0 (3.190)
esitlikleri saglanir.

Ispat. (2.32) ve (3.123) denklemleri birlikte diisiiniildiigiinde (3.189) direk elde edilir.

Teget bilesen, normal bilesenin bir lineer kati olamayacagindan dolayr P&, =0,

P'&, =0 kosullart saglanmak zorundadir. Bu ise ispati tamamlar.

Tamm 3.6.2.2. M yaklasik C-manifold ve M bu manifoldun global catili CR -alt
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manifoldu olsun. go(DL) dagiliminin T*M igindeki ortogonal dagilim1 ((p(DL))l olmak

TM =¢(D*)o(p(0* )], (D) Lo(D) (3191)

olur. Burada ((p(DL))l invaryant bir alt demet oldugundan boyutu cifttir.

Teorem 3.6.2.1. M yaklasik C -manifold ve M bu manifoldun izometrik immersed alt
manifoldu olsun. M ’nin global ¢atili CR -alt manifoldu olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul P'P=0 olmasidir. Burada P ve P’, ¢@’nin sirasiyla teget ve normal

bilesenleridir.

Ispat. M, M ’nin global ¢atili CR-alt manifoldu olsun. M iizerindeki D ve D*
dagilimlarina karsilik gelen ortogonal izdiisiim operatorleri sirasiyla P, ve P, olmak
tizere (2.26) denkleminden

RP, =FPF =0 (3.192)
oldugu goriiliir. (2.27) ifadesinden VX € [(TM) igin

X=PX+P,X (3.193)
elde edilir. (3.193) her iki tarafina ¢ uygulanip (3.123) esitligi dikkate alinirsa

X =P X+, X =PPRX +PPX+PP,X+PP,X (3.194)

denkleminin saglandig goriiliir. D dagilimi invaryant oldugundan

PP, =0 ve P,P'P, =0 (3.195)
oldugu agiktir. Ote yandan
PP=P=PP, (3.196)
olur. (3.125)’in ikinci kismindan
P'PP, + p'P'P, =0 (3.197)

esitligine ulasilir. Burada P'R, =0 oldugundan (3.197) denklemi

PP=0 (3.198)
denklemine indirgenir. (3.125) ve (3.198) ifadelerinin 1s18inda

p'P'=0 (3.199)

elde edilir.
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Tersine M, M yaklasik C -manifoldun (3.198) denklemini saglayan bir alt manifoldu
olsun. O halde VX e[(TM) ve WV e (T M) icin

(X, )=g(p?x.V)
g(X,epV)=g(gP'X,V)
g(X,PpV)=g(pP'X,V)=0

oldugu agiktir. Boylece
Pp=0 (3.200)
elde edilir. (3.125), (3.126) ve (3.200) denklemleri kullanildiginda
PP+P=0ve p?+p'=0 (3.201)

oldugu goriiliir. Bu ise P ve p’’niin sirasiyla TM ve T*M iizerinde birer f -yapi

oldugunu anlamina gelir. Eger burada P=-P°+ Z n“®& ve
k=1

P=1+P*-> " n*®¢& seqilirse, P, ve P,’nin (2.27) ve (3.192) denklemlerini

k=1

sagladig1 goriiliir. Bu ise P, ve P, ’nin birer ortogonal izdiisiim operatdrleri oldugunu

gosterir. O halde P, ve P, sirasiyla D ve D ortogonal biitiinleyen dagilimlarini
tammlar. P,=—-P*+) n*®& ve P°+P=0 oldugundan PP, =P ve PP, =0 elde
k=1

edilir.  P’nin ters simetrik ve P,’nin de simetrik oldugu dikkate alinirsa
vX,Y eT(TM) igin
9(P,PX,Y)=g(PX,PY)=-g(X,PPY)=0
oldugu sonucuna varilir. Buradan
P,P=0
bulunur. Bu ise
P,PP, =0

oldugu anlamma gelir. P, =-P? +an ®¢&, oldugundan dolayr V1<k<s igin
k=1

P&, =P’&, =0 olur. Boylece (3.198) denkleminden de
PP =0 (3.202)

oldugu aciktir. (2.27), (3.192) ve (3.202) ifadelerinden D ve D* dagilimlarinin
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strastyla invaryant ve anti-invaryant dagilim olduklari goriiliir. Ote yandan P, ve P, nin
tanimlar1 géz oniine alindiginda V1<Kk <s igin
Pdy =& ve P& =0
ifadelerinin saglandig1 gorilir. Bu ise D dagilimmin V1<k<s igin & vektor
alanlarini igerdigini vurgular. Ayrica | birim doniisiim olmak tizere
P=-P*ve P,=1+P?
seklinde segildiginde P, ve P, izdiisiim operatdrlerinin sirasiyla D ve D* ortogonal
dagilimlarin1 meydana getirdigi kolayca goriilebilir. Buradan
PP,=P, PR,P=0, PP, =0 ve PP, =0

elde edilir. Bu ifadeler ise D dagilimmin bir invaryant dagilimi ve D" dagiliminin da
anti-invaryant bir dagilim oldugunu gosterir. Ayrica daha dnceki sonuca benzer olarak

V1<k <s igin
Ré =& ve P =0
oldugu bulunur. Buradan V1<k<s igin & vektdr alanlarinin D' dagilimma ait

oldugu soucuna varilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.6.2.1. M vyaklasik C-manifold ve M bu manifoldun global ¢atili CR -alt

manifoldu olsun. Bu durumda invaryant D dagilimi iizerinde global ¢atili bir metrik f -

yap1 bulundurur. Tersi de dogrudur.

Ispat. Teorem 3.6.2.1. den direk goriiliir.

Teorem 3.6.2.2. M yaklasik C-manifold ve M bu manifoldun global ¢atili CR -alt
manifoldu olsun. Eger M ’nin ikinci temel formu paralel ise, M bir total geodezik alt

manifold olur.

Ispat. M ’nin ikinci temel formu paralel olsun. Bu durumda (2.40) denkleminden

vX,Y,Z eT(TM) igin
vih(Y,Z)-h(v,Y,Z)-h(Y,v,Z)=0
olur. Burada Y = &, segildiginde (3.156) denklemi dikkate aliirsa h(X,Z)=0 bulunur.

Bu ise M ’nin bir total geodezik alt manifold oldugu anlamina gelir. Boylece ispat

tamamlanmais olur.
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Teorem 3.6.2.3. M yaklasik C-manifold ve M bu manifoldun bir alt manifoldu

olsun. Bu durumda M ’nin global ¢atili CR -alt manifold olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul p’ endomorfizmin ((p(Dl))L tizerinde bir f -yap1 yani p’®+ p’ =0 olmasidir.

Ispat. Eger M global ¢atili CR -alt manifold ise Teorem 3.6.2.1.’den p’, ((0(DL))l
tizerinde bir f -yapi olur. Tersine p’ ((p(Dl))L tizerinde bir f -yap1 ise (3.126)’dan
p'P'p=0 olur. WV e[(T*M) igin (3.133) denkleminden

g(ppV. pp'V)=g(gp'V, pp'V)=-g(p"V,Ppp'V)=g(V, pPpp'V)=0
elde edilir. Buradan pp’'=0 oldugu goriiliir. Bu ise Pp =0 olmasina denktir. Ayrica

Teorem 3.6.2.1. g6z Oniline alindiginda M ’nin global ¢atili CR -alt manifold oldugu

sonucuna varilir.

3.7. YAKLASIK C -ALT MANIFOLDLAR

Tamm 3.7.1. M m-boyutlu ¢ sabit kesitsel egriligine sahip genellestirilmis bir S -
uzay-form ve M de M ’nin (2n+s)-boyutlu global catili bir alt manifoldu olsun.
VX € (M) igin @X =PX +P'X yazlabilir. Burada PX ve P'X, ¢X ’in sirasiyla
teget ve normal kisimlaridir. V, M {izerindeki Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere
eger VX,Y ez(M) icin

(VP +(V,P)X +(V,P')Y +(V,P)X =0 (3.203)

kosulu saglaniyorsa M *ye M ’nin yaklasik C -alt manifoldu denir.

Sonug 3.7.1. M S -uzay-form ve M, M ’nin yaklasik bir C -alt manifoldu olsun. Bu
durumda vX,Y € z(M)

A Y + A X +2(p+p)h(X,Y)=0 (3.204)
Ase X+ A& +(p+ POH(X)+H (X)-A, X A& =0 (3.205)

saglanir.
Ispat. (3.203) denkleminde, (3.140) ve (3.141) ifadeleri goz oniine almirsa (3.204)

esitliginin saglandig1r kolayca goriiliir. Benzer sekilde (3.203) denkleminde, (3.142) ve
(3.143) ifadeleri kullanilirsa (3.205) direk elde edilir.

81



Teorem 3.7.1. M S -uzay-form ve M, M ’nin yaklasik bir C -alt manifoldu olsun.

M ’nin total geodezik yaklasik bir C -alt manifold olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
A Y +A,, X =0 (3.206)

Olmasidir.

Ispat. M total geodezik yaklasik bir C -alt manifold olsun. Bu durumda h=0 olup
(3.204)’den sonug agiktir. Tersine (3.206) denklemi saglansin. Bu durumda, (3.204)’den

(p+p)h(X,Y)=0
bulunur. Teget kisim normal kismin lineer bir kat1 olamayacagindan p+ p’ ifadesi sifir

olamaz. Buradan h=0 bulunur. Bu ise M ’nin total geodezik yaklasik bir C -alt

manifold oldugunu verir.

Tamm 3.7.2. M S -uzay-form ve M, M ’nin yaklasik C -alt manifoldu olsun. Eger
M ayni zamanda M ’nin bir slant alt manifoldu ise M ’ye yaklasik slant C -alt

manifold denir. Benzer sekilde M ayn1 zamanda M ’nin global ¢atili CR -alt manifoldu

ise M global ¢atili Cauchy-Riemann yaklasik C -alt manifold olarak adlandirilir.

Teorem 3.7.2. M S -uzay-form ve M, M ’nin yaklasik C -alt manifoldu olsun. Bu
durumda, R ve R sirastyla M ve M ’'nin Riemann egrilik tensorleri olmak iizere
VX,Y,ZW € (M) i¢in

R(X,Y,Z,W)=FR/(X,Y,Z,W)+F,R,(X,Y,Z,W)

+_Sz FR (XY, ZW)+ > G,R,(X.,Y,ZW) (3.207)

i,j=1 I<i<j<s’

b3 Ry (XY,ZW )4+ G(h(Y, 2 (X W) g(0(X, Z Y W)

dir.

Ispat. (2.42) ve (2.78) denklemleri birlikte diisiiniildiigiinde (3.207) direk elde edilir.

Teorem 3.7.3. M S -uzay-form ve M, M ’nin yaklasik slant C -alt manifoldu olsun.
Bu durumda, D™ integrallenebilir olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
PV.Y +p'h(X,Y)=0 (3.208)

olmasidir.
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Ispat. (3.159) ve (3.204) ifadeleri goz 6niinde bulundurularak ispat tamamlanir.

Teorem 3.7.4. M S -uzay-form ve M, M nin yaklasik slant C -alt manifoldu olsun.

Bu durumda, V1<k <s igin D* ®¢&, dagilimi integrallenebilir degildir.
Ispat. (3.204) ifadesi Teorem 3.6.1.4.de kullanilirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.7.5. M S -uzay-form ve M, M ’nin yaklasik slant C -alt manifoldu olsun.

Bu durumda, D dagiliminin integrallenebilir olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
P,(V,PY —P(V,X)-2p'h(X,Y))=0 (3.209)

denkleminin saglanmasidir.

Ispat. (3.204) ifadesi (3.162)’de yerine yazilarak ispat tamamlanir.

3.8. ORNEKLER

Ornek 3.8.1. R (X,....X,, Y1re-r Yo Zys- -, 2, ) Standart koordinatlara sahip (2n+s)-
boyutlu reel vektor uzayi ve M de

M ={X s X0, Vireees Yo 2100 2o JL< K <5 GHN 2, 20, ne N, n>1f

seklinde tamimli (2n+s)-boyutlu bir manifold olsun. Vi=1,...,n ve Vk=1...,s igin

Xi, Y; ve & vektor alanlar

X =20 120 y_ 0 . _0 (3.210)

OX; oz, ' oy, 0z,
bi¢iminde verilsin. Bu vektor alanlarinin lineer bagimsiz olduklart ve M manifoldunu
gerdikleri agikardir. Boylece bu vektor alanlari kiimesi, bir pe M noktasindaki T ;M
tanjant uzayinin bir bazi olarak alinabilir. Bu durumda Vi, j=1,...,n ve Vk,k'=1,...;s
icin X, Y; ve & vektor alanlarinin Lie tlirevleri
lXi ' XJJZO' [Xi,YjJ=0, [Yi,YjJ=O

, O
[Xiigk]:_zi 87

' [Yi’é:k]zo’ [‘fk"‘fk]zo

seklinde oldugu goriiliir. Eger Vk=1...,s icin 7 =dz, seklinde secilirse M

tizerindeki g Riemann metrigi
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n S

g :%Z(— dx? +dyf)+Zdz§

i=1 k=1

biciminde hesaplanir. Ayrica, ¢ M {izerinde (l, 1) tipinde bir tensor alan1 olmak {izere,

~ o) 0

@& =0, ¢£_8xij__6yi (3.211)
0)_0 7z o

(D(ﬁyi]_ ox 2 oz, (3:212)

ifadelerini saglasin. Boylece ((p, fk,nk',g) yapist M iizerinde global ¢atili bir metrik
f -yap1 olur. Bu metrik f -yapi ile birlikte M global ¢atili bir metrik f -manifold olur.

Simdi elde edilen bu manifoldun yaklasik C-manifold olup olmadigi, yani (3.1)

sartinisaglayip saglamadigi arastirilacaktir. i =1,2 olmak tizere «;, 5, y; € R olsun.

Z :alzxi +:Blei +71Zézk (3.213)
i=1 i=1 k=1
ve
W :aZin +ﬂZZYi +y225k (3.214)
i=1 i=1 k=1

vektor alanlar1 g6z oOniline alinsin. Buradan (3.213) ve (3.214) denklemlerine ¢

uygulanirsa sirastyla

. 0 0 > 0
L =2 ——a,— |— — 3.215
2 ;(:& o 1 oy, ) ﬂ1éazk ( )
ve
. 0 0 > 0
=2 ——a,— |- — 3.216
oW g[ﬂz T ayJ ¥ (3.216)
denklemleri elde edilir. V Levi-Civita konneksiyonu olmak {izere
S 3 a
V,W = ZZ(alazzk +a27/lzk)— (3.217)
k=1 oz,
ve
s s o
V2= ZZ(alazzk +a1722k)— (3.218)
k=L 0z,

kovaryant tiirevleri elde edilir. Buradan (3.1) denkleminin

(vz¢)N + (VW @)Z =V, oW _¢(VZW)+VW¢Z _(P(VWZ) (3.219)
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ifadesine denk oldugu goriiliir. Burada (3.211), (3.212) ve (3.215)-(3.218) denklemleri
(3.219)’da yerine yazilirsa (3.1) ifadesinin saglandig: goriiliir. Bu ise M global ¢atili

metrik f -manifoldunun yaklasik C -manifold oldugu anlamma gelir. Ote yandan bu
manifold {izerinde VX,Y € (M) igin bir temel 2-form ®(X,Y)=g(X,¢Y) seklinde
tanimlansi. Buradan bu @ temel 2-formun ve Vk=1...,s icin 5% 1-formlarinin

kapali oldugu yani dis tiirevlerinin d7* =0 ve d®=0 oldugu goriiliir. Ayrica N
Nijenhuis tensor alaninin sifir oldugu elde edilir. Elde edilen tiim bu veriler ise, M

yaklagik C -manifoldunun ayni zamanda bir C -manifold oldugu anlamina gelir.

Ornek 3.8.2. Asagidaki Ornekte, 2014 yilinda Oztiirk ve dig. tarafindan yapilan
calismada insa edilen 6rnege benzer bir metot kullanilmistir.

R (x,y,2,,2,) standart koordinatlara sahip 4 -boyutlu reel vektér uzay: ve M de

M :{(x, y,2,,2,) i=12icin z; #0,ne N, n=1, ves:z}
seklinde tammli (2+2)-boyutlu bir manifold olsun. Vi=1,2 ve vk =12 i¢in X,, Y,
ve &, vektor alanlari,

f(z,2,)=a,cos(z, +2,)—a,sin(z, + z,)

ve
f,(z,,2,)=a,c08(z, + 2,)+ e, sin(z, + 2,)
olmak iizere,
X, = f,(z, zz)§+ f,(z, zz)%
X, =—f2(zl,zz)%+ fl(zl,zz)%
Xy =& :ai;l, X, =& :a—i

bigiminde tanimlansin. Burada, «;,a, € R dir. Bu vektdr alanlarinin lineer bagimsiz
olduklar1 ve M manifoldunu gerdikleri asikardir. Boylece bu vektor alanlar1 kiimesi,

bir peM noktasindaki T /M tanjant uzaymin bir bazi olarak alinabilir. M iizerindeki

g Riemann metrigi Vi, j =1,2,3,4 igin

g(Xi,Xj)={1' -

0, i#]
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seklinde olmak tizere

1
7 (dx ® dx + dy ® dy)+dz, ® dz, + dz, ®dz,

g =
tensorel carpimi ile verilsin. VX e ;((M) icin n* ve n® 1-formlann sirasiyla
7'(X)=g(X,&) ve n*(X)=9(X,&,) seklinde olsun. M fiizerinde (1,1) tipindeki ¢
tensor alani

(p(Xl):XZ, ¢(X2)=_X1’ 05 =0, ¢&,=0

kosullarin1 saglasin. Buradan, g metriginin ve ¢ tensdr alaninin lineerlik 6zelligi

kullanilarak VXY e ;((M) i¢in
9°X ==X 1" (X)5 +7° (X ),
g(eX, 0¥ )= g(X,Y )7 (X )y (¥ )= (X (¥ )
n'&)=1 n*(&)=1
seklinde olduklar1 hesaplanir. Buradan (2+2) -boyutlu M manifoldunun global ¢atili
metrik f -manifold oldugunu gésterir. Simdi Ornek 3.8.1.2dekine benzer olarak,
i=1,2,3,4 icin a, ve b, ler birer say1 olmak iizere VZ,W € ;((M) vektor alanlari
Z=a X +a,X,+a;¢ +a,&,
ve
W =b X, +b,X, +b,& +b,&,
seklinde segilsin. Buradan gerekli hesaplamalar yapilirsa
(VoW +(Vy)Z =0
oldugu kolayca elde edilir. Bu ise M ’nin yaklasik C -manifold oldugunu anlamina
gelir. Ote yandan M iizerindeki d)(X,Y)= g(X,(pY) seklinde tanimli @ temel 2-

formu igin CD(Xl, X2)= —1 olup diger terimler i¢in sifir olur. Bu yiizden @ nin sifirdan

farkli temel bilesenleri

o o od)_ 1 1
x'oy) (f2+f7) (a2 +a2)
Seklinde hesaplanir. Buradan

O =- 21 SyAdX A dy
ial+a2i

oldugu goriiliir. Simdi, ® 'nin dis tiirevi hesaplanirsa
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dd =0
sonucuna ulasilir. ' =dz, ve ° =dz, oldugundan d7' =0 ve dn* =0 elde edilir. V
g Riemann metrigine gore Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere, baz vektorlerinin

Lie tiirevleri
Xual=Xugl=-X., [X.a]=[X.5]=
[X..X,]=0. [4.£,]=0
seklinde olduklar1 elde edilir. Diger taraftan, ¢ 2nin Nijenhuis tensoriiniin sifira esit

oldugu goriiliir. Béylece M ayni zamanda bir C -manifold olur.
Bu iki 6rnek g6z Oniine alinirsa asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 3.8.1. Yaklasik bir C-manifold normal ise yani Nijenhuis tensor alani sifir

oluyorsa bir C -manifold olur.

Ornek 3.83. R (X,....X,, Yy, Y, 2y,-.., 2, ) Standart koordinatlara sahip (2n+s)-
boyutlu reel vektor uzayi ve M de

M ={(Xy,- o X0, Yareoos Yo Z3r-- s 2 LK < 81iGHN 2, 20, n e N, n>1]

seklinde tanimli (2n+s)-boyutlu bir manifold olsun. Vi=1,...,n ve Vk=1...,s igin

Xi, Y; ve & vektor alanlar

0 0 0 0
X ==2 1)— Y. =2z +1)—
i (Z + )6X +e 62 ’ i (ZI + )a ’ é:k aZk

i
seklinde tanimlansin. Bu vektor alanlarimin lineer bagimsiz olduklart ve M

manifoldunu gerdikleri agiktir. Boylece bu vektor alanlari kiimesi, bir peM

noktasindaki T /M  tanjant uzaymin bir bazi olarak alinabilir. Bu durumda

Vi, j=1...,n ve VK,k'=1...,s icin X,, Y, ve & vektor alanlarinin Lie tiirevleri

[X,.Y,]=e* (22, +3)-=—, [v,.y,]=0

5‘Y.

X, X, |=-e*(2z, +3)ai;j+e (22i+3)8i;i

X6]= (2 +3) et 2 Mdl=(a D)2 (8]

seklinde oldugu goriilir. Eger Vk=1,...,s icin 7*=dz, seklinde segilirse M
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tizerindeki g Riemann metrigi

e

biciminde hesaplanir. Ayrica, ¢ M {izerinde (1, 1) tipinde bir tensor alan1 olmak iizere,

0 0
P =0 (p(a—Ja

o|_9o e o
i oy, ) ox 2z, +1) ez,

ifadelerini sagladig1 goriiliir. Boylece (qo,fk,nk',g) yapist M iizerinde global catili

z+1

+—d dz;
| 7 +1 y|J+Z k

i k=1

metrik f -yap1 olur. Bu metrik f -yap1 ile birlikte M global c¢atili bir metrik f -

manifold olur. Simdi Z ve W vektdr alanlar1 Ornek 3.8.1.’dekine benzer olarak

Z=051_Z:1“xi MZZ:;‘Yi +a3k2:l:§k

ve
W :ﬂlixi +ﬂziYi +ﬂ3i§k

seklinde secilip benzer hesaplamalar yapilirsa

(VZ(P)N+(VW¢) Z(I_l(l"'e 1(0‘3"'“1 )ﬂz (ﬂ3+ﬂl )a ]j

k=1
oldugu goriliir. Bu ise, tanimlanan manifoldun yaklasik C -manifold olmadigini
gosterir. Ote yandan bu manifold iizerinde VX,Y e ;((M) icin bir temel 2-form
®(X,Y)=9g(X,pY) seklinde tammlansn. Buradan bu @ temel 2-formun ve
vk =1,...,s icin n* 1-formlarmin kapali oldugu yani dis tiirevlerinin dz* =0 ve

d® =0 oldugu goriiliir. Ayrica N Nijenhuis tensér alaninin sifirdan farkli oldugu elde

edilir. Elde edilen tiim bu veriler ise, M global catili metrik f -manifoldunun hemen

hemen C -manifold oldugu anlamina gelir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda, manifold teoride 6nemli olan bazi kavramlar birlikte diistiniilerek

global c¢atili f -manifoldlarin yeni bir smifi olan yaklastk C -manifoldlar

tanimlanmistir. Bu yeni manifold sinifinin Riemann egrilik 6zellikleri incelenmistir. Bu
manifold {lizerinde farkli egrilik tensorleri géz oniline alinarak daha genel sonuglar elde
edilebilir. Bu manifoldun tanimina benzer olarak global ¢atili manifoldlarin yeni
siiflar1 tanimlanabilir. Yapilan bu siiflandirmadaki manifoldlarin iizerinde tanimli
olan yapilar gz Oniine alinarak manifoldun karakteri belirlenebilir. Ayrica tanimlanan
bu yapilar D -konformal doniisiimlere tabi tutulup bu doéniistimler altinda invaryant
kalip kalmadigi incelenebilir. Elde edilen verilere gore farkli ¢ikarimlar yapilabilir.
Tanimlanacak global catili yaklasik manifoldlarin uzay formlar1 elde edilip literatiirde
var olan bazi kavramlarin, esitsizliklerin vb. daha genel versiyonlarina ulasilabilir. Bu
yeni manifoldlar {izerinde Ricci soliton kavramlari ele alinip elde edilen sonuglar fizik
icin biiylik Oneme sahip olan Einstein alan denklemlerine uygulanarak yeni
yorumlamalara gidilebilir. Bu c¢alismadakine benzer olarak tamimlanacak olan
manifoldlar, uzay formlarin birer alt manifoldu olarak diisiiniiliirek Chen tarafindan
tanimlanan Riemann ¢ -degismezler tizerinde daha farkli ve daha genel veriler elde
edilip yeni yorumlamalara yer verilebilir. Ifade edilen agik problemlere bakildiginda bu
tez caligmasinin literatiire onemli bir katki yapacagi goriilmektedir. Ciinkii genellestirme
ve siniflandirma daha 6nce de ifade edildigi lizere her bilim dali i¢in biiylik 6nem arz
etmektedir. Yaklasik C-manifoldlarin sagladigi 6zelliklerin uygulanan D -konformal
dontigiimler altinda degismez kalmasi1 yapmnin kararligini gostermistir. Bu manifold

sinifinin varlig1 verilen 6rneklerle desteklenmistir.
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