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ÖZET 

GLOBAL ÇATILI HEMEN HEMEN f KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLAR 

Mustafa YILDIRIM 

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 

Doktora Tezi 

Danışman: Prof. Dr. Nesip AKTAN 

Mart 2016, 72 sayfa 

Bu çalışma, çatılı manifoldların yeni bir sınıfı olan global çatılı hemen hemen f

kosimplektik manifoldları tanımlamayı amaçlamıştır. f ve s ’nin bazı özel durumları için, 

(hemen hemen) f kosimplektik, (hemen hemen) C-manifoldlar ve (hemen hemen) 

Kenmotsu f  manifoldlar elde edilmiştir. Ayrıca, bazı tensor koşulları çalışılmıştır. 

Yapılan çalışma global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifoldlara iki genel 

örnek verilerek sonuçlandırılmıştır. 

 

Anahtar sözcükler: Hemen hemen Kenmotsu f manifold, hemen hemen f

kosimplektik manifold, hemen hemen C-Manifold, çatılı manifoldlar 
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ABSTRACT 

GLOBALLY FRAMED ALMOST f COSYMPLECTIC MANIFOLDS 

Mustafa Yıldırım 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Nesip Aktan 

March 2016, 72 pages 

The purpose of this thesis is to study a new class of framed manifolds. Such manifolds 

are called globally framed almost f cosymplectic manifolds. For some special cases of 

f and s, one obtains (almost) f cosymplectic, (almost) C-manifolds, and (almost) 

Kenmotsu f manifolds. Moreover, several tensor conditions are studied. We conclude 

our results with two general examples on globally framed almost f cosymplectic 

manifolds. 

Keywords: (Almost) Kenmotsu f manifolds, (Almost) f Cosymplectic manifolds, 

Almost C-Manifolds, framed manifolds 
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EXTENDED ABSTRACT 

GLOBALLY FRAMED ALMOST f COSYMPLECTIC MANIFOLDS 

Mustafa YILDIRIM 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Nesip Aktan 

March 2016, 72 pages 

 

1. INTRODUCTION: 

In the manifold theory, almost contact manifolds are so important. A differentiable  C  

 12 n -dimensional manifold M  is called an almost contact manifold if the structural 

group of its tangent boundle is reducible to   .1nU  Firstly, in 1959, Gray defined almost 

contact structure on odd dimensional manifold. According to this definition,  12 n -

dimensional almost contact structure is constructed by   ,, -triple such that   is type 

of  1,1  tensor field,   is a vector field and   is a 1-form and this triple satisfies the 

following properties: 

  I2 ,   1 , 

where I  denotes the identity map. In 1960, Sasaki, defining a smooth metric on   ,,  

almost contact structure, which is satisfies the following properties,  

       ,,, YXYXgYXg    

    ,XgX   

exactly defined almost contact metric structure. In 1961, Sasaki and Hatakeyama prove 

the normality condition, for almost contact manifolds, which J  comlex structure 

IJ 2  is integrable.  
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In 1972, Kenmotsu defined a new class of almost contact metric manifolds. He studied 

the scalar curvature tensor, the Ricci curvature tensor and some basic properties about 

this new class manifold. Later, this new maifold was called Kenmotsu manifold. 

In 1963, Yano defined f structure which is a generalization of almost contact structures 

and almost complex structures. 

In 1971, Goldberg and Yano defined that global framed structures are f -structures and 

global framed manifolds are f manifolds. 

In 2006, Falcitelli and Pastore defined  sn2 -dimensional almost Kenmotsu f -

manifolds. In 2009, Hakan Öztürk defined almost  -cosymplectic f manifolds in Ph.D 

thesis.  

In 2014, Aktan, Yıldırım and Murathan defined almost f cosymplectic manifolds and 

several tensor conditions. 

In this thesis, we have studied a new class of framed manifolds. Such manifolds are called 

globally framed almost f cosymplectic manifolds. For some special cases of f f and s

, one obtains (almost) f cosymplectic, (almost) C-manifolds, and (almost) Kenmotsu 

f manifolds. Moreover, several tensor conditions are studied. We conclude our results 

with two general examples on globally framed almost f cosymplectic manifolds. 

2. MATERIAL AND METHODS: 

We give some basic concept of manifolds. This chapter includes six parts. In first part of 

this chapter we introduce some fundamental concept of manifold theory. First part 

includes two subsection. In the first subsection, we give Riemannian manifolds and some 

basic properties. In the second subsection, we introduce some fundamental concept of 

almost contact metric manifolds. In the second and third part, we give some basic 

properties of framed manifolds. In the fifth part and last part we give some basic 

properties and almost Kenmotsu f manifolds and almost f cosymplectic manifolds. 
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3. RESULTS AND DISCUSSIONS: 

We recall definition globally framed almost f cosymplectic manifolds and we obtain 

some curvature properties. In first part of this chapter, we introduce globally framed 

almost f cosypmlectic manifolds. In the second part, we get some basic properties of 

specific tensor fields. In third part, we give Riemannian properties and we obtain some 

equalities related with Riemannian tensor properties. In the fourt part we give ricci 

solitons. In the five part we definition globally framed f-cosymplectic ),,(  spaces 

and some curvature properties. 

4. CONCLUSION AND OUTLOOK: 

In this study, we have a globally framed and some curvature properties also we have 

study globally framed almost f-cosymplectic ),,(  spaces. A general classification 

problem for globally framed almost f cosymplectic ),,(  spaces made as a result 

of this study is still open. Also, under special tensor condition such as Ricci symetric, 

Ricci semi-symetric, Pseudo symetric and Pseudo semi-symetric, one can obtain 

interesting results for ),,(  spaces.  
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1. GİRİŞ 

Manifold teorisinde hemen hemen değme manifoldlar çok önemli bir yere sahiptir. 

 2 1n -boyutlu bir C sınıfından diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant 

demetlerinin grup yapısı   1U n   tipine indirgenebiliyorsa M ’ye hemen hemen değme 

manifold denir. İlk olarak, 1959 yılında J.Gray tek boyutlu manifoldlar üzerinde yaptığı 

çalışmada   1U n   yapısal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen değme yapıları 

tanımlamıştır. Buna göre,  2 1n -boyutlu bir hemen hemen değme yapısı 

2 ( ) ,   ( ) 1X X X         

denklemlerini sağlayan  1,1 -tipli bir tensör alanı  , bir vektör alanı   ve bir 1 form 

olan   ile oluşturulan  , ,    üçlüsüyle ifade edilir. Daha sonra 1960 yılında Sasaki 

 , ,    hemen hemen değme yapısı üzerinde 

( , ) ( , ) ( ) ( )g X Y g X Y X Y      

( ) ( , )X g X   

eşitlikleriyle verilen uygun bir g metriği tanımlayarak hemen hemen değme metrik 

yapıyı tam olarak ifade etmiştir. 1961 yılında Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen 

değme manifoldlar için normallik şartının J kompleks yapısının 2J I   

integrallenebilmesi olduğunu ispatlamışlardır. 

1972 yılında Kenmotsu hemen hemen değme metrik manifoldların yeni bir sınıfını 

tanımlamıştır. Eğrilik tensörü ve ricci eğrilik tensörü başta olmak üzere manifoldla ilgili 

bazı temel kavramlar üzerinde çalışmıştır. Tanımlanan bu manifold daha sonra Kenmotsu 

manifold olarak isimlendirilmiştir.  
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1963 de Yano, hemen hemen kompleks ve hemen hemen değme yapıların bir genellemesi 

olan f -yapıyı tanımladı.1971 de Golberg ve Yano, global çatılandırılan yapıların f -

yapı, global çatılandırılan manifoldların f -manifold olduğunu tanımladılar. 

2006 yılında Falcitelli ve Pastore almost Kenmotsu manifoldları (2n+s) boyuta taşıyıp 

hemen hemen Kenmotsu f -manifoldları tanımlamışlardır. 2009 tarihinde Hakan Öztürk 

doktora tezinde hemen hemen  -kosimplektik f -manifoldları tanımlamıştır.  

2014 yılında Nesip Aktan, Mustafa Yıldırım ve Cengizhan Murathan hemen hemen 

kosimplektik manifoldları genelleştirerek hemen hemen f kosimplektik manifoldları 

tanımlamışlardır. Bu çalışmada ise hemen hemen f kosimplektik manifoldlar ve çatılı 

manifoldlar genelleştirilerek global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifoldlar 

tanımlanmıştır. 

İkinci bölümde, manifoldlar ile ilgili temel kavramlar tanıtılacaktır. Bu bölümün ilk 

kısmında, manifold teorisi ile ilgili temel kavramlar verilmiştir. İlk kısım iki alt kısımdan 

oluşmaktadır. Birinci alt kısımda, Riemann manifoldlar ve bazı temel özellikleri 

tanıtılmıştır. İkinci alt kısımda, hemen hemen değme metrik manifoldlar ile ilgili temel 

kavramlar verilmiştir. İkinci kısımda, hemen hemen Kenmotsu manifoldlar ve hemen 

hemen f-kosimplektik manifoldlar hakkında temel kavramlar tanıtılmıştır. 

Üçüncü bölümde, global çatılı hemen hemen f-kosimplektik manifoldların tanımı 

verilerek bazı tensör şartları çalışılmıştır. Devamında global çatılı hemen hemen f

kosimplektik ),,(  uzaylar ve bunlarla ilgili bazı sonuçlara yer verilmiştir. 

Dördüncü bölümde ise global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifoldlarla ilgili 

bazı açık uçlu problemlere yer verilmiştir. 

Bu çalışmamızda global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifoldlar ve global 

çatılı hemen hemen f kosimplektik ),,(  uzaylar göz önüne alınıp bazı eğrilik 

özellikleri elde edilmiştir. 
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2.  MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde, diğer bölümlerde çalışmamız için gerekli olan manifoldlar ile ilgili temel 

kavramlar verilmiştir. 

2.1.  RİEMANN MANİFOLDLAR 

Bu kısımda, Riemann manifoldların temel kavramlar tanıtılacaktır. 

Tanım 2.1.1. M , n -boyutlu bir C  manifold olsun. M üzerinde vektör alanlarının 

uzayı  M  ve reel değerli C  fonksiyonlarının halkası   ,MC  olmak üzere, 

       ,: MCMMg   

simetrik, 2 -lineer ve pozitif tanımlı bir g  dönüşümüne M  üzerinde bir Riemann metrik 

tensörü ve  gM ,  ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir (O'neill 

1983). M manifoldunun herhangi iki p  ve q  noktası için M üzerinde bu noktalar 

birleştiren bir eğri bulunabiliyorsa, M ’ye bağlantılı manifold adı verilir (O'neill 1983). 

Tanım 2.1.2. M bir C  manifold olsun. M üzerinde vektör alanlarının uzayı  M  

olmak üzere, 

     

    YYXYX

MMM

X



,,

: 
 

dönüşümü,    ,, MCgf  ve  MYX  , için, 

 1      ZYZY XXX  , 

 2      ZgZfZ YXgYfX  
, 

 3        YfYfXfY XX   

özellikleri sağlanıyorsa  ’ya M üzerinde bir afin konneksiyon denir (O'neill 1983). 
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Tanım 2.1.3.  gM , , n -boyutlu bir Riemann manifoldu ve    da M üzerinde bir afin 

konneksiyon olsun. O zaman,   dönüşümü;  MYX  ,  için, 

 1   YXXY YX ,  (Konneksiyonun sıfır torsiyon özeliği), 

 2       ZYgZYgZYXg XX  ,,,  (Konneksiyonun metrikle bağdaşma özeliği), 

şartlarını sağlıyorsa   ‘ya M  üzerinde sıfır torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya 

M  nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O'neill 1983). 

Tanım 2.1.4.  gM ,  bir Riemann manifoldu ve   ‘da M  üzerinde bir Levi-Civita 

konneksiyonu olsun. O zaman  

       
      )1.2(,,,

:

, ZZZZYXRZYX

MMMMR

YXXYYX 

 
 

ile tanımlanan  3.1 -tipli tensör alanı R  ‘ye M ’nin Riemann eğrilik tensörü denir. 

Ayrıca,  MWZYX  ,,, olmak üzere, R Riemann eğrilik tensörü, 

 1  ZXYRZYXR ),(),(  , 

 2     ZWYXRgWZYXRg ,),(,),(  , 

 3  0),(),(),(  YXZRXZYRZYXR , 

 4     YXWZRgWZYXRg ,),(,),(   

özelliklerini sağlar (O'neill 1983). 

Önerme 2.1.1.  gM ,  bir Riemann manifoldu,   da M üzerinde bir Levi-Civita 

konneksiyonu ve  ,  1,1 -tipli bir tensör alanı olsun. O zaman, 

     YYY XXX    

dır (O'neill 1983). 
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Önerme 2.1.2.  gM ,  bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensör alan olmak 

üzere, her ZYX ,,  vektör alanları için, 

     ZFYgZYFg XX  ,,  

eşitliği geçerlidir (O'neill 1983). 

Önerme 2.1.3.  gM ,  bir Riemann manifoldu olsun. G  ters simetrik bir tensör alanı 

olmak üzere, her ZYX ,,  vektör alanları için, 

     ZGYgZYGg XX  ,,  

dır (O'neill 1983). 

Tanım 2.1.5.  gM ,  bir Riemann manifoldu olsun. MTp
 tanjant uzayının iki boyutlu alt 

uzay   ve WV ,  vektörleri üzerine kurulan paralel kenarın alanı, 

       0,,,
2
 WVgWWgVVg  

olsun. O zaman, 

 
  

      2,,,

,,
,

WVgWWgVVg

VWWVRg
WVK


  

eşitliğine  ’nin kesit eğriliği denir ve  K  ile gösterilir (O'neill 1983). 

Tanım 2.1.6.   gM ,   bir Riemann manifoldu ve  nee ,...,1  lokal ortonormal vektör 

alanları olmak üzere, 

                                        

   

      






n

i

ii eYXeRgYXSYX

MMS

1

,,,,

: 

                 (2.2) 

şeklinde tanımlı  2,0 -tipindeki S  tensör alanına  M  üzerinde Ricci eğrilik tensörü 

denir. Ayrca,  2,0 -tipli Q  Ricci operatörü, 

   YQXgYXS ,,   
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eşitliği ile tanımlıdır (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.1.7.   gM ,   bir Riemann manifoldu ve  nee ,...,1  lokal ortonormal vektör 

alanları olmak üzere, 

 



n

i

ii eeSr
1

,  

değerine M ’nin skaler eğriliği denir (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.1.9.   gM ,   bir Riemann manifoldu ve  M  üzerinde bir pozitif fonksiyon 

olsun. Bu durumda, gg 2 eşitliği M  üzerinde metrik değişimini tanımlar. Burada 

her bir noktadaki iki vektör arasındaki açı değişmezdir. Bu nedenle, bu şekilde 

tanımlanan metrik değişimine metriğin bir konformal değişimi denir. Eğer   fonksiyonu 

sabit ise konformal dönüşüm homotetik olarak adlandırılır. Eğer   fonksiyonu özdeş 

olarak 1 'e eşit ise bu dönüşüm bir izometri olarak adlandırılır. 

Ayrıca, eğer bir g  Riemann metriği lokal düzlemsel olan bir g  Riemann metriği ile 

konformal olarak ilişkili ise o zaman, M , Riemann manifolduna konformal düzlemsel 

denir (Yano ve Kon 1984). 

Teorem 2.1.1.   gM ,   bir Riemann manifoldu olsun. M ’nin konformal düzlemsel 

olması için gerekli ve yeterli koşul 3n  için 0C  ve 3n  için 0C  olmasıdır (Yano 

ve Kon 1984). 

Teorem 2.1.2.   gM ,   bir sabit   eğriliğine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun. 

Bu durumda, M üzerindeki herhangi ZYX ,,  vektör alanlar için, 

      YZXgXZYgZYXR ,,,   

dır. (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.1.11.   sabit eğrilikli, tam ve bağlantılı manifoldlara uzay form denir. n - 

boyutlu bir  M  uzay formu  M  ile gösterilir (Yano ve Kon 1984). 

Sonuç 2.1.1.   gM ,   bir sabit   eğrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, 2n için, 
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 

 

   

   





















uzayhiperbolikrHMise
r

küresirSMise
r

uzayıEuclidEMise

M

n

n

n









2

2

1

1

0

 

dır  (O'neill 1983). 

Tanım 2.1.12. M   bir C  manifold olmak üzere, 

   ppt

MMI

t







,

:
 

dönüşümü 

 1  It  ve MP  için,  PP tt  :  diffeomorfizm, 

 2  Ist  ,  ve MP   için,     PP stst    

şartlarını sağlıyorsa  ’ye M ’nin diferensiyellenebilir bir 1 -parametreli grubu denir 

(Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.1.13. M bir  C  manifold ve M üzerindeki bir vektör alanı X  olmak üzere, 

X ile gerilmiş lokal dönüşümlü bir 1-parametreli grup t  olsun. O zaman, K  bir tensör 

alanı ve Mp  için, 

    
ptp

ot
pX KK

t
KL 



1
lim  

şeklinde tanımlanan  KLX  dönüşümüne  X  yönünde  K ’nın Lie türevi denir ve KLX  

ile gösterilir (Yano ve Kon 1984). 

Önerme 2.1.4.  M bir  C  manifold ve M  üzerindeki bir  X  vektör alanı yönündeki 

Lie türevi için, 

   1         ZLYZYLZYL XXX     ( ZY ,   keyfi tensör alanları), 

  2      fXfLX    ( Kf ,  cismi üzerinde bir fonksiyon), 
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 3      VXVLX ,    MV  , 

özellikleri geçerlidir (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.1.14.  gM ,   bir Riemann manifoldu olsun. Her X  vektör alanı için, 0gLX  

ise X  vektör alanına bir Killing vektör alanı denir (Yano ve Kon 1984). 

2.2.  HEMEN HEMEN DEĞME MANİFOLDLAR 

Bu kısımda, hemen hemen değme manifoldları ile ilgili temel kavramlar verilmiştir. 

Tanım 2.2.1. M ,  12 n -boyutlu bir manifold,  ,,  da M  üzerinde, sırasıyla,    1,1

-tipinde bir tensör alanı, bir vektör alan ve  1  -form olsunlar. Eğer  ,,  için, M

üzerinde herhangi bir vektör alanı X  olmak üzer 

                                                 

 

 



XXX 



2

1

                    (2.3) 

eşitlikleri sağlanıyorsa o zaman,   ,,  üçlüsüne M  üzerinde bir hemen hemen değme 

yapı ve bu yapı ile birlikte M ’ye bir hemen hemen değme manifold denir (Yano ve Kon 

1984). 

Tanım 2.2.2.  12 n -boyutlu M  manifoldu   ,,  hemen hemen değme yapısı ile 

verilsin. M üzerinde bir g  Riemann metriği, 

   

       YXYXgYXg

XgX









,,

)4.2(

,

                                                                                  

şartlarını sağlıyorsa g  metriğine  M  üzerinde hemen hemen değme metrik,  g,,,    

yapısına hemen hemen değme metrik yapı ve  g,,,   yapısı ile  M ’ye de hemen 

hemen değme metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984). 
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Sonuç 2.2.1. M ,  g,,,   hemen hemen değme metrik yapsı ile verilsin. Bu durumda, 

                                  YXgYXg  ,,                                                                        (2.5)                                                                                                            

dır (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.3.  M   üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı  g,,,   olmak 

üzere, 

                                                 YXgYX ,,                                                        (2.6)                                                        

şeklinde tanımlı   dönüşümüne hemen hemen değme metrik yapısının temel 2 -formu 

denir (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.4.   gM ,,,  ,  12 n -boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold 

olsun. Eğer   kapalı  yani 0d  ve  dd 2  ise  gM ,,,  ’ye bir hemen 

hemen Kenmotsu manifold denir (1972 Kenmotsu).  

Teorem 2.2.1.  gM ,,,  ,  12 n -boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold 

olsun. M ’nin bir hemen hemen Kenmotsu manifold olması için gerekli ve yeterli koşul  

      hXXYYhXXgYX   ,  

olmasıdır  (1972 Kenmotsu).  

Teorem 2.2.2.  gM ,,,  ,  12 n -boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu manifold 

olsun. O halde  

hXXX   2  

dır (1972 Kenmotsu). 

Tanım 2.2.5.  gM ,  n -boyutlu bir Riemann manifoldu ve nxx ,...,1  M ’nin lokal 

koordinatları olsun.  ndxdxdxgw  ...21  ve   0xg   ise w  ye M   üzerindeki 

bir hacim form denir. Burada  idx , M üzerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve g  M  

üzerinde metrik tensörün determinantıdır (Spivak 1965). 
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Tanım 2.2.6.  gM ,  n -boyutlu  bir Riemann manifoldu olsun. M üzerinde bir hacim 

form mevcut ise M ’ye yönlendirilebilirdir denir (Gallot, Hulin, Lafontaine 2004). 

Sonuç 2.2.2.   temel 2 -formu ters simetrik ve Tanım 2.2.3. yardımıyla 0 n  dır. 

Böylece Tanım 2.2.5. gereğince  gM ,,,,    hemen hemen değme metrik manifoldu 

yönlendirilebilirdir (Chinea, Gonzalez 1990). 

Tanım 2.2.7. M , n -boyutlu bir C  manifold olsun. Eğer w  1 -form ise, keyfi YX ,  

vektör alanları için, 

          YXwXwYYwXYXdw ,,2   

dır. Eğer w , 2  -form ise, 

          

        YXZwXZYwZYXw

YXwZXZwYZYwXZYXdw

,,,,,,

,,,,,3





 

dır (Yano ve Kon 1984). 

Önerme 2.2.1.  gM ,,,,  ,  12 n -boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold 

ve   bir Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi ZYX ,,  vektör alanları için, 

 i       ZYgZY XX  ,, , 

  ii              ZYYZZYZY XXXX   ,, , 

 iii        YYgY XXX  ,,  , 

 iv       XYYXd YX  ,2 , 

  v      ZYZYXd X
ZYX

,,,3
,,

  

eşitlikleri geçerlidir. Burada 
ZYX ,,

  , ZYX ,,  vektör alanları üzerinden alınan devirli 

toplam göstermektedir. 
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Ayrıca,   ,, ii XX  ni ,...,2,1  olmak üzere, M ’nin açık bir alt cümlesi üzerinde 

tanımlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman,   operatörü 

    



n

i

iXiX XXn
ii

1

 
 

şeklinde elde edilir (Gonzalez 1990). 

Tanım 2.2.8. M , n -boyutlu bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eğer M ’nin 

her p  noktası için IJ 2  olacak şekilde MTp
 tanjant uzayının bir J  endomorfizması 

mevcut ise, o zaman M üzerindeki J  tensör alanına bir hemen hemen kompleks yapı adı 

verilir. Bir J  hemen hemen kompleks yapısı ile verilen manifolda bir hemen hemen 

kompleks manifold denir (Yano ve Kon 1984). 

M üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı  g,,,   ile verilsin. O zaman, 

M   üzerinde herhangi bir vektör alanı 










dt

d
fX ,  

şeklinde tanımlanır. Burada X , M manifolduna teğet bir vektör alan; t ,   nin bir 

koordinatı ve f , M  üzerinde bir C  fonksiyondur. 

M üzerinde  g,,,   bir hemen hemen değme metrik yapı olsun. Böylece M  

üzerindeki bir hemen hemen kompleks yapı 

  

















dt

d
XfX

dt

d
fXJ  ,,  

biçiminde tanımlanır. Kolayca IJ 2  elde edilir (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.9. M , n -boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere, M üzerinde 

 1,1 -tipli bir tensör alanı   olsun.  MYX  ,  için, 

         YXYXYXYXYXN  ,,,,, 2   
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şeklinde tanımlı 
N  tensör alana   tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü denir 

(Yano ve Kon 1984). 

J , M  üzerinde bir hemen hemen kompleks yapı olsun. Tanım 2.2.8  yardımıyla M  

üzerinde J  tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü 

         

       JYXJYJXJJYJXYX

JYXJYJXJJYJXYXJYXN J

,,,,

,,,,, 2





 

şeklindedir (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.10.  JM ,  n2 -boyutlu hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, 

0JN  ise J  dönüşümüne integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.11. M , n2 -boyutlu bir manifold olmak üzere, eğer M  üzerindeki bir J  

hemen hemen kompleks yapısı integrallenebilir ise   ,,  hemen hemen değme 

yapısına normaldir denir (Yano ve Kon 1984). 

Önerme 2.2.2.  12 n -boyutlu M , üzerinde   ,,  hemen hemen değme yapısının 

normal olması için gerek ve yeter koşul 

02   dN  

eşitliğinin sağlamasıdır. Burada  
N ,   tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon 

tensörüdür (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.12.  JM ,  n2 -boyutlu bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M

üzerinde   MYX  ,  için, 

   YXgJYJXg ,,   

şeklinde verilen g  Riemann metriğine Hermit metriği denir. Hermit metriği ile verilen 

bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir. Hermit 

metriği ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair 2002). 
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Tanım 2.2.13.  gJM ,,  n2 -boyutlu bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her  

YX ,  vektör alanları için, 

   JYXgYX ,,   

eşitliği ile tanımlanan   2 -formuna hemen hemen Hermit yapısının temel  2 -formu 

denir. Eğer 0d  ise  gJ ,  yapısına hemen hemen Kaehler yapı denir. Bu yapı ile elde 

edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yapı ile verilen 

kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir Kaehler 

manifold olması için gerekli ve yeterli koşul 0J  eşitliğinin sağlamasıdır (Blair 

2002). 

Örnek 2.2.1. 4E  Kaehler manifoldunun 3 -boyutlu bir reel hiperküresi 3S  olsun. 4E  de  

3S  bir birim normali C  olmak üzere 4E  ün hemen hemen kompleks tensör alanı J  

4 4:J E E  

JC    

biçiminde tanımlansın. O zaman  , 3S  üzerinde bir birim vektör alanı olur. Yani 

 3S   dir. 3S ’e teğet her bir X  vektör alanı için ( ) ( , )X g X   olmak üzere   

1 formu iyi tanımlıdır. Üstelik ( ) 1    dir. Diğer yandan, 

( )JX X X C    

eşitliği ile    lineer dönüşümü tanımlansın. Buna göre 3

1 2 3 4 ( , , , )p p p p p S    için; 

2

2

0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 1 0 0

I
J

I

 
          
 
 

 

yapısı yardımı ile; 

1 2 3 4 3 4,  1 2( ( )) ( , , , ) ( , , )J C p J p p p p p p p p        
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elde edilir. Burada; 

3

4

1

2

p

p

p

p



 
 
 
 
 
 

 

dir.  

Şimdi ( , )g X    için; 

1 3 3

2 4 4

3 1 1

4 2 2

( , ) ,

x p p

x p p
g X

x p p

x p p

 

     
     
      
      
     

      

 

olduğundan, 

3

4

1 3 2 4 3 1 4 2

1

2

( , ) ( )

p

p
g X x p x p x p x p

p

p

 

 
 
    
 
 
 

 

elde edilir. Böylece; 

1 3 2 4 3 1 4 2( )x p x p x p x p      

olmak üzere; 

( , )g X    

eşitliği elde edilir. Ayrıca, 

( ) ( ) ( )X J X X C       

( ) ( ( ) ) ( ( ) )X J JX X C JX X C C         
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3 1

4 2

1 3

2 4

( ) ( ( ) , )

x p

x p
J g JX X C C

x p

x p

  

   
   

      
   
   
   

 

1 3 3 1 3 1

2 4 4 2 4 2
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4 2 2 4 2 4

,

x p x p p p

x p x p p p

x p x p p p

x p x p p p

 
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 

          
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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p x p p x p p x p p x p p px
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    

  
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 

        
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 
 
 
 
 

     

 

dir. O zaman 

1 3

2 4

3 1

4 2

( )

x p

x p
X

x p

x p

  

   
   
     
   
   

   

 

olduğundan 

2 ( )X X X      

elde edilir. Bununla birlikte, 

( )J C      

olduğundan, 

3 1 1 1

4 2 2 2

1 3 3 3

2 4 4 4

0 0 1 0

0 0 0 1
0

1 0 0 0

0 1 0 0

p p p p

p p p p

p p p p

p p p p



         
        


            
         
        
         

 

bulunur. Böylece; 
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( ) ( , )X g X     

( ( ) , ) 0g JX X C     

olduğu da açıkça görülür. 

Sonuç olarak ( , , , )g    yapısı 3S  üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı 

oluşturur (Blair 2002). 

2.3. ÇATILI MANİFOLDLAR 

Tanım 2.3.1. M ,  sn2 -boyutlu bir manifold olsun. M ’nin tanjant demeti TM  olmak 

üzere, TM üzerinde  

03   

ve 

nrank 2  

şartını sağlayan  1,1  tipindeki   tensör alanına f -yapı denir (Yano ve Kon, 1984). 0s  

ise  f -yapı bir hemen hemen kompleks yapı eğer 1s  ise f -yapı hemen hemen değme 

yapıdır. 

2) Pi                  IQii  2)                                                                                (2.7) 

ile tanımlanan iki bütünleyen projeksiyon operatörlere karşılık nboyD 2  ve sboyD   

olacak şekilde  D  ve D  bütünleyen dağılımları vardır. 

Teorem 2.3.1. M ,  sn2 -boyutlu bir manifold olsun.  , M üzerinde bir f -yapı, P

ve Q  yukarıda tanımlanan bütünleyen projeksiyonlar olmak üzere  

  PPi)   0)   QQii   PPiii 2)    0) 2 Qiv                                 (2.8) 

eşitlikleri vardır (Ishihara ve Yano 1964).  
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(2.8) koşulunu sağlayan P  ve Q  projeksiyonları yardımı ile TM , biri n2  diğeri s  

boyutlu olan iki dağılımın toplamı olarak,  

                                        
 DDTM ,    0 DD                                              (2.9) 

şeklinde yazılabilir. Burada ImD  ve çekD   dir (Ishihara ve Yano 1964). 

Tanım 2.3.2. M ,  sn2 -boyutlu bir manifold ve   de M  üzerinde bir f -yapı olsun. 

M üzerinde s -tane vektör alanı i  ve s -tane i  1-formları olmak üzere  

                                    




s

i

iiI
1

2  ,     j

iji                                           (2.10) 

olacak şekilde  1,1  tipinde bir   tensör alanı varsa M ’ye global çatılandırılan manifold 

ya da kısaca çatılı manifold denir ve  iiM  ,,  şeklinde gösterilir (Goldberg ve Yano 

1970). 

Teorem 2.3.2.  iiM  ,,  çatılandırılan manifold olsun. Bu durumda  

0) ii  0)  iii , nrankiii 2)                                                                             (2.11) 

dir (Goldberg ve Yano 1970).  

Goldberg ve Yano global çatılandırılan manifoldu  pkf . -manifold olarak 

isimlendirmişlerdir. Bu tanıma denk olarak yaptıkları pkf . -manifold tanımı verilecektir. 

Tanım 2.3.3.,  ,M  sn2 -boyutlu bir manifold ve   de M üzerinde bir f -yapı olsun. 

Eğer çek  paralelleştirilebilirse (yani si 1 için i  ler paralel ise) 'M ye çekirdeği 

paralelleştirilebilen bir f -manifold veya kısaca pkf . -manifold denir (Goldberg ve 

Yano 1970). 

Tanım 2.3.4.  iiM  ,, ,  sn2 -boyutlu bir çatılandırılan manifold olsun.  

                                      

       



s

i

ii YXYXgYXg
1

,, 
                                   

(2.12)                                                                                                 



23 

 

                                                       
   ii XgX  ,                                                           (2.13) 

olacak şekilde bir g  Riemann metriği varsa  gM i

i ,,,   ye bir çatılandırılan metrik 

manifold veya kısaca metrik  pkf . -manifold denir (Ishihara ve Yano 1964). 

Sonuç 2.3.1.  gM i

i ,,,   çatılandırılan metrik manifold olsun. Bu durumda  

                                                        YXgYXg  ,,                                            (2.14) 

dir (Ishihara ve Yano 1964). 

Tanım 2.3.5.  gM i

i ,,,   bir çatılandırılan metrik manifold olsun.  MYX  ,  

için,  

   YXgYX ,,   

ise   ye  gM i

i ,,,   çatılandırılan metrik manifold üzerinde temel 2 -formu denir 

(Yano ve Kon 1984). 

2.4. ÇATILI MANİFOLDLARIN TORSİYON TENSÖRÜ 

 gM i

i ,,,  ,  sn2 -boyutlu bir çatılandırılan metrik manifold olsun. sRM  , 

 sn2 -boyutlu bir çarpım manifoldudur. sR  üzerindeki vektör alanları  

                                   

   












 



 siRRCf
t

fR s

i

s

i i

i

s 1,,:
1

                           (2.15) 

şeklindedir. 




















11

1 ,...,,
s

s
t

f
t

fX  ile sRM   deki  vektör alanları gösterilmektedir. Burada X , 

snM 2  de bir vektör alanı,  stt ...,,1  ile sR  de koordinat sistemi,  RRCf s

i ,  dir. 

Ayrıca sRM   üzerinde hemen hemen kompleks yapı J ’yi  

   ss RMRMJ  :  
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  














































s

i i

i

s

i

ii

i

s

i

i

i

s

i

i
t

XfX
t

fXJ
t

fX
1111

,,,   

olarak tanımlanır (Sağbaş 2010). 

Lemma 2.4.1. J  dönüşümü lineerdir ve IJ 2  dır (Sağbaş 2010). 

Lemma 2.4.2.  gM i

i ,,,  ,  sn2 -boyutlu bir çatılandırılan metrik manifold olsun. 

Bu durumda  JRM s ,  bir hemen hemen kompleks manifolddur (Sağbaş 2010). 

Tanım 2.4.1.  gM i

i ,,,  ,  sn2 -boyutlu bir çatılandırılan metrik manifold ve 

 JRM s ,  bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Hemen hemen kompleks yapı  

J  nin Nijenhuis tensörü;  
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s
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s
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s
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fXJJ

t
gYJ

t
fXJ

t
gY

t
fXJ
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11
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,,,
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dir (Sağbaş 2010). 

Tanım 2.4.2.  JRM s ,  bir hemen hemen kompleks manifold olsun. sRM   üzerinde  

       sss RMRMRM  :,  

olmak üzere  

                          

       






















































s

i i

ii

s

i i

i

s

i i

i
t

fYgXYX
t

gY
t

fX
111

,,,,,     (2.16)            
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şeklinde tanımlanan operatöre braklet operatörü denir (Sağbaş 2010). 

Lemma 2.4.3.  JRM s ,  bir hemen hemen kompleks manifold ve J  hemen hemen 

kompleks yapının Nijenhuis torsiyon JN  olmak üzere  

            













i

J
t

YXNYXNYXN ,,,0,...,0,,0,...,0, 21
 

ve  

           XNXNXN J

43 ,0,...,0,0,0,...,0,   

dir. Burada  

       



s

i

ii YXdYXYXN
1

1 ,2,,,   

      XLYLYXN iYiX   ,2
 

    XLXN
i
3

 

    XLXN ii
4

 

dir (Sağbaş 2010). 

Tanım 2.4.3.  gM i

i ,,,  , bir çatılandırılan metrik manifold ve  JRM s ,  hemen 

hemen kompleks manifold olsun. J ’nin Nijenhuis tensör alanı 0JN  ise 

 gM i

i ,,,   çatılandırılan metrik manifolduna normaldir denir (Yano ve Kon 1984). 

Teorem 2.4.1.  gM i

i ,,,  , bir çatılandırılan metrik manifold olsun. Bu yapının 

normal olabilmesi için gerek ve yeter koşul  1N ,  2N , 
 3N  ve  4N  tensörlerinin sıfır 

olmasıdır (Sağbaş 2010). 

Teorem 2.4.2.  gM i

i ,,,  , bir çatılandırılan metrik manifold olsun. Eğer   01 N  ise 

      0432  NNN  dır (Sağbaş 2010). 
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Teorem 2.4.3.  gM i

i ,,,  , bir çatılandırılan metrik manifold olsun.  MYX  ,  

için 

           

              






s

i

iiiii

X

YXZdZXYdXZYN

XZYNgZYXdZYXdZYg

1

2

1

,2,2,

,,,,3,,3,2





 

dir (Sağbaş 2010). 

Teorem 2.4.4.  gM i

i ,,,  ,  sn 2 -boyutlu bir f -manifold olsun.  gM i

i ,,,   

normal ise aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

i)  0ii
L   

ii) 0i
L  

iii)    YXdYXd ii ,,    

iv) Dji
   

dir (Yano ve Kon 1984). 

2.5. HEMEN HEMEN KENMOTSU f -MANİFOLDLAR 

Bu kısımda öncelikle hemen hemen Kenmotsu f -yapılar tanıtılarak, gerekli literatür 

bilgisi verilmiştir. Bundan sonraki kısımlarda 
s  ...: 1

, 
s  ...: 1

 ve 

s

ii   ...:
1

 alınacaktır. 

Tanım 2.5.1.  gM i

i ,,,  ,  sn2 -boyutlu bir metrik f -manifold olsun.  si 1  

olmak üzere her i  1-formları ve   formu için eğer i  1-formları kapalı yani 0id  

ve   2d  eşitlikleri sağlanıyorsa M ’ye hemen hemen Kenmotsu f -manifold 

denir (Öztürk H. 2009). 

M bir hemen hemen Kenmotsu f -manifold olsun. D dağılımı integrallenebilir 

olduğundan herhangi bir  DX  için   DL ji

j

i
  ,,0  ve   DX i ,  olur. 

Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere, her  TMZYX ,,  için 
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          XZYNgZXYYXgZYg
s

j

j

jX  ,,,,2,2
1














 



                       (2.17) 

özelliği sağlanır. Bu denklemde X  yerine i  alırsak 0 i
 elde edilir. Bu ise 

 Dji
  olduğunu vurgular.   0, ji   olduğundan ij ji

    bulunur. L ,  Lie 

türev operatörünü göstermek üzere iXi XA   ve  i
Lhi

2

1
  operatörleri 

tanımlansın. 

Önerme 2.5.1. Her  si ,...,1  için iA tensor alanı simetrik bir operatordür ve aşağıdaki 

özellikleri sağlar (Öztürk H. 2009). 

i) Her  si ,...,1  için   0jiA   dır. 

ii) .2  ii AA   

iii)   .2nAtr i   

 

Önerme 2.5.2. Her  si ,...,1  için ih tensör alanı simetrik bir operatördür ve aşağıdaki 

özellikleri sağlar.  

i) Her   sj ,...,1  için 0jih  dir. 

ii) .0 ii hh    

iii) .0iizh  

iv) .0ihiz  

 (Blair 1970). 

Önerme 2.5.3.   operatörü, 

                 

          



s

i

i

i

i

i

XX XhYYXgXYYY
1

,2                (2.18)    

bağıntısını sağlar (Öztürk H. 2009).  

Önerme 2.5.4.  gM j

i ,,,  ,  sn2 -boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -manifold 

olsun. O zaman, her  si ,...,1  
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00  iih   

eşitliği sağlanır (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005). 

Tanım 2.5.2. nM  bir C  manifold olsun. Keyfi bir np M  noktası için 
n

pT M    nin r 

boyutlu altuzayı ( )r n  nin bir koleksiyonu  
pDD    olmak üzere, p  noktasını ihtiva 

eden nM  nin bir U  açık altcümlesi üzerinde C  sınıfından lineer bağımsız 

 1, , rX X  vektör alanları  U  nun her nq M  noktasında hala pD   nin bir bazı 

oluyorsa D  ye  nM  üzerinde bir  r  boyutlu dağılım ve  1, , rX X  cümlesine U  

üzerinde D  için bir lokal baz denir (Sharpe 1997). 

Tanım 2.5.3. nM  bir C  manifold ve nM  nin bir  r  boyutlu dağılmı D  olsun. nM  

nin bir haritası 1 2( , , )nx x x x  olmak üzere,  
1
, ,

rx x
 
 

 cümlesi D  dağılımı için bir 

baz oluşturuyorsa x   haritasına D  dağılımına göre düzlemseldir denir. Eğer nM  nin her 

noktasında tanımlı olan D  dağılmı için bir düzlemsel harita bulunabiliyorsa D  

dağılımına integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997). 

Tanım 2.5.4. nM  bir C  manifold, nM  nin  r  boyutlu bağlantılı alt manifoldu N  ve 

nM  nin bir r   boyutlu dağlımı D  olsun. Her p N  için, NTD pp   ise  N ’ye  nM ’  

nin  r  boyutlu integral alt manifoldu denir (Sharpe 1997). 

Önerme 2.5.5. nM  bir C  manifold ve w  nM  üzerinde C  bir 1 form olsun. nM ’ 

nin her np M  noktası için (ker )pn boy w r   sabit ise ker pw  nM  üzerinde bir r 

boyutlu dağlımdır (Sharpe 1997). 

Teorem 2.5.1. (Frobenius Teoremi) nM  bir C  manifold ve nM   nin bir r  boyutlu 

dağılımı D  olsun. D dağılımının integrallenebilmesi için gerek ve yeter koşul her 

DYX ,  için   DYX ,   olmasıdır (Sharpe 1997). 

Önerme 2.5.6. nM  bir C  manifold, w  nM  üzerinde C  bir 1 form ve her np M  

noktası için (ker )pn boy w r   sabit olsun. Böylece  MpwD p  :ker  dağılımının 

integrallenebilmesi için gerek ve yeter koşul her , kerX Y w  için ( , ) 0dw X Y   

olmasıdır (Sharpe 1997). 
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2.6. HEMEN HEMEN f  KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLAR 

Bu kısımda hemen hemen f kosimplektik yapılar tanıtılıp, gerekli literatür bilgisi 

verilmiştir. 

Tanım 2.6.1.  gM ,,,,  ,  12 n -boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold 

olsun. Herhangi vektör  alanları ve )(MRf n için, 12 nM  üzerinde,  

  fdd 2,0  

eşitlikleri sağlanıyorsa 12 nM ’ye hemen hemen f kosimplektik manifold denir. Özel 

olarak, 0f için hemen hemen kosimplektik, 0f için hemen hemen Kenmotsu  

manifoldu elde edilir (Aktan, Yıldırım ve Murathan 2013). 

Yardımcı Teorem 2.6.1. 
12 nM  manifoldunun bir  g,,,   hemen hemen değme metrik 

yapısı için, 

)(),(2)(),(2

)(),()),,((

),,(3),,(3),)((2

)2()1(

YXZdZXYd

XZYNXZYNg

ZYXdZYXdZYg X













 

dir. Burada;      

XLYLYXN

YXdYXNYXN

YX )()(),(

),(2),(),(

)2(

)1(












 

dir (Blair 2002).  

Önerme 2.6.1.  gM n ,,,,12   bir hemen hemen f kosimplektik manifold olsun.   

O zaman, her X , Y vektör alanları için,     

    0,
2

1
  hXLhX  

   ,0  

    0 XhXh    

  0hiz  
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20  fh   

eşitlikleri sağlanır (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005). 

Önerme 2.6.2.  gM n ,,,,12 
 bir hemen hemen f kosimplektik manifold olsun.   O 

zaman, her X , Y vektör alanları için 

hXXfX   2  

     hXYgYXYXgfYX ,)()(),(    

20  fh   

eşitlikleri sağlanır  ( Pastore ve Dileo 2007) ( Kim ve Pak 2005). 

Yardımcı Teorem 2.6.2.  gM n ,,,,12 
 bir hemen hemen değme manifold olsun. 

O zaman, her X  vektör alanı için, 

    0 hh     

eşitliği geçerlidir ( Blair 2002). 

Önerme 2.6.3.  gM n ,,,,12 
 bir hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. 

O zaman )(, MYX   için Levi-Civita konneksiyonu 

       hXYYXgXYfYY XX )(,2)(     

eşitliğini sağlar (Aktan, Yıldırım ve Murathan 2014). 

Uyarı 2.6.1.  gM n ,,,,12 
 bir hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. Her 

12  nMp  için, 

  0:ker  pppp XMTXD   

dir. 
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Önerme 2.6.4. Bir hemen hemen kosimplektik manifold bir hemen hemen Kaehler 

manifold ile R  veya 1S ’nin bir lokal aşikar çarpımı olması için gerek ve yeter koşul

0h  olmasıdır (Kim ve Pak 2007). 

Teorem 2.6.1.  gM n ,,,,12  , bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu ve 0h  olsun. 

O zaman, M  manifoldu n

f
NM 2'

2 olacak şekilde lokal bir katlı çarpımla ifade edilir. 

Burada nN 2   bir hemen hemen Kaehler manifold, t  koordinatı ile verilen açık aralık 'M  

ve bazı 𝑐 pozitif sabitleri için tcef 22  dir (Pastore ve Dileo 2007). 

Teorem 2.6.2.  gM n ,,,,12 
 bir hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. Bu 

durumda, 

    (1)  D  dağılımının integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapıdadır, 

    (2)  0f  durumunda D  dağılımının integral altmanifoldu total geodezik veya 0f

durumunda D  dağılımının integral altmanifoldunun total umbilik olması için gerek ve 

yeter koşul 0f  olmasıdır (Kim ve Pak 2005). 

Önerme 2.6.5.  gM n ,,,,12 
 bir hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. O 

zaman, '12 nM nin f kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter koşul D  

dağılımının integral altmanifoldlarının Kaehler ve 0h   olmasıdır (Kim ve Pak 2005). 

Önerme 2.6.6.  gM n ,,,,12  , D  değme dağılımının integral altmanifoldları Kaehler 

olacak şekilde bir hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. O zaman, '12 nM nin 

f kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter koşul 2 f olmasıdır (Aktan, 

Yıldırım ve Murathan).  

Sonuç 2.6.1.  gM n ,,,,12   3 boyutlu bir hemen hemen f kosimplektik 

manifoldu 2 f şartını sağlıyorsa bir f kosimplektik manifolddur. 

Uyarı 2.6.2. Yukarıda verilen sonuçlar (Pastore ve Dileo 2007) de 1f durumu için elde 

edilmiştir. 



32 

 

Yardımcı Teorem 2.6.3.  gM n ,,,,12 
 bir hemen hemen f kosimplektik manifold 

olsun. Üzerinde  1,1  tipli A  ve h  tensör alanları, sırasıyla A ve hLh 
2

1


şeklinde tanımlansın. Bu durumda, her YX , vektör alanları için, 

(i) A  ve h  simetriktir, 

(ii)  fAA 2 , 

(iii) 0,0  hA   , 

(iv)  fAh   , 

(v) fhAhhA 2 , 

(vi)  fnizA 2 , 

(vii)  0Aiz , 

eşitlikleri sağlanır (Aktan, Yıldırım, Murathan 2014).   

Önerme 2.6.7. Bir hemen hemen kosimplektik manifoldun  D  dağılımının integral 

altmanifoldlarının Kaehler yapıda olması için gerek ve yeter koşul her YX ,  vektör 

alanları için, 

      AXYYAXgYX   ,  

dır. Burada her X vektör alanı için, hXAX   olarak alınmıştır (Olszak ve Dacko 

1998). 

 Önerme 2.6.8. Bir hemen hemen f kosimplektik manifoldun D dağılımının integral 

altmanifoldlarının Kaehler yapıda olması için gerek ve yeter koşul her YX ,  vektör 

alanları için, 

      AXYYAXgYX   ,  

dır. Burada her X vektör alanı için, hXXfAX   2  dır (Aktan, Yıldırım ve 

Murathan 2014).  

Önerme 2.6.9.  gM n ,,,,12  , bir hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. 

O zaman, 12 nM   üzerinde herhangi vektör alanları YX , için, 

              hXYhYXfXYYXffYXR   2,  
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                                                YhXh XY    

                                         =    YAXA XY   

eşitliği sağlanır (Aktan, Yıldırım ve Murathan 2014). 

Önerme 2.6.10.  gM n ,,,,12  , bir hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. 

Bu durumda (Aktan, Yıldırım, Murathan 2014) ,  

      XhXhhXfXffXR   222 2,  

       XhfhXXffXRXh 22 2,    

 ,XR      XhXffXR 222,    

       )(2, 2 hizXffnXS    

     )(2, 22 hizffnS    
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3.BULGULAR VE TARTIŞMA   

Bu kısımda öncelikle global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifoldlar tanıtılarak 

daha sonra bu tür manifoldların temel eğrilik özellikleri ve buna bağlı geometrik yapıları 

incelenmiştir. 

3.1.GLOBAL ÇATILI  HEMEN  HEMEN f KOSİMPLEKTİK 

MANİFOLDLAR 

Tanım 3.1.1.  gM i

i ,,,,  , bir global çatılı manifoldu hemen hemen f yapı olsun. 

)(, TMYX   ve )(MRf n için  

  fdd i 2,0  

koşulları sağlanıyor ise 'M ye global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold 

denir. Burada 0 idf  dır. 

M , global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. D dağılımı 

integrallenebilir olduğundan herhangi bir )(DX   için 0i

i
L  ,   Dii  ,  ve 

  DX i , dir. Her  TMZYX ,,  için Levi-Civita konneksiyonu,  

        ),,(,)(,2,2
1

XZYNgZXYYXgfgZYg
s

j

j

iX  












 



                  (3.1)  

ile verilir. iX  alınırsa  Dji
 olduğunu gösteren 0 i

eşitliğini ve 

  0, ji   olduğundan dolayı ji
 = ij eşitliği elde edilir. 

Burada   i
LhveXA iiXi

2

1
 olarak ifade edildi, L, burada Lie türev 

operatörüdür. 
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Önerme 3.1.1. Her  si ,...,2,1 için iA tensör alanı simetrik olup 

  1) 0)(için  s},…{1,j  jiA   

  2)  fAA ii 2   

  3) fAiz i 2)(   

eşitlikleri sağlanır. 

İspat. 0id olduğundan 'iA nin simetrik olduğu açıktır. 

1)  skji ,...,2,1,,  için   j

ijig  ,  ve 
ij ji
   eşitlikleri kullananılarak 

   0,2 jik Ag  elde edilir.  Dji
  olduğundan 0)( jiA  dır. 

2)  TMZ  için     ZLZN
ii  , dir. Öte yandan 0 i

 olduğundan, 

                                                         ii AAL
i

                                                       (3.2) 

dir. (3.2) eşitliginden kolaylıkla 

                                             
XhXfXA ii   2                                                  (3.3) 

elde edilir. iY  alınır ve (3.1)  eşitliği uygulanırsa, 

      XZNgZXfgZXAg ii ,,2,2    

elde edilir ki bu istenilen sonuçtur. 

3)  snn XXXX  ,...,,,...,,,..., 111  lokal ortonormal çatı göz önünde bulundurulurak 

1) ve 2) yardımıyla 

       



n

j

jjjji

n

j

jjii fnXXgfXXAgXXAgAiz
11

2,2,,   

ifadesi elde edilir. 
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Önerme 3.1.2.   aşağıdaki eşitliği sağlar:  

           



s

i

i

i

i

i

XX XhYYXgXYfYY
1

,2  
 

İspat. Direkt hesaplamalarla, 

     



s

i

i

i YhXYXNYXN
1

2,,   

ve 

   0, YXNi   

elde edilir. Bu iki denklem  ve (3.1) yardımı ile ispat tamamlanır. 

Önerme 3.1.3. M  bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. D  

dağılımının integral altmanifoldları fH  ortalama eğriliğine sahip hemen hemen 

Kaehler manifoldlardır. 

İspat. ,
~

M D dağılımının integral alt manifoldu olsun.  IJJD
D

 2,,   yapısının 

hemen hemen kompleks dağılım ve indirgenmiş g~ metriğinin M
~

üzerinde Hermitian 

metrik olduğu bilinmektedir. Bu nedenle  MYX
~

,   için, M
~

üzerinde indirgenmiş 2-

form      YXYXgJYXg ,,,~~
  ve 𝑑Ω̃ = 0 dir. Dolayısıyla ,

~
M hemen hemen 

Kaehler manifoldtur. Temel iki form B ve i yönündeki Weingarten operatörü iA  olmak 

üzere, Önerme 2.5.2 ve (3.3) ifadesi kullanılarak ,  sj ....,,2,1  için 

                                
        jjjj YXhgYXfgYAXgYXB  ,,,,                       (3.4) 

yazılabilir. MT
~

’de n....,,2,1  için 𝑒ℓ+𝑛 = 𝜑𝑒1 1ee n  olacak şekilde ortonormal 

çatı  neee ,...,, 21  olarak alınsın. (3.4) ifadesinde peYX   alır ve np 2,...,2,1  için 

toplama geçilir ise  

 



s

i

ii fizAH
12

1
  

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 



37 

 

Önerme 3.1.4. M  bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold ve D  

dağılımının integral manifoldu M
~

 olsun. Bu durumda,  

1) 0f durumunda, M
~

’nin total geodezik olması için gerek ve yeter koşul tüm ih  

operatörlerinin sıfır olmasıdır. 

2) 0f durumunda, M
~

’nin total umbilik olması için gerek ve yeter koşul tüm  ih

operatörlerinin sıfır olmasıdır.   

İspat. (3.4)’ ten ispat açıktır. 

Önerme 3.1.5. Önerme 3.1.4 koşulları altında,  gi

i ,,,    yapısıyla verilen M

manifoldunun global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olması için gerek 

ve yeter koşul  D  dağılımının integral manifoldlarının Kaehler ve tüm ih operatörlerinin 

sıfır olmasıdır.  

İspat. Eğer yapı normal ise  TMX   için, 

                             



s

i

jj

i

jj XdXNXN
1

,2,,0  
                                    (3.5)          

     



s

i

jij

i

jj XhXdXX
1

2 2,2,,   

elde edilir. Bundan dolayı tüm ih operatörleri sıfırdır. Öte yandan, )(, DYX  için, 

                    
           YXNYXYXYXYXYXN

DJ
,,,,,,

 



           

(3.6) 

 dir. Buradan açıkça görülür ki 0JN  olması için gerek ve yeter koşul hemen hemen 

kompleks J  yapısının integrallenebilir olmasıdır. Dolayısıyla, (3.5) ve (3.6) kullanılarak 

ispat tamamlanır. 

Önerme 3.1.6. M , global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. 𝑀’nin 

integral alt manifoldlarının Kaehler yapıda olması için gerek ve yeter koşul M  

üzerindeki YX , vektör alanı için,  

                                        
      




s

i

i

i

iiX XAYYXAgY
1

,                                   (3.7)              

olmasıdır.                                                                                     
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İspat. (Pastore ve Falcitelli 2007) de Önerme 2.2 den ispat açıktır. 

3.2. EĞRİLİK ÖZELLİKLERİ 

Önerme 3.2.1. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun.                        

                          

         

    

   YhXh

XhYYhXf

YXXYffYXR

iXiY

s

k

k

k

k

k

s

k

kk

ii





















1

1

222,

                     (3.8) 

dir. 

İspat. Riemann eğrilik tensörü ve (3.3) kullanılarak (3.8) elde edilir. 

Aşağıdaki önermenin ispatını basit hesaplamalarla (3.3) ve (3.8) kullanılarak elde edilir. 

Önerme 3.2.2.  ,,,, gi

i  f yapılı global çatılı hemen hemen f kosimplektik 

manifoldlar aşağıdaki eşitliklikleri sağlar. 

               
     XhXhhXhfXhfXffXR ijiijiij j

  22)(,      (3.9)                                              

                          
      XhhXffXRXR jiiijij  22)(2,, 

            
(3.10) 

              
      XhhXfhXfhXffXRXh jiijiijij

  2)(,         (3.11) 

                                  
       XhdivXffnXS iii   2)(2,

                         
(3.12) 

                                     
     ijiji hhizffnS  2)(2,                                     (3.13) 

Önerme 3.2.3.İntegral altmanifoldları Kaehler yapıya sahip  global çatılı hemen hemen

f kosimplektik M manifoldu için, 

 

  

   },)(

)()(

,),(

),(),({),(),(
1

iYiX

YiX

i

iii

s

i

iii

ZXAiYAg

XAiYAZ

XAZYAgYAZAiXg

XAZYAgYAZAiXgZYXRZYXR















 

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                                                       

}),),(()),(()(

,),(

),(),({
1

iii

i

iii

s

i

iii

ZYXRgYXRZ

XAZYAgYAZAiXg

XAZYAgYAZAiXg














 

dir. 

İspat. Riemann eğrilik tensörü ve (3.7) kullanılarak direkt hesaplamalarla ispat 

tamamlanır. 

Sonuç. 3.2.1. ,M global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. Ricci 

tensörü aşağıdaki koşulları sağlar : 

i) 0f durumunda  iiS  ,  her zaman negatif değer alır. 

ii) Tüm  iiS  ,  değerleri sıfır ise D ’nin her lifi total geodeziktir. 

iii) Tüm  iiS  ,  değerleri sıfır ve M normal ise ,M bir abelyen sM 2  Lie grubu ve

nM 2

1  Kaehler manifoldunun lokal olarak çarpımıdır. 

İspat. (3.13) ten ispat açıktır. 

Değme metrik yapılar üzerinde tensörü alanı,  keyfi YX , vektör alanları için  , 

    YXgLYXg ,,    

şeklinde tanımlıdır(Chern,Hamilton  1985 ). Şimdi bir global çatılı hemen hemen         

f kosimplektik manifold için bu tensör alanını tanımlanıp incelenecektir.  

Önerme 3.2.4.  gi

i ,,,  f yapısıyla verilen global çatılı hemen hemen                     

f kosimplektik M manifoldu,  

XAX ii 2  

şeklinde bir i  tensörüne sahiptir ki burada i , M üzerinde keyfi YX , vektör alanları 

için     YXgLYXg
ii ,,    ile tanımlıdır. 

İspat. i  tensör alanı tanımı kullanılarak,  

  YXgL , =    iYiX XgYg   ,,  

),(2 2 YXhXfg i   

elde edilir. (3.3) eşitliği uygulanarak ispat tamamlanır. 
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3.3.BAZI TENSÖR KOŞULLARI 

M üzerindeki herhangi X vektör alanı için,  





s

i

i

iT XXX
1

)(   

dır. Burada TX , X vektör alanının teğeti ve 


s

i

i

i X
1

)(  , X vektör alanının normalidir. 

Her  1,1  tipli B tensör alanının  paralel olması için gerek ve yeter koşul her 

DZYX  ,, için    0,  
 ZYBg

X
olmasıdır. Şimdi, global çatılı hemen hemen 

f kosimplektik manifoldları üzerinde tanımlı ih ve ih tensör alanlarının  paralel  

olma koşulları incelenecektir. 

Önerme 3.3.1. M global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. Eğer 

ih tensör alanları  paralel ise M üzerindeki her YX , vektör alanı için 

          

    

   











s

k

kkii

s

k

kii

k

s

k

ikikiki

k

iX

YXhhXfhgXhhXfhY

YfhYhhYhYffYlXYh

11

1

2

,)(

)()(





         (3.14) 

dir. Burada   ikki Rl  )(., tensörü vektör alanlarına göre Jakobi operatörü ve ih ’ler 

)1,1( -tipli tensör alanıdır. 

İspat.  Kabul edelim ki her bir ih ,  paralel olsun.  si ,...,2,1 için i ye ortogonal X

’in bileşenleri X le gösterilirse, M üzerindeki her ZYX ,, vektör alanları için, 

  

        


















































s

k

kiX

k
s

k

i

k

iX

s

k

k

k
s

k

k

k

i
XX

iX

ZhgYZYhgXZYhg

ZZYYhg

ZYhg

k

s

k k
k

11

11
)(

,)(,)(,

)(,)(

,0

1









 

                      



s

k

k gZ
1

)(   kiX Yh ,  
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        



s

k

kiX

k
s

k

i

k

iX ZhgYZYhgXZYhg
k

11

2 ,)(,)(,  
 

elde edilir. (3.3) ve (3.11) kullanılarak ispat tamamlanır. 

Önerme 3.3.2. ,M global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. Eğer 

ih tensör alanları  paralel ise 

    



s

k

ikikiki

k

iX YhfYhhYhfYffYlXYh
1

22)()(   

            

   



s

k

kkii

s

k

kii

k YXhhXhfgXhhXhfY
11

,)(          (3.15) 

dir. 

İspat. ih  tensör alanı  paralel olsun. Dolayısıyla M üzerindeki her YX , vektör 

alanları için, 

  

        

  ),()(

,)(,)(,

)(,)(

,0

1

11

11
)(

1

kiX

s

k

k

s

k

kiX

k
s

k

i

k

iX

s

k

k

k
s

k

k

k

i
XX

iX

YhgZ

ZhgYZYhgXZYhg

ZZYYhg

ZYhg

k

s

k k
k








































































 

dir. Eğer yukarıdaki denklem sadeleştirilirse, 

        

  ),()(

,)(,)(,

1

11

kiX

s

k

k

s

k

kiX

k
s

k

i

k

iX

YhgZ

ZhgYZYhgXZYhg
k



 












 

olur. (3.3) ve     kii YhYh
kk

  , eşitliği kullanılarak ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.3.1. ih  tensör alanları  paralel olan global çatılı hemen hemen                   

f kosimplektik manifoldları için 

                                     




s

k

ki

k

ki

k

i YlXXlYYXR
1

)()(),(                                  (3.16)                                

dır. Burada ikki Rl  )(., , k ve 
i

 karakteristik vektör alanlarına göre Jakobi 

operatörüdür. 

İspat. (3.8) ve (3.15) kullanılarak, 

   

 

  

   

  

   



































s

k

kkii

s

k

kii

k

s

k

ikikiki

k

s

k

kkii

s

k

kii

k

s

k

ikikiki

k

s

k

k

k

k

k

s

k

kk

ii

YXhhXhfgXhhXhfY

YhfYhhYhfYffYlX

XYhhXhfgYhhYhfX

XhfXhhXhXffXlY

YhYYhXf

YXXYffYXR

11

1

22

11

1

22

1

1

222

,)(

)()(

,)(

;)()(

)()(

)()()(),(













 

elde edilir. Yukarıdaki denklem sadeleştirilerek (3.16) kolaylıkla yazılabilir. 

Teorem 3.3.2. Global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold negatif noktasal 

sabit i -kesit eğriliğine sahiptir. 

İspat. Mp noktasında noktasal sabit i -kesit eğriliği )( pK  olan global çatılı hemen 

hemen f kosimplektik manifold M olsun. Mp noktasında i ’ye ortogonal tüm 

TX tanjant vektörleri için  

    TT

i

T

ii

T XXgpKXXRg ,)(,,   

olur. Yani DX  dir. 



s

k

k

kT XXX
1

)(  alınarak ve R eğrilik tensörünün 

simetrikliği kullanılarak yukarıdaki denklemin her X vektör alanı için, 

XKXl iii    
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ile eşdeğer olduğu görülür. Burada ,iK M üzerinde bir düzgün fonksiyondur. (3.11) 

denkleminden  

    XhXhXffXKXh iiiii

22 2)(
i

   

dır. Yukarıdaki ifade simetrik ve ters simetrik kısımlarına ayrılırsa, 

  XfhXh ii 2
i

  

ve 

                                           0)( 22  XhXffXK iii                                       (3.17) 

elde edilir. Bu son ifadeden 

 















n

h
ffK

i

ii
2

)(

2

2  

elde edilir. 

Yorum 3.3.1.“ ih , Kodazzi tensördür” ifadesiyle “ ih , Kodazzi tensördür” ifadesi 

eşdeğerdir. 

Önerme 3.3.3. M global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. Eğer 

ih (veya ih ) tensör alanı Kodazzi  ise aşağıdaki ifadeler geçerlidir. 

1) Eğer 0f ise D dağılımının integral altmanifoldları total geodeziktir. 

2) Eğer 0f  ve M normal ise  M abelyen sM 2  Lie grubu ve nM 2

1  Kaehler 

manifoldunun lokal olarak çarpımıdır. 

3) 0f olduğunda D dağılımının integral altmanifoldları total umbiliktir. 

İspat. ih  tensör alanı Kodazzi olsun. jX  ve DY için, 

    0 jiYi hYh
j

  

elde edilir.  (3.11) kullanılarak,  

  YhfYffYl jiji   22)(  

bulunur. (3.10) dan,  ji, için 0Yhh ji  elde edilir ki bu i için 0ih demektir. 

Önerme 3.1.4 den ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.3.3. M , global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. Eğer i

tensör alanları paralel ve M normal ise ,M abelyen sM 2  Lie grubu ve nM 2

1  Kaehler 

manifoldunun lokal olarak çarpımıdır. 

İspat. i tensör alanları paralel tensör alanı olsun. Bu  si ,...,2,1  ve )(, TMYX 

için   0 YiX  anlamına gelir.  sj ,...,2,1  için jY  alınırsa  

  02 2  jihhiznf  

elde edilir. Eğer tüm i ve j değerleri için son denklem incelenirse, 0f ve tüm 

 s,...,2,1 için 0h  olduğu görülür. Dolayısıyla, Teorem 3.1.1 den ispat tamamlanır. 

Önerme 3.3.4. ,M global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. Eğer 

i tensör alanları  paralel ise 

        )18.3(,)()(
1





s

k

kkiXkXi

k

i

k

iX YhghYYhXYh
k

 
 

dir. 

İspat. Kabul edilsin ki i paralel olsun. Dolayısıyla D  üzerinde her TTT ZYX ,,  vektör 

alanı için,  

   0,  TT

iX
ZYg T  

sağlamış olur. Bu eşitlikten direkt hesaplamalarla, 

                   
         




s

k

i

k

kiX

k

kkiXiX YXYYgY
k

1

)()(,  
    (3.19) 

elde edilir. Öte yandan, 

                  

      YhYfgVfY iX

s

v

vvXVX

v

iX   


2,2)(2
1

          (3.20) 

eşitliği kolaylıkla elde edilebilir. (3.19) ve (3.20) dan istenen sonuç elde edilir. 

Teorem 3.3.4. M , global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. Eğer i

tensör alanları  paralel ise, 
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YlXXlYYXR ki

s

k

k

ki

k

i 



1

)()(),(   

dır.  

İspat. (3.18) denkleminden, 

               

       

kYi

s

k

k

kXi

s

k

k

s

k

i

k
s

k

i

k

iXiY

hXhY

YhXXhYYhXh
kk



 













11

11

)()(

)()(

          (3.21) 

elde edilir. (3.11) ve (3.21) kullanılarak, 

YlXXlYYXR ki

s

k

k

ki

k

i 



1

)()(),(   

bulunur. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Önerme 3.3.5. ,M global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. Eğer ih

tensör alanları çevrimsel paralel ise aşağıdaki koşulları sağlanır: 

1) Eğer 0f ise D dağılımının integral altmanifoldları total geodeziktir. 

2) Eğer 0f  ve M normal ise  ,M bir abelyen sM 2  Lie grubu ve nM 2

1  Kaehler 

manifoldunun lokal olarak çarpımıdır. 

3) 0f olduğunda D dağılımının integral altmanifoldları total umbiliktir. 

İspat. Hipotezden, M üzerindeki her YX , vektör alanları için  

         0,,,  YXhgXhgYhg ijiYjiX j
   

yazılabilir. Bu denklemden,  

   XhhhhXfhXh ijjiiij
   2  

elde edilir. (3.9) dan yararlanarak, 

  XhXhfXhfXffXR iiiiii

222 33)(),(    

bulunur. 
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X  yerine X  alarak ve (3.10) denklemi kullanılarak, son denkleme  uygulanırsa 

0
2
ih elde edilir. Dolayısıyla  si ,...,2,1  için 0ih dir. Önerme 3.1.4 den ispat 

tamamlanır. 

3.4.RİCCİ SOLİTONLARI 

Önerme 3.4.1. ,M global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold ve 'M de Ricci 

solitonları  ,,Vg  olsun,  

                                
     YXgYXhgYXfgYXS i ,,,),(                         (3.22) 

                                       
     YXhgYXSYXS i ,2,,                                        (3.23) 

                             
                  XXhXfQX i   2                                           (3.24)                                                  

                                               
  )(, XXS i

i                                                         (3.25) 

                                                  122  nnfr                                                   (3.26) 

eşitlikleri sağlanır. 

Teorem 3.4.1. Bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifoldda f sabit 

tutularsa Ricci solitonu genişletilebilirdir. 

İspat. ,M global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold ve 'M de Ricci 

çözümleri  ,,Vg  olsun, Önerme 3.4.1.’ den ;  

  )()(2
22

ii hizffn    

dir. 

Teorem 3.4.2. Sabit eğrilikli global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold 

genişletilebilirdir. 

İspat. (3.14)’ün Lie türeviyle, 

                        
     YXgYXhgYXfgYXS i ,,,),(                   (3.27) 
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Örnek 3.4.1. 1n ve 2s olsun. 4R ’de standart koordinatları  21,,, zzyx  olan 4

boyutlu   4

21,,, RzzyxM   manifoldu alınsın. Vektör alanları, 

,
2

1
x

ee z




  

,
2

2
y

ee z




  

,
1

3
z

e



  

,
2

4
z

e



  

olsun. M ’nin her noktasında  4321 ,,, eeee vektör alanlarının lineer bağımsız olduğu 

açıktır. 

Tüm  4,3,2,1, ji için  

 









ji

ji
eeg ji

,0

,1
,  

ile tanımlı ve  

  22112 2

1
dzdzdzdzdydydxdx

e
g

z
  

tensör çarpımı ile verilen ,g Riemann metrik olsun. M üzerindeki her X vektör alanı için 

1 ve 2 sırasıyla ),()( 3

1 eXgX  ve ),()( 4

2 eXgX  ile tanımlı form1  ve  

    ,, 1221 eeee     ,013   e   024  e ile tanımlı  bir  1,1 tensör alanı 

olsun. Aynı zamanda,   11 eehi      0, 322  eheeh ii  ve   04 ehi ile tanımlı ih ’ler 

 1,1 tensör alanı olsun. Daha sonra g ve  ’nin lineerliği kullanılarak M üzerindeki her 

vektör alanı için, 

    4

2

3

12 eXeXXX    

           YXYXYXgYXg 2211,,    
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  13

1 e  ve   14

2 e  

elde edilir. 

Geriye  2d  ve ,  Nijenheus torsiyon tensörünün sıfır olduğunu ispatlamak 

kalır. ji  için   1, 21  ee  aksi taktirde   0,  ji ee dır. Bu nedenle, ' nin sıfır 

olmayan temel elemanı 

22

1
,

zeyx

















 , 

ve  bu yüzden  

                                                    

dydx
e z


22

1
                                                 (3.28)                                                       

dir. Sonuç olarak, d dış türevi  

                                        

 

 212

2

2

1

2 214
dzdzdydx

cc

e
d

zz







                           (3.29) 

dir. (3.28) ve (3.29) yoluyla 1

1 dz ve 2

2 dz için 

   212 d  

buluruz. , g  metriğine göre Levi-Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda, 

        ,,,,,, 214232214131 eeeeeeeeeeee    

    0,,0, 4321  eeee  

elde ederiz. 

Sonuç olarak, Nijenheus torsiyon tensörü  sıfırdır denilebilir. Bu yüzden, manifold 

kosimplektik f manifolddur. 
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3.5.GLOBAL ÇATILI HEMEN HEMEN f KOSİMPLEKTİK ),,( 

UZAYLAR 

Tanım 3.5.1. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold ve  , ve   

reel sabitler olsun. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik ),,(   uzay 

olması için gerek ve yeter koşul her  si ,...,1 , )(, TMYX  için aşağıdaki özdeşlikleri 

sağlamasıdır: 

                                     

 
  
  YhXXhY

YhXXhY

XYYXYXR

ii

ii

i







)(

)(

)()(),( 22







                              (3.30) 

Yardımcı Teorem 3.5.1. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik        

),,(   uzay olsun. O halde,  

(i) Her  sji ,...,2,1,   için ,ijji hhhh    

(ii)  ,)(2 ff i   

(iii) Eğer  )(2 ff i   ise her  si ,...,1 için ih  özdeğerleri 0 ve 

 )(2 ff i  dir.  

İspat.Her  sjiveTMX ,...,2,1,)(   için (3.29) dan  

    XXRXR ijij

22,,    

dir. 

        XhhXffXRXR jiiijij  22 )(2,,   

kullanılarak 

                                    
  Xhh ji   )(2 ff i   Xhh ij 

                                   
(3.31) 

elde edilir ve (i) doğrulanır. Devamında (3.31)’ den 

                                      
  XffXh ii

222 )(  
                                                

(3.32) 
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                                       )(,)(22 DXXffXh ii                                    (3.33) 

elde edilir. Daha sonra Önerme 2.5.2. ve (3.33) kullanılarak 2

ih ’nin özdeğerleri 0 ve 

 )(2 ff i   bulunur.  Aynı zamanda ih simetrik ve  

  222
)( XffXh ii    

dir. Dolayısıyla  )(2 ff i  dir. Son olarak t , ih nin reel özdeğeri ve t ye karşılık 

gelen özvektörü X olsun. Sonra   2222 )( XffXt i  ve 

 )(2 fft i  dir. 

Önerme 2.5.2.  dikkate alınarak (iii) hesaplanır. 

Önerme 3.5.1. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik ),,(   uzay 

olsun. 

                                                     shh  ...1                                                           (3.34)                  

dir.                    

İspat. Eğer  )(2 ff i    ise (3.31) her simetrik ih için 0...1  shh  elde edilir. 

Şimdi  )(2 ff i   olsun. Mx ve  si ,....,2,1 olsun. ih  simetrik olduğundan 

xxx DDD )()(   olur. Burada ))(( 2 ff j  özdeğerine karşılık 'ih nin 

özuzayı xD )(  ve  özdeğerine karşılık 'ih nin özuzayı xD )(  dir. xDX   ise

xx DXDX )(,)(    olmak üzere   XXX yazılabilir. 

Böylelikle )(   XXXhi   olur. ij   olacak şekilde  sj ,....,2,1 belirleyelim. Daha 

sonra (3.30)’dan 

XhXXXXhhXhXhhXXhXh iijiijjj   )())((
1

)
11

()( 



 

elde edilir. Önerme 2.5.2.  dikkate alınarak (3.34) elde edilir. 

 

Yorum 3.5.1. Bu çalışma boyunca (3.30) eşitliğinin korunduğu her durumda

shhh  ..........: 1 dir. O halde;  
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                                         ).)()((

))()((

))()((),( 22

hYXhXY

hYXhXY

XYYXYXR i













                           (3.35) 

Ayrıca 2 ve h  tensör alanlarının simetrikliği, eğrilik tensörlerinin simetri özellikleri ve 

(3.35) kullanılarak 

                                     ))(),((

))(),((

)),()((),( 22

hXYYhXg

hXYhYXg

YXgXYYXR i













                              (3.36) 

                                                                  

 

elde edilir. 

Yorum 3.5.2. ))(( 2 ff j  ile M bir global çatılı hemen hemen                              

f kosimplektik ),,(   uzay olsun. ))(( 2 ff j  ve   öz uzaylarının 

n boyutlu dağılımlarını D ve D  ile ifade edilsin. D ve D karşılıklı olarak 

ortogonaldir. Ayrıca,   ile h  ters değişen oldukları için   DD )( ve   DD )( elde 

ederiz. Başka bir deyişle, D bir Legendre dağılımı ve D bu dağılımın eşleniğidir. 

Yardımcı Teorem 3.5.2. M bir hemen hemen  kosimplektik f manifold olsun. 

Eğrilik tensörü her  sji ,....,2,1,   ve )(,, TMZYX   için aşağıdaki eşitliği sağlar. 

 















s

j

i

j
s

j

i

j

j
s

j

j

jXh

XXXX

XhZgYfXhYgZf

XZgYXYgZffZYg

ZYRgZYRgZYRgZYRg

i

iiii

11

2

1

22

)],()(),()(

)37.3()],()(),()([)(),)(([2

),(),(),(),(





 

 

İspat. İlk olarak, A ve iB  operatörleri uygulanırsa, her )(,, TMZYX  için 

 si ,....,2,1 olmak üzere, 

              

  )],()(),()([)(2:),,( 2

1

22 XZgYXYgZffZYXA j
s

j

j

j  


             (3.38) 

ve 

             
))))(((,()))((,(

)))((,())))(((,(:),,(

ZhXgZhXg

ZhXgZhXgZYXB

iYiY

iYiYi
















                (3.39) 
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(3.8) kullanılarak ve direkt hesaplamalarla (3.37) denkleminin sol tarafı alınırsa

),,(),,(),,( YZXBZYXBZYXA ii  elde ederiz.  

   ))(())(( ZhZh iYjiYj     

olduğundan 

              

)())((

)))(((,())))(((,(

)))((,())((,(

)))()((,()))((,(

)))()((,()))((,(
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           (3.40) 

yazılabilir. Ayrıca, bunu (3.3) denkleminden 
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Xjjjj

s
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s
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takip eder. Bundan dolayı 
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s
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j

s
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dir. 

 Ayrıca, Önerme 3.1.2’den, her  sj ,....,2,1  için 

                      
),(),(

))(())(())((

YfYhZhgZhg

ZhZhZh

jiiYj

jiYjYijYi
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








                          (3.41) 

elde ederiz. 

Daha sonra (3.40) ve (3.41) kullanılarak 
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elde edilir. Bu nedenle,  

  )],()(),()([)(2

))(,(2))(,(2

),,(),,(),,(
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1

2 XZgYXYgZff

YXhgZXhg

YZXBZYXBZYXA

j

s

j
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


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
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

 

                            + )],()(),()([2
1

XhZgYXhYgZf iji

s

j

j  


 

elde edilir. 

Ve dolayısıyla (3.37) ispatlanmış olur. 

Yorum3.5.3. M , bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olsun. (3.37) 

denklemi ve ),)((),)(( ZYgZY XhXh ii
   kullanılarak her )(,, TMZYX  için,  

 

                                 

 

 

])(),([

])(),([)(

2

1
)(

1

22

1

2

XhYXhYgf

XYXYgff
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j
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s

j

j
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



 















                      (3.42) 

 

Yardımcı Teorem 3.5.3. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik       

),,(   uzay olsun. Buna göre aşağıdaki özdeşlikler sağlanır:  

                                 

   



s

j

jjX hXXfYYhXXfgY
1

))((),(                     (3.43) 

    

   

)})()()(())()((

)),(2)()())(({(
1

2

hYXhXYfhYXhXY

YXgYXXYffXhYh

jjjj

jj

s

j

jjYX







 
  (3.44) 
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İspat. (3.42) den   

}),()(

)())((),())(({)( 2

1

2
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jjj

s

j

jhX

YhXghXY

XYffYXgffY







 


 

elde edilir. 

Burada hX  yerine X alınıp ve (3.3),  (3.32) göz önünde bulunurularak direkt 

hesaplamalarla (3.43) elde edilir. (3.43)’den, h ve 2 özeşlenik olduğundan,  

        )()()( XhYhXhYh YXYX     

bulunur. 

Devamında her )(TMZ  için (3.43) kullanılarak, 

              

 

)),)()((()],()(),()([

)],()(),()([)(),(
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ZYhXhgZYhgXZXhgY
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XYjjj

s
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j

j

s

j

jjjXY


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











   (3.45) 

olur. (3.46)’ dan ve h ve 2 ’ nin simetrikliğinden 

 

  )})()((

))()(({))()((

22

22

1

hYfYffX

hXfXffYRYhXh

jj

jj

s

j

jXYXY







 
  

olur. 

Daha sonra son eşitliğin her iki tarafına   uygulayarak (3.35) ve  

},....,2,1{),,())((2))()(( 2 sjYXgffYhXh jXYj    

kullanılarak (3.45) elde edilir. 

Yardımcı Teorem 3.5.4. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik       

),,(   uzay olsun. 

 

                                           )()(,   DYDYX X                                        (3.46) 

                                          )()(,   DYDYX X                                                  (3.47) 

                                 ))ker(()(),(   DYDYDX X                      (3.48) 

                                ))ker(()(),(   DYDYDX X                       (3.49) 

dir. 



55 

 

İspat. (3.44)’den her )(,,  DZYX  için 0),)()((  YXhZhg ZX  elde edilir. Öte 

yandan, h simetrik olduğundan, Yorum 3.5.2.’den; 

)),((2),)()(( YZgYXhZhg XZX     

bulunur. Daha sonra  

)),((),( YZgYZg XX    

dir. Yani ,YX D ’ye normaldir. Ayrıca, (2.10) ve Yorum 3.5.2’den her },....,2,1{ si

için, 0),(),(  iXiX YgYg  dır. O zaman (3.46) bulunur. (3.47)’ nin ispatı 

benzerdir. Eğer )(),(   DYDX  ise (3.46) ve Yorum 3.5.2.’den her )(  DZ için 

0),(),(  ZYgZYg XX elde edilir ve (3.48) bulunur. Benzer şekilde (3.49) 

ispatlanır. 

Yorum 3.5.4. (3.46) ve (3.47)’den D , M üzerinde F  gibi iki ortogonal total geodezik 

Legendre yapraklanmalar tanımlar. 

Yardımcı Teorem 3.5.5. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik      

),,(   uzay olsun. Her )(, TMYX  için 

                                
.)()2()()()(

),(),())(({)( 2

1

hYXfvYhXXhfXhY

YhXfgYXgffYh

jjj

jjj

s

j

X







 
               (3.50) 

olur. 

İspat. )(, DYX  olsun. Önerme 3.2.2. i) 0),( jhYg  elde ederiz. X yönünde bu 

eşitliğin türevini alarak 

                                                   jX XhfhXYgYh  ),()( 2                                      (3.51) 

elde edilir. Sonra, M üzerindeki herhangi X  vektör alanını, D ’de X vektör alanının 

pozitif bileşeni X olmak üzere ji XXX  )(  olarak alınırsa ve 

fhvhhhii
2   

ve (3.33) kullanılarak    

            )2)(())((),(

)2)(())(()()(

22 fhYvhYhYXXhfhXYXhfhXYg

YfhvhhXhYYhYh XXX




 




   (3.52) 

bulunur. 

Yorum.3.5.5. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik ),,(   uzay olsun. 

(3.43), (3.50) ve (3.33) kullanılarak her )(, TMYX  için, 
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j

j

s
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X







 
         (3.53) 

olur. 

Yardımcı Teorem 3.5.6. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik     

),,(   uzay olsun. Her )(,, DZYX   için, 
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İspat. )(,, DZYX   olsun. Direkt hesaplamalarla, 
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olur. Burada (3.50), (3.33) ve X ’nin antisimetrikliğini kullanıldı. Dolayısıyla, (3.3), 

(3.50), X ’nin simetrikliği ve  

      ZhZhZhZhRhZR YXXYYXXYXY ,  

Ricci özdeşliği kullanılarak, 
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

    (3.55) 

elde edilir. 

Eğer (3.55) eşitliğinden  DZYX ,,  alırsak, (3.53), (3.43) ve (3.33) özdeşlikleri 

kullanılırsa (3.54) elde edilir. 

Yardımcı Teorem 3.5.7. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik      

),,(   uzay olsun. Her  TMZYX ,,  için, 
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,,

,[],,

,,,2

,,,2{[

2

2

22

2

2

22

1

YXXYff

hYXhXYfhYXhXYhYYfX

hXXfYZfhXXfZhYYfg

hYYfZhXXfghYYfZhXXfg

hXXfZhYYfgsZhYgXZhXgY

ZhYgXZhXgYYXgZfff

ZYgXZXgYZYXgff

ZRZR

jjj

jjjjj

jj

jjj

jjjj

jjjjj

XYXY



































 

eşitliği sağlanır. 

İspat. Bir Mx noktası ve bu x  noktasında sıfır olan YX  , ve Z  gibi ZYX ,, lokal 

vektör alanlarını seçilsin. (3.43) eşitliğini birkaç kez uygulayarak ve (3.33) ve 2 ’nin 

simetrikliği kullanılarak, x noktasında, 

     

          

  
  
  

  

            XhYhXYZf

hXXfhYYfZg

hYYfhXXfZg

hXXfhYYfZg

hYYfhXXfZgs

ZXhYhgZXYfg
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YXYXj

s

j

YXYX

XYYX














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










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2

2
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elde edilir. 

Yorum 3.5.6. M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik ),,(   uzay olsun. 

Özellikle Yardımcı Teorem 3.5.7.’de her  TMZYX ,, için aşağıdaki eşitlik sağlanır. 

                    
           

     
       

              ]}.
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,,

,[],,

,,,,{[

2

22

2

2
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hYXhXYfhYXhXYhYYfX

hXXfYZfhXXfZhYYfg

hYYfZhXXfghYYfZhXXfg

hXXfZhYYfgsZhYgXZhXgY

ZhYgXZhXgYZYgXZXgYff

ZRZR

jjjjj

jj

jjj

jjjjj

s

j

XYXY



























 

Yardımcı Teorem 3.5.8.  )(2 ff j  ile M bir global çatılı hemen hemen          

f kosimplektik ),,(  uzay olsun. O halde aşağıdaki eşitlikler sağlanır: 

                  

    

      








XYZgYXZgffs

YXZgXYZgsfZR

j

YX





,,)(

,,

2
                (3.56) 

                  

       

    ,,,

,,2










XYZgYXZgsf

XYZgYXZgffsZR jYX




                (3.57)

 

                  

         

    ,,,

,, 22










YXZgXYZgsf

XYZsgffYXZgffsZR jjYX




  (3.58) 

               

         

    ,,,

,, 22










XYZgYXZgsf

XYZsgffYXZgffsZR jjYX




  (3.59) 

                              

       

    ,,,

,,2










XYZgYXZgsf

YXZgXYZgffsZR jYX




                     (3.60) 

                           

       

    .,,

,,2










XYZgYXZgsf

YXZgXYZgffsZR jYX




                     (3.61) 

İspat. İlk olarak, her  DZYX ,,  için Yardımcı Teorem  3.5.7. uygulanarak,  

     


YXZgXYZgfsZhRZR YXYX  ,

22  
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 DW  ile skaler çarpım yoluyla, buradan 

                  
           


WYgXZgWXgYZgfsWZR YX ,,,,

2

, 22            (3.62) 

elde edilir, 0  olmak üzere,  

                  
           


WYgXZgWXgYZgfsWZR YX ,,,,, 

                     
(3.63) 

dır.  Aynı zamanda benzer bir ispat ile herhangi   DWX , ve  DZY ,  için, 

                    

        

      )

(

,,

2

,,

2

,










WXgYZgff

WYgXZgsffWZR

j

jYX




                         (3.64) 

elde edilir ve (3.64)’den ve R tensör alanının simetrikliği yoluyla, her  DWYX ,,,

ve  DZ  için, 

                     
           


WYgXZgWXgYZgfsWZR YX ,,,,,                  (3.65) 

Devamında, bir lokal  snn eeee  ,...,,,...,,,..., 111   bazı belirlenırse Dei ile 


ZR YX  hesaplanır. Birinci Bianchi özdeşliği kullanarak,   0,  iYX ZR   nulluk 

koşulu, (3.64), (3.65) ile  

          

             iijiYX

iiiYX

eXgYZgeYgXZgsffeZRg

eYgXZgeXgYZgsfeZRg

,,,,

2

,

,,,,, ,
















 

elde edilir, böylece 
ZR YX  için ifade i üzerinden toplam alınarak devam eder. 

ZR YX

ve 
ZR YX şartları benzer şekilde hesaplanır. Şimdi henüz ispatladığımız formül 

üzerindeki   yoluyla ve Yardımcı Teorem 3.5. 8 kullanılarak,  

       

    .,,

,,2









YZXgXZYgfs

YZXgXZYgsffZR jYX




 

elde edilir. Bu formül uygun koşullarda Z  için yazılarak,  
ZR YX  için sonuçlar 

bulunur. Benzer hesaplamalar 
ZR YX  için yapılır. Aynı şekilde, Yardımcı Teorem 

3.5.8. ve üçüncü formülü kullanarak 
ZR YX  elde edilir.  
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Şimdi bazı kesit eğriliklerini hesaplamak mümkün olabilir.  

Teorem 3.5.1.  )(2 ff j  ile M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik

),,(   uzay olsun. M ’nin kesit eğriliği K , 

           

       













DifX

DifX
XhXgXhXgXXgXK j




 ,,,,

          

(3.66) 

      

  
  
        























DYDXYXgffsffs

DYXffs

DYXffs

YXK

jj

j

j

,,

,

,

,

22

2

2







(3.67) 

ile belirlenir. 

İspat. (3.67) ifadesi (3.58), (3.60) ve (3.61) ifadelerinin bir sonucu iken, (3.66) ise 

(3.35)’den direkt olarak çıkarılır. 

Sonuç 3.5.1.  )(2 ff j  ile M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik

),,(   uzay olsun. Ricci operatörü aşağıdaki özdeşlikleri sağlar. 

                
          


j

s

j
j nhnfhffsQ

1

22 2122         (3.68) 

                                                    .12   nfhsQQ                               (3.69) 

İspat.  nee ,...,1 , D ’nın bir bazı olacak şekilde  snn eeee  ,...,,,...,,,..., 111  lokal bir 

  bazı olsun ve   DDXXX  olsun. (3.58), (3.60) ve (3.35) denklemlerin-

den; 

                           
         XnfsXffsQX j  122 2                (3.70) 

elde edilir. Öte yandan  (3.59) ve (3.61)’ den                              

                        
         XnfsXffsQX j  122 2                 (3.71) 

elde edilir. (3.70), (3.71) alınarak ve  ni 2  göz önüne alınırsa (3.68) elde edilir. 

Son olarak, (3.69) özdeşliği  (3.68)’ den kolaylıkla elde edilir. 
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Sonuç 3.5.2.  )(2 ff j  ile M bir global çatılı hemen hemen f kosimplektik

),,(   uzay olsun.  gM , ’nin skaler eğriliği sabit ve aşağıdaki eşitlikle verilir: 

                                                
     nffnnsS j  2222

                                             
(3.72) 

İspat. nee ,...,1 , D ’nın bir bazı olacak şekilde  snn eeee  ,...,,,...,,,..., 111  lokal bir   

bazı olsun. Daha sonra (3.58), (3.60) ve (3.35)’den  

                
      2222 )()(, nffsnffssnksneQeg jjii  

            
(3.73) 

Ayrıca, (3.59), (3.61) ve (3.35)’ den 

                  
      2222 )()(, nffsnffssnksneeQg jjii               (3.74) 

Daha sonra (3.73), (3.74) ve  ni 2 ile (3.72) bulunur. 

3.6.ÖRNEKLER  

Örnek 3.6.1. snR 2 ’ in standart koordinatları  snn zzyyxx ,...,,,...,,,..., 111  olarak 

tanımlansın.  

 
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

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 

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j

jsnn zzzyyxxM
"

111 0,...,,,...,,,...,  

ile tanımlanan  sn 2  boyutlu snRM  2  manifoldu verilsin. M ’nin bir global 

bazını, 
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sjni
z j
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


  

şeklinde göz önüne alalım. Bu vektör alanlarının Lie parantez operatörleri 
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  i
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,   
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dır. Burada  sk ....,,2,1 ,  nli ...,,2,1,   dir. 

M üzerinde yukarıdaki şekilde verilmiş bir  gj
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olduğu açıktır. 

Şimdi M  ‘nin global çatılı hemen hemen f kosimplektik manifold olduğu 

gösterilecektir. 

0jd  olduğu açıktır. Geriye  fd 2  olduğunu göstermek kalır. 
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olarak bulunur. Basit hesaplamalar ile  ’nin Nijenheus torsiyon tensörünün sıfırdan 

farklı olduğu gösterilebilir. 

Dolayısı ile manifold, 
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1
 olacak şekilde bir global çatılı hemen hemen     

f kosimplektik manifolddur. 

Örnek 3.6.2. snR 2 ’ in standart koordinatları  snn zzyyxx ,...,,,...,,,..., 111  olarak 

tanımlansın.  
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jsnn zzzyyxxM
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111 0,...,,,...,,,...,  

ile tanımlanan  sn 2  boyutlu snRM  2  manifoldu verilsin. M ’nin bir global bazı, 
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jii yx ,,   vektör kümesinin her noktada lineer bağımsız olduğu 

açıktır. M üzerindeki Riemann metriği  nki ...,,2,1,  ,  sj ...,,2,1  için, 
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şeklinde verilebilir.  

M üzerinde ; 
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olacak şekilde ,j  1-formu ve (1,1) tipli    tensör alanı tanımlayalım. Böylece aşağıdaki 

koşullar sağlanacaktır:  
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olarak bulunur. Basit hesaplamalar ile  ’nin Nijenheus torsiyon tensörünün sıfır olduğu 

gösterilebilir. Yani manifold normaldir. 

Sonuç olarak bu şekilde tanımlı Manifold 
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 olacak şekilde global çatılı hemen 

hemen f kosimplektik manifolddur. 
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu yapılan çalışmalar sonucunda global çatılı hemen hemen f kosimplektik   

  ,, uzayları için genel bir sınıflandırma problemi hala açıktır. Ayrıca Ricci 

simetrik, Ricci yarı-simetrik, Pseudo simetrik ve Pseudo yarı-simetrik gibi özel tensör 

şartları altında   ,, uzayları için ilginç sonuçlar bulunabilir. Bundan başka divR=0 

ve divC=0 eşitlikleri bu tür uzaylar için açık uçlu problemlerdir. 
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