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SIMGELER VE KISALTMALAR

D Degme dagilimi

div Divergens operatorii

J Hemen hemen kompleks yap1
B Ikinci temel form

M"(c) ¢ sabit egrilikli uzay form
v,V Levi-Civita konneksiyonu

Lie tlirev operatorii

2(M) M tizerindeki C* vektor alanlar1 uzay1

™ M tizerindeki tanjant demeti

™" M iizerindeki tanjant demetlerinin ortogonal tiimleyeni
N Nijenhuis tensor alant

O(s) Ortogonal grup

R Riemann egrilik tensorii

U (n) Uniter grup

[,] Lie parantez operatorii

Q Ricci operatorii

S Ricci tensor alani



OZET

GLOBAL CATILI HEMEN HEMEN f — KOSIMPLEKTIK MANIFOLDLAR

Mustafa YILDIRIM
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Nesip AKTAN
Mart 2016, 72 sayfa

Bu ¢alisma, catili manifoldlarin yeni bir sinifi olan global ¢atili hemen hemen f —
kosimplektik manifoldlari tanimlamay1 amaglamustir. f ve s nin bazi 6zel durumlari igin,
(hemen hemen) f — kosimplektik, (hemen hemen) C-manifoldlar ve (hemen hemen)
Kenmotsu f — manifoldlar elde edilmistir. Ayrica, bazi tensor kosullar1 ¢alisilmistir.

Yapilan ¢alisma global ¢atili hemen hemen f — kosimplektik manifoldlara iki genel
ornek verilerek sonuclandirilmistir.

Anahtar sozciikler: Hemen hemen Kenmotsu f - manifold, hemen hemen f —
kosimplektik manifold, hemen hemen C-Manifold, ¢atili manifoldlar



ABSTRACT

GLOBALLY FRAMED ALMOST f —COSYMPLECTIC MANIFOLDS

Mustafa Yildirim
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Nesip Aktan
March 2016, 72 pages

The purpose of this thesis is to study a new class of framed manifolds. Such manifolds
are called globally framed almost f —cosymplectic manifolds. For some special cases of

f and s, one obtains (almost) f — cosymplectic, (almost) C-manifolds, and (almost)
Kenmotsu f —manifolds. Moreover, several tensor conditions are studied. We conclude

our results with two general examples on globally framed almost f — cosymplectic
manifolds.

Keywords: (Almost) Kenmotsu f —manifolds, (Almost) f —Cosymplectic manifolds,
Almost C-Manifolds, framed manifolds



EXTENDED ABSTRACT

GLOBALLY FRAMED ALMOST f —COSYMPLECTIC MANIFOLDS

Mustafa YILDIRIM
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Nesip Aktan
March 2016, 72 pages

1. INTRODUCTION:

In the manifold theory, almost contact manifolds are so important. A differentiable ( w)
(2n+1)-dimensional manifold M is called an almost contact manifold if the structural
group of its tangent boundle is reducible to U (n)xl. Firstly, in 1959, Gray defined almost
contact structure on odd dimensional manifold. According to this definition, (2n+1)-
dimensional almost contact structure is constructed by (¢,§,n)-triple such that ¢ is type
of (1,1) tensor field, & is a vector field and 77 is a 1-form and this triple satisfies the

following properties:
o' =—1+n®¢&, n(¢)=1,

where | denotes the identity map. In 1960, Sasaki, defining a smooth metric on (¢,§,77)

almost contact structure, which is satisfies the following properties,
g(eX, Y )=g(X,Y)=n(X)n(Y),

n(X)=g(X.¢)

exactly defined almost contact metric structure. In 1961, Sasaki and Hatakeyama prove

the normality condition, for almost contact manifolds, which J comlex structure

J% =—1 is integrable.



In 1972, Kenmotsu defined a new class of almost contact metric manifolds. He studied
the scalar curvature tensor, the Ricci curvature tensor and some basic properties about

this new class manifold. Later, this new maifold was called Kenmotsu manifold.

In 1963, Yano defined f —structure which is a generalization of almost contact structures

and almost complex structures.

In 1971, Goldberg and Yano defined that global framed structures are f -structures and

global framed manifolds are f —manifolds.

In 2006, Falcitelli and Pastore defined (2n+s)-dimensional almost Kenmotsu f -
manifolds. In 2009, Hakan Oztiirk defined almost o -cosymplectic f —manifolds in Ph.D

thesis.

In 2014, Aktan, Yildirim and Murathan defined almost f — cosymplectic manifolds and

several tensor conditions.

In this thesis, we have studied a new class of framed manifolds. Such manifolds are called

globally framed almost f —cosymplectic manifolds. For some special cases of f f and s
, One obtains (almost) f —cosymplectic, (almost) C-manifolds, and (almost) Kenmotsu
f —manifolds. Moreover, several tensor conditions are studied. We conclude our results

with two general examples on globally framed almost f — cosymplectic manifolds.

2. MATERIAL AND METHODS:

We give some basic concept of manifolds. This chapter includes six parts. In first part of
this chapter we introduce some fundamental concept of manifold theory. First part
includes two subsection. In the first subsection, we give Riemannian manifolds and some
basic properties. In the second subsection, we introduce some fundamental concept of
almost contact metric manifolds. In the second and third part, we give some basic
properties of framed manifolds. In the fifth part and last part we give some basic

properties and almost Kenmotsu f —manifolds and almost f —cosymplectic manifolds.



3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

We recall definition globally framed almost f —cosymplectic manifolds and we obtain

some curvature properties. In first part of this chapter, we introduce globally framed

almost f —cosypmlectic manifolds. In the second part, we get some basic properties of

specific tensor fields. In third part, we give Riemannian properties and we obtain some
equalities related with Riemannian tensor properties. In the fourt part we give ricci

solitons. In the five part we definition globally framed f-cosymplectic (x, &, v)—spaces

and some curvature properties.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

In this study, we have a globally framed and some curvature properties also we have
study globally framed almost f-cosymplectic (x, x,v)—spaces. A general classification
problem for globally framed almost f —cosymplectic (x, 1, v)—spaces made as a result

of this study is still open. Also, under special tensor condition such as Ricci symetric,
Ricci semi-symetric, Pseudo symetric and Pseudo semi-symetric, one can obtain

interesting results for («, x,v) —spaces.



1.GIRIS
Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar ¢cok 6nemli bir yere sahiptir.

(2n+1) -boyutlu bir C* sinifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant

demetlerinin grup yapis1 U (n)xl tipine indirgenebiliyorsa M ’ye hemen hemen degme
manifold denir. lk olarak, 1959 yilinda J.Gray tek boyutlu manifoldlar iizerinde yaptigi

calismada U (n) x1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme yapilari

tanimlamistir. Buna gore, (2n +1) -boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

X ==X+n(X)&, n(&)=1

denklemlerini saglayan (1, 1) -tipli bir tensor alani @, bir vektor alan1 & ve bir 1-form
olan 7 ile olusturulan (¢,§,77)—ii(;liisﬁyle ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki

((0, g, 77) hemen hemen degme yapisi lizerinde

9(¢X,¢Y) =g(X,Y)=n(X)n(Y)
n(X)=9(X,?)

esitlikleriyle verilen uygun bir § metrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiyl tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen

degme manifoldlar igin normallik sartimn J kompleks yapismmin  J% =—I

integrallenebilmesi oldugunu ispatlamislardir.

1972 yilinda Kenmotsu hemen hemen degme metrik manifoldlarin yeni bir smifinm
tanimlamustir. Egrilik tensorii ve ricci egrilik tensorii basta olmak tizere manifoldla ilgili
bazi temel kavramlar tizerinde ¢alismistir. Tanimlanan bu manifold daha sonra Kenmotsu

manifold olarak isimlendirilmistir.



1963 de Yano, hemen hemen kompleks ve hemen hemen degme yapilarin bir genellemesi

olan f -yapiy1r tanimladi.1971 de Golberg ve Yano, global catilandirilan yapilarin f -

yapi, global ¢atilandirilan manifoldlarin f -manifold oldugunu tanimladilar.

2006 yilinda Falcitelli ve Pastore almost Kenmotsu manifoldlar1 (2n+s) boyuta tasiyip

hemen hemen Kenmotsu f -manifoldlari tanimlamislardir. 2009 tarihinde Hakan Oztiirk

doktora tezinde hemen hemen « -kosimplektik f -manifoldlari tanimlamustir.

2014 yilinda Nesip Aktan, Mustafa Yildirim ve Cengizhan Murathan hemen hemen « —

kosimplektik manifoldlar1 genellestirerek hemen hemen f — kosimplektik manifoldlar
tanimlamislardir. Bu ¢alismada ise hemen hemen f — kosimplektik manifoldlar ve ¢atili
manifoldlar genellestirilerek global gatili hemen hemen f — kosimplektik manifoldlar

tanimlanmaistir.

Ikinci béliimde, manifoldlar ile ilgili temel kavramlar tamtilacaktir. Bu béliimiin ilk
kisminda, manifold teorisi ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ilk kisim iki alt kistmdan
olusmaktadir. Birinci alt kisimda, Riemann manifoldlar ve bazi temel Ozellikleri
tamtilmustir. ikinci alt kisimda, hemen hemen degme metrik manifoldlar ile ilgili temel
kavramlar verilmistir. Ikinci kistmda, hemen hemen Kenmotsu manifoldlar ve hemen

hemen f-kosimplektik manifoldlar hakkinda temel kavramlar tanitilmistir.

Uglincii béliimde, global ¢atili hemen hemen f-kosimplektik manifoldlarin tanimi

verilerek bazi tensor sartlar1 ¢alisilmistir. Devaminda global ¢atili hemen hemen f —

kosimplektik (x, 1,v)—uzaylar ve bunlarla ilgili bazi sonuglara yer verilmistir.

Dérdiincii bolimde ise global gatili hemen hemen f — kosimplektik manifoldlarla ilgili

baz1 agik uglu problemlere yer verilmistir.

Bu ¢alismamizda global ¢atili hemen hemen f — kosimplektik manifoldlar ve global
catili hemen hemen f —kosimplektik (x, z,v)—uzaylar goz oniine alinip bazi egrilik

ozellikleri elde edilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, diger boliimlerde ¢alismamiz igin gerekli olan manifoldlar ile ilgili temel

kavramlar verilmistir.
2.1. RIEMANN MANIFOLDLAR
Bu kisimda, Riemann manifoldlarin temel kavramlar tanitilacaktir.

Tamm 2.1.1. M, n -boyutlu bir C” manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin

uzay1 ;((M ) ve reel degerli C* fonksiyonlarinin halkasi C°°(M ,ER) olmak iizere,
g: 7(M)xz(M)—C*(M, %)

simetrik, 2 -lineer ve pozitif tanimli bir § doniisiimiine M {izerinde bir Riemann metrik
tensorii ve (M,g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir (O'neill
1983). M manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi igin M {izerinde bu noktalar

birlestiren bir egri bulunabiliyorsa, M ’ye baglantili manifold adi verilir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.2. M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayr y(M)

olmak iizere,

VixM)x (M) (M)
(X,Y)>V(X,Y)=V,Y

doniisiimii, Vf,g eC”(M,R) ve ¥vX,Y € x(M)igin,
@) v (Y+Z)=V,Y+V,Z,

(2) VixgnZ=1VyZ+gV,Z,

(3) V,(fY)=X(f)Y +fv,Y

ozellikleri saglaniyorsa V’ya M fizerinde bir afin konneksiyon denir (O'neill 1983).



Tamm 2.1.3. (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir afin

konneksiyon olsun. O zaman, V déniisiimii; VX,Y € z(M) igin,
(1) V,Y-V /X = [X ,Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi),
(2) xg(Y,z)=9(V,Y,Z)+9(Y,V,Z) (Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi),

sartlarini sagliyorsa V ‘ya M iizerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.4. (M,g) bir Riemann manifoldu ve V ‘da M iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman

R:2(M)x 2(M)x x(M) = x(M
(X,Y,Z)>R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z -V}, [Z (2.1)

ile tanimlanan (1.3) -tipli tensor alan1 R ‘ye M ’nin Riemann egrilik tensorii denir.
Ayrica, VX,Y,Z,W e ;((M )olmak tizere, R Riemann egrilik tensorti,

(1) R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z,

(2) 9(R(X,Y)ZW)=-g(R(X.Y)W,Z),

(3) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0,

(4) 9R(X.V)Z,W)=g(REZ W)X.Y)

ozelliklerini saglar (O'neill 1983).

Onerme 2.1.1. (M,g) bir Riemann manifoldu, V da M iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve ¢, (L1)-tipli bir tensor alan1 olsun. O zaman,

(Vx@)Y =V (¥ )-0(VyY)

dir (O'neill 1983).



Onerme 2.1.2. (M , g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alan olmak

tizere, her X,Y,Z vektor alanlari igin,
g((vx F)Y'Z): g(Y,(VX F)Z)
esitligi gegerlidir (O'neill 1983).

Onerme 2.1.3. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor alani

olmak tiizere, her X,Y,Z vektor alanlari igin,
9((VxG)Y.Z2)=-g(Y.(V,G)z)
dir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.5. (M , g) bir Riemann manifoldu olsun. T /M tanjant uzayinin iki boyutlu alt

uzay [Ive V,W e[l vektorleri lizerine kurulan paralel kenarin alan,

g(v,v)gWw w)-(g(v,W)y* =0
olsun. O zaman,

) (RV.WW,V)
Kv.w)= g(v,V§9(W,W)—(g(V’W))2

esitligine [T "nin kesit egriligi denir ve K([T) ile gosterilir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.6. (M,g) bir Riemann manifoldu ve {e,,....e,} lokal ortonormal vektér

alanlar1 olmak tizere,

S:7(M)x2(M)—> %

(X,Y)—S(X,Y) Zg (e, X),¢) 22)

seklinde tanimli (0,2) -tipindeki S tensor alanina M lizerinde Ricci egrilik tensorii

denir. Ayrca, (0,2)-tipli Q Ricci operatori,

S(X.Y)=g(QX.Y)

10



esitligi ile tanimlidir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.7. (M,g) bir Riemann manifoldu ve {g,,....e,} lokal ortonormal vektor

alanlar1 olmak iizere,

degerine M ’nin skaler egriligi denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.9. (M,g) bir Riemann manifoldu ve M fiizerinde bir pozitif fonksiyon p

olsun. Bu durumda, g* = p*g esitligi M iizerinde metrik degisimini tanimlar. Burada

her bir noktadaki iki vektor arasindaki agi degismezdir. Bu nedenle, bu sekilde

tanimlanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p fonksiyonu
sabit ise konformal doniisiim homotetik olarak adlandirilir. Eger p fonksiyonu 6zdes

olarak 1'e esit ise bu doniisiim bir izometri olarak adlandirilir.

Ayrica, eger bir § Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir g* Riemann metrigi ile

konformal olarak iliskili ise 0 zaman, M , Riemann manifolduna konformal diizlemsel

denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. M ’nin konformal diizlemsel

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul n>3 igin C=0 ve n=3 i¢in C =0 olmasidir (Yano
ve Kon 1984).

Teorem 2.1.2. (M , g) bir sabit x egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, M iizerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar igin,

R(X,Y)Z =«fg(Y,Z)X —g(X,Z)Y]
dir. (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.11. x sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir. n -

boyutlu bir M uzay formu M (K) ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.1.1. (M , g) bir sabit x egrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, n> 2 igin,

11



k=0 ise M (x) = E" Euclid uzay:
M (x) = K‘:riz ise M (x) = S"(r) kiresi
K= —riz ise M (x)=H"(r) hiperbolik uzay

dir (O'neill 1983).

Tanimm 2.1.12. M bir C” manifold olmak iizere,

$:1xM — M
(t.p)—4(p)

donisimi

(1) vtel ve YPeM igin, ¢ :P — ¢ (P) diffeomorfizm,

(2) vt,sel ve VPeM igin, ¢,.(P)=4(4(P))

sartlarin1 sagliyorsa ¢ ’ye M ’nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

(Yano ve Kon 1984).

Tanmm 2.1.13. M bir C” manifold ve M iizerindeki bir vektor alan1 X olmak fizere,

X ile gerilmis lokal doniigtimlii bir 1-parametreli grup ¢, olsun. O zaman, K bir tensor

alanive peM ig¢in,

(Lx K)p = "m}[Kp _(¢1K)p]

t—o t

seklinde tanimlanan (LX K) doniisimiine X yoniinde K ’nin Lie tiirevi denir ve L, K

ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.1.4. M bir C* manifold ve M iizerindeki bir X vektor alani yoniindeki

Lie tlirevi igin,
1) L(Yy®z)=(L,Y)®Z+Y®(L,Z) (Y,Z keyfitensor alanlar),
(2) L,f=X(f) (f,K cismi iizerinde bir fonksiyon),

12



(B) Lyv=[XV] Vexm),
ozellikleri gegerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.14. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alani igin, L, g =0

ise X vektor alanina bir Killing vektor alan1 denir (Yano ve Kon 1984).

2.2. HEMEN HEMEN DEGME MANIiFOLDLAR

Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlari ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tamm 2.2.1. M, (2n+1)-boyutlu bir manifold, ¢,&,7 da M iizerinde, sirasiyla, (11)
-tipinde bir tensor alani, bir vektor alan ve 1 -form olsunlar. Eger ¢,&,77 igin, M

lizerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak tizer

n(&)=1
(2.3)

P°X ==X +7(X )¢

esitlikleri saglaniyorsa o zaman, ((p, ¢, 77) ticliistine M {izerinde bir hemen hemen degme

yap1 ve bu yap ile birlikte M ’ye bir hemen hemen degme manifold denir (Yano ve Kon
1984).

Tanim 2.2.2. (2n +1) -boyutlu M manifoldu ((p, 5,77) hemen hemen degme yapisi ile

verilsin. M iizerinde bir § Riemann metrigi,

n(X)=9(X,&)
(2.4)

(X, 0¥ )=g(X,Y)=n(X)n(Y)

sartlarin1 sagliyorsa § metrigine M {izerinde hemen hemen degme metrik, ((p,f,?], g)
yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve ((/),g‘,n,g) yapist ile M ’ye de hemen

hemen degme metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).
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Sonu¢ 2.2.1. M , (go, &, g) hemen hemen degme metrik yapsi ile verilsin. Bu durumda,

g(¢X.Y)=-g(X,¢Y) (2.5)
dir (Yano ve Kon 1984).

Tanmm 2.2.3. M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapist ((p,f,n,g) olmak

lizere,
D(X,Y)=9(X,¢Y) (2.6)

seklinde tanimhi @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2 -formu

denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.4. (M &1, g), (2n +1) -boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold
olsun. Eger 17 kapali yani dp=0 ve dd=2dnA® ise (M,&,7,9)ye bir hemen

hemen Kenmotsu manifold denir (1972 Kenmotsu).

Teorem 2.2.1. (M &1, g), (2n +1) -boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold

olsun. M ’nin bir hemen hemen Kenmotsu manifold olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

(V@)Y =—g(gX +hX,Y)E=n(Y X +hX)
olmasidir (1972 Kenmotsu).

Teorem 2.22. (M,&,7,9), (2n+1) -boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu manifold

olsun. O halde

V& =—¢°X —ghX
dir (1972 Kenmotsu).

Tamm 2.2.5. (M,g) n -boyutlu bir Riemann manifoldu ve x,,..,x, M "nin lokal

n

koordinatlari olsun. W=\/mdx1 AdX, A..AdX, ve g(x)>0 ise wye M iizerindeki

bir hacim form denir. Burada dx;, M iizerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve |g| M

tizerinde metrik tensoriin determinantidir (Spivak 1965).
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Tamm 2.2.6. (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde bir hacim

form mevcut ise M ’ye yonlendirilebilirdir denir (Gallot, Hulin, Lafontaine 2004).

Sonug 2.2.2. ® temel 2 -formu ters simetrik ve Tanim 2.2.3. yardimiyla 7 A®" =0 dir.

Boylece Tanim 2.2.5. geregince (M 0, &1, g) hemen hemen degme metrik manifoldu
yonlendirilebilirdir (Chinea, Gonzalez 1990).

Tanmm 2.2.7. M, n-boyutlu bir C* manifold olsun. Eger w 1-form ise, keyfi X,Y

vektor alanlart igin,
2dw(X,Y)= X (W(Y )= (W(X))-w([X.Y])
dir. Eger w, 2 -form ise,
3dw(X,Y,Z)= X (w(Y,Z))+Y(wW(Z, X))+ Z(W(X,Y))
-w(X,Y}Z)-w(ly.z} X)-w((z, x}Y)
dir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.1. (M 0,&,1n,9 ), (2n + 1) -boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold

ve V bir Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X,Y,Z vektsr alanlart icin,
(i) (V@)Y.Z)=g(Y.(Vx0)2),

(ii) (V@Y. Z)+(V @YY 0Z)=1(Z XV x12)Y =Y XV 2 )oiZ

(iii) (Vi) =g(Y. V&)= (V4 @NE.0Y),

(iv) 2dn(X.Y)=(Vxn)Y =(Vyn)X,

(v) 3dD(X,Y,Z)= & (V,®)Y,Z)

XY,z

esitlikleri gecerlidir. Burada XGY-)Z , X,Y,Z vektor alanlar1 tUzerinden alinan devirli

toplam gostermektedir.
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Ayrica, {Xi,¢Xi,§} i=12,..,n olmak lizere, M ’nin agik bir alt ciimlesi {izerinde

tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, 6 operatorii

o= —ian“{(inn)Xi +(V¢xi77)¢>xa}

seklinde elde edilir (Gonzalez 1990).

Tamim 2.2.8. M, n-boyutlu bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eger M nin

her p noktasi igin J? =—I olacak sekilde T,M tanjant uzayimn bir J endomorfizmasi

mevcut ise, 0 zaman M iizerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1 adi
verilir. Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen

kompleks manifold denir (Yano ve Kon 1984).

M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi ((p,§,77,9) ile verilsin. O zaman,

M xR {izerinde herhangi bir vektor alani

i)

seklinde tanimlanir. Burada X , M manifolduna teget bir vektor alan; t, R nin bir

koordinati ve f, M xR {izerinde bir C” fonksiyondur.

M iizerinde ((p,éj,n,g) bir hemen hemen degme metrik yap1 olsun. Boylece M xR

tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1

J(X,f%):(ﬂ—fm(x)%)

bigiminde tanimlanir. Kolayca J? =—1 elde edilir (Yano ve Kon 1984).

Tanmim 2.2.9. M , n -boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere, M iizerinde

(1,1)—tipli bir tensér alan1 @ olsun. VX,Y € ;((M) icin,

N, (X.Y)=0?[X,Y]+[gX, oY |- poX,Y]-g[X, Y]
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seklinde tanimli N, tensor alana ¢ tensor alanina gére Nijenhuis torsiyon tensoril denir

(Yano ve Kon 1984).

J, M lizerinde bir hemen hemen kompleks yapi olsun. Tanim 2.2.8 yardimiyla M

iizerinde J tensor alanma gore Nijenhuis torsiyon tensorii
N, (X,Y)=J32[X,Y]+[3x,IY]-3[3X,Y]-I[X,IY]
=—[X,Y]+[3X, Y ]-3[IX,Y]-I[X, Y]
seklindedir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.10. (M,J) 2n-boyutlu hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman,

N, =0 ise J donisiimiine integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).

Tanmm 2.2.11. M, 2n-boyutlu bir manifold olmak iizere, eger M xR lizerindeki bir J
hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise ((0,5,77) hemen hemen degme

yapisina normaldir denir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.2. (2n +1) -boyutlu M , {izerinde (g0,§,77) hemen hemen degme yapisinin

normal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
N, +2dn®&=0

esitliginin saglamasidir. Burada N, , ¢ tensor alanina gdre Nijenhuis torsiyon

tensorlidiir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.12. (M,J) 2n -boyutlu bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M
tizerinde VX,Y e )((M) icin,

g(IX,JY)=g(X,Y)

seklinde verilen § Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen

bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir. Hermit

metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair 2002).
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Tamm 2.2.13. (M,J,g) 2n-boyutlu bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her

X,Y vektor alanlari igin,
Q(X,Y)=g(X,JY)

esitligi ile tanimlanan QQ 2 -formuna hemen hemen Hermit yapisinin temel 2 -formu
denir. Eger dQ =0 ise (J , g) yapisina hemen hemen Kaehler yap1 denir. Bu yapi ile elde

edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yapi ile verilen
kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir Kaehler

manifold olmasi igin gerekli ve yeterli kosul VJ =0 esitliginin saglamasidir (Blair
2002).

Ornek 2.2.1. E* Kaehler manifoldunun 3-boyutlu bir reel hiperkiiresi S* olsun. E* de

S* bir birim normali C olmak iizere E* iin hemen hemen kompleks tensor alan1 J
J:E'>E*
C==¢

biciminde tanimlansin. O zaman &, S® lizerinde bir birim vektor alani olur. Yani
e ;((83) dir. S®’e teget her bir X vektdr alam icin 7(X) = g(X,&) olmak iizere 77

1-formu iyi tanimlidir. Ustelik 7(&) =1 dir. Diger yandan,
IX =X +1n(X)C

esitligi ile ¢ lineer doniistimii tanimlansin. Buna gére Vp = (p,, p,, P;, P, ) € S® icin;

00 -1 0
J{o —|2} 00 0 -1
I, 0] |10 0 0

01 0 0

yapist yardimu ile;

J(C(p)): J(p11 P, Ps3s Py ) :(_p31_p4, P pz) :_f
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elde edilir. Burada;

Ps
Py
6:
P,
- P,
dir.
Simdi g(X,&)¢ igin;
% Ps P;
X p p
g(X.O5=<| *| [ |5
X3 _pl _pl
Xy | =P —-P;

oldugundan,

Ps
P,

g(X,f)cf=(X1p3+X2p4—X3p1—X4p2)

1

-p,
elde edilir. Boylece;
A= (X Ps %Py =X P — X, P,)
olmak tizere;
9(X,8)=4¢
esitligi elde edilir. Ayrica,
P(@X) = I (¢X)—n(#X)C

P(@X) = I(IX —n(X)C) —n(IX —n(X)C)C
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—X5 Py

_ =X, P,
=J( -] " D-9(X -n(X)C,&)C
X Ps
X, P,
_Xl +4 p3 _X3 -1 pl p3 p1
_ _Xz+lp4 _< —X4—lp2 ’ Py S P,
—X3—ﬂp1 _Xl_;tps - Ps
—X4—/1p2 _X2_1p4 —P, Py
X || APy = [(% = AP) P+ (X = AP,) Py + (X + AP3) Py + (X, + AP,) P,
_ =X _ _ﬁ'p4_[(Xs_ﬂ’pl)ps+(X4_/lpz)pzt+(X1+/1p3)p1+(xz+ﬁ'p4)p2
X [ | AP [ (% = AP) Py + (X = AP,) Py + (X + AP3) Py + (X, +AP,) P,
=X _ipz_[(Xs_/Ip1)p3+(X4_ﬂpz)p4+(X1+/1p3)p1+(xz+lp4)pz
dir. O zaman
X Ps
X P,
PPX)=—| *[+2
X3 P
X4 _pz
oldugundan

#°X ==X +1(X)&

elde edilir. Bununla birlikte,

oldugundan,

o O O

bulunur. Boylece;

¢s =3&5-n()C

0 -1 0 Ps Py P Py
0 0 -1 p, _ P, _ P, _ P, -0
0 0 0| - Py Ps Ps Ps
10 0 - P, P, P, P,
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n(¢X)=9(¢X.<)
=g(IX-n(X)C,5)=0
oldugu da agikg¢a goriiliir.
Sonug olarak (¢,&,7,9) yapist S° iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapist
olusturur (Blair 2002).
2.3. CATILI MANIFOLDLAR

Tamm 2.3.1.M , (2n +s)-boyutlu bir manifold olsun. M ’nin tanjant demeti TM olmak

uizere, TM lizerinde

P’ +p=0
ve

ranke = 2n

sartini saglayan (1,1) tipindeki ¢ tensor alanina f -yapi denir (Yano ve Kon, 1984). s=0
ise f -yap1 bir hemen hemen kompleks yap1 eger S=1 ise f -yapt hemen hemen degme

yapidir.
)P =—¢° iQ=¢" +1 (2.7)

ile tanmimlanan iki biitiinleyen projeksiyon operatérlere karsilik boyD =2n ve boyD" =s

olacak sekilde D ve D™ biitiinleyen dagilimlari vardir.

Teorem 2.3.1. M, (2n+s)-boyutlu bir manifold olsun. ¢, M iizerinde bir f -yap1, P

ve Q yukarida tanimlanan biitiinleyen projeksiyonlar olmak iizere

) P=Pp=0p ii) @Q=Qp=0 iii) p’P=-P iv) ¢°Q=0 (2.8)

esitlikleri vardir (Ishihara ve Yano 1964).
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(2.8) kosulunu saglayan P ve Q projeksiyonlar1 yardimi ile TM , biri 2n digeri s

boyutlu olan iki dagilimin toplam1 olarak,
TM=D®D*, DnD*={0} (2.9)
seklinde yazilabilir. Burada D =1Im¢g ve D" =ceke dir (Ishihara ve Yano 1964).

Tamm 2.3.2. M, (2n+s)-boyutlu bir manifold ve ¢ de M iizerinde bir f -yap1 olsun.

M iizerinde s-tane vektor alan1 & ve s-tane 7, 1-formlar1 olmak iizere

o =1+ Y08, nle)=o .10

olacak sekilde (1,1) tipinde bir ¢ tensor alan1 varsa M ’ye global ¢atilandirilan manifold
ya da kisaca c¢atili manifold denir ve M ((p, &, ,ni) seklinde gosterilir (Goldberg ve Yano
1970).

Teorem 2.3.2. M ((p, & ,ni) catilandirilan manifold olsun. Bu durumda
1) & =01i) n,0op=0, iii) rankp =2n (2.11)
dir (Goldberg ve Yano 1970).

Goldberg ve Yano global catilandirilan manifoldu f.pk -manifold olarak

isimlendirmislerdir. Bu tanima denk olarak yaptiklar1 f.pk -manifold tanimi verilecektir.

Tamm 2.3.3., M, (2n+s)-boyutlu bir manifold ve ¢ de M iizerinde bir f -yap1 olsun.
Eger ¢eke paralellestirilebilirse (yani 1<i<Sicin & ler paralel ise) M'ye cekirdegi
paralellestirilebilen bir f -manifold veya kisaca f.pk -manifold denir (Goldberg ve

Yano 1970).

Tamim 2.3.4. M ((p, E.n' ) (2n + S)-boyutlu bir ¢atilandirilan manifold olsun.

g<¢x,¢v)=g<x,v>—gm<x>m<v> (2.12)
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n(X)=9(X,&) (2.13)

olacak sekilde bir § Riemann metrigi varsa M ((p, &', g) ye bir ¢atilandirilan metrik

manifold veya kisaca metrik f.pk -manifold denir (Ishihara ve Yano 1964).

Sonug¢ 2.3.1. M (gp, ', g) catilandirilan metrik manifold olsun. Bu durumda
g(pX,Y)=-9g(X,9Y) (2.14)

dir (Ishihara ve Yano 1964).

Tanim 2.3.5. M (qo, §i,77i,g) bir catilandirilan metrik manifold olsun. ¥X,Y € y(M)

i¢in,
®(X,Y)=g(X,¢Y)

ise ® ye M ((p, efi,ni,g) catilandirilan metrik manifold {izerinde temel 2 -formu denir

(Yano ve Kon 1984).

2.4. CATILI MANIFOLDLARIN TORSIYON TENSORU

M (¢,§i,ni,g), (2n+s) -boyutlu bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun. M xR® ,

(2n+s)-boyutlu bir carpim manifoldudur. R® iizerindeki vektor alanlari

Z(RS):{ES: fi&i: f eCw(RS,R),lﬁiSS} (2.15)
i=1 i
seklindedir.

0 0 | .
[X, flg,..., f, Gt_J ile MxR® deki vektor alanlari gosterilmektedir. Burada X ,
1 sl

M 2™ de bir vektor alani, (t,...,t,) ile R® de koordinat sistemi, f, eC*(R®,R) dir.

Ayrica M xR® {izerinde hemen hemen kompleks yap1 J ’yi

J :;((M xRS)x;((M st)
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(X'ZS: . %j_u[x,g f a%]{qox —Zl: ficfi,gni(X)a%J

i=1 i
olarak tanimlanir (Sagbas 2010).
Lemma 2.4.1. J doniisiimii lineerdir ve J> =—I dir (Sagbas 2010).

Lemma2.4.2. M ((p, &', g), (2n + S)-boyutlu bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun.

Bu durumda (M X RS,J) bir hemen hemen kompleks manifolddur (Sagbas 2010).

Tanmm 2.4.1. M (go, §i,77i,g), (2n+s) -boyutlu bir ¢atilandirilan metrik manifold ve

(M xR®, J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Hemen hemen kompleks yap1

J nin Nijenhuis tensori;

[egflgea)(Ea ) 308

dir (Sagbas 2010).
Tanmim 2.4.2. (M x RS,J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M xR® iizerinde

[,]:;{(I\/I xRS)xz(M xRS)—>;{(M xRS)

olmak tlizere
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seklinde tanimlanan operatore braklet operatorii denir (Sagbas 2010).

Lemma 2.4.3. (M xRS,J) bir hemen hemen kompleks manifold ve J hemen hemen

kompleks yapinin Nijenhuis torsiyon N; olmak iizere

N, (00..014.0...0) = (N6 VN |

N, ((X.0,...,0),(0,0,...,0)) = {(N®(X),N“(x)}

dir. Burada

NO(XY) =[] X V) + 23 dn (X Y

i=1

N(Z)(X’Y): (L(/)Xni)Y _(L¢Y77i )X

dir (Sagbas 2010).

Tamim 2.4.3. M (go, ., g), bir ¢atilandirilan metrik manifold ve (M X RS,J) hemen
hemen kompleks manifold olsun. J ’nin Nijenhuis tensér alan1 N, =0 ise

M (go, ', g) catilandirilan metrik manifolduna normaldir denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.4.1. M (QJ, §i,77i,g), bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun. Bu yapinin

normal olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul N (1), N (2), N® ve N® tensérlerinin sifir

olmasidir (Sagbas 2010).

Teorem2.4.2. M ((0, E.n', g), bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun. Eger N W=0ise

N® =N® =N® =0 dir (Sagbas 2010).
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Teorem 2.4.3. M ((p, ', g), bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun. VX,Y € )((M)

i¢in
20((V @)Y, Z)=3dD(X, Y, ¢Z)—3dd(X,Y,Z)+ g(NV(Y,Z) X )

S

SN, Z ), (X )+ 2d 7, (oY, X ), (2) - 207, (02, X Yy, ()}

i=1
dir (Sagbas 2010).

Teorem 2.4.4. M (p,&,7',9), (2n+s)-boyutlu bir f -manifold olsun. M (¢,&,7',g)

normal ise asagidaki esitlikler saglanir.

i) L.7; =0
i)  Lp=0
i) dr (X, Y )=—dn,(eX,Y)
iv) V.& eD

dir (Yano ve Kon 1984).

2.5. HEMEN HEMEN KENMOTSU f -MANIiFOLDLAR

Bu kisimda 6ncelikle hemen hemen Kenmotsu f -yapilar tanitilarak, gerekli literatiir
bilgisi verilmistir. Bundan sonraki kisimlarda &:=& +..+&, , ni=n,+..+n, Ve

S:=5"+..+5° alinacaktr.

Tamm 2.5.1. M (p,&,7',9), (2n+5s)-boyutlu bir metrik f -manifold olsun. (1<i<s)

olmak iizere her 7' 1-formlari ve & formu icin eger 7' 1-formlar1 kapali yani dz' =0
ve d® =257 AD esitlikleri saglaniyorsa M ’ye hemen hemen Kenmotsu f -manifold

denir (Oztiirk H. 2009).

M bir hemen hemen Kenmotsu f -manifold olsun. D dagilimi integrallenebilir
oldugundan herhangi bir X eF(D) icin Léginj =0, fi,fj]eD ve [X,fi]e D olur. V

Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere, her X,Y,Z € F(TM) i¢in
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20(V, )Y Z) (z( <¢x,v>¢,-—ni<vkox,z)j+g<w<v,z>,¢x> .17)

j=1

ozelligi saglanir. Bu denklemde X vyerine ¢ alirsak V.p=0 elde edilir. Bu ise

V.¢ € D" oldugunu vurgular. [gi,gjjzo oldugundan V. ¢&; :ngé:i bulunur. L, Lie

1 )
tirev operatoriinic gostermek iizere AX =-V,& ve h :E(Lgi go) operatdrleri

tanimlansin.

Onerme 2.5.1. Her i e {1,..., S} icin A tensor alani simetrik bir operatordiir ve agagidaki

ozellikleri saglar (Oztiirk H. 2009).

) Heriefl..s}icin A(£)=0 du.
i) AcptooA ==
i) tr(A)=-2n.

Onerme 2.5.2. Her i e {1,...,8} icin h, tensor alani simetrik bir operatordiir ve asagidaki
ozellikleri saglar.
i) Her jefl..,s}i¢in h&, =0 dir.

i) hiocp+@oh =0.

iii) izh, =0.
iv) izgh =0.
(Blair 1970).

Onerme 2.5.3. V¢ operatorii,

(Vo) +(V o) = Z[n Y o +2g(X, 0V ) +7' (Y )0 X ] (2.18)

bagmtisin saglar (Oztiirk H. 2009).

Onerme 2.5.4. (M &, g), (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu f -manifold

olsun. O zaman, her i€ {l,...,s}
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h=0=V¢& =0
esitligi saglanir (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).

Tamm 2.5.2. M" bir C* manifold olsun. Keyfibir p e M" noktasiigin TM" nin r—
boyutlu altuzayr (r <n) nin bir koleksiyonu D = {Dp} olmak iizere, P noktasini ihtiva

eden M" nin bir U agk altciimlesi iizerinde C” smifindan lineer bagimsiz

{Xl,...,Xr} vektor alanlart U nun her ge M" noktasinda hala D, nin bir bazi

oluyorsa D ye M" ilizerinde bir r—boyutlu dagilim ve {Xl,..., Xr} ctimlesine U

tizerinde D icin bir lokal baz denir (Sharpe 1997).

Tamm 2.5.3. M" bir C* manifold ve M" nin bir r—boyutlu dagilm: D olsun. M"

0

nin bir haritas1 X = (X, X,...,X,) olmak iizere, {%""'B_x,} ctimlesi D dagilimi igin bir

baz olusturuyorsa X haritasina D dagilimina gore diizlemseldir denir. Eger M " nin her
noktasinda tanimli olan D dagilmi igin bir diizlemsel harita bulunabiliyorsa D

dagilimina integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997).

Tanmim 2.5.4. M" bir C* manifold, M" nin r—boyutlu baglantili alt manifoldu N ve
M"™ nin bir r — boyutlu daglimi D olsun. Her pe N igin, D, =T N ise N’ye M"’

nin r—boyutlu integral alt manifoldu denir (Sharpe 1997).

Onerme 2.5.5. M" bir C* manifold ve w M" i{izerinde C* bir 1-form olsun. M"’

nin her p e M" noktasi igin n=boy(kerw,) =r sabit ise kerw, M" {izerinde bir r—

boyutlu daglimdir (Sharpe 1997).

Teorem 2.5.1. (Frobenius Teoremi) M" bir C* manifold ve M" nin bir r—boyutlu
dagilimi D olsun. D dagiliminin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her

X,Y €D i¢in [X,Y]e D olmasidir (Sharpe 1997).

Onerme 2.5.6. M" bir C* manifold, w M" iizerinde C* bir 1-form ve her pe M"
noktasi igin n=boy(kerw,)=r sabit olsun. Boylece D= {ker wW,:peM } dagiliminin

integrallenebilmesi igin gerek ve yeter kosul her X,Y ekerw ig¢in dw(X,Y)=0
olmasidir (Sharpe 1997).
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2.6. HEMEN HEMEN f — KOSIMPLEKTIK MANiFOLDLAR

Bu kisimda hemen hemen f —kosimplektik yapilar tanitilip, gerekli literatiir bilgisi

verilmistir.

Tamm 2.6.1. (M,9,£,17,9), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold

olsun. Herhangi vektdr alanlari ve f e R (M)igin, M *"" iizerinde,
dn=0,dgp=2fnrep

esitlikleri saglanyorsa M *"’ye hemen hemen f —kosimplektik manifold denir. Ozel

olarak, f =0 icin hemen hemen kosimplektik, f #0 icin hemen hemen Kenmotsu
manifoldu elde edilir (Aktan, Yildirim ve Murathan 2013).

Yardimer Teorem 2.6.1. M 2™ manifoldunun bir(qp,ﬁ,n, g) hemen hemen degme metrik

yapist i¢in,

29((Vy@)Y,Z) =3dD(X, Y ,¢pZ) —3dD(X,Y,Z)
+g(N@D(Y,2),oX)+N@(Y,Z)n(X)
+2dn (Y, X)n(Z)—2dn(pZ, X)n(Y)

dir. Burada;

NO(X,Y) =N, (X,Y)+2dn(X,Y)E
N@(X,Y) = (L)Y = (Lym)X

dir (Blair 2002).

Onerme 2.6.1. (M o &, g) bir hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun.

O zaman, her X , Y vektor alanlar igin,

1

hX = E(|_§(p)x, h(&)=0

ngzo, V§¢:¢)
(gpoh)x +(hogp)x =0
iz(h)=0
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h=0c VE=—fp

esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).

Onerme 2.6.2. (M o, En, g) bir hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. O

zaman, her X, Y vektor alanlar i¢in
V, & =—fp’X —ghX
(V)Y = flg(X.Y) =n(X)n()]+g(eY ,hX)
h=0c V& =—1p?
esitlikleri saglanir ( Pastore ve Dileo 2007) ( Kim ve Pak 2005).

Yardimcr Teorem 2.6.2. (M &, 9) bir hemen hemen degme manifold olsun.

O zaman, her X vektor alani igin,
(Vgh)O(p+goo(V§h)= 0
esitligi gecerlidir ( Blair 2002).
Onerme 2.6.3. (M o, Em, g) bir hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun.
O zaman V X, Y € y(M) i¢in Levi-Civita konneksiyonu
(Vi@ +(V uplpt == Fln(V)eX +29(X, 0¥ )] - (Y )hX
esitligini saglar (Aktan, Yildirim ve Murathan 2014).

Uyan 2.6.1. (M 2"+1,go,§,77,g) bir hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. Her

p e M*" icin,
D, =kern, ={X eT,M :5(X,)=0}

dir.
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Onerme 2.6.4. Bir hemen hemen kosimplektik manifold bir hemen hemen Kaehler

manifold ile R veya S*’nin bir lokal asikar carpimi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
h =0 olmasidir (Kim ve Pak 2007).

Teorem 2.6.1. (M o, En, g), bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu ve h =0 olsun.
O zaman, M manifoldu M x 2 N "olacak sekilde lokal bir katli carpimla ifade edilir.

Burada N?" bir hemen hemen Kaehler manifold, t koordinati ile verilen acik aralik M

ve bazi ¢ pozitif sabitleri i¢in f? = ce® dir (Pastore ve Dileo 2007).

Teorem 2.6.2. (M o, En, g) bir hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. Bu

durumda,
(1) D dagilimmin integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapidadir,

(2) f =0 durumunda D dagiliminin integral altmanifoldu total geodezik veya f =0

durumunda D dagiliminin integral altmanifoldunun total umbilik olmasi igin gerek ve

yeter kosul f =0 olmasidir (Kim ve Pak 2005).

Onerme 2.6.5. (M o, En, g) bir hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. O

zaman, M "' nin f — kosimplektik manifold olmas1 icin gerek ve yeter kosul D

dagiliminin integral altmanifoldlarinin Kaehler ve h =0 olmasidir (Kim ve Pak 2005).

Onerme 2.6.6. (M o, &, g), D degme dagiliminin integral altmanifoldlar1 Kaehler
olacak sekilde bir hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. O zaman, M ***''nin

f —kosimplektik manifold olmast icin gerek ve yeter kosul V& = —fg® olmasidir (Aktan,

Yildirim ve Murathan).

Sonu¢ 2.6.1. (M 2”+1,¢>,§,77,g) 3- boyutlu bir hemen hemen f — kosimplektik

manifoldu V& = — f¢? sartin1 sagliyorsa bir f —kosimplektik manifolddur.

Uyar12.6.2. Yukarida verilen sonuglar (Pastore ve Dileo 2007) de f =1durumu igin elde

edilmistir.
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Yardimer Teorem 2.6.3. (M o, En, g) bir hemen hemen f —kosimplektik manifold

olsun. Uzerinde (l,l)— tipli A ve h tensor alanlari, sirasiyla A=-V£ve h =%L§(ph

seklinde tanimlansin. Bu durumda, her X,Y vektor alanlari i¢in,

(1) A ve h simetriktir,
(i) Ap+oA=-2fp,
(i) 7noA=0,moh=0,
(iv)  h=Aocp+ fp,
(V) hA+ Ah =-2fh,
(vi) izZA=-2fn,
(vil) izpA=0,
esitlikleri saglanir (Aktan, Yildirim, Murathan 2014).

Onerme 2.6.7. Bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D dagiliminin integral

altmanifoldlarinin Kaehler yapida olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her X,Y vektor

alanlar1 igin,

(V@)Y ==g(eAX,Y )& +n(Y )pAX

dir. Burada her X vektor alami igin, AX = ¢hX olarak alinmistir (Olszak ve Dacko
1998).

Onerme 2.6.8. Bir hemen hemen f — kosimplektik manifoldun D dagiliminin integral
altmanifoldlarinin Kaehler yapida olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her X,Y vektor

alanlari igin,
(Vi)Y ==g(pAX,Y )& +7(Y JpAX

dir. Burada her X vektdr alam icin, AX = fp’X +¢hX dir (Aktan, Yildirim ve
Murathan 2014).

Onerme 2.6.9. (M o &, g), bir hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun.

O zaman, M " iizerinde herhangi vektor alanlar1 XY igin,

RO Y)E = [e(f)+ £2[n(X )Y —n(Y)X]— £ [7(X JphY — (Y JphX ]
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+ (VY (/h)X - (vx ¢h)Y
= (VY A)X - (Vx A)Y
esitligi saglanir (Aktan, Yildirim ve Murathan 2014).

Onerme 2.6.10. (M o, &, g), bir hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun.
Bu durumda (Aktan, Yildirim, Murathan 2014) ,

R(X, &) = [&(f)+ £2[p*X +2fphX —h2X +(V.h)X
(V.h)X = —gR(X, &)= [£(F)+ £2 X 21X — gh?X
R(X, &) —gR(gx &) =[[&(f)+ £2]p*x —n*X]
S(X,&)=-2n[&(f )+ £2 jp(X )~ iz(eh)
5(¢,¢)=—(2nle(t)+ £2]-iz(h?)
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3.BULGULAR VE TARTISMA

Bu kisimda 6ncelikle global ¢atili hemen hemen f —kosimplektik manifoldlar tanitilarak

daha sonra bu tiir manifoldlarin temel egrilik 6zellikleri ve buna bagl geometrik yapilari

incelenmistir.

3.1.GLOBAL CATILI HEMEN HEMEN f — KOSIMPLEKTIK
MANIFOLDLAR

Tanim 3.1.1. (M 0. &N, g), bir global ¢atili manifoldu hemen hemen f —yap1 olsun.
vX,Y eI'(TM) ve f eR, (M)igin

dn' =0,dQ=2fnAQ
kosullar1 saglaniyor ise M'ye global ¢atili hemen hemen f — kosimplektik manifold

denir. Burada df A7' =0dir.

M , global c¢atili hemen hemen f — kosimplektik manifold olsun. D dagilimi
integrallenebilir oldugundan herhangi bir X eI'(D) i¢in L§i77i =0, [&,&]eD ve

[X,& ]e Ddir. Her X,Y,Z e T(TM) igin Levi-Civita konneksiyonu,

29((V <o)V, 2)= ZfQ[Z(g((DX,Y)fi =1’ (V)X ),Z} g(N(Y,Z) ¢X) (31)
i1
ile verilir. X = & alinirsaV, &; € D™ oldugunu gosteren V. ¢ = 0 esitligini ve

|£..£,]=0 oldugundan dolay1 V, & =V & esitligi elde edilir.

Burada AX =-V,¢& veh, = %(Lé o) olarak ifade edildi, L, burada Lic tiirev

operatoridiir.
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Onerme 3.1.1. Heri e {1,2,..., S}igin A, tensor alani simetrik olup
1) Vje{l,..,s}igin A(&;)=0
2) Acp+opoA =—2fp
3)iz(A)=-2fn

esitlikleri saglanir.

Ispat. d7' = 0oldugundan A 'nin simetrik oldugu agiktir.

1) Vi,j,ke{l,Z,...,S} icin g(§i,§j):5ij ve V.&; =V, ¢ esitlikleri kullanamlarak
29(&., A(&;))=0elde edilir. v &, € D* oldugundan A (&;)=0d.

2) VZeDl(TM)icing(N(&,Z))=(L. ) dir. Ote yandan V.o =0 oldugundan,
Loop=Acop—poA (3:2)
dir. (3.2) esitliginden kolaylikla
~AX =—fp’X —¢gh X (3.3)
elde edilir. Y = & alinir ve (3.1) esitligi uygulanirsa,

29(pA X, Z)=-21g(eX,Z)-g(eN(&,2)X)

elde edilir ki bu istenilen sonugtur.

3) {Xl,..., Xn,¢Xl,...,¢Xn,§l,...,§s} lokal ortonormal ¢at1 g6z 6niinde bulundurulurak

1) ve 2) yardimiyla
iZ(A)ZZn:Q(AXJ,XJF Q(MX,-,¢Xj)=—2f_zn:g(¢xj,¢xj)=—2fn

ifadesi elde edilir.
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Onerme 3.1.2. Vo asagidaki esitligi saglar:

(Vo) +(Vxplp¥ = ZP( (V)X +29(X, 0¥ ) )" (Y )0, X

Ispat. Direkt hesaplamalarla,
oN(X,Y)+ N(eX,Y) 2277

ve

7' (N(¢X.Y))=0
elde edilir. Bu iki denklem ve (3.1) yardimu ile ispat tamamlanir.

Onerme 3.1.3. M bir global gatili hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. D

dagilimmin integral altmanifoldlart H = —fz‘ortalama egriligine sahip hemen hemen
Kaehler manifoldlardir.
Ispat. M, D dagilimmin integral alt manifoldu olsun. (D, g = P = —I) yapisinin

hemen hemen kompleks dagilim ve indirgenmis § metriginin M iizerinde Hermitian
metrik oldugu bilinmektedir. Bunedenle V X,Y € F(M) i¢in, M iizerinde indirgenmis 2-
form Q= g(X,JY )=g(X,eY)=Q(X,Y)ve dfl = 0 dir. Dolayistyla M, hemen hemen
Kaehler manifoldtur. Temel iki form B ve & yoniindeki Weingarten operatorii A, olmak

tizere, Onerme 2.5.2 ve (3.3) ifadesi kullanilarak , j € {1, 2,...., S} icin
B(X,Y)=g(AX,Y )&, =—fg(X,Y)& +gleh, X,Y )&, (3.4)

yazilabilir. ™ *de ¢ =12,...,n icin ey, = pe,€,,, = ¢e, olacak sekilde ortonormal
catl {el,ez,...,en} olarak alinsin. (3.4) ifadesinde X =Y = e, alir ve p =12,...,2n igin

toplama gegilir ise

H =3 (A ) =~

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Onerme 3.1.4. M bir global catili hemen hemen f — kosimplektik manifold ve D

dagiliminin integral manifoldu M olsun. Bu durumda,

1) f =0durumunda, M ’nin total geodezik olmast i¢in gerek ve yeter kosul tiim h,
operatdrlerinin sifir olmasidir.
2) f #0durumunda, M *nin total umbilik olmast icin gerek ve yeter kosul tim h,

operatorlerinin sifir olmasidir.
Ispat. (3.4)’ ten ispat agiktir.

Onerme 3.1.5. Onerme 3.1.4 kosullar1 altinda, ((0, §i,77i,g) yapisiyla verilen M
manifoldunun global gatili hemen hemen f —kosimplektik manifold olmasi igin gerek
ve yeter kosul D dagiliminin integral manifoldlarinin Kaehler ve tiim h, operatorlerinin

sifir olmasidir.

Ispat. Eger yap1 normal ise VX eI’ (TM ) i¢in,
0:N(x,gj):Nw(x,gj)+2iz:“dq‘(x,§j)fj (3.5)
= —glox, &+ 07X, &, ]+ ZiZsl)dn‘(X’cfj )5, = 26h; X
elde edilir. Bundan dolayi tiim h, operatérleri sifirdir. Ote yandan, VX,Y € T'(D)igin,

N@(X’Y):[(px’ng]_(P¢X!Y]_¢’[X!¢Y]_[X’Y]: NJ=¢\D(X’Y) (3.6)

dir. Buradan agikg¢a goriiliir ki N; =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul hemen hemen

kompleks J yapisinin integrallenebilir olmasidir. Dolayisiyla, (3.5) ve (3.6) kullanilarak

ispat tamamlanir.

Onerme 3.1.6. M , global ¢atili hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. M nin

integral alt manifoldlarmin Kaehler yapida olmasi igin gerek ve yeter kosul M

tizerindeki V X, Y vektor alani igin,

Va0l = Falonx, )i+ (1 oA x] (37
olmasidir.
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Ispat. (Pastore ve Falcitelli 2007) de Onerme 2.2 den ispat agiktir.

3.2. EGRILIK OZELLIKLERIi

Onerme 3.2.1. M bir global catili hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun.

RO =[6(1)+ Dol (o X -7 (X )oY
—fz[n X Joh,Y — (¥ Joh, X | (38)
(Vo)X (7
dir.
ispat. Riemann egrilik tensérii ve (3.3) kullanilarak (3.8) elde edilir.

Asagidaki 6nermenin ispatini basit hesaplamalarla (3.3) ve (3.8) kullanilarak elde edilir.

Onerme 3.2.2. ((p, §i,77i,g), f — yapili global gatili hemen hemen f — kosimplektik

manifoldlar asagidaki esitliklikleri saglar.
RO, & =|a(F)+ 122X+ foh X + foh X ~hh, X +¢lV_h )X (3.9)

R(E, X g —gR(g,, X )z =2|-|& (F)+ F2|p?X +hh X (3.10)

V. h )X =—gR(X, & )6 —[&.(F)+ F2px - X = th, X —ghh X (3.11)
S(X,&)=—2n[& (f)+ £2]p(X) = (diveh, )X (3.12)

s(g.&,)=-2nlz (f)+ £2|-iz(h;h) (3.13)

Onerme 3.2.3.Integral altmanifoldlar1 Kaehler yapiya sahip global gatili hemen hemen

f —kosimplektik M manifoldu igin,

R(X,Y)0Z — R(X,Y)Z = Y {G(AIX ,gZ) AY — gAY, ¢Z) A X

i=1

—g(AIX,Z)pAY +g(AY,Z )pA X
+7' @)V AN = (V, A)X)
+9((V A = (Vy )X, pZ)5}
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= i{g(AiX JPZ)AY —g(AY,0Z)AX

—g(AIX,Z)pAY +g(AY,Z )pA X
1" (2)p(R(X,Y)E) = 9(R(X, ), ¢Z)&}

dir.

Ispat. Riemann egrilik tensorii ve (3.7) kullamlarak direkt hesaplamalarla ispat

tamamlanir.

Sonug. 3.2.1. M, global gatili hemen hemen f — kosimplektik manifold olsun. Ricci

tensorii asagidaki kosullar: saglar :

i) f=0durumundaS(&,,&,) her zaman negatif deger alir.
i) Tim S(fi ,é) degerleri sifir ise D ’nin her lifi total geodeziktir.
iii) Tiim S(&,&,) degerleri sifir ve M normal ise M, bir abelyen M; Lie grubu ve

M /" Kaehler manifoldunun lokal olarak garprmudir.
Ispat. (3.13) ten ispat aciktir.

Degme metrik yapilar izerinde 7 tensorii alani, keyfi X,Y vektor alanlari igin

g(TX’Y): (ngXX’Y)

seklinde tanimlidir(Chern,Hamilton 1985 ). Simdi bir global ¢atili hemen hemen
f —kosimplektik manifold i¢in bu tensér alanini tanimlanip incelenecektir.

Onerme 3.2.4. (¢,§i,ni,g) f — yapisiyla verilen global ¢atili hemen hemen
f —kosimplektik M manifoldu,

X =—2AX

seklinde bir 7; tensoriine sahiptir ki burada 7,, M iizerinde keyfi X,Y vektor alanlar

igin g(z;X,Y)=(L. g)X,Y) ile tanimlsdr.
Ispat. 7, tensor alan tanimi kullanilarak,
(L)X, Y)=0(Vx&.Y)+9(X.Vy&)
=2g(~ fp?X —gh X,Y)

elde edilir. (3.3) esitligi uygulanarak ispat tamamlanir.
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3.3.BAZI TENSOR KOSULLARI

M iizerindeki herhangi X vektor alani igin,

X =XT+3 0 (004

dir. Burada X', X vektor alanimin tegeti ve zni (X)¢&, , X vektor alaninin normalidir.
i=1

Her (1,1) tipli B tensor alanmnin 77— paralel olmasi igin gerek ve yeter kosul her
XY, Z" eDigin g((VXl B)YL,ZL)z Oolmasidir. Simdi, global ¢atili hemen hemen
f —kosimplektik manifoldlar {izerinde tanimli h, ve ¢h, tensor alanlarinin 77 — paralel

olma kosullar1 incelenecektir.

Onerme 3.3.1. M global catili hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. Eger

h, tensor alanlar1 77 —paralel ise M iizerindeki her X,Y vektor alani i¢in

(Vi Y == 7 OOty +[& () + £2]Y +ahyY + ghh Y + Y]
- (3.14)

_an (Y)[fhiX + gohihkx]_zg(fhi X +g¢hh X ’Y)Szk
k=L k=1
dir. Burada |, = R(., &, )<, tensorii vektor alanlarina gore Jakobi operatdrii ve h, ’ler
(12) -tipli tensor alanidar.

ispat. Kabul edelim ki her bir h,, 7 —paralel olsun. i € {1,2,...,s}igin &, ye ortogonal X

’in bilesenleri X * le gosterilirse, M iizerindeki her X,Y,Z vektor alanlart icin,

o((v,.n.z*)
g[(vxziﬁw n j[v —gnk(v)ék}z —kzs_;nk(Z)ékJ
(v, Y. 2)- Y 0" (0al(V ;0 ). 2)- S (gl h ) 2)

0

—an(z)g (Vi Y.&)
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=g((vxhi)Y.—coZZ)—gnk(X)g((vgkhi)v,Z)—gnk(Y)g((vxhi) Z)

elde edilir. (3.3) ve (3.11) kullanilarak ispat tamamlanir.

Onerme 3.3.2. M, global ¢atili hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. Eger

¢h. tensor alanlart 77 —paralel ise

(vx("hi)Y :iﬂk(x)[lkiY _[gi(f)+ fz](DZY + foh Y +hh Y — 1:(ﬂhiY]

S

—ink(Y)[quhiX _hihkx]_zg(w’hix _hith’Y)é:k (3-15)

k=1
dir.

Ispat. gh, tensor alani 77— paralel olsun. Dolayistyla M iizerindeki her X,Y vektor

alanlart icin,

o((v,. o ) -.2*)

g((vx [ j[ -3 (Y)fkj, —i_nk(zw:kj

= 0(V,on . 2)- 30" 0007 o 2)- St 000 (7 o, i 2)

0

-3 @V o .2

dir. Eger yukaridaki denklem sadelestirilirse,

g((vx«phi)v,z)=gnWX)g((v@m)Y,Z)+gnk(v>g((vxm) Z)

1D AT\ D

olur. (3.3) ve (V 5 o )Y = (D(V 2N )Y , &, esitligi kullanilarak ispat tamamlanir.
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Teorem 3.3.1. ¢h, tensor alanlart 77— paralel olan global c¢atili hemen hemen
f —kosimplektik manifoldlari i¢in

ROX,Y)E = 31 (Nl X — " (X1, Y (3.16)

dir. Burada l; =R(,&)S . & ve & karakteristik vektor alanlarina goére Jakobi

operatoridir.

Ispat. (3.8) ve (3.15) kullanilarak,
ROCYE =[6(0) + Il (00X —n (007 ]
- 13l OO~ (1yeh,Y]
+k§s;nk(v)[|kix e (F)+ 122X + agh X + Ry X = foh, X |

-3t OOty - Y] Y a(feh X -hnY X ),

k=1

=~
N

COONGY = [&(F) + £2]p2Y + foh Y +hhY — fohY ]

M

1

+ Uk(Y)[f(ﬂhiX _hihkx]_ig(fqohix _hith’Y)é:k

=1

w =
I

=~

elde edilir. Yukaridaki denklem sadelestirilerek (3.16) kolaylikla yazilabilir.
Teorem 3.3.2. Global gatili hemen hemen f —kosimplektik manifold negatif noktasal

sabit &, -kesit egriligine sahiptir.

Ispat. p e M noktasinda noktasal sabit &, -kesit egriligi K(p) olan global gatili hemen
hemen f — kosimplektik manifold M olsun. p € M noktasinda &, ’ye ortogonal tim

X " tanjant vektorleri igin
g(R(XT,& )5 XT)=K, (my(xT,X7)

olur. Yani X*eD dir. X" =X->75"(X)& almarak ve R egrilik tensoriiniin
k=1
simetrikligi kullanilarak yukaridaki denklemin her X vektor alani igin,

@l X = KX
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ile esdeger oldugu goriiliir. Burada K;, M {izerinde bir diizgiin fonksiyondur. (3.11)
denkleminden

(V)X = =KX —|& (F)+ F2|pX —2ah, X —gh?X
dir. Yukaridaki ifade simetrik ve ters simetrik kisimlarina ayrilirsa,
(V.h )X =-2fh X
ve
—K X =& (F)+ f2]pX —gh?X =0 (3.17)

elde edilir. Bu son ifadeden

B 1. Ih°
K,[[g,(f)+f ]+?

elde edilir.

Yorum 3.3.1.“ h, , Kodazzi tensordiir” ifadesiyle “ ¢h, , Kodazzi tensordiir” ifadesi
esdegerdir.

Onerme 3.3.3. M global catili hemen hemen f — kosimplektik manifold olsun. Eger

oh. (veya h.) tensor alan1 Kodazzi ise asagidaki ifadeler gegerlidir.

1) Eger f =0ise D dagilimimin integral altmanifoldlari total geodeziktir.
2) Eger f =0 ve M normal ise M abelyen M. Lie grubu ve M Kaehler

manifoldunun lokal olarak ¢arpimidir.

3) f #0oldugunda D dagiliminin integral altmanifoldlar: total umbiliktir.
Ispat. gh, tensér alam1 Kodazzi olsun. X = & veY e Digin,
V. h ) =(Vyh)e
elde edilir. (3.11) kullanilarak,
1LY =[&(F)+ F2]p?Y + fh Y

bulunur. (3.10) dan, Vi, jicin hh)Y =0 elde edilir ki bu Vi igin h; =0 demektir.

Onerme 3.1.4 den ispat tamamlanir.
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Teorem 3.3.3. M, global ¢atili hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. Eger 7,

tensdr alanlar1 paralel ve M normal ise M, abelyen M Lie grubu ve M;/" Kaehler

manifoldunun lokal olarak ¢arpimudir.

Ispat. 7, tensor alanlart paralel tensor alani olsun. Bu Vi e {1,2,..., S} ve VX,Y eI'(TM)

icin (eri )Y =0 anlamina gelir. Vj € {1,2,..., S} igin Y = £; alinirsa
—2nf? —iz(hh, )=

elde edilir. Eger tim 1 ve | degerleri i¢in son denklem incelenirse, f =0 ve tim

e {1,2,..., S}igin h. =0 oldugu gorilir. Dolayisiyla, Teorem 3.1.1 den ispat tamamlanur.

Onerme 3.3.4. M, global catili hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. Eger
7, tensor alanlar1 77 —paralel ise

(7 n )Y =3 0O s o ) =5 oV &, + 9V eoh ) V] (3.18)
dir.

Ispat. Kabul edilsin ki , paralel olsun. Dolayisiyla D iizerinde her X", Y ", Z" vektér

alani i¢in,

o(V,a )" 27)=

saglamis olur. Bu esitlikten direkt hesaplamalarla,
o = Z[g (Vur W EDEc+n OOV 7 e+ 0 OOV, 7 )] (3.19)
elde edilir. Ote yandan,
(Vxn ) =3[ 20 VIV & -206(V,& Va2V @20

esitligi kolaylikla elde edilebilir. (3.19) ve (3.20) dan istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.3.4. M , global catili hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. Eger 7,

tensor alanlart 77 —paralel ise,
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ROGYIE = 30 Wl X =7 (OO

dir.

Ispat. (3.18) denkleminden,

(Vy¢hi )X _(Vx(ﬂhi)Y = iﬂk(Y)(vgkd"i )X —Zslnk(X)(Vék(uhi)Y
= K (3.21)

"‘ZUK(Y)(PhiVX Sk _an(x)(Phivak
k=1 k=1
elde edilir. (3.11) ve (3.21) kullanilarak,
ROX,Y)E =D (VL X =i (XY
k=1

bulunur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Onerme 3.3.5. M, global catili hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. Eger ¢h,

tensor alanlar1 ¢evrimsel paralel ise asagidaki kosullar saglanir:

1) Eger f =0ise D dagilimmin integral altmanifoldlari total geodeziktir.

2) Eger f =0 ve M normal ise M, bir abelyen M, Lie grubu ve M?" Kaehler

manifoldunun lokal olarak ¢arpimidir.

3) f #0oldugunda D dagiliminin integral altmanifoldlari total umbiliktir.
Ispat. Hipotezden, M iizerindeki her X,Y vektor alanlari igin
o((Vxeh Y & )+ a((Vyoh ), X )+ gV, e X Y )=0
yazilabilir. Bu denklemden,
(V. b )X =2 X +glh oh; +h; o b, )X
elde edilir. (3.9) dan yararlanarak,

R(X,&)E =& (F)+ T2 ]p?X + foh X +3fh, X —3h”X

bulunur.
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X yerine @X alarak ve (3.10) denklemi kullanilarak, son denkleme ¢ uygulanirsa

hi2 =0 elde edilir. Dolayisiyla i € {1,2,...,8} icin h, =0 dir. Onerme 3.1.4 den ispat

tamamlanir.

3.4.RiCCi SOLITONLARI

Onerme 3.4.1. M, global ¢atili hemen hemen f —kosimplektik manifold ve M'de Ricci

solitonlar1 (g,V , /1) olsun,

S(X,Y) =—Tg(gX, oY )+g(eh X.Y)-29(X,Y) (3.22)
S(eX,Y)+S(X,9Y)=2g(h X,Y) (3.23)

QX = fp*X +gh X — AX (3.24)
S(X,&)=-2(X) (3.25)
r=-2nf —(2n+1)4 (3.26)

esitlikleri saglanir.

Teorem 3.4.1. Bir global catili hemen hemen f — kosimplektik manifoldda f sabit

tutularsa Ricci solitonu genisletilebilirdir.

Ispat. M, global catili hemen hemen f — kosimplektik manifold ve M' de Ricci

¢Oziimleri (g,V,/l) olsun, Onerme 3.4.1.” den ;
A=2n[E(f)+ £2]+iz(h?)
dir.

Teorem 3.4.2. Sabit egrilikli global gatili hemen hemen f — kosimplektik manifold

genisletilebilirdir.
Ispat. (3.14)’iin Lie tiireviyle,

S(X,Y) =—1g(eX, Y )+aleh X,Y)-Ag(X,Y) (3.27)
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Ornek 3.4.1.n=1ve s=2olsun. R*’de standart koordinatlar1 (X,y,z,,z,) olan 4—

boyutlu M = {(X, Y,2,,Z, ) IS R4} manifoldu alinsin. Vektor alanlari,

e —eZZE
! ox’
22 0
e, =" —,
oy
o= 9
° oy
L0
oz,

olsun. M ’nin her noktasinda {g,,e,,e,,e,} vektor alanlarmimn lineer bagimsiz oldugu

aciktir.

Tim 1, | e{l, 2,3, 4}i(;in

ile tanimli ve

g =%(dx®dx+dy®dy)+ dz, ®dz, +dz, ®dz,
e z

tensor carpimu ile verilen g, Riemann metrik olsun. M tizerindeki her X vektor alan1 igin
nt ve n® sasiyla 7°(X)=g(X,e,) ve n°(X)=9g(X,e,) ile tanimli 1— form ve
ole,)=e,, (p(82 ) =-¢, ple,=&)=0, ole, = 52): 0 ile tamml ¢ bir (1, 1) tensor alani
olsun. Ayn1 zamanda, h,(e,) = —1e, h.(e,)=1e,,h (e,)=0ve h.(e,)=0ile tanimli h, ’ler

(1, 1) tensor alani olsun. Daha sonra g ve ¢ ’nin lineerligi kullanilarak M iizerindeki her

vektor alani igin,
P*X =-X +771(X)63 +772(X)e4
9(@X, Y )= g(X,Y) =7 (X ) (Y ) = (X D (Y)
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Ul(es)zl Ve 772(94):1
elde edilir.

Geriye dQ = 25 AQ ve @, Nijenheus torsiyon tensoriiniin sifir oldugunu ispatlamak
kalir.i < jicin Q(e,,e,)=—1 aksi taktirde Q(ei € )= 0 dir. Bu nedenle, (' nin sifir

olmayan temel elemani

ve bu ylizden
1
Q=-— — dx A dy (3.28)
dir. Sonug olarak, dQ dis tiirevi
20(z+2,)
do=-22" " " dxndy a(dz, +dz,) (3.29)
C, +C,

dir. (3.28) ve (3.29) yoluyla 1* = dz,ve 1* = dz,igin
dQ = 2a(771 + 772)/\ Q
buluruz.V, g metrigine gore Levi-Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda,
[e,.e.]=e.e,]=cr, —e,.,[e,.e,]=]e,.e,] =€, + e,
e,.e,]=0,[e;.e,]=0
elde ederiz.

Sonug olarak, Nijenheus torsiyon tensorii ¢ sifirdir denilebilir. Bu yiizden, manifold « —
kosimplektik f —manifolddur.
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3.5.GLOBAL CATILI HEMEN HEMEN f — KOSIMPLEKTIK (x,1,v) -
UZAYLAR

Tamim 3.5.1. M bir global catili hemen hemen f —kosimplektik manifold ve «, ¢ ve v
reel sabitler olsun. M bir global catili hemen hemen f —kosimplektik (x, «,v) — uzay
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i € {1,..., S}, X,Y e I'(TM) i¢in asagidaki 6zdeslikleri

saglamasidir:

R(X,Y)E = wln(X)p?Y —n(Y)p?X)
+ (), X =n(ONY) (3.30)
+V(7_7(Y )(/’hi X _7_7(X)(0hiY)

Yardimc1 Teorem 3.5.1. M bir global c¢atili hemen hemen f — kosimplektik
(x, ,v) — uzay olsun. O halde,
(i)  Heri,je{l2..s}iginh oh, =h, oh,

(i) w<r2rsn)]
(i)  Eger k< —[f 24 & (f)] ise her i e {1,..., S}igin h, 6zdegerleri 0 ve

+ =+ F2+&(f))dir.
ispat.Her X e (TM)vei, j € {1.2,...,s} icin (3.29) dan
R, X )5 —gR(E, oK )& = 264X
dir.
R(E, X g —aR(E, oX g =2~ (F2+ & (F)p2X = (o0, )X ]
kullanilarak
(h oh, )X = (c+ F2+&(F))=(h, oh, )X (3:31)
elde edilir ve (i) dogrulanir. Devaminda (3.31)’ den

hZX =(ic+ f2 +&(F) X (3.32)
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h2X =—(x+ £2+&(f))X,X eT(D) (3.33)

elde edilir. Daha sonra Onerme 2.5.2. ve (3.33) kullanilarak h” nin 6zdegerleri 0 ve

—(/c+ f2+&(f )) bulunur. Ayni zamanda h, simetrik ve
In X[ ==+ 12+ & (D)X

dir. Dolayisiyla x < —[f 2 E(f )] dir. Son olarak t, h. nin reel 6zdegeri ve t ye karsilik

gelen 6zvektdrii X olsun. Sonra t2[X|* = —(zc+ f? +§i(f)}|x||2ve

t=—(c+ F2+&(F))dir.
Onerme 2.5.2. dikkate almarak (iii) hesaplanir.

Onerme 3.5.1. M bir global catili hemen hemen f —kosimplektik («, 1,v) — uzay

olsun.

h=..=h (3.34)
dir.
ispat. Eger x=—[f2+& ()] ise (3.31) her simetrik h;igin h, =...=h, =0 elde edilir.

Simdi K'<—[f 2 +§i(f)] olsun. xeM ve ie{l,Z,....,S} olsun. h, simetrik oldugundan

D, =(D,), ©(D.), olur. Burada /I:\/— (c+f? +&;(f)) 0zdegerine karsihk h;" nin
ozuzay1 (D,), ve —A Ozdegerine karsilik h.' nin 6zuzayr (D_), dir. X € D, ise
X, e(D,),,X_e(D.), olmak iizere X =X, + X_yazilabilir.

Boylelikle h X = A(X, + X_) olur. j=i olacak sekilde j e {1,2,....,s}belirleyelim. Daha
sonra (3.30)’dan

h X =h, (X, + X):hj(%hix+ —%hiX):%(hj oh)(X, +X_)=A(X, +X_)=hX

elde edilir. Onerme 2.5.2. dikkate almarak (3.34) elde edilir.

Yorum 3.5.1. Bu ¢alisma boyunca (3.30) esitliginin korundugu her durumda
hi=h=..... =h,dir. O halde;
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R(X\Y)& =x(7(X)®Y =7 (Y)p*X)
+u(77 (Y)hX =77 (X)hY) (3.35)

+0(77 (Y)phX =77 (X)ghY).
Ayrica @®ve h tensor alanlarinin simetrikligi, egrilik tensorlerinin simetri 6zellikleri ve
(3.35) kullanilarak
R, X)Y =x(7(Y)p*X —g(X,0™Y)$)
+u(9(X,hY)& -7 (Y)hX) (3.36)
+0(g(phX,Y)S 77 (Y)ghX)

elde edilir.

Yorum 3.5.2. K;t—(lc+f2+éjj(f)) ile M bir global c¢atii hemen hemen

f —kosimplektik (x, z,v) — uzay olsun. A = \/— (+ f2 +&;(f)) ve— 1 6z uzaylariin
n— boyutlu dagilimlarm1 D, ve D_ ile ifade edilsin. D, ve D_ karsilikli olarak
ortogonaldir. Ayrica, ¢ ile h ters degisen olduklari igin ¢(D,)=D_ve ¢(D_)=D, elde

ederiz. Baska bir deyisle, D, bir Legendre dagilimi ve D_bu dagilimin eslenigidir.

Yardimcr Teorem 3.5.2. M bir hemen hemen « — kosimplektik f —manifold olsun.
Egrilik tensori her |, j € {1,2,...., S} ve X,Y,Z eI'(TM) igin asagidaki esitligi saglar.
g(RgixY’ Z)- g(Rgix oY, L)+ g(Rgi(prv¢Z) + g(R§i¢X oY,Z)

= 29((Vyx @)Y, 2) +[ +§,~(f)]i[f7" (Z)9(p™Y, X) =" (Y)9(9°Z, X)] (3.37)

+ 30 @)a¥ hX)~F ' ()9(2,h X))

Ispat. ilk olarak, A ve B, operatorleri uygulanirsa, her X,Y,Z eT(TM) igin

ie {1,2,...., S}olmak lizere,

A(X.,Y,Z):= Z[f ? Jre.g,-(f)]i‘,[ﬂj (2)9(e™, X) 7' (Y)9(p°Z, X)] (3.38)
ve

B,(X,Y,Z)==-g(¢X,(Vy (@oh))(@Z2)) - 9(eX, (V , (9°h))Z)

—9(X,(Vy (@oh))Z)+ (X, (Y, (@=h))@Z)) (3:39)
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(3.8) kullanilarak ve direkt hesaplamalarla (3.37) denkleminin sol tarafi alinirsa

A(X,Y,Z)+B.(X,Y,Z)-B(X,Z,Y)elde ederiz.
7 ((v(thi)Z) =1 (V(pY (h2))
oldugundan
B (X.,Y,Z) =-g(X,(Vy(p°h)Z))+-9(X,(p-h)(V,Z))

+g(X,(Vy (pohic9)Z))+9(X,(poh )V, ¢Z))
—9(@X, (Vy(poh o 9)Z))+ g(X, (9o h)(V, (¢Z)))
—9(eX,(V (poh)Z)) + 9(pX, (@ o)V, (h2)))
=-g(X,(Vyo(h;2)) + 9(X,h ((Vy9)Z))
+ g (X, (h e @)V 5 9)2))+ 9(X, (V) (N Z))

+ 277,' ((Vyfﬂhi)z)ﬂj (X)
j=1
yazilabilir. Ayrica, bunu (3.3) denkleminden
(@ (V@)Y =(Vx0°)Y = (V x0)oY)

= YO V) 20,00 ) = (Vo )Y)
= Y (7,000 Y DE -9V Y16)E, + D7,V =hy X)

+Zs:[77j(Y)th + f(n; (V)X +29(X,0Y)S)]+ (Vi p)Y

i

takip eder. Bundan dolay1

(0= (V@)Y = £ 390X, 01)5, -2 901,00,
+2£ 3 ,(N)0X + (V)Y

dir.
Ayrica, Onerme 3.1.2°den, her j € {1,2,....,s} igin
1 0 1)2) =1, (Y (0,20) = (V 1)1, 2)
= _g(hjz’v(pYé:i) =g(hZ,hY — oY)

elde ederiz.
Daha sonra (3.40) ve (3.41) kullanilarak
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B(X.Y,2) = ~9(X, (%, @)h2)) + g (XN (7, )2) + 21 31, (2)g(h X, 9Y)
+ 90X, (V,0)2)+ £ 37,0901 o Z) - X, (X)g (R Z.h,Y)
+_ZS:77j(X)g(hiZ’hiY)+ g(X,(Vye)(h2)) - finj(x)g(¢Y!hiZ)

. 2[g<hix,(vvqo)2)+ £3 7, (2)a(h X, g¥) - fin,—(xm(w,hiZ)]

[ =
elde edilir. Bu nedenle,
A(X,Y,Z)+B,(X,Y,Z)-B,(X,Z,Y)
=29(h X, (Vy9)Z)-29(h X, (V,9)Y)

+2lf 248D, @9 X) -, (09(0°Z. X)]

+263[7,(Z)9(@Y 1 X) -, ()9 (6Z.hX)]

elde edilir.
Ve dolayistyla (3.37) ispatlanmis olur.
Yorum3.5.3. M , bir global ¢atili hemen hemen f —kosimplektik manifold olsun. (3.37)

denklemi ve (V, ,@)(Y,Z) =-0g((V,,x®)Y,Z) kullamlarak her X,Y,Z e I'(TM)igin,

1
(Vix @)Y = §(¢R§iwa ~ R @Y =R &Y — R;XY)

Hf2 46, (X960, 08 1,00 342)

+ £ 3 M9 A X)E ~7,(V)gh X]

Yardimer Teorem 3.5.3. M bir global ¢atili hemen hemen f — kosimplektik

(x, ,v) — uzay olsun. Buna gore asagidaki 6zdeslikler saglanir:

(V, )Y =i[g(f¢x +hX,Y)E =1, (Y)(foX +hX)] (3.43)

(7, Y = (W, X = Y0+ 67 &, (F))7, (V)X =7, (X)oY +29 (X V)2,)) 340
+ oy (V)X =7, (X)ghY) + (F =v)(r; (V)X =, (X)NY )}
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Ispat. (3.42) den

(V@)Y =D {=(e+ £2+ & (F DAY S + (0 + £2 &, (F))n; (V)X
j=1
+17; (Y)phX + g(hX,¢Y)§j}
elde edilir.
Burada hX vyerine X alimip ve (3.3), (3.32) goz Oniinde bulunurularak direkt
hesaplamalarla (3.43) elde edilir. (3.43)’den, hve ¢’ 6zeslenik oldugundan,
(Vx(@e MY =(V, (po )X = p((Vih)Y ~(V,h)X)
bulunur.
Devaminda her Z € I'(TM)i¢in (3.43) kullanilarak,

0(Re & 2) =117+ (D10, (N9W*X,2)~7,(X) 50V, 2)]
S 4 (3.45)
+Z[f7j (Y)g(eh; X, Z2) —n;(X)g(eh;Y, Z)]+ g(e((Vyh) X = (Vh)Y), Z)

olur. (3.46)’ dan ve h ve p** nin simetrikliginden

P((Vyh)X = (Vh)Y) =Ry &, —i{n,-(v)([f 2+ &, (D)X + fohX)
w0, X)(F2 +&,(F)]pY + fohY)}

olur.

Daha sonra son esitligin her iki tarafina ¢ uygulayarak (3.35) ve

1, (Vi )X = (Vi h)Y) ==2(x + £2 + & (F)g(X,Y), j e{L.2,...., s}
kullanilarak (3.45) elde edilir.
Yardime1 Teorem 3.5.4. M bir global c¢atili hemen hemen f — kosimplektik

(x, ,v) — uzay olsun.

XY eT(D,)=V,Y eT(D,) (3.46)
XY e[(D.)=V,Y eI(D.) (3.47)
X eT(D,),Y eT(D.)=V,Y eT(D. ®ker(¢)) (3.48)
X eT(D.),Y eT(D,) = V,Y eI (D, ®ker(¢)) (3.49)

dir.

54



Ispat. (3.44)’den her X,Y,Z eT'(D,) igin g((V4h)¢Z —(V ,h)X,Y) =0elde edilir. Ote
yandan, hsimetrik oldugundan, Yorum 3.5.2.’den;
9((VxhegZ —(V ;) X,Y)=249(V« (¢Z2),Y)
bulunur. Daha sonra
9(pZ,VyY)=-9(Vx (¢Z).Y)

dir. YaniV,Y, D_’ye normaldir. Ayrica, (2.10) ve Yorum 3.5.2’den her i e{1,2,....,S}
icin, g(V,Y,&)=—0(Y,V,&)=0 dir. O zaman (3.46) bulunur. (3.47)’ nin ispati
benzerdir. Eger X eI'(D,),Y eI'(D_) ise (3.46) ve Yorum 3.5.2.’den herZ e I'(D, ) i¢in
a(vV.Y,Z2)=-g(Y,V,Z)=0 elde edilir ve (3.48) bulunur. Benzer sekilde (3.49)

ispatlanir.
Yorum 3.5.4. (3.46) ve (3.47)’den D, , M iizerinde F, gibi iki ortogonal total geodezik

Legendre yapraklanmalar tanimlar.

Yardime1 Teorem 3.5.5. M bir global c¢atili hemen hemen f — kosimplektik
(x, #,v) — uzay olsun. Her X,Y e I'(TM) igin
(Vi)Y =D {(x+£2+&,(1))g(pX,Y)&; ~ fg(hX,Y)S;
=1

—1,(Y)h(FX +heX) =, (X)hgY +(v—2F)n,(X)hY.

(3.50)

olur.
Ispat. X,Y e'(D) olsun. Onerme 3.2.2. i) g(hY,&;)=0 elde ederiz. X yoniinde bu
esitligin tlirevini alarak
(Vih)Y ==g(Y, hX + h’pX)¢, (3.51)
elde edilir. Sonra, M iizerindeki herhangi X vektor alanini, D ’de X vektor alaninin
pozitif bileseni X, olmak tizere X = X +7,(X)&; olarak alinirsa ve
V. h =—ugh+vh-2fh

ve (3.33) kullanilarak

(Vih)Y =(V, h)Y, +77(Y)(Vy h)& +7(X)(~pgh+vh—2fh)Y (352)
—g(Y, hX +h2pX)& =77 (Y)(fhX +h?eX) +77 (X)(~ughY +vhY —2fhY)

bulunur.

Yorum.3.5.5. M bir global ¢atili hemen hemen f —kosimplektik (x, z,v) — uzay olsun.
(3.43), (3.50) ve (3.33) kullanilarak her X,Y € I'(TM) igin,
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(Vxeh)Y =i{(f<+ F2+&()g(p*X,Y)E + fg(pX, hY)E - f77(Y)ghX (353)

+(x+ 24 &7 (Y)@* X + wip (X)NY +(v—2F)(X)ghY}.
olur.
Yardimc1 Teorem 3.5.6. M bir global c¢atili hemen hemen f — kosimplektik
(x, 1,v) — uzay olsun. Her X,Y,Z €I'(D) igin,
Ry hZ —hR,, Z =
s[x{9(Z,9Y) X —g(Z,¢Y)phX - g(Z,pX) fY + g(Z, pX)ghY
+19(Z, X)pY —g(Z, phX )Y — 19(Z,Y)pX +g(Z, phY )X }
+139(Z,pY)X — £29(Z, Y )phX — £39(Z, pX)Y + £29(Z,pX)ghY (3.54)
—£29(Z,hY)X + fg(Z,hY)phX + f2g(Z,hX)Y — fg(Z,hX)phY
— f£29(Z, X)hY + £3g(Z, X)@Y + fg(Z,phX)hY — f2g(Z,phX)epY
+f29(Z,Y)hX — £3g(Z,Y)pX — fg(Z,phY)hX + f2g(Z, phY)eX].

Ispat. X,Y,Z eT°(D) olsun. Direkt hesaplamalarla,

(V,Vh)Z =

2 {1248, (F0(VZ, oY ) +9(Z. (Vo) )&, +9(Z, 0V Y ),

+9(Z, ¢ - fo?X —ghX - fg(V, Z,hY )&, - fg(Z,(Vh)Y )¢,

— fg(Z.h(V, Y ))E, + (2, hY N0 X +9hX ) 19(7,2,2, Y +hig )

—1g(z, V& fhY +h2pY )— £, (Z)V )Y — f77,(Z)(V,Y)

(et £2+&, (D), @)XV @)Y +1,@)o(V Y )|~ ulg(V, Y, & Whz

+ (Y, V& JZ 41, (Y XV @)Z +7,(Y )p(V, 2]

+(o-20)g(v,Y, & hz+g(Y, v, & hZ +7,( XV h)Z +7,(Y (v, Z)]
olur. Burada (3.50), (3.33) ve V, ¢ nin antisimetrikligini kullanildi. Dolayisiyla, (3.3),
(3.50), V , ¢ ’nin simetrikligi ve

Ry hZ —hRy Z = (V, V,h)Z (V, V h)Z — (Vi yjh)Z

Ricci 6zdesligi kullanilarak,

Ry hZ —hR,, Z =

2 {lc+ 1244, (002, (Vxp) — (V@)X ), - 9(Z. o )\ fo?X +ghX )

+9(Z, X [ fp?Y +ghY |- fg(Z,(V h)Y —(V,h)X ),

+ 1g(Z,hY ) fo?X +ghX )— fg(Z,hX Y fo?Y +ghY)
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—g(z, vy & Y +h%pY )+ g(z,v, & N X +hZex)

—7, @V Y —(V )X )+ + £24 &, (1), 2NV co) ~(V,0)X)
+y(g(X,VY§j)—g(Y,VX§j))(DhZ —ﬂj(Y)(VWh)Z —H7j(X)(VY§0h)Z] (3.55)
+(o-2f (g, vy& )-g(X, v )z

+77j(Y)(VXh)Z _771()( )(VYh)Z]},

elde edilir.

Eger (3.55) esitliginden X,Y,Z e (D) alirsak, (3.53), (3.43) ve (3.33) ozdeslikleri
kullanilirsa (3.54) elde edilir.

Yardimc1 Teorem 3.5.7. M bir global c¢atili hemen hemen f — kosimplektik
(x, 1,v) — uzay olsun. Her X,Y,Z e T(TM) igin,

Ry @Z — R Z =

x2 {l2li+ 2+ &,(6))aleX,Y )y, (2)+ &l (Y )aleX, 2)-n,(X aleY. 2))
~28(c+ £24&,(F)n,(2)aleX Y )+ il (Y )a(ohX , Z)~ 1, (X g (ghY , 2))
+oln,()g(hx,2)-n,(X)g(hY,2) )]§j+s[—g(fgoY+hY,Z)(f¢) X +ghX)
+9(fp?X +ghX, Z ) foY +hY )+ g(feX +hX,Z ) fp?Y +ghY )

~g(fp? +hY, Z ) foX +hX )]+ f1,(Z ) (¥ X FoX +hX)

_UJ(X)(f(/’Y +hY)—ﬂ(’71(Y)¢hX _ﬂj(x)iﬂhY)_(f —U)(Uj(Y)hX —nj(X)hY)
—(K+f2+f,-(f))(m(Y)<oX _UJ(X)¢Y)]}

esitligi saglanir.

ispat. Bir x e M noktas1 ve bu x noktasinda sifir olan VX, VY ve VZ gibi X,Y,Z lokal

vektor alanlarim secilsin. (3.43) esitligini birkag kez uygulayarak ve (3.33) ve V¢’ 'nin

simetrikligi kullanilarak, x noktasinda,

Vi (Vy0)2)-v,(Vip)Z)=
fg(Vio) —=(Vy@)X,Z)+g((Vih)Y —(V,h)X,Z)
S[9(Z, foX +hX ) fp?Y +ghY )
9(Z, Y +hY ) fp?X + ghX )
+9(2Z, f@?X +ghX ) oY +hY)
—9(Z, fp?Y +ghY ) fX +hX )]

= 125, @V o) = (Vi @)X)+((V<h)Y = (v, h)X)]
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elde edilir.

Yorum 3.5.6. M bir global ¢atili hemen hemen f —kosimplektik (x, z,v)— uzay olsun.

Ozellikle Yardimci Teorem 3.5.7.’de her X,Y,Z e F(TM )ig:in asagidaki esitlik saglanir.

Ry L — Ry Z =

25 (24 (0O, (VDo leX, 2)-n,(X gl 2))+ wlor; (¥ )X, Z)-,(X ) (hY, 2))
+u( (v )g(hX z) (X)g(hy,2))1g, +s[-g(feY +hY, Z)(f(o X +¢hX )

+g(f¢; X +¢hx,z)(f¢Y+hY)+g(f¢x +hX,Z) f?Y +ghY)

—g(fp?Y +ghY,Z) foX +hX )1+ f17,(Z )7, (Y X foX +hX)

=11, (X XY +hY )= el ( JohX =, (X Jgh¥ )= (£ =0z, (Y )X =17, (X )Y 13-

Yardimc1 Teorem 3.5.8. K<—(f2+§j(f)) ile M bir global g¢atili hemen hemen

f —kosimplektik (x, z£,v) —uzay olsun. O halde asagidaki esitlikler saglanir:

Ryv. Z_ = 1as(g(Z_ oY, )X, —g(Z_.oX )Y,)

3.56
i+ 246, (DNolz X Jov, —glz Y )x) O
Rey Z, =sle+ 2 +&,(f)oleZ, . X )oY —glgz, .Y JoX_) (357)
+f2s(9(Z.. X )Y —g(Z,.9Y_)X_), '
Rey Z_ =sl+ f2+5,(F)(Z_,oX, Jov —[f2+5,(f)ba(z_,Y )X, 58)
+ f2s(9(Z_.Y_ )X, —g(Z_. X, )Y.), '
RX+Y,Z+ = S[f ? +'§j(f)]g(z+’ X+)Y— _(K+ f2 +‘§j(f))sg(z+’¢Y—)¢X+
(3.59)
+12s(9(Z., X, Y. —a(Z,,9Y_)X_),
I:\)X+Y+Z+ = S[f ? +§j(f )kg(z+’Y+)X+ - g(z+’ X+)Y+) (3 60)
+ fﬂS(g(Z+, X+)¢Y+ _g(z+’Y+)(pX+)’ |
Rey Z =s[f2+& ()oY )X -gz_, X)) s

+12s(9(Z_, X_Jp¥_~g(Z_,Y. )coX )
Ispat. ilk olarak, her X_,Y,,Z, €D, igin Yardimc1 Teorem 3.5.7. uygulanarak,

MRy Z,~hR,, Z, =212(9(Z.Y, )X, —9(Z. X_ JoY.)
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W_eD_ ile skaler garpim yoluyla, buradan
2Ry v Z,W_)=2122(9(Z. Y, JaleX W )-g(Z. X, Ja(o¥,W.))  (3.62)
elde edilir, A # 0 olmak tizere,
(Ruv.Z. W)= fsA(9(Z. Y, JuleX. W )-g(z, X Ja(e¥.W ) (3.63)

dir. Ayn1 zamanda benzer bir ispat ile herhangi X, W, eD,ve Y_,Z e D_ icin,

(RX+Y,Z—,W+): ("* f24&(f ))5(9(2—,(/’X+)9(¢Y-,W+)

~[r24 (e Y Jolx,w.) (3.64)

elde edilir ve (3.64)’den ve R tensor alaninin simetrikligi yoluyla, her X,,Y,\W, ,e D,

ve Z eD_igin,
(Rev.Z W, )=1sA(g(Z oY, Ja(X, W, )-g(Z oX, Jolv.W,) (3.65)

Devaminda, bir lokal {e1 ..... € PRy @By &y rfs}(o bazi belirlenirse €, € D, ile
Ry v Z_ hesaplanir. Birinci Bianchi 6zdesligi kullanarak, (RXMZ_,&;):O nulluk
kosulu, (3.64), (3.65) ile

g(Rxm+ Z_¢g ): fﬂs(g (Z—,(PY+ )g (x+,ei )_ g (Z—,(PX+ )g (Y+,ei ))’
g(Rmefﬁﬂei )= (K+ f2+ fj(f ))S(g((PZf,ng(YJr,ei )_ g(¢zf,Y+ )g (X+,ei ))

elde edilir, bdylece R, , Z igin ifade iiizerinden toplam alinarak devam eder.R, , Z

+

ve Ry, Z_ sartlar1 benzer sekilde hesaplanir. Simdi heniiz ispatladigimiz formiil

tizerindeki ¢ yoluyla ve Yardimci Teorem 3.5. 8 kullanilarak,

Ryw. 9L = [f ’ +§j(f )]S(g((PY+’Z—)X+ - g((pX+,Z_)Y+)
— fs2(g(gY,, Z_JoX. —g(pX., Z_JpY.)

elde edilir. Bu formill uygun kosullarda ¢Z_ i¢in yazilarak, R, , Z, igin sonuglar

bulunur. Benzer hesaplamalar Ry, Z_ icin yapilir. Ayn1 sekilde, Yardimci Teorem

3.5.8. ve lglincii formiilii kullanarak R, , Z, elde edilir.
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Simdi bazi kesit egriliklerini hesaplamak miimkiin olabilir.

Teorem 3.5.1. x <—(f 2 +&,(f))ile M bir global catili hemen hemen f —kosimplektik

(x, 1,v) — uzay olsun. M ’nin kesit egriligi K,

_ BLeyZ ifX eD,
(.60 X)+ gl Xl )= 720 RS0 (oo
s[f2+§j(f)] X,Y eD,
K(X,Y)={s[f?+&(f)] X,YeD  (3.67)

—s[f 74 &,(F)]-sle+ F2+&,(F)(g(X,¢¥) XeD,YeD
ile belirlenir.

Ispat. (3.67) ifadesi (3.58), (3.60) ve (3.61) ifadelerinin bir sonucu iken, (3.66) ise
(3.35)’den direkt olarak ¢ikartlir.

Sonu¢ 3.5.1. k< —(f 2 +§j(f))i|e M bir global gatili hemen hemen f —kosimplektik

(x, ,v) — uzay olsun. Ricci operatorii asagidaki 6zdeslikleri saglar.
Q=s|-2[f2+¢&(f)? + uh+(2F (n=1)+v)po h)]+ 20k Ty, @5 (369)

Qop—@oQ=2s[thogp+(f(n-1)+v)] (3.69)

ispat. {e,,....e, |, D, ’mn bir bazi olacak sekilde {e,,....€,,¢&,,...,¢&,,&,.... & | lokal bir
@ baziolsunve X =X, +X_ €D, ®@D_ olsun. (3.58), (3.60) ve (3.35) denklemlerin-

den;

QX, =s(=2|f2+&,(f)|+ m)X, +s(2fA(n 1)+ )X, (3.70)
elde edilir. Ote yandan (3.59) ve (3.61)° den

QX_ =s(=2[f2+¢&(f)]- ua)X_ —s(2fa(n—1)+ )X _ (3.71)

elde edilir. (3.70), (3.71) alinarak ve @&, = 2n1cg_Z g6z Oniine alinirsa (3.68) elde edilir.
Son olarak, (3.69) 6zdesligi (3.68)’ den kolaylikla elde edilir.

60



Sonu¢ 3.5.2. K'<—(f 2 +§j(f))i|e M bir global catili hemen hemen f —kosimplektik

(x, 4,v) — uzay olsun. (M, g)’nin skaler egriligi sabit ve asagidaki esitlikle verilir:
S =2ns(x(2—n)-2[f2+¢&(f)h) (3.72)

ispat.{g,,....e,}, D, "nin bir bazi olacak sekilde {e,,...,€,,¢e,,...,8,,&,..., &, | lokal bir ¢
baz1 olsun. Daha sonra (3.58), (3.60) ve (3.35)’den

0(Qe, €, ) =ksn+ puasn—slx+ £ 2 +& (F)n? —s[f 2 +& () (3.73)
Ayrica, (3.59), (3.61) ve (3.35)’ den

9(Qee, &) =ksn—puasn—slx+ £2 + £, () ~s[f2 +&(DHh?  (3.74)
Daha sonra (3.73), (3.74) ve @& =2n«¢ile (3.72) bulunur.

3.6.0RNEKLER

Ornek 3.6.1. R?"*” in standart koordinatlar1 (Xl,..., X Yareees Yiys Zyseees ZS) olarak

tanimlansin.

M = {(xl Xy Yireens Yoo Zyveees ZS*ZS:Z,- - O}
=

ile tanimlanan (2n+s) boyutlu M < R*™* manifoldu verilsin. M ’nin bir global

bazini,

S )

]

1 9

i s

sz 8yl

i1

£ =2 i=12..n j=12...s

62J

seklinde g6z oniine alalim. Bu vektor alanlarinin Lie parantez operatorleri
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[‘fj’xi]:i_iikxi

35,
[fj,yi]=—z—_'yi

[x.x]=lyi. v ]=[x.v,]=0

dir. Burada k e {1,2,....,8}, il e {1, 2,...,n} dir.

M iizerinde yukaridaki sekilde verilmis bir (go, g 7, g) metrik f —yap1 i¢in

oldugu agiktir.

Simdi M ‘nin global ¢atili hemen hemen f —kosimplektik manifold oldugu

gosterilecektir.

d7n; =0 oldugu agiktir. Geriye dQQ =2f 7_7 A Q oldugunu gostermek kalir.
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digindaki tiim Q;; ’ler sifirdir. Boylece

2
Q:[szj D dx; Ady,
j=1 i-1

dir.

Q’ nin diferansiyeli

sz(gsz(idxiAdyijAﬁ

i=1

=2 ——=PrQ
2)
j=L

olarak bulunur. Basit hesaplamalar ile ¢ ’nin Nijenheus torsiyon tensoriiniin sifirdan

farkli oldugu gosterilebilir.

Dolayist ile manifold, f = olacak sekilde bir global ¢atili hemen hemen

1
3

f —kosimplektik manifolddur.

Ornek 3.6.2. R?"*” in standart koordinatlar1 (Xl,..., X Yreers Yins Zyseees ZS) olarak

tanimlansin.

M = {(xl Xos Yiveeos Yoos Zyveees ZS*ZZJ- # O}
=

ile tanimlanan (2n+s) boyutlu M < R*™* manifoldu verilsin. M ’nin bir global bazi,
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X; :e[Ji'Zj]2 i
oX;
Bl e
yi=¢€ &,
g =£ i=12..n, j=12..,5s

]

seklinde verilsin. {Xi Vi & } vektor kiimesinin her noktada lineer bagimsiz oldugu

aciktir. M tizerindeki Riemann metrigi 1,k € {1, 2,..., n}, je {L 2,...,5} icin,
g(xi 1 X ): g(yi ' Yi ): g(fj & ):1

g(xi’yk)zg(xiigj): g(yk,51)=0

seklinde tanimlansin. Bu metrik

g= L 2(dei®dxi+dyi®dyi)+2dzj®dzj
2[25321} i=1 j=1
e =1

seklinde verilebilir.

M {izerinde ;

n'=dz,

(P(fj)zo

9 \|_9
¢ axi _8y|

olacak sekilde n', 1-formuve (1,1) tipli ¢ tensor alani tammlayalim. Boylece asagidaki

kosullar saglanacaktir:
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vV X e(TM) igin 77"(X)=9(X’X;)
o(x )=V, oly;)=—x

P’ x=—x+ Y n (X)&,
=

(e, )= (%, y)- D7’ (x)n’(y)

j=1

Bu sekilde M {izerinde ((p, g ', g), f — yapisi kurulduktan sonra bu yapmin di’! =0

ve dQQ=2 fﬁ A © kosullarini sagladigini gostermek kalir. di7! =0 oldugu agiktir.

g 2l |t
Qii _g(axi !qoayiJ ZKiijz
€

disindaki tiim bilesenler sifir oldugundan

Zn: dx; A dy,

Q=- :
Z[Zs:zk] i=1
g

dir. Q’nin dis tiirevi alinirsa

dQ@(idx, /\dyij/\r;

s
i=1

22(21)2

e ]

:4( ijﬂ/\Q
j=1

olarak bulunur. Basit hesaplamalar ile ¢ *nin Nijenheus torsiyon tensoriiniin sifir oldugu

gosterilebilir. Yani manifold normaldir.

Sonug olarak bu sekilde tanimli Manifold f = (Z Z; j olacak sekilde global catili hemen

j=1

hemen f —kosimplektik manifolddur.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu yapilan c¢alismalar sonucunda global catili hemen hemen f — kosimplektik
(K,y,v)— uzaylar1 i¢in genel bir smiflandirma problemi hala agiktir. Ayrica Ricci
simetrik, Ricci yari-simetrik, Pseudo simetrik ve Pseudo yari-simetrik gibi 6zel tensor
sartlar1 altinda (K‘, y7 v)—uzaylarl icin ilging sonuglar bulunabilir. Bundan bagka divR=0

ve divC=0 esitlikleri bu tiir uzaylar i¢in agik uclu problemlerdir.
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