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OZET

SINGULER YARI RIEMANN HEMEN HEMEN DEGME MANiIiFOLDLAR

Gulhan AYAR
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Nesip AKTAN
Mart 2016, 84 sayfa

Degme manifoldlar, manifold teorisinde énemli bir yer teskil etmektedir. Degme
manifoldlarin geometrisi, temelini simplektik manifoldlarin teskil ettigi tek boyutlu
manifoldlar yardimiyla yapilmaktadir. Hem degme hem de simplektik manifoldlar
klasik mekanikte uygulama alani bulmaktadir. Degme metrik yapilarda, metrigin yapisi
degistirilerek, degme manifoldlarin bir¢ok farkli sinifi tanimlanmistir. Ancak dejenere
metrikli (singller) degme manifoldlarin geometrisi ve bu tiir manifoldlarin 6zel siniflar
lizerine daha once ¢ok az sayida ¢alisma yapilmistir. Bu baglamda bu tez calismasiyla
manifold teorisine yeni ¢alisma alanlar1 kazandirilmistir. Hazirlanan tez ¢alismasinda,
daha oOnce yapilan bazi ¢aligmalarin 1s18inda, singiiler hemen hemen yari Riemann
degme manifoldlarin tanimi verilerek bunlara ait bazi egrilik 6zellikleri incelenmis
ayrica bu tip manifoldlarin 6zel bir sinifi olan singiiler yar1 Riemann Sasakian
manifoldlarinin geometrik yapisi lizerine yogunlagilmistir

Anahtar sozcikler: Degme Manifold, Hemen Hemen Yar1 Riemann Manifold,

Singuler Manifold, Singiiler Yar1 Riemann Hemen Hemen Degme Manifold.



ABSTRACT

SINGULAR SEMI RIEMANNIAN ALMOST CONTACT MANIFOLDS

Gulhan AYAR
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Nesip Aktan
March 2016, 84 pages

Contact manifolds in manifold theory have a very important place. The geometry of
contact manifolds, which constitute the basis for symplectic manifolds are made with
the help of one dimensional manifolds. Both contact and simplectic manifolds could
find the area for applications in classical mechanics. In contact metric structures,
changing the structure of the metric, many different classes of contact manifolds have
been identified. However, very few studies, on geometry of degenerate (singular)
metric manifolds and special classes of such manifolds are made before. In this context,
new areas were brought to the manifold theory with this thesis. In the prepared thesis, in
the light of the some previous works, giving the definition of singular semi riemannian
almost contact manifolds, has examined some curvature properties of these manifolds
and also has focused on geometric structures of Singuler Semi-Riemannian Almost
Sasakian manifolds which are a special class of such manifolds.

Keywords: Contact Manifold, Almost Semi Riemannian Manifold, Singular Manifold,

Singular Semi Riemannian Almost Contact Manifold



EXTENDED ABSTRACT

SINGULAR SEMI RIEMANNIAN ALMOST CONTACT MANIFOLDS

Gulhan AYAR
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Nesip Aktan
March 2016, 84 pages

1. INTRODUCTION:

The purpose of this work is to study the Singuler Semi-Riemannian Almost Contact
manifolds. The geometry of manifolds with degenerate indefnite metrics has been
studied by Demir Kupeli [6]. In that book it is shown that a manifold M with a
degenerate indefinite metric g admits a geometric structure if and only if g is Lie
parallel along the vector fields on M. In this case we call (M, g) a Singular Semi-
Riemannian manifold. Then it is possible to attach a nondegenerate tangent bundle to
(M, g) which admits a connection whose curvature tensor satisfies the usual identities of
the curvature tensor of Levi Civita connection. We call this connection the Kozsul
Connection of (M, g).

2. MATERIAL AND METHODS:

The plan of this paper is as follows: In section 1, we will give the introduction section and
provide a generel knowledge of literature. In section 2 we will give the main definations
on an almost contact manifold and we will give some properties of Semi-Riemannian
manifolds. Also we will give the Kozsul Derivative, Kozsul Connection and curvature
properties of Singular Semi-Riemannian manifolds. In section 3 we will study to
introduce the degenerate geometric structures on Singular Semi-Riemannian Almost
Contact Manifolds and we will give some definations and properties of this kind of
manifolds. Also in this section, will give an important example of Singular Semi
Riemannian Almost Contact Manifolds.

And finally in section 4 we will give some conclusions and comments about this study.



3. RESULTS AND DISCUSSIONS:
In this study, we focus on Singular Semi-Riemannian Almost Contact Manifolds and
considering Demir Kupeli's book on Singular Semi-Riemannian Geometry [6], we will

try to get a new class of Singular Semi-Riemannian manifolds.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:
In this study, we have a new class of Singuler Manifolds. Submanifolds of this type of
manifolds are open problems, also under some symmetry conditions, one can obtain

very important results.



1. GIRIS

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar1 ¢ok 6nemli bir yere sahiptir.
Degme metrik yapilar bir¢ok arastirmaci tarafindan yogun bir sekilde ¢alisiimistir. Blair
2002 yilinda yapmis oldugu monografinda bu alanda elde edilen sonuglara genis ve

detayl bir bakis agis1 kazandirmistir.

(2n +1) -boyutlu bir C smifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant

demetlerinin grup yapis1 U (n)xl tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen degme

manifold denir. lk olarak, 1959 yilinda J.Gray tek boyutlu manifoldlar {izerinde yaptig1

calismada U (n) x1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme yapilari

tanimlamustir. Buna gére, (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme yapis

X ==X +n(X)&, n(§)=1
denklemlerini saglayan (1, l) -tipli bir tensor alan1 ¢, bir vektor alan1 £ ve bir 1—form
olan 7 ile olusturulan (@, &,n)— Uclustiyle ifade edilir.
Degme yari- Riemann yapilar (7, g); n degme 1—form veg de bu yapiyla ilgili yari-
Riemann metrik olmak iizere, degme metrik yapilarin bir genellestirilmesidir. 1960

yilinda Sasaki ((o, g, 77) hemen hemen degme yapisi lizerinde

9(#X,4Y) = g(X,Y)—n(X)n(Y)
n(X)=9(X,?)
esitlikleriyle verilen uygun bir g metrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiyl tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen

degme manifoldlar igin normallik sartimn J kompleks yapisinmn  J? =1
integrallenebilmesi oldugunu ispatlamislardir. Degme yari- Riemann metrik yapilarin
fiziksel baglantilar1 Duggal tarafindan 1990 yilinda ifade edilmistir. Yari-Riemann
metriklerle donatilmis degme yapilar ise ilk kez Takahashi tarafindan ¢aligilmistir ki bu
caligmada Sasaki kosulu goz Oniinde bulundurulmustur. Sonralar1 bu bilgilere
dayanilarak, konuyla ilgili birgok arastirma Sasakian yari-Riemann metriklerle ilgili

olmustur.

Diger bir taraftan degme yari-Riemann metrikli manifoldlarin sistematik genel bir

caligmasi Blair tarafindan (2010) yapilmistir. Bu g¢alismada degme Yari-Riemann



metrik manifoldlarin bazi temel formiilleri, genel homotetik ve diger deformasyonlari,
sabit kesit egrilikli yari-Riemann metrik manifoldlarin siiflandirilmas: ve bazi yerel
simetrik yari-Riemann metrik manifoldlarin siniflandirilmas:1 gibi boélimlere yer

verilmistir.

Dejenere yart metrikli manifoldlarin geometrisi Demir Kupeli [6] tarafindan
calistlmistir. Yapilan c¢alismada dejenere g yari metrikli bir M manifoldunun M
Uzerindeki vektor alanlar1 boyunca Lie paralel olmasi durumunda bir geometrik yap1
olusturdugu gosterilmistir. Bu durumda (M, g)’ye singiiler yari-Riemannian manifoldu
denir. Boylelikle (M, g) ye egrilik tensorii Levi Civita konneksiyonun genel 6zelliklerini
saglayan dejenere olmayan bir tanjant demeti eklemek mumkindir. Bu konneksiyona

(M, g) nin Kozsul konneksiyonu denir.

Bu tez ¢alismasinda singiiler yar1 Riemann manifoldlarin yeni bir sinifi olan singtiler
yart Riemann hemen hemen degme manifoldlar tanimlanmis ve bu tiir manifoldlarin

bazi temel Ozellikleri incelenmistir.

Calisma dort boliimden olusmaktadir. Bu boliim giris kismina ayrilarak manifold teorisi
ile ilgili temel kavramlara ve genel bir literatiir bilgisine yer verilmis, hemen hemen
degme manifoldlarmn yapisindan ve sagladign 6zelliklerden bahsedilmistir. Ikinci
boliimde, ¢aligmalarimiz i¢in gerekli olan singiiler manifoldlara ait temel kavramlardan
s6z edilmistir. Ugiincii boliimde, singiiler yari-Riemann hemen hemen degme
manifoldlar1 tanimlanmig, bu tip manifoldlarin sagladigi geometrik 6zellikler ve bazi
egrilik ozellikleri verilerek bu tip manifoldlarin yapisi incelenmistir. Ayrica konu ile
ilgili dnemli bir 6rnek yine bu boliimde verilmistir. Son bélim olan dérduncu bolim ise

sonug ve Onerilere ayrilarak agik problemlere yer verilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolumde referans verilmeyen tanimlar, teorem ve sonuglar [6] den derlenmistir.

2.1. REEL iC CARPIM UZAYLARININ LINEER CEBIRI

2.1.1. Reel i¢ Carpim Uzaylan

b:VxV — R, V Uzerinde bilineer bir fonksiyon olsun. Lineer cebirden bilindigi iizere,

L,,R,:V =>V*, (Lx)y)=b(x,y)=(R,y)x) seklinde tamimli lineer déniisiimler ise bu
durumda rank(L,)=rank(R,)=r olup r’ye b ’nin ranki denir [19]. Burada V*, V

uzayinin dual uzayidir. Eger
N, ={xeV|b(x,y)=0VvyeV|
ve
N =1{yeV|b(xy)=0vxeV|
seklinde tanimlanirsa, [\ L =cek L, ve N ; =cek R, oldugu gortlur. Eger n=r, yani

N :) ={o}= N:) ise V Uzerinde tanimli b bilineer fonksiyona dejenere degildir denir.
V Uzerindeki simetrik bir bilineer fonksiyona, bilineer form ve yari-simetrik bilineer

fonksiyona da yar1 form denir. Eger b bilineer veya yar1 form ise |\ Ib =N ; =N, olup,
N, ’ye b ’nin dejenere uzayi denir. Eger b, V Uzerinde tanimli bir bilineer form ise;

1. b(e,@,)=0 i#j igin,

2. b(e;,a)=0 1<i< p igin,
3. b(e,0)=—1 u+1<i<pu+v igin,
4. b(e,)=1 u+v+1<i<n=pu+v+v" icin,

Ozelliklerini saglayan bir B = {al,...,an} bazi1 vardir. Burada, ,u(:dim Nb), v, v bazi
tamsayilardir ve (,u, v, v*) uclusiine de b ’nin tipi denir [8]. Ayrica, B’ye de V ’nin
ortonormal bazi denir.

Tanim 2.1.1.1. V {izerinde tanimli (,u, v, v*) tipindeki bir g bilineer forma (,u, v, V*)

tipinde bir i¢ garpim denir. Ozel olarak, eger 4 =0 ise, yani N, = {0} oluyorsa, g’ye



(V, V*) tipinde dejenere olmayan bir i¢ ¢arpim denir [1].

Tamm 2.1.1.2. Eger g, V [(zerinde (y, v, v*) tipinde bir i¢ ¢arpim ise, (V, g) de
(,u, v, v*) tipinde bir i¢ ¢arpim uzay1 olur. Eger ¢, (v, v*) tipinde dejenere olmayan bir
i¢ carpim ise (V, g) de (v, v*) tipinde dejenere olmayan bir i¢ carpim uzayi olur.
Sifirdan farkli bir ueV vektord, eger ue N, oluyorsa u’ya dejeneredir denir.
Dejenere olmayan sifirdan farkli bir veV vektorine, eger g(v,v)=0 ise null,
g(v,v)<0 ise timelike ve g(v,v)>0 ise spacelike denir. Dejenere ve null olmayan bir

v eV vektorii i¢in eger |g(v,v) =1 ise v’ye birim vektor denir [1].

v, 9). (,u, v, v*) tipinde olsun. Bu durumda, b:V—>V® musiki doniisiimii
a’ = Lga(: Rga) seklinde tanimlanir. b ’nin bir izomorfizm olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul z =0 olmasidir. Bu durumda, onun tersi #:V* —V ile gosterilir [1].

Yardimer Teorem 2.1.1.1. (V, g), (,u, Vv, v*) tipinde olsun. V*’daki bir @ lineer

fonksiyonelin b ’nin goriintii kiimesinde olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her ue N

icin a)(u): 0 olmasidir [1].

ispat. =: a eV ve a® =w olsun. Buradan, her a €V igin o(u)=a"(u)=g(u,a)=0

oldugu aciktir. < B={a1,...,an}, V ’nin bir ortonormal bazi ve B* = {al,...,a”} da

V* dual uzaymin bir bazi olsun. Buradan, @, = a)(ai) olmak uzere o= Za)iai oldugu
i=1

goriilur. Fakat, her ue N icin w(u)=0 oldugundan her i=1,..,u igin @ =0 olur.
Ayrica, her p+1<i<pu+v icin o' =—a ve her u+v+1<i<n icin a' =&’ oldugu
gorulir. Boylece,

HrV n
a)=—2a)iaib+ Za)iaib
i=p+l i=u+v+l

elde edilir. Bu ise

Hv n
a=—2a)iai+ Za)iai
i=u+l i=p+v+l

vektorinin o’ = @ ifadesini sagladigini gosterir.

Yorum 2.1.1.1. Eger W, N uzaynin tiimleyen uzay1 ise g 'nin W Uzerine kisitlanisi



dejenere degildir. Béylece, bir 6nceki teoremde belirtilen {e,...,a,} baz vektérleri

W nin bir ortonormal bazi olacak sekilde {au+l,...,an} seklinde secilebilir. Bu

durumda, b musiki doniisiimiiniin W ’ya kisitlanisi, W *dan {a) eV”® ‘a)(u): 0, Vue Ng}

lineer fonksiyonellerin kiimesine tanimli bir izomorfizm haline gelir [1].
2.1.2. Dejenere Olmayan I¢ Carpim Uzaylarinin Alt Uzaylar

(,u' >, v, v’ j tipindeki i¢ ¢arpim uzaylarinin 6nemi, bu uzaylarin (V >1, v 21)

tipindeki dejenere olmayan i¢ ¢arpim uzaylarin alt uzaylart olmasindan gelmektedir.

Tamm 2.1.2.1. (V, g), (v, v*) tipinde dejenere olmayan bir i¢ ¢arpim uzayi olsun. W,
V ’nin bir alt uzay1 olmak iizere, eger g 'nin W iizerine kisitlamas1 g,, dejenere degilse

W ’ya V ’nin dejenere olmayan alt uzay1 denir. Aksi takdirde, W V ’nin dejenere alt

uzayt olarak adlandirilir. Eger g, (,u’, v, V*j tipinde ise W da (,u', v, v*j

tipindedir denir, (V, g), (V, v*) tipinde bir i¢ garpim uzayi olsun. Bir xeV ve bir
yeV vektorii igin, eger g(x,y)=0 oluyorsa x vektdrl, y vektdrine diktir denir.

Eger bu vektorler dejenere ve null olmadiklar1 zaman ortogonal ve birim vektorler ise

bu vektorlere ortonormal vektorler denir. W ’ya ortogonal olan uzay,

Wt = {X eV |g(x, y)= 0,vy eW} seklinde tanimlanir [6].

Yardimci Teorem 2.1.2.1. (V, g), (v, v*) tipinde dejenere olmayan i¢ ¢arpim uzayinin

bir alt uzayt W olsun. Bu durumda

(@) dimW +dimW™* =dimV =n

(0) (W) =w

() W’nin, V 'nin dejenere olmayan alt uzayr olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

W AW = {O} olmasidir. Bunun olmasi icin gerekli ve yeterli kosul ise W ®W* =V

olmasidir [6].
ispat. (a) W "ni, bir baz1 {e,,...,a, } Ve {a,,...,a,} de, V ’nin bir baz1 igin {a,..., @, }
bazinin tiimleyeni olsun. Bu durumda, x W™ olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her

i=12,.,k icin g(x,e)=0 olmasidur. x=Zn:x‘0¢i ve g; =9le, ;) olsun. Boylece,

i=1



her i=12,..,k igin ijgjizo olur. Fakat, lgijJ matrisi singiiler olmadigindan,

=L
yukaridaki lineer sistemin katsayilar matrisinin ranki1 k olur ve buradan onun ¢6zim
uzaymmin (n—k)-boyutlu oldugu goriiliir. Bu ise, dimW* =dimV —dimW oldugu

anlamina gelir.

b) (a) sikki gdz Oniine alinirsa, W (W™ " ve dimW =dim(W"') oldugundan

( g g

(W) =w elde edilir.

c¢) Ik olarak, eger ueN_ ise u, W ’ya ortogonal olur ve bdylece ueW "' dr.
Ow

Buradan N, <W AW ™" oldugu elde edilir. Ayrica, eger ueW NW™* ise u, W’ya

ortogonal olur ve boylece ue N, ifadesi elde edilir. Bu sayede N, =W AW oldugu
bulunur. Bu ise, W ’nin dejenere olmamasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun
W AW * ={0} oldugu anlamina gelir. Son olarak,
dim(W +W* )+ dim(W AW+ )=dim(W )+dim(W * ) oldugundan, V =W @W* ifadesinin

saglanmasi, ancak ve ancak W "W " = {O} olmasiyla miimkiindiir.

Yorum2.1.2.1. (W*) =W oldugundan, N, =W AW* =N, esitligi elde edilir.

V "nin bir W alt uzay igin, eger g,, =0 ise yani W, (4,0,0) tipinde ise W tamamen

dejeneredir denir. Boylece, dimW = 4" olur [6].

Yardimer Teorem 2.1.2.2. W , (v, v*) tipinde dejenere olmayan bir (V,g) uzaym u’-
boyutlu tamamen dejenere alt uzayi olsun. Bu durumda, (V : g)’de her i=12,..., 4" igin,
g(x. X.):—g(yi,yi) olacak sekilde null olmayan {Xl,yl,...,xy,,y#,} vektorler kiimesi

vardir oyle ki, {ul =X+ Yyl =X, + yﬂ,} kiimesi W nin bir bazi olur [6].

Ispat. x.,y, €V, u, =X +Y, sartin1 saglayan ortonormal null olmayan vektérler olsun
ve boylece g(x,,x,)=-9(y,,y,) ifadesi saglamir. Ayrica, U, =span{x,y,} ve V de
U, ’e ortogonal olan uzay U;* olsun. Bu durumda, W nU;" uzayi, W 'nin (' —1)-

boyutlu alt uzay1 olmasi gerektigi gosterilsin. Asagidaki ifade saglanir.
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dim(W +U;" )+ dimW AU, )=dimw +dimU,",
dimW AU, )= ' +n—2—dimw +U;")
Bu yiizden dim(\N +U1l)=n—1 oldugunu géstermek yeterli olacaktir. Bunun igin, ilk
olarak, u,eW  oldugundan dim(\N +Uf)2n—1 olur. dim(\N +Uf), n
olamayacagindan, bu durumda eger, U, den lineer bagimsiz bir veU, varsa, o eW
vardir dyle ki, zeU;" i¢in v=w+z yazlabilir. Bdylece, v U, ’e ortogonal olur. Bu ise
bir celiskidir. Ciinkii, U, de lineer bagimsiz iki vektor birbirine dik olamaz. Simdi
X,,Y,eUl, U,=X,+Y,eWNU; sartin1 saglayan ortonormal vektdrler ve
U, =span{x,,y,,X,.Y,} olsun. Bu durumda, yukaridakine benzer olarak, W nU;
uzayl, W’ nin U; tarafindan kapsanan (,u'—Z)-boyutIu alt uzay1r olur. Bu sekilde
devam edilerek, {ul =X + YU, =X, + yﬂ,} kiimesi W ’nin bir bazi olacak sekilde

X, Y1i- X0, Y, €V oOrtonormal vektorler elde edilir.

Onerme 2.1.2.1. Eger W, (v, v*) tipinde dejenere olmayan bir (V,g) uzaymn
(,u', v v' ) tipinde bir alt uzay1 ise, W de [,u’, T e A T ) tipindedir
[6].

spat. N o =W AW*=N_ oldugunda, dimN o, =4 oldufu goriilir. Simdi U, ve

s

U, sirastyla, W’da N, =N uzaylariin tiimleyen uzaylari olsun. Burada, W ve

g,

W

W™ sirasiyla (,u', v, v*j ve [,u', v’ v*j tiplerinde olsunlar. Bu durumda,

’

U=U,®U,, V ’nin (v’ +Vv', v +v” j tipinde dejenere olmayan bir alt uzayidir 6yle

ki, N, <U" olur. U" dejenere olmadigindan Ng U*’de tamamen dejenere

9L
oldugundan, Yardimci Teorem 2.1.2.2. ye gore {ul =X+ Yyl =X, + yv,} kumesi

N, ’nin bir bazi olacak sekilde X,,y;,....X,,Y,, eU" ortonormal vektorleri vardir.

S

{Xl,yl,...,xﬂ,,y #,} kiimesi U uzaymi gerer. Eger bdyle olmasaydi, null olmayan bir

11



zeU™" olurdu oyle ki, {xl,yl,...,xﬂ,,yﬂ,} kiimesine ortogonal olurdu. Fakat, bu

durumda, zeW nW ™" oldugu elde edilirdi. Bu ise W "W " uzayinin tamamen dejenere

olmasiyla gelisir. Bu yiizden, V=U"@®U,®U, olup, g +v'+v'=v Ve

! " " !

1 +vi +v =v" oldugu bulunur. Boylece v'=v—u'—v' ve v’ =v'-pg -’

ifadeleri elde edilir.

Onerme 2.1.2.2. Eger W, (v, v*) tipinde dejenere olmayan bir (V,g) uzaymin

w

(,u’, v v ) tipinde bir alt uzay: ise, N, =W +W™" olur ve buradan da N, ’nin

(', v—',v* — i) tipinde oldugu elde edilir [6].

ispat. WAAW*+ =N oldugundan, Yardimci Teorem 2.1.2.1, Onerme 2.1.2.1 ve

9w

dim(W +W* )+ dimW AW+ )=dimw +dimw *

sartindan
dim(\/\/ +Wi)=,u’+v'+v* +u'+v—py —v'+vi -y v -y
=v+v =y
1
:NQW
dir.

Boylece, W +W* < N oldugundan, N, =W +W " ifadesi bulunur. Buradan,

N “nin (4, v—p',v* - g') tipinde oldugu gbriiliir.

2.1.3. Dejenere Olmayan Bolim Uzaylari

W, V bir alt uzay1 olsun. XeV igin, eger X—y W oluyorsa, x W moduliine gore
yeV ye denktir denir ve x=y(modW) ile gdsterilir. x=y(modW) ifadesi V

{izerinde bir denklik bagintisidir ve V =V /W denklik siniflarinin kiimesi bir vektor

12



2

uzay1 yapist olusturur dyle ki, [1:V —V dogal izdiisiimii lineerdir. Burada H(X), X1

iceren denklik sinifidir. Ayrica, dimV =dimV —dimW ifadesi saglanir [8].

Tamm 2.1.3.1. (V,g), (y,v,v*) tipinde olsun. (V,g)’nin (V,g) dejenere olmayan

g
bolim uzayi, x,yeV olmak uzere \7=V/N@I ve g(X,¥)=g(x,y) ile tammlanr.

Burada [1(x)=x ve [1(y)=y seklindedir [6].

g iyi tanimh ve (v,v*) oldugu gosterilsin. Bunun igin, ilk olarak, H(X)= H(X’)= X ve
[1(y)=TI(y’)=y olacak sekilde x, x',y, y' eV verilsin. Bu durumda, x=x'+u ve
y=Y'+w olacak sekilde U, we N, vardir. Buradan,
g(x,¥)=9(x,y)=g(X' +u,y' +®)=g(x,y’) olur. Yani, X ve y’nin temsillerinin
seciminden bagimsizdir. Ayrica § dejenere degildir. g(>‘<, )7)=0 sartin1 saglayan
X e Ng icin bir yeV vardir, yani H(X)=)‘( ve H(y)= y sartini saglayan her yeV

g(x,y)=0 olur. Agik¢a, § (v,v*) tipindedir.

(V,g), (,u,v,v*) tipinde bir i¢ ¢arpim uzay1 ve (\7, g) de (V,g)’nin dejenere olmayan
bolim uzayr olsun. N ’nin V icindeki bir W tiimleyen uzayina, V ’nin geometrik

gerceklesimi denir. Gergekten, g, 'nin dejenere olmadigi ve H|W ‘W —V lineer bir

1izometri oldugu kolayca goriilebilir.

Tanim 2.1.3.2. (V,g), (/J,V,V*) tipinde ve W da V ’nin bir alt uzay1 olsun. Bu

durumda,

@ TII,(x)=x ve Il,(y)=y sartini saglayan her x,yeW igin W =W/ N, Ve
Ow ()‘(, y):gw (X, y) olmak Uzere, (VV, GW)’ye (W,gw)’nin dejenere olmayan bolim
uzay1 denir. Burada [1,, :W —W dogal izdiisiimdiir [6].

(b) HWL(X)= x ve I1,. (y)= ¥ sartin1 saglayan her X,y eW™" icin W+ =Wl/NgW ve
g, ()_(, )7)= - (X, y) olmak Uzere, (VVL,GWL)’ye W ’nin dejenere olmayan ortogonal

boliim uzay1 denir. Burada [T, :W* —>W " dogal izdiisiimdiir [6].

(©) HN;W (X)= X ve HNJW (y)= Y sartin1 saglayan her X,y e N;W icin Néw = N;W INg,
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ve §.. (X,¥)=g,. (xy) olmak iizere, (Néw G, )’ye W ’nin dejenere olmayan tam

boliim uzay1 denir. Burada [T, :N _— Njw dogal izdiistimdiir [6].

w Gw

Yorum 2.1.3.1. Onerme 2.1.2.1 ve Onerme 2.1.2.2. gbz &niine alinirsa, eger W

(,u', V', v*) tipinde ve (V,g) de (v,v*) tipinde dejenere olmayan ise, bu durumda
(VV, Ow ), (VVL, GWL) ve (Njw ,(jNi )uzaylarl da dejenere degildir ve sirasiyla (v’,v* j,

(V—,u'—v',v* -y = j ve ( v—u' v —y') tiplerindedir. Ayrica Néw =W oW
seklinde yazilabilir [6].

2.1.4. Dejenere Olmayan I¢ Carpim Uzaylar1 Uzerinde Tamimh Bilineer Formlar

(V,g), (v,v*) tipinde dejenere olmayan ve b de V fizerinde tanimli bilineer form
olsun. Eger v=0 veya v* =0 ise, b(x, X) birim vektorler kiimesi tizerinde sinirlidir. Bu
durumda, eger her xeV birim vektéri icin b(x,x)=1eR ise, b(x,y)=A1g(xy)

yazilabilir. v >1 ve v* >1 oldugu zaman asagidaki durumlar ortaya ¢ikar [6].

Teorem 2.1.4.1. (V,g), (v >1,v" 21) tipinde dejenere olmayan ve b de V (zerinde

tanimli bilineer form olsun.
(a) Eger her ueV null vektor igin b(u,u)=0 ise, b= Ag, AR olur,

(b) Eger her x eV timelike birim vektorleri veya her x eV spacelike birim vektorleri

icin [o(x,x)<d eR ise, b=Ag, AR olur.

(c) Eger her xeV timelike birim vektorleri veya her x eV spacelike birim vektorleri

icin b(x,x)s d, eR ve her yeV timelike birim vektorleri veya her yeV spacelike
birim vektorleri icin b(y,y)>d, R ise, b=Ag, 1R olur [11].
Ispat. (a) x eV timelike ve y eV spacelike vektor olsun.

p(t) = g(x+ty, x+ty)=g(x,x)+2tg(x, y)+t*g(y.y)

ve

q(t)=b(x +ty,x+ty)=h(x,x)+ 2th(x, y)+t*0b(y, y)
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kuadratik polinomlar1 géz oniine alinsin. x timelike ve y spacelike oldugundan p,

g(x,x)

t, <0<t, seklinde iki farkli koke sahiptir ve kokler ¢arpimi t t, ==———= dir. Ayrica,

a(y.y)

X+ty ve X+t,y null vektorler oldugundan t, ve t, ¢’nun da iki farkli kokiidiir ve

—b(x’x)our dylece g(x,x):b(x,x) olu b(x,x):b(y,y): € u ifade
S T hlyy) M P ) Thlyy) M glox) T lyy) R BU TR

y eV spacelike vektori ve xeV timelike vektorii (vs.) i¢in saglandigindan, her null

olmayan z eV vektorii ve ayrica ueV null vektdril igin b(z,z)=Ag(z,z) esitligi elde

edilir. Polarizasyon esitliginden b= 1g oldugu goriiliir.

(b) u ve w V ’de, g(u,w):—% sartin1 saglayan null vektorler olsun. Bu durumda her

t >0 igin (u+tw)/+/t timelike bir birim vektor olur. Buradan,

‘b(u +tW U+tw

R

olur ve bdylece her t>0 icin |b(u+tw,u+tw)<d oldugu goriilir. t—0" igin limit

]‘:%|b(u +tw,u+tw) <d

alinirsa |b(u,u)£0 elde edilir. Bu ise, b(u,u)=0 oldugunu verir. (a) sikki goz Oniine

alinirsa, b= Ag olur.

(c) u ve w V ’de, g(u,w):—% sartin1 saglayan null vektorler olsun. Bu durumda her

t>0 igin (u+tw)/vt ve (u—tw)/+/t vektorleri sirasiyla, timelike ve spacelike birim

vektorler olur. Buradan

u+tw u-+tw 1
b ——,——— [ ==blu+tw,u+tw) <d
Hﬁ ﬁj‘ (ol J<d,
ve
u—tw u-—tw 1
bl ———, ==|blu —tw,u—tw) >d
M N J‘ (Pl )22,

olur , boylece |b(u+tw,u+tw)<d, ve |b(u—tw,u—tw)>d, elde edilir. t—0" icin

limit almnimsa b(u,u)<0 ve b(u,u)>0 olup b(u,u)=0bulunur. (a) sikki géz Gniine

alimirsa, b= Ag olur.
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2.1.5. Dejenere Olmayan Reel i¢ Carpim Uzaylar1 Uzerindeki Egrilik Benzeri
Cok Lineer Fonksiyonlar
Bu bolim boyunca, (V,g) n-boyutlu (v,v*) tipinde dejenere olmayan bir uzay ve

G:VxV xVxV —R deV iizerinde tanimli ¢ok lineer bir fonksiyon olarak alinacaktir.

Tamm 2.1.5.1. V iizerinde tanimli G c¢ok lineer fonksiyonu eger her X,y,z eV igin

asagidaki 6zellikleri saglarsa G ’ye egrilik benzeri fonksiyon denir.

@ G(x,y,z,v)=-G(y,x,2,v)=-G(x,Y,v,z)

(b) G(x,y,2,v)+G(y,z,%x,V)+G(z,%,y,v)=0 (1. Bianchi 6zdesligi)

() G(x,y,2,v)=G(z,v,x,y)

Dejenere olmayan bir (V,g) uzayi iizerinde G°(x,y,z,v)=g(z,y)g(x,v)-g(x,z)g(y,v)

seklinde tammli G° egrilik benzeri ¢ok lineer fonksiyona, (V,g)’nin temel egrilik

benzeri ¢ok lineer fonksiyonu denir [6].

Tanim 2.1.5.2. G, (V,g) tizerinde tanimli ¢ok lineer bir fonksiyon olsun. Her
x,y,zeV ve veV icin g(RG(x,y),z,v)zG(x,y,z,v) seklinde  tanimli

R®:V xV xV =V cok lineer fonksiyonuna G ’nin egrilik tensorii denir [6].

g dejenere olmadigindan, R® iyi tanimhidir. G(X, y,Z,.)# 'V >R, V"’da bir lineer
fonksiyonel oldugundan, RG(X, y)Z:G(X, y,z,.)# elde edilir. Burada, #V*™—>V
dontistimic b:V —V™ musiki izomorfizminin tersidir. Ayrica, (V,g) Uzerindeki G

egrilik benzeri ¢ok lineer bir fonksiyonun R® egrilik tensérii asagidaki Ozellikleri

saglar.
(@) R®(x,y)z=-R(y,x)z
(b) R®(x,y)z+R®(y,z)x+R®(z,x)y =0 (1. Bianchi 6zdesligi)

Tamm 2.1.5.3. Dejenere olmayan bir (V, g) uzaymnin temel egrilik benzeri ¢ok lineer
fonksiyonunun R°(x,y)=g(z,y)x—g(x,2)y egrilik tensoriine (V,g) nin temel egrilik

tensOrd denir [6].

(V,g)’nin 2-boyutlu bir P alt uzayma (V,g)’de bir diizlem denir. P duzlemi,
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sirastyla (+,+), (——), (=+), (0,0), (0,—) veya (0,+) ile gésterilen (0,2,0), (0,0,2),
(0,1,1), (2,0,0), (1,1, 0) veya (1,0,1) tiplerinde olabilir. Bunlarin her birine P ’nin isareti
denir [6].

Yardimer Teorem 2.1.5.1. Q:V xV — R, her x,y €V icin

Qx,y)=G°(x,y,y.,x)=g(x.x)g(y,y)-g(x,y)’

seklinde dejenere olmayan (V,g) uzay1 lizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. Bu
durumda, P:span{x, y} diizleminin dejenere olmamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
Q(X, y);t 0 olmasidir. Ayrica, P ’nin isaretinin (—,—) veya (+,+) olmast i¢in gerekli ve
yeterli kosul Q(X, y)>0 olmasidir ve P ’nin isaretinin (—,+) olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul ise Q(x,y)< 0 dir [6].

Ispat. 1lk olarak, Q’nun isaretinin P ’nin baz segiminden bagimsiz oldugu
gosterilecektir. Bunun igin {x,y’} ve {x,y}, P’nin iki baz1 olsun. Bu durumda,
ad —bc=0 olmak Uzere, x'=ax+by ve y' =cx+dy yazilabilir. Buradan, basit bir
hesaplamayla, Q(x’,y’)=(ad —bc)’Q(x,y) oldugu goriilebilir. Simdi, P "nin dejenere
olmadigi ve {x,y}’nin P ’nin ortonormal bir bazi oldugu varsayilsin. Bu durumda,
Q(x,y)=g(x,x)g(y,y)=0 olur. Ozel olarak, P ’nin isaretinin (-,—) veya (+,+) olmas
icin gerekli ve yeterli kosul Q(X, y)>0 olmasidir. P ’nin isaretinin (—,+) olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul ise Q(X, y)< 0’ saglanmasidir. Tersine, P dejenere ve P ’nin
ortonormal bir baz1 {x,y} ise, bu durumda Q(x,y)=0 olur. Burada, x veya y null bir

vektordir.

Yorum 2.15.1. Eger Xx,yeV ve Q(X, y):O olmast i¢in gerekli yeterli kosul ya

{X, y} 'nin gerdigi diizlem dejenere olmalidir ya da x ve y lineer bagimli olmalidir [6].

Tamim 2.1.5.4. G, dejenere olmayan bir (V, g) uzay1 lizerinde tanimli egrilik benzeri

cok lineer fonksiyon ve P de V ’nin dejenere olmayan bir diizlemi olsun. Bu durumda,

P ’nin G ’ye bagh egriligi xg (P), {X, y} P ’nin bir baz1 olmak iizere

_G(xy.y.x)
xe(P)= Q(x,y)
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seklinde tanimlanir[6].

Bir diizlemin egriligi iyi tanimlidir. Eger, {x,y’} ve {x,y} P nin iki baz ise, bu
durumda ad —bc=0 olmak Uzere, x'=ax+by ve y'=cx+dy yazilabilir. Buradan,
basit bir hesaplama ile G(x',y",y’,x’)=(ad —bc)’G(x,y, y, x) oldugu goriilebilir. Bu ise,
Q(x,y")=(ad —bc)’Q(x,y) oldugundan &, (P)’nin P ’nin baz segiminden bagimsiz

oldugunu gosterir [6].

Tamm 2.1.5.5. G, dejenere olmayan bir (V, g) uzay1 iizerinde taniml egrilik benzeri
cok lineer bir fonksiyon olsun. Eger V ’deki her dejenere olmayan P duzleminin
egriligl g (P)=C oluyorsa, (V,g) uzayma G ’ye gore sabit kesitsel egrilige sahiptir
denir [6].

Teorem 2.1.5.1. G, dejenere olmayan bir (V, g) uzay1 tizerinde tanimli egrilik benzeri
gok lineer bir fonksiyon olsun. Bu durumda (V,g)’nin G *ye gore sabit egrilige sahip

olmast icin gerekli ve yeterli kosul G =CG° veya denk olarak R=CR® olmasidir ([7],
[9D).

ispat. Eger G =CG" ise, bu durumda her dejenere olmayan P dizlemi igin x(P)=C

oldugu asikardir. Tersine, G'=G—CG" olsun. Dejenere olmayan her P diizlemi igin
ks (P)=C oldugundan, Q(x,y)#0 olacak sekildeki her x,y eV icin G'(x,y,y,x)=0
olur. Simdi, Q(x,y)=0 olacak sekilde x,y €V olsun. Keyfi n igin, Q(x,y)=0 olmak
uzere, x, = X, Yy, — Yy vektor dizileri verilsin. Buradan, Q(x, y)’nin ¢Ozim kiimesinin
herhangi bir agik alt kiime icermeyen ve degiskenleri x ve y olan bir polinom oldugu
gorulur. Béylece, G'(X,,Y,,Y,,X,)=0 ve G’ siirekli oldugundan, Q(x,y)=0 olacak
sekildeki her x,yeV icin G'(x,y,y,x)=0 olur. Bu durumda, her x,yeV igin
G'(X, Y, y,x):O oldugu goriilir. Fakat bu G’'=0, egrilik benzeri ¢ok lineer

fonksiyonlar icin gok bilinen bir ézelliktir [20]. Bu ise, G = CG° oldugu anlamina gelir.

Simdi, bu durum Cartan’in sabit kesitsel egrilige sahip dejenere olmayan (V, g) uzayina

baglanarak genellestirilecektir.
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Teorem 2.1.5.2. G, dejenere olmayan bir (V,g) uzay: iizerinde tanimli egrilik benzeri
¢ok lineer bir fonksiyon olsun. Eger null olmayan her X,y,zeV i¢in G(x, Y, Z, X):O

ise, (V, g) uzay1 da G ’ye gore sabit kesitsel egrilige sahip olur [9].

Ispat. Bu teorem asagida ifade edilen dort adimda ispatlanacaktir.
Adim 1: Bu teoremin hipotezi, her x,y,zeV igin g (span{x,y})= x,(span{x,z})
oldugunu vurgular.
Adim 1’in ispati: Birinci Durum: g(y,y)=g(z,2). ¢?+s?=1 olacak sekilde her
c,seR ve y'=cy-sz, z'=sy+cz olsun. x,y’,z" null olmayan ortonormal
vektorlerdir ve boylece ¢*+s® =1 olacak sekilde her ¢,s R igin

0=G(x,Y',z,x)

=csG(x, Y, Y, x)+c*G(x, y,z,x)-s*G(x, z, y, x)—s¢G(X, 2, Z,x)
=cs[G(x,y,y,x)-G(x,2,2,x)]

olur. Buradan, G(x,y,y,x)=G(x,z,z,x) olup, bu ise & (span{x,y})=xg(span{x,z})

oldugu anlamina gelir.

ikinci Durum: g(y,y)=-g(z,z). c®—s?=1 olacak sekilde her c,seR ve

y'=cy+sz, z'=sy+cz olsun. x,y',z" null olmayan ortonormal vektorlerdir ve

béylece ¢? —s® =1 olacak sekilde her ¢,s e R igin birinci durumdakine benzer olarak
0=G(x,y',z',x)=cs[G(x,,y,x)+G(x,2,2,x)]

olur. Bu durumda, G(x,y,Y,x)=-G(x,2,2,x) olur. Buradan,

K¢ (span{x, y}) = x (span{x, z}) elde edilir.

Adim 2: {x,z} ve {x,w} sirasiyla dejenere olmayan P, ve P, diizlemlerinin ortonormal

birer bazi olsun. Eger span{z,w} dejenere degilse, x(P,)=x,(P,) olur.

Adim 2°nin ispati: P, =span{z,w} ve {z,w'} P,’iin ortonormal bir bazi olsun. Bu

durumda, z,x,w’ null olmayan ortonormal vektorler oldugundan, adim 1’den

ks(P)=xs(P,) bulunur. Benzer olarak, x.(P,)=x,(P,) olur. Béylece

ks (P)=xs(P,) elde edilir.

Admm 3: Eger P, ve P, arakesitleri dejenere olmayan vektor uzayi olan birer dejenere

olmayan diizlem ise, bu durumda x(P,)=«,(P,) olur.
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Adim 3’iin Ispat: x,z,w adim 2’deki gibi verilsin ve xeP,nP, olsun. Eger
span{z,w} dejenere degilse (yani n=dimV =3 olma durumuy), adim 2’den

ks (P)=x4(P,) oldugu goriiliir. span{z,w} nin dejenere oldugu varsayilsin (ve bdylece
n>4 olur). Simdi, asagidaki sartlar1 saglayan bir y’ birim vektorinin var oldugu
gosterilebilirse, adim 2’den & (span{x,z})=x,(span{x, y'})= x, (span{x,w}) olur ve

boylece x(P,)=x,(P,) elde edilir.

(i) 9(x y)=0

(i) span{z,y'} ve span{w,y'} dejenere degildir.

Boyle bir y’ vektori igin, z,w null olmayan birim vektorler oldugundan, span{z,w}
dejenere dizlemi icin bir {u,v} ortonormal tabani vardir 6yle ki, u null ve v bir birim
vektorddr. x, u ve v, V ’nin 3-boyutlu bir dejenere uzayin1 gerdiginden dolay1, bir
yeV birim vektor secilebilir dyle ki, y, span{x,v}’ye ortogonaldir ve g(y,u)=0
olur. Bu durumda, her t e R igin asagidaki ifadeler hesaplanabilir.

(1) g(y+tu,y+tu)=g(y,y)+2g(y,u)

2) 9(z,y+tu)=g(z,y), cinkii g(z,u)=0"dur.

(3) g(w,y+tu)=g(w,y), ¢iinkii g(w,u)=0"dr.
@) 9(z,2)g(y +tu,y+tu)-g(z,y +tu)’ = g(z,2)a(y, y)- 9(z,y)* +2tg(y,u)g(z, 2).

(5) g(w,w)g(y +tu,y+tu)—g(w,y+tu)’ = g(w,w)g(y, y)—a(w, y)* +2tg(y,u)g(w, w).

(1), (4) ve (5) esitliklerinin sol tarafindaki t ’nin sifirdan farkli secilebilecegi agiktir. Bu

durumda, y+tu Xx’e dik olan null olmayan bir vektordiir ve Yardimci Teorem
2.5.1.’den span{z,y+tu} ve span{w,y+tu} dejenere olmadigr goriiliir. Simdi y',

y+tu yoninde bir birim vektor olarak segilirse ispat tamamlanmis olur.

Teoremin ispati. P, ve P,, V de dejenere olmayan diizlemler olsun. x(P,)= x5 (P,)
oldugu gosterilecektir. {x,y} ve {u,v} sirasiyla P, ve P, diizlemlerinin ortonormal birer
baz1 olsun. Eger span{x,u}, span{x,v}, span{y,u} ve span{y,v} diizlemlerinden biri
olan P, diizlemi dejenere degilse, Adim 3’e gore x4(P)=x4(P,)=x5(P,) oldugu

goriiliir. Dolayistyla, span{x,u} ve span{x,v} dejenere oldugu varsayilsmn ve P, ’nin
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{u,v} bazi {w,w'} ortonormal bazi ile degistirilsin Syle ki, span{x,w} dejenere olmasn.
Bunun igin w=cu+sv olsun. g(u,v)=0 oldugundan ve Yorum 2.1.5.1.’den span{x,u}

ve span{x,v} dejenere olur. Bu durumda

g(x, x)g(w,w)—g(w, x)* =—2csg(x,u)g(x,v)
oldugu gériiliir. x,u,v birim vektorler oldugundan, g(x,u) ve g(x,v) sifirdan farkh
olmak zorundadir. Ciinkii, span{x,u} ve span{x,v} dejenere diizlemlerdir. Benzer
olarak, ¢ ve s sifirdan farkli iseler, yukaridaki esitligin sol tarafi sifir degildir. Boylece,
Yardimct Teorem 2.1.5.1.°den span{x,w} dizleminin dejenere olmadigina ulagilir.
Uygun ¢ ve s secilerek, |g(w,w)=1 olmast saglanabilir. $Simdi, w' P,’de w’ya dik
olan bir birim vektor olsun. Bu durumda, ti¢iincii adimdan
s (R) =5 (spanix, y})

= k5 (span{x,w})
= i (spanfw,w'}) = x4 (P,)

ifadesi elde edilir.

Simdi, (v>1,7>1) tipindeki dejenere olmayan (V,g) uzay: igin Teorem 2.1.5.2.’nin

kovaryanti verilecektir.

Yardimar Teorem 2.1.5.2. (V,g) (v >1,v" 21) tipindeki dejenere olmayan bir uzay ve

G, V izerinde tanimli egrilik benzeri ¢ok lineer bir fonksiyon olsun. Eger z eV sabit

bir vektor ise, asagidaki ifadeler denktir.
(@) x,y,zeV ortonormal ve g(x,x)=-g(y,y)=-1 oldugunda G(x,y,z,x)=0 olur.
(b) x,y,zeV ortonormal ve g(x,x)=-g(y,y)=-1 oldugunda G(x,y,z,y)=0 olur.

Ayrica, (a) ve (b)’deki sartlar g(x, X)= g(y, y)=1 veya g(X, X)= g(y, y): —1 seklinde
de olabilir [6].

Ispat. (a) = (b): ¢®—s® =1 olacak sekilde ¢,s€R olsun. x'=cx+sy ve y'=sx+cy
sirastyla, timelike ve spacelike vektorler olsun ve g(z,x')=g(z,y')=0 saglansin.
Boylece, G(x,y’,z,x')=0 oldugundan, sG(X,y,z,y)=0 olur. s#0 oldugu icin
G(x,y,z,y)=0 bulunur.

(b) = (a) : Benzer sekilde gosterilebilir.

21



Yardimar Teorem 2.1.5.3. (V,g) (vzz,v* 22) tipindeki dejenere olmayan bir uzay
ve G, V iizerinde taniml egrilik benzeri ¢ok lineer bir fonksiyon olsun. Eger X,y eV

ortonormal ve g(x,x)=—g(y,y)=—1 ise asagidaki ifadeler denktir.
@) g(z,x)=9(z,y)=0 ve g(z,2)=1 oldugunda G(x,y,z,x)=0 olur,
(b) g(w,x)=g(w,y)=0 ve g(w,w)=-1 oldugunda G(x,y,w,x)=0 olur.

Burada z,weV *dir. Ayrica g(x,x)=-g(y,y)=-1 sart;, g(x,x)=g(y,y)=1 sart: veya
9(x,x)=g(y,y)=—1 sartiyla yer degistirebilir [6].

ispat. (@)= (b): Verilen bir w igin, (b)deki gibi g(z,z)=1 ve
9(z,x)=9(z,y)=9(z,w)=0 olacak sekilde bir zeV segilebilir. ¢®—s®=1 olacak
sekilde c,seR ve z'=cz+sw olsun. Bu durumda, g¢(z,z')=1 wve
9(z',x)=g(z’,y)=0 olur. Béylece,

0=G(x,y,cz +sw,x)=cG(x,y,z,x)+SG(x, y,w,X)
=sG(x, y, W, X)

esitligi elde edilir. s#0 oldugu icin, G(x,y,w,x)=0 ifadesi elde edilir.
(b) = (@) : Benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 2.1.5.3. (V,g) (v >1v° 21) tipindeki dejenere olmayan bir uzay ve G, V
tizerinde tanimli egrilik benzeri c¢ok lineer bir fonksiyon olsun. Eger
g(x, X)=—g(y, y):—l seklindeki null olmayan her ortonormal X,y,z€V igin
G(X, y,Z,X):0 ise, (V,g), G ’ye gore sabit kesitsel egrilige sahiptir. Ayrica,
g(x,x)=—0(y,y)=—1 kosulu, g(x,x)=g(y,y)=1 veya g(x,x)=g(y,y)=-1 kosullar
ile yer degistirilebilir. Ote yandan, Yardimci Teorem 2.1.5.3.’e goére z sadece timelike

vektor veya sadece spacelike vektor segilirse, (V,g) (v>2,7>2) tipinde olur [6].

Ispat. Yardimc1 Teorem 2.1.5.2.’ye gdre teoremin varsayimi, g(z,z):—g(x,x):—l
seklindeki null olmayan her X,y,zeV ortonormal vektorleri icin G(z,x,y,x)=0
olmasina denktir. Simdi, X,y,z€V, g(x,x): g(y, y):l sartin1 saglayan null olmayan
ortonormal vektérler olsun. g(x,x)=g(y,y)=-1 icin de benzer sekildedir. Eger z

timelike ise, G(Z, X, Y, X): 0 olur. Buradan, birinci Bianchi esitliginden
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G(x,y,z,x)=-G(y,z,xx)-G(z,%,Y,x)
=-G(z,%,Y,x)
=0
elde edilir. Eger z spacelike ise, g(v,x)=g(v,y)=9(v,z)=0 olacak sekilde bir v
birim timelike vektor secilir. Bu durumda, ¢® —s® =1 seklindeki c,s R igin, cv+sy
ve X sirasiyla, ortonormal timelike ve spacelike vektorler olurlar. Boylece, v ve X

sirastyla ortonormal timelike ve spacelike vektorler olduklarindan dolayi,

0=—G(cv+sy,%,2,%)
=cG(v,x,z,%)+sG(y, X, z,x)
=sG(y, x,z,x)

oldugu goriiliir. s#0 oldugu icin, G(y,x,z,x)=0 olur. Bu ise, G(x,y,z,x)=0 oldugu
anlamina gelir. Boylece, null olmayan her ortonormal X,y,zeV igin G(X, y,Z,X):O

olur ve Teorem 2.1.5.2. gz oniine alinirsa, (V : g)’nin, G ’ye gore sabit kesitsel egrilige

sahip oldugu elde edilir.

Simdi, eger dejenere olmayan (V,g) uzay1 (V,O) veya (v*,O) tipinde ise, V ’deki
diizlemlerin kesitsel egriliginin smirli oldugu gosterilecektir. Bu durum igin,

(v >1v" > 1) tipindeki (V , g) uzay1 g6z Oniine alinacaktir.

Teorem 2.1.5.4. (V,g) (v >1Lv" 21) tipindeki dejenere olmayan bir uzay ve G, V

tizerinde taniml1 egrilik benzeri ¢ok lineer bir fonksiyon olsun.

(a) Eger, (-,+), (-,—) veya (+,+) isaretlerinden birine sahip olan her P diizlemi igin,
|K‘G (PX <k R oluyorsa, (V : g), G ’ye gore sabit kesitsel egrilige sahiptir.

(b) Eger, (-,+) ve (+,+) veya (-,+) ve (—,—) isaretlerinden birine sahip olan her P
duzlemi igin, x;(P)>keR veya x,(P)<keR oluyorsa, (V,g), G’ye gore sabit

kesitsel egrilige sahiptir [6].

Ispat. Eger dimV =2 ise, teorem dogrudur. dimV >2 oldugu varsayilsin ve (V,g)

(v >1Lv > 2) olsun.

(8) xeV spacelike birim vektdr olsun. Bu durumda, (span{x})" (v,v" —1) tipinde olur.

(span{x})" tizerinde, b(z,v)=G(x,z,v,x) seklinde bir bilineer form tanimlansimn. (—,+)
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isaretli her diizlem igin |x;(P)}<k €R oldugundan her timelike birim y e (span{x})’
vektord icin |b(y, y)=|G(x,y,y,x] <k olur. Buradan, Teorem 2.1.4.1.’in (b) sikk1 goz
oniine almisa b(z,v)=A4g(z,v), 1€R oldugu goriilir. Boylece, her ortonormal
z,ve(span{x})" icin G(x,zv,x)=Ag(z,v) olur. Son olarak, Teorem 2.1.5.3.’ten
(V,g)nin, G *ye gore sabit kesitsel egrilige sahip oldugu elde edilir.

(b) Bir 6nceki sikta yapildig gibi, x €V spacelike birim vektor ve (span{x})" iizerinde,
b(z,v)=G(x,z,v,x) olsun. (—,+) veya (+,+) isaretli her diizlem icin |x;(P)}>keR
oldugundan her spacelike birim y e (span{x})" vektdrii icin |b(y,y)=|G(x,y,y,x) =k
ve her timelike birim w e (span{x})" vektorii icin [b(w,w) =|G(x,w,w,x)<—k olur. Bu
durumda, her ortonormal z,ve(span{x})" icin, Teorem 2.1.4.1’in (c) sikkindan

G(x,z,v,x)=19(z,v)=0 olur. Son olarak, Teorem 2.1.5.3. goz éniine alnirsa, (V,g),

G ’ye gore sabit kesitsel egrilige sahip olur.

Eger, (V,g), G’ye gore sabit kesitsel egrilige sahipse, G=CG° oldugundan
Q(u,v):O olacak sekildeki her u,veV igin G(u,v,v,u):O olur. Simdi bunun tersi

arastirilacaktir .

(O,+) veya (O,—) isaretlerine sahip olan diizlemlerin kesitsel egriligi taniml1 degildir.
Ancak bu tarz duzlemler Uzerinde, G egrilik benzeri ¢ok lineer fonksiyonun sifir
olmasi, bu diizlemlerin G ’ye gore sabit kesitsel egrilige sahip oldugunu gosterir. Eger
{X, y}, (O,+) veya (O,—) isaretlerine sahip P diizleminin bir baz1 ise G(X, v, VY, X)=O

olmasi, P 'nin bir ortonormal {u,w} tabani i¢in G(u,W, W,u): 0 olmasina denktir.

Teorem 2.1.55. (V,g) (v >1v' > 2) veya (vz 2,v° 21) tipindeki dejenere olmayan
bir uzay ve G, V lizerinde tanimli egrilik benzeri ¢ok lineer bir fonksiyon olsun.
P=span{x,y} (0,+) veya (0,—) isaretlerine sahip bir diizlem olmak iizere, eger her
x,y eV igin G(x,y,y,x)=0 ise, bu durumda (V,g), G ’ye gore sabit kesitsel egrilige
sahip olur [6].

Ispat. Teorem 2.1.5.4.{in (a) sikkinin ispatinda oldugu gibi, x bir spacelike birim
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vektor ve b(z,v)=G(x,z,v,x), (span{x})" izerinde bilineer form olsun. Bu durumda
her null u e (span{x})" vektorii igin b(u,u)=G(x,u,u,x)=0 olur ve Teorem 2.1.4.1.”in
(a) sikkindan her ortonormal z,ve(span{x})" icin b(z,v)=G(x,z,v,x)=Ag(z,v)=0
elde edilir. Béylece, Teorem 2.1.5.3.’ten, (V,g) nin, G ’ye gore sabit kesitsel egrilige

sahip oldugu bulunur.

Bu durumda, (0,0) isaretine sahip her P :span{u,v} dizlemi icin G(u,v,v,u):O
olmasi, G ’ye gore sabit kesitsel egrilige sahip olacagi anlamina gelip gelmemesi ortaya
¢ikar. Bu her zaman i¢in miimkiin degildir. Ancak, bu durumun null izotropiye denk

olmasi ilgingtir.

Tanim 2.1.5.6. G, (V, g) tizerinde taniml egrilik benzeri ¢ok lineer bir fonksiyon ve
R® de Gr’nin egrilik tenséri olsun. Bu durumda, (V,g) Uzerinde

Ric®(x, y):Trace{z—> RG(Z,X)y} seklinde tammli bilineer formuna G 'nin ricci

tensord denir [6].

Eger {el, veey en} (V, g)’nin ortonormal bir bazi ise,
Ric® Zg (RG e X)y!ei)zz g(ei ’ei)G(ei'X’ y!ei)
i=1
olup, Ric® bir bilineer formdur. Simdi yukaridaki tanim kullanilarak, G° (V,g)’nin
temel egrilik benzeri ¢ok lineer fonksiyonu Ric® = Ric S ifadesi hesaplanacaktir. Bunun

igin, x eV bir spacelike veya timelike birim vektor olmak tizere ve {g, =x.e,,....e,} de

V ’nin ortonormal bir bazi olsun. Bu durumda,

Ric’ (x, )= g(e, € )6 (e, x, x.€,)

M:

S
LN

g(e.e)a(x.x)g(e; e )

=2

(n-1)g(x,x)

seklinde elde edilir. Boylece, eger (V,g) (v,0) veya (v*,O) tipinde ise, polarizasyon

esitligi Ric® :(n—l)g sekline doniisiir. Ayrica, eger (V,g) (v >1v" 21) tipinde ise

Teorem 2.5.1.’in (b) sikkindan yine Ric® = (n —1)g olur.
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Tamm 2.5.7. G, dejenere olmayan bir (V : g) tizerinde tanimli egrilik benzeri ¢ok lineer

.G
bir fonksiyon olsun. Bu durumda, her x,y eV igin g[Ric (x), yj:RicG(x, y) (vani
A G N G
Ric (x)=Ric(x,.)" dir) seklinde tammli Ric :V —V lineer operatére G ’nin Ricci

A G
operatorii denir. S® =TraceRic seklinde tanimli S® € R sayisima G ’nin skaler

egriligi denir [6].
Eger {el, ey en} (V, g)’nin ortonormal bir bazi ise

Zg (RAic (ei),ei]
~ 3 g(ee)Ric® (e, ¢,

i=1
n

Z ( )G(ei,ej,ej,ei)

G

seklinde bulunur.

Eger G° (V,g)’nin egrilik benzeri temel ¢ok lineer fonksiyonu ise, bu durumda

$°=5% =n(n-1) olur.

(V,g) (v >1,v" 21) tipinde dejenere olmayan bir uzay ve ueV null bir vektor olsun.
I1,:u" —>T" izdisiim doniisiimii olmak iizere, (U l,gui), span{u} dik olan dejenere

olmayan boliim uzayidir. Burada u* = (Span{u })L seklindedir.

Tamm 2.1.5.8. G, dejenere olmayan (v >1v" 21) tipindeki bir (V,g) iizerinde tanimh

egrilik benzeri ¢ok lineer bir fonksiyon olsun. xeV igin, [T, (X):)_( olmak Uzere,

RUG)_( = ]—[ui (RG(X,U)U) seklinde tanimlanan ﬁue :U" —>U" lineer doniisiimiine,

ueV ’nin G ’ye gore Jacobi operatdrii denir. Burada, R® G ’nin egrilik tensériidiir [6].

Her ve span{u} icin, RG(X+V,u)u = RG(X,u)u oldugundan R’ iyi tanimlidir. Ayrica,

RS, g, ’ye gore self-adjointtir yani, g,.(R®%,v)=g.. (X, R®Y) saglanir [6].
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Tamm 2.159. G, dejenere olmayan (vzl,v*zl) tipinde ve boyutu

boyV =n=v+#7n >3 olan bir (V : g) uzay1 iizerinde tanimli egrilik benzeri ¢ok lineer bir
fonksiyon olsun. Eger, bir ueV null vektdrii igin, ¢, eR ve id:0*" — T birim
fonksiyon oldugu zaman, R® =Cuﬁ ise ueV null vektorine G ’ye gore izotropiktir

denir. Eger her ueV null vektori G ’ye gore izotropik ise (V, g) uzayl G ’ye gore null

izotropiktir denir [6].

Yorum 2.1.5.1.
(@) Eger (V,g) uzaymm boyutu boyV =n=3 ise, her ueV null vektéri icin

boya* =1 oldugundan (V,g) null izotropiktir [6].

(b) Eger R® =c,id ise, c, :iRicG(u,u) olur. u=e, +e, olacak sckilde {e,...,e,}
ortonormal baz olsun. Bu durumda,

Ric® (u,u)=g(e,e)G(e,u,u,e)+9g(e,.e,)G(e,u,u,e,)
+Zn:g(ei,ei)G(ei,u,u,ei)
i3
oldugu goriiliir. Ancak,
G(e,u,u,e)=G(e,e +e, e +e,e)
=G(e,€,€,8)
ve benzer olarak,

G(e, u,u,e,)=G(e,.,6,6,)=G(e,8,,8,€)

olur. Boylece g(e,,e)=—g(e,,e,) oldugundan

Ric® (u,u):Zg(ei,ei)e(ei,u,u,ei)

olur. Burada, her i=3,...,n icin [T , (&) =g dir[6].

(c) Eger, R®=cid ise, bu durumda her xeU

u u

* birim vektori icin
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G(x,u,u,x)=c,g(x,x) olur. Tersine, eger G(x,u,u,x)=c,g(x,x) ise, bu durumda her
x eU" spacelike veya timelike birim vektoru igin R® :cuﬁ olur. Bunu gostermek
icin, b U* Gzerinde b(%,y)=7 .(R°X,y) seklinde tammli bilineer form olsun.
Buradan, [T, (x)=X olacak sekildeki her x e u" timelike veya spacelike birim vektoril
igin b(>‘<,>‘<)=gul(ﬁf)‘(,)‘():G(x,u,u,x)zcug(x, x)=c,g,.(x,x) ifadesi bulunur.
Teorem 2.1.4.1.°in (b) sikkindan b()_(, 7):Cu§uL ()_(,37) olup, R :CUH ifadesi elde
edilir [6].

(d) Eger (V,g) (v>2,17>2) tipinde ise, R =c,id olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
her veu™" icin G(v,u,u,v)=0 olmasidir. Onermenin gereklilik kosulu agiktir. Simdi
yeterlilik sarti gosterilecektir. Bunun igin, b (c) sikkinda oldugu gibi T* Uzerinde
bilineer bir form olsun. Bu durumda, IT.(v)=V olacak sekildeki her veu" null
vektoril igin b(V,v)=G(v,u,u,v)=0 olur. Béylece, Teorem 2.1.4.1.’in (a) sikkindan,
5()‘(, 7): g,: ()_(, 7) olup, ﬁuG :CUH elde edilir. Ayrica, (c) sikkindaki G(v,u,u,v):O
sarti, (0,0) isaretine sahip her P:Span{u,v} dizlemi icin, (V,g) uzayinin G ’ye gore
sabit kesitsel egrilige sahip oldugunu vurgulamaz [6].

Simdi, null izotropi durumunda, G egrilik benzeri ¢ok lineer fonksiyonun g, Ric® ve

S€ terimleri tanimlanacaktir.

Tamm 2.1.5.10. G, boyV =n>3 olan dejenere olmayan (V,g) uzaymm egrilik
benzeri cok lineer fonksiyonu ve RY:V xV xV -V de
RE(x,y)z=Ric®(z,y)x—Ric®(x,z)y seklinde tanimlanan ii¢ lineer fonksiyon olsun.

R®, (V,g) uzaymn temel egrilik tensorii olmak iizere, (V,g) uzaymn G, egrilik

benzeri ¢ok lineer fonksiyonu
G,(x,y,2,v)= ﬁ [g (RlG (x,y)z, v)+ Ric® (RO (%, y)z,v)]

ile tanimlanir [6].

Yorum 2.1.5.2. Eger ueV ve xeu' ise, Gl(x,u,u,x):izRicG(u,u)g(x,x) olur.
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Ayrica, eger (V,g) null izotropik ise, bu durumda Yorum 2.1.5.1%in (b) sikkindan,

RS =c,id olmak tizere G,(x,u,u,x)=c,g(x,x) olur [6].

Teorem 2.1.56. n=v+v" >3 olmak Uzere, G, (v>17>1) tipindeki dejenere
olmayan (V,g) uzayimnin egrilik benzeri ¢ok lineer fonksiyonu olsun. Bu durumda,

(V,g)’nin G’ye gore null izotropik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

1

(n-1)n-2)

G=G, - S®G° olmasidir [10].
Ispat. < ueV null bir vektér ve x e u* spacelike veya timelike birim vektor olsun.

Bu durumda, Yorum 2.1.5.2.’den ve

G(x,u,u, X)Z%Rice(u,u)g(x,x): c,9(x,x)

oldugundan Yorum 2.1.5.1.”in (c) sikki her ueV null bir vektérii icin R =c,id
oldugu anlamina gelir.

=: G', V uzaymm G'=G-G, seklinde tanimlanan egrilik benzeri ¢ok lineer
fonksiyonu olsun. Bu durumda, Yorum 2.1.5.1. ve 2.1.5.2.’den, ueV null vektori ve
Xeu" igin, G'(X,u,u,x):O olur. Boylece, Teorem 2.1.5.5.’den (V,g)’nin G'’ne gore
C sabit kesitsel egrilige sahip oldugu gériiliir. Buradan, Teorem 2.1.5.1.’den G’ =CG"°
olur. Boylece, geriye sadece S© ifadesindeki C yi belirlemek kalir. {e,,...,e,}, (V,g)
uzayinin ortonormal bir bazi olsun. Bu durumda,

S¢ = Zn:g(ei,ei)g(ej,ej)G(ei,ej,ej,ei)

i,j=1

= Zn:g(eﬂei)g(ej'ejk;l(ei’ej’ej7ei)

i,j=1

+Cig(ei'ei)g<ej’ejbo(ei’ej’ej’ei)

i, j=1

olur. Buradan basit bir hesaplama ile,

ang(ei'ei)g(ej1ej)Gl(ei,ej,ej,ei): z(n_l)se

i,j=l n_2

ve
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Zn:g(ei,ei)g(ej,ej)GO(ei,ej,ej,ei): n(n—1)

i, j=1

elde edilir. Boylece,

S¢ = 2(n_l)SG +Cn(n-1)

olur ve buradan C = S oldugu goriiliir.

G
(n-1)n-2)
Tamm 2.1.5.11. G, dejenere olmayan bir (V,g) uzaymn egrilik benzeri gok lineer bir

fonksiyonu olsun. (V,g) nin G *ye gére Weyl gok lineer egrilik fonksiyonu W

.
(n-1Yn-2)

G ’ye gore Weyl egrilik tensorii olarak adlandirilir [6].

W®=G-G,+ S®G° seklinde tammlamr. W€’nin R" egrilik tensortl,

Sonug 2.1.5.1. boyV >3 olmak lzere, G, (v >1,v" 21) tipindeki dejenere olmayan
(V,g ) uzaymin egrilik benzeri ¢ok lineer fonksiyonu olsun. Bu durumda, (V,g)’nin

null izotropik olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul W® =0 olmasidir [6].

Ispat. Teorem 2.1.5.6.’dan direkt elde edilir.

Sonug 2.1.5.1. boyV >3 olmak lzere, G, (v >1v" 21) tipindeki dejenere olmayan bir
(V,g) uzayimnin egrilik benzeri ¢ok lineer bir fonksiyonu olsun. Bu durumda, eger
(V,g) null izotropik ise, bu durumda, (V,g)’nin G ’ye gore sabit kesitsel egrilige sahip

olmasi igin gerekli ve yeterli kosul A <R olmak iizere, Ric® = Ag olmasidir [6].

Ispat. Teorem 2.1.5.6.’dan direk elde edilir.

2.2.  SINGULER YARI RIEMANN MANIiFOLDLAR

M n-boyutlu bir manifold ve g TM ’de (,u,v,v*) tipinde bir metrik tensor olsun. Bu
durumda, (M , g) ‘ye (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann manifold denir. Eger ¢, (O,V,v*)

tipinde ise (M ,9)’ye (v, v*) tipinde dejenere olmayan yar1 Riemann manifold denir.
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2.2.1. Koszul Turevleri

Tanmmm 2.2.1.1. (M,g), (y,v,v*) tipinde yart Riemann bir manifold olsun. Eger,

D:ITMxI'TM xI'TM —TTM fonksiyonu, her X,Y,Z,W eI'TM ve feC”(M)

icin asagidaki ozellikleri saglarsa D *ye bir Koszul tiirev denir [6].

@ 9(DyvZ,W)=g(D,Z,W)+g(D,Z,W)

(b) g(DxZ,W)=fg(DyZW)

(©) 9(Dy (Y +Z),W)=g(DyY,W)+g(D,Z,W)
(d) g(Dy (fY),W)=X(f)g(Y.W)+fg(D,Y W)
(€) Zg(X,Y)=g(D,X,Y)+g(X,D,Y)

() g(D,Y.W)-g(D,X.W)=g([X,Y]W)

Simdi yar1 Riemann geometrinin temel yardimc1 teoremi ispatlanacaktir.

Yardimel Teorem 2.2.1.1. (M , g) , (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold olsun.

Bu durumda, (M , g) ‘nin bir Koszul tiireve sahip olmasi icin gerekli ve yeterli kosul her

UelN, icin L,g=0 olmasidir. Burada, L Lie tirevi ve N, de I'TM ’nin alt

demetidir [1].

Ispat. =: D, (M , g) tizerinde bir Koszul tiirev olsun. Bu durumda, eger U e I'N, ve

X,Y eT'TM ise

(Lg)(X,Y)=Ug(X.,Y)-g([U, X].Y)-g(X,[U,Y])
=g(DyX,Y)+g(X,DY)-g(DyX,Y)
~g(DeU,Y)=g(X,DY)+g(X,DU)
= g(D,U,Y)+g(X,D,U)

= Xg(U,Y)-g(U,D,Y)+Yg(X,U)-g(D,X,U)

=0

oldugu bulunur.

< Her U eI'N, i¢in L,g=0 oldugu varsayilsin. X,Y e['TM olsunve M Uzerinde

@,  1-dig formu agagidaki sekilde tanimlansin.
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1
"2
+9W, XY +g(v. W, X D-g (X, [y W)

a)X,Y(W) [XQ(Y’W)"'YQ(WvX)_Wg(X’Y)

Bu esitlik Koszul formiilii olarak adlandirilir. Bu durumda, eger U e N, ise

@y (U)=-Ug(X,Y)+g(v.[u, X]+g(X.[u.Y]

==L, g)X.Y)
=0

oldugu gortiliir.

Bu durumda, TM ’'nin bir D,Y diye adlandirilan bir kesiti vardir o6yle ki,
(DY) =w,, seklinde ifade edilir. (M,g) iizerinde D ile belirlenen bu ybnteme

Koszul tirev denir. Dolayisiyla, Tanim 2.2.1.1.°deki tanimlar1 saglar. Burada, bu

ozelliklerden (d) sikkindaki Ozellik gosterilecektir. Eger X,Y W el TM ve
feC”(M) ise

29(Dy (fY)W)=Xg(fy W)+ frg(w, X)-wg(X, fY)
+gW,[X, ¥ )+ g(fv.[w, X])
—g(X,[fr.w])

+ f[Xg(Y,W)+Yg(W, X)-Wg(X,Y)
+gW.[X,Y]+g(y,w,X])

—g(X.[v.w])
=2X(f)g(Y,W)+2fg(D,Y,W).

bulunur.

Tamim 2.2.1.2. Eger her U eI'N, icin L,g=0 ise, (,u,v,v*) tipindeki yar1 Riemann

bir (M , g) manifoldu duragandir denir [6].

Yardime: Teorem 2.2.1.2. (M , g) (y,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold

olsun. Bu durumda,
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(@) N, integrallenebillirdir.

(b) Eger D, (M,g) Uzerinde bir Koszul tiirev ise, her U eI'N, ve X eI'TM igin

D,U eI'N, olur [6].

Ispat. (a) U;,U, TN, olsun. Bu durumda her X eI'TM igin
9([U1’U2]’ X): g(DUle, X)—g(DUZU]_,X)
:Ulg(Uz,X)—g(UZ,DU1X)
-U,g(,,X)+g(U,,D, X)
=0
olur. Boylece, [Ul,UZ]eFNg oldugu anlasilir.
(b) UeI'N, ve X eI'TM olsun. Bu durumda her W eI'TM igin
9(D,U.W)=Xg(U W)-g(U,D,W)
=0

olur. Buise D,U eI'N, oldugu anlamina gelir.

Onerme 2.2.1.1. (M, g), (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold ve D ve
D' de (M,g) Uzerinde Koszul tiirevler olsun. Bu durumda, D"(X,Y)=D}Y —D,Y

seklinde tanimlanan D"=D'—D:TTM xI'TM —-I'TM fonksiyonun aldigi degerler
I'N,’de dir. Tersine, eger D":TTMxI'TM —TN, bir fonksiyon ve D, (M,g)

uzerinde bir Koszul tirev ise, D+ D" de (M , g) uzerinde bir Koszul turev olur [6].

Ispat. Eger D (M,g) iizerinde bir Koszul tirev ise, Tanim 2.2.1.1.°den her
X,Y, W eI'TM igin

g(DY W)= Xg(Y,W)-g(Y,D, W)
= Xg(Y,W)-g(¥,D,, X)-g(Y,[X,W])
= Xg(Y,w)-wg(Y, X )+g(D,W, X)
+g(w, Y] x)+g(y,w,x])
)-Wg(Y, X)+Yg(Ww,

W
[\A/l
—Xg(Y,W

X)
-gW,D, X)-g(lv. W]} X)+g(v,W,x])
—Xg(Y,W) wg (Y, X)+Yg(Ww, X )+

+9(v, W, x])-g(X.[¥,.w])-g(DyY.W)
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ifadesine ulasilir. Boylece,

0(D,Y W)= [Xa(Y. W) +Yg(W, X)-Wo(X.Y)

+gW.[X. Y )+g(v.w, X])-g(X.[v.w]]
olur. Bu durumda, eger D ve D’ de (M,g) Uzerinde Koszul tiirevler ise, her
X,YWeIlTM igin g(D,Y-D,Y,W)=0 elde edilir. Bu ise X,Y eI'TM igin
D"(X,Y)=DyY —D,Y €I'N, oldugu gdrilliir. Tersine, eger D":TTM xI'TM —-TN,
bir fonksiyon ise, bu fonksiyonun degerlerini I'N ’de aldig1 gdz 6niinde bulundurularak

D+ D" de (M,g) iizerinde bir Koszul tiirev oldugu kolayca gosterilebilir.

Tamm 2.2.1.3 (M , g), (/J,V,V*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold olsun. Bu

durumda, (M,g) iizerinde tanimhi D Koszul tiirevinin T®:I'TMxI'TM —TN,

burulma fonksiyonu T°(X,Y)=D,Y —D, X —[X,Y] seklinde tanimlanir. Eger T° =0

ise, D sifir-burulmaya sahiptir denir [6].

Yorum 2.2.1.1. (a) Tanim 2.2.1.1. (f) sikkindan T° ’nin N, ’de deger aldig1 gortilir.
Ayrica TP(X,Y)=-TP(Y, X) ifadesi saglanur.

(b) Eger D (M,g) tizerinde tanimli bir Koszul tiirev ise, bu durumda T° D ’nin
burulma fonksiyonu olmak tizere, D—%TD ifadesi de (M, g) iizerinde sifir-burulmali

bir Koszul tlrevdir [6].

Onerme 2.2.1.2. (M , g), (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold ve D ve
D’ de (M,g) uzerinde Koszul tiirevler olsun. Bu durumda T'=T olmast igin gerekli
ve yeterli kosul D"=D’—D ’nin D”(X,Y)= D"(Y, X) ifadesini saglamasidir. Burada,

T’ ve T ,sirastyla D ve D’ Koszul tiirevlerinin burulma fonksiyonlaridir [6].

Ispat. X,Y eT'TM olsun.

T'(X,Y)-T(X,Y)=D,Y -D, X =[X,Y]
~D,Y +D, X +[X,Y]
=D"(X,Y)-D"(Y,X)

oldugu bulunur. Bodylece, T'=T olmast i¢in gerekli ve yeterli kosulun
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D"(X,Y)=D"(Y,X) oldugu gbriiliir.

Tanim 2.2.1.4. (M , g), (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold ve D de
(M,g)  Uzerinde  Koszul ~ tirev  olsun.  Bu  durumda, D ’nin

RP:TTMxITMxI'TM -»TTM egrilik fonksiyonu
R°(X,Y)Z =Dy D,Z-D,DyZ Dy Z ile tanimlanir [6].

Yorum 2.2.1.2. Yardimer Teorem 2.2.1.2. (b) sikki gbz oniine alinirsa, eger U e I'N |

ve X,Y eI'TM ise, D,U €N, oldugundan dolay1 R°(X,Y U e'N, olur [6].

Yardimcr Teorem 2.2.1.3. (M,g), (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir
manifold ve D ve D' de (M,g) iizerinde sirasiyla R ve R’ egrilik fonksiyonlarina
sahip Koszul tirevler olsun. Bu durumda, K=R'-R:TTMxI'TM xI'TM —>TI'N,
fonksiyonu tanimlanabilir. Ozel olarak, eger XY, ZV elI'TM ise,
g(R(X,Y)Z,V)=g(R(X,Y)Z,V) esitligi saglanir [6].

Ispat. X,Y,Z eI'TM ve D”=D’-D olsun. Bu durumda,

D, D,z =D} (D,Z +D"(Y,Z))
=D, (D,Z+D’(Y,Z))+D"(X,D,Z +D"(Y,2))
-D,D,Z+D,D"(Y,Z)+D"(X,D,Z +D"(Y,Z))

bulunur. Benzer sekilde,
D,D,Z=D,D,Z+D,D"(X,Z)+D"(Y,D,Z+D"(X,2))
ve
Dixy1Z =Dy yjZ + D"([X,Y]Z)
olur. Boylece,
R'(X,Y)Z =Dy D,Z - D;DyZ - Dy Z
=R(X,Y)Z +D,D"(Y,Z)+D"(X,D,Z+D"(Y,2))

-D,D"(X,2)-D"(Y,D,Z+D"(X,Z2))
-D(x.y]z)

oldugu goriiliir. Boylece, Onerme 2.2.1.1.’den dolayr D" degerlerini I'N, de alir ve

Yardimer Teorem 2.2.1.2.’nin (b) sikkindan dolay1 R'(X ,Y)Z — R(X ,Y)Z eI'N, olur.
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Yardimer Teorem 2.2.1.4. (M,g), (/J,V,V*) tipinde singiiler yari Riemann bir
manifold, D (M,g) Uzerinde bir Koszul tiirev ve R° de D ’nin egrilik fonksiyonu

olsun. Bu durumda, her X,Y,ZV,W eI'TM ve f eC”(M) igin asagidaki ifadeler
saglanir [6].

@ g(RP(X+Y,ZWV )=g(R>(X, ZW.V )+ g(RO(Y,ZW,v)
() g(R°(X,Y)Z,V)=fg(R°(X,Y)Z,V)
© gR(X,Y +ZWV)=g(R(X,Y WV )+ g(R°(X,ZW.V)
) g(R°(X, f¥)Z,v)= fg(R®(X,Y)Z,V)
© g(R°(X,YXZ+W)V)=g(R®(X,Y)z,V)+g(R°(X,Y W,V)

® g(R°(X,Y)fz,V)=fg(R°(X,Y)Z,V)

(
(
(
(

Ispat. Burada sadece (¢) ve (f) siklari ispatlanacaktir. Digerleri, benzer sekilde
yapilabilir.

(e) Burada

a(R°(X, Y)(Z+W) ) g(DyD, (Z+W)V)
~g(D,D, (Z +W)V )= g(Dpy 1(Z +W)V )
= Xg(D (Z+W)) (Y(Z+W) V)

-Yg(Dy (Z+W)V)+g(Dy(z +W),D,V)

_g(Dx,Y]Z’V) g(D[x,Y]W’V)

= X[g(D,Z,V)+9(D,W.V)]-g(D,Z,D,V)
-9(D,W,D,V)-Y[g(DyZ,V)+g(DW.V)]

(

+9(D,Z,D,V)+g(D,W,D,V)

(DXY]ZV) g(DXY]WV)
D,D,Z,V)+g(D,Z,D,V)+g(D,D,W,V)
D,W,D,V)-g(D,Z,D,V)
(byw,D,V)-g(D,D,Z,V)-g(D,Z,D,V)
(D,DW,V)-g(D,W,D,V)

(

(
(
(D,Z.D,V )+ g(D,W,D,V)
(

—+

+
D2,V ) 9(Dpy W,V )
(DD, Z-D,D,Z D}y, iZ,V)
D, D,W — D, D,W — Djy , W,V
(R

(X,Y)Z,V )+ g(R°(X,YW,V)

+

g
-9
=9
g
-9
-9
g
-9
=9
g
=g|R
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elde edilir.

()
g(R°(X,Y)fZ,V)=g(D,D, 1Z,V)-9(D,D, 2,V )~ g(Dy v, fZ.V)
= Xg(D, fz,V)-g(D, fZ,D,V)-Yg(D, fZ,V)+g(D, fZ,D,V)
~[x.Ylg(z,V)+g(fZ, Dy V)
= XYg(fZ,V)-Xg(fz,D,V)-Yg(fZ,D,V )+ fg(z,D,D,V)
~YXg(fz,V)+Yg(fz,D,V )+ Xg(fZ,D,V)- fg(z,D,D,V)
~[X.Ylg(fz,V)+ fg(z, Dy 41V)
:(g(Z, DY DXV)_g(Z1 Dx DYV)+ g(Z’ D[X,Y]’V))
= f(vg(z,D,V)-9(D,Z,D,V)
-Xg(Z,D,V)+9(D,Z,D,V)
+[X.Ylo(zV)-9(Dy 12, V)
= f(YXg(z,V)-Yg(D,Z,V)
-Xg(D,Z,V)+g(D;D,Z,V)
~XYg(z,V)+Xg(D,Z,V)
+Yg(D,Z,V)-g(D,D,Z,V)
+[X,Y]a(z.V)-9(Dy 12, V)
= fg(R°(X,Y)z,V)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Yorum 2.2.1.3. Yukaridaki yardimci teoremden, g(RD(X,Y)Z,V) ifadesinin C°°(M)-
cok lineer oldugu, yani her bir bilesenine gore tensorel oldugu goriiliir. Boylece, eger

X, XYY\, Z,Z’V V' elTM ve X,=X,, Y, =Y/, Z =7 ve V,=V. ise, bu
durumda g(RD(x,Y)z,v]p:g(RD(x',Y')z',v']p olur. Bu ise, g(R°(X,Y)Z\V)

ifadesinin, p e M noktasinda sadece X,Y,Z,V degerlerine baghdir [6].

Yardimer Teorem 2.2.1.5. (M,g), (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir

manifold ve D de (M,g) tizerinde R® egrilik fonksiyonuna sahip bir Koszul tiirev

olsun. Bu durumda, her X,Y,Z,V eI'TM igin asagidaki ifadeler dogrudur [6].
@ g(R°(X,Y)z,V)=—g(R°(Y,X)Z,V),
() 9(R°(X,Y)z,V)=-g(R°(X,YV,Z),

© 9(R°(X,Y)z,V )+a(R°(Y,Z)X ,V )+g(R°(z, X ),V )=0
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@ g(R°(X,Y)Z,V)=g(R°(z,V)X,Y).

Ispat. (2) Tanim 2.2.1.3.’ten agiktir.

(b) (a) sikkina benzer olarak yapilabilir.

(©)

seklinde

g(R°(X,Y)z,V )+ g(R°(Y,Z)X,V)+g(R®(z, X V.V)
=9(D,D,Z,V)-g(D,D,Z,V)-g(Dy ,Z.V)
9(D,D,X,V)-g(D,D, X,V )-g(Dy 1 X.V)
g(D,D,Y,V)- g(D D YV) 9(Dp.ZV)

+ o+

=9(Dx(D,Z-D,Y)V)+g(D, (D, X -D,Z)V)
+9(D, (DY D, X)V)-g(Dyy 1,2V
~9(Dy X,V )-9(Dg ZV)
=xg([v.zJv)-g(ly.z] D,V)+Zg(Xx.Y]V)
-9(X.Y} B,V)-9(D, [X,Y]V)-g([X.Y] Z]V)
~9(D4[v.z}V)-g(lv.z} x]v)
-9(Dy[z.x]v)-g([z. x]Y]V)
=9(D[v.Z2}v)+g(D,[Z,X]V)+g(D,[X.Y]V)
-9(D, [X,Y]V)-g(D,[¥,Z}V)-g(D, [z, X]V)
~a(Ix.Y}2}v)-gly. 2 X W)~ oz XY IV)
=0,

elde edilir. Burada, Jacobi 0zdesligi olarak

[X.Y]z]+[lY.z] X]+[[z,X]Y]=0 ifadesi kullanilmistur.

(d), (a), (b) ve (c) siklarindaki ifadeler kullanilirsa,

g(R°(X,Y)Z,V)=-g(R>(X,Y),Z)
g(R°(Y.V)X,Z)+g(RO(V,X)¥,Z)
=—g(R°(Y,V)z,X)+g(R°(V,X)z,Y)
g(R°(V,Z)Y, X )+g(R®(Z,YV,X)
+9(R°(X,ZWV.Y)+g(R°(z.V)X.Y)
=29(R®(Z.V)X.Y )+ g(R°(Y,Z)X.V)
+9(R°(Z,X)¥.V)
=29(R°(z,V)X,Y)-g(R°(X,Y)zZ,V)

olup, buradan g(R°(X,Y)z,V)=g(R®(z,V)X,Y) oldugu gérilir.

bilinen

Yorum 2.2.1.4. Yukaridaki yardimci teoremden, eger U el“Ng ve X,Y,ZeT'TM ise,
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bu durumda
g(R°U, X)Y,Z)=—g(R°(X,U),Z)=g(R°(Y,Z U, X )=—-g(R®(Y,Z)X,U)=0

olur. Bu ise, R°(U, X )Y,R°(X,U)Y,R°(X,Y U eTN, oldugunu verir [6].

2.2.2. Koszul Konneksiyonu

Tamm 2221 (M,g), (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold olsun.
X,YelTM igin [I(X)=X ve TI(Y)=Y olmak {zere, TM  Uzerinde
g(X,Y)=g(X,Y) seklinde tanimlanan g metrik tensoriine sahip dejenere olmayan

béliim tanjant demeti TM =TM /N ile tanimlanir [6].

Tanim 2.1.3.1.’den § 1iyi tanimlidir ve (m, g), M Uzerinde (v,v*) tipinde dejenere

olmayan bir vektor demetidir. Ayrica, eger (M,g) dejenere degilse, bu durumda

(W, g) kanonik olarak (TM, g)’ye izometriktir.

Tanimm 2.2.2.2. (M,g), (,u,v,v*) tipinde yart Riemann bir manifold ve V da ™
lizerinde bir konneksiyon olsun. X,Y eT'TM igin [1(X)=X ve TI(Y)=Y olmak
izere, V'nin T eI’ A (TM;TM ) burulma tensorii T(X,Y)=V,¥ -v, X ~[1(X,Y])

seklinde tanimlanir. Eger T =0 ise, V sifir burulmali konneksiyon olarak adlandirilir

[6].

(m, g), bir yar1 Riemann konneksiyona sahip oldugu bilinmektedir. Simdi, (M,g)

Uzerinde, (m, g)’nin sifir burulmali yar1 Riemann bir konneksiyona sahip olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosullar arastirilacaktir. Bunun i¢in, asagidaki singiiler yar1 Riemann

geometrisinin temel teoremi ispatlanacaktir.

Teorem 2.2.2.1 (M,g), (y,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold olsun. Eger
(M,g) duragan ise, bu durumda D, (M,g) Uzerinde bir Koszul tirev ve TI(Y)=Y
olacak sekilde X,Y eI'TM olmak tizere (m,g)’de V.Y =TI(D,Y) ile tanimli sifir
burulmali bir tek V yar1 Riemann konneksiyonu vardir. Tersine, eger ('m, g)’de stfir

burulmali bir tek V yar1 Riemann konneksiyonu varsa, bu durumda (M,g) duragan
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olur [1].

ispat. (M,g) duragan olsun. Bu durumda Yardimcr Teorem 2.2.1.1.°den, (M,Qg)
tizerinde T1(Y)=Y olacak sekilde X,Y eT'TM igin V,Y =TI(D,Y) seklinde tamimli
bir V Koszul tiirevi vardir. ilk olarak, V ’nin iyi tamml oldugu yani, V tammminmn D
Koszul tiirevi ve TI(Y)=Y olacak sekilde Y eI'TM segiminden bagimsiz oldugu
gosterilecektir. D ve D' (M,g) izerinde birer Koszul tirev ve TI(Y)=TI(Y’) olacak
sekilde Y,Y'eI'TM olsun. Bu durumda, Onerme 2.2.1.1.’den bir
D"=D'-D:I'TMxI'TM —TN, Koszul tiirev ve U e 'N vardir 6yle ki, Y'=Y +U
olur. Bdylece, Yardimci Teorem 2.2.1.2.°nin (b) sikkindan, H(Z): Z olacak sekilde

Z eT'TM olmak Uzere,

(1(D3").Z)=9(D4Y".2)

(Dx (¥ +U).Z)
(
(

I«

D,Y,Z)+g(D,U,Z)
D,Y,Z)=g(D, Y+D"(X Y)Z)
(D

«Y.2)=g([1(D,Y).Z)

ifadesi elde edilir. Buradan @ ’nin dejenere olmadigi g6z Oniine alinirsa,

9
g
g
o

[1(DLY')=TI(D,Y) oldugu goriiliir. Ote yandan, Tanim 2.2.1.1.’deki Koszul tirevinin
temel 6zellikleri kullanilarak, V konneksiyonun (m, g ) tizerinde sifir burulmali yar1

Riemann bir konneksiyon oldugu gosterilebilir. Simdi V ’nin bir tek oldugu

gosterilecektir. TI(X)=X, TI(Y)=Y ve TI(Z)=Z olmak iizere, X,Y,ZeITM

verilsin.
§(v.V.2)= xg(V,Z)-g(¥,v,2)
=xg(v,Z)-g(Y,v,X +T1(x,Z))
=xg(V,Z)-zg(X,Y)+g(v,¥, X)+g(v.11(z. X))
= Xg(V,Z)-zg(X.Y)+g(V,Z +11(z.Y ], X))+ g(V. 11z, X ]))
= xg(V,Z)-zg(X,Y)+Yg(Z, X)-g(Z.V, X)
- g(X.1([v.2])+ gV, 11z, X))
= xg(V,Z)+Yg(Z,X)-zg(X.Y)+g(Z.T1(X,Y))
+g(r.11(z, x])-a(X.11(v.2))- (VY. Z)

olur. Boylece,
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9(7,¥.2)-[xa(v 2)+va(z %)~ 2g(X.¥)
+g(Z. 10X, YD} g(v. 11z, x D)- g (X 11(v . 2))]
oldugu goriilir. Bu esitlik ('m, g) tizerinde, sifir burulmali her yari Riemann

konneksiyonu i¢in saglandigindan, § ’nin dejenere olmadig1 géz oniine alinirsa, V 'nin

bir tek oldugu elde edilir.

Tersine, V 'nin (m,g ) tizerinde sifir burulmali yar1 Riemann konneksiyonu oldugu

varsayllsin. Bu durumda, eger U eI'N, ve H(X)z X, H(Y)zY_ olacak sekilde

X,Y eT'TM ise
(Lyg)XX.Y)=Ug(X.,Y)-g(U,X]Y)-g(Xx.[u.Y])
=ug(X,¥)- g, x).¥)-g(X.m(u.v))
=Ug(X.Y)-g(V, X.Y)-g(X.v,Y)
=0

oldugu bulunur. Bu ise, (M , g)’nin duragan yar1 Riemann bir manifold oldugunu verir.

Tanim 2.2.2.3. (M , g), (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold olsun. Bu

durumda ('m, g) lizerinde tanimhi V sifir burulmali bir tek yar1 Riemann
konneksiyonuna (M,g)’nin Koszul konneksiyonu denir. Eger (M,g) dejenere degilse,

bu konneksiyona, (M ; 9) uzerinde Levi-Civita konneksiyonu denir [6].

Yorum 2.2.2.1. Eger, (M,g) (v,v*) tipinde dejenere olmayan yart Riemann bir

manifold ise, bu durumda N, =0 (sifir kesit) olur. Béylece, U e 'N, olmak Uzere,
L,9=0 bulunur. Yani (M,g) dejenere degilse, duragandir. Bu yiizden, (m, g) ve

(TM,g) kanonik olarak izometrik olduklarindan, (m,g )’de tanimli  Koszul
konneksiyonu (TM,g) iizerinde tamimlhi olan Levi-Civita konneksiyonu olarak

adlandirilan bir tek konneksiyon gibi diisiintilebilir [6].

v, (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifoldun Koszul konneksiyonu ve R

de V ’nin egrilik tensorii olsun.

Yardimcer Teorem 2.2.2.1. (M,g), (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir
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manifold olsun. Eger D, (M,g) iizerinde RP egrilik fonksiyonu ise, bu durumda
X,Y,Z eTTM olmak tzere T1(Z)=Z olacak sekilde, , R(X,Y)Z =TI(R®(X,Y)Z)

esitligi saglanir [6].

Ispat. Koszul konneksiyonun tanimi géz oniine alinirsa

M(R°(X,Y)z)=11(D,D,Z - D, D,Z - Dyy ,Z)

oldugu gortiliir.

Teorem 2.2.2.2. (M,g), (u,v,v") tipinde duragan yar: Riemann bir manifold olsun. Bu
durumda, TI(X)=X, TI(Y)=Y, II(Z)=Z ve II(V)=V olacak sekildeki her
X,Y,Z,V eI'TM igin asagidaki ifadeler saglanir [6].

@) R(X,Y)Z =-R(Y,X)Z

(b) gR(X.Y)ZV)=-g(R(X,YV,Z)

(c) d¥ =0 (ikinci Bianchi 6zdesligi)

(d) R(X,Y)Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0 (Birinci Bianchi 6zdesligi)

&) gR(X,Y)ZV)=-g(R(z,V)X.Y)

ispat. (a), (b) (d) ve (e) siklarindaki ifadelerin ispati Yardimci Teorem 2.2.2.1. ve

Yardimer Teorem 2.2.1.5.den kolayca yapilabilir. (c) sikkinin ispati ise Poincare

ozelliginden direkt yapilir.

Yorum 2.2.2.2. (m, g) tizerindeki herhangi bir yari Riemann konneksiyonun egrilik
tensorli . (a), (b) ve (c) ozelliklerini saglar, fakat (d) ve (e) Ozelliklerini saglamak

zorunda degildir [6].

Tanim 2.2.2.4. (M , g), (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold olsun. Bu

durumda, (m, g)’nin Rel A? (W;Al(m;m)) ic egrilik tensorii, [1(X)=X ve
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[1(Y)=Y olmak iizere X,Y e[TM ve Z eI'TM igin IQ()?,V)Z_:F_Q(X,Y)Z seklinde

tanimlanir [6].

Yardimer Teorem 2.2.2.1 ve Yorum 2.2.1.3.°ten R ’nin iyi tanimli oldugu kolayca

gosterilebilir.

Teorem 2.2.2.3. (M , g), (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold olsun. Bu

durumda X,

=<
N
<
m
Z
S
5

@ gR(X.YV)ZV)=-g(RZV)X.Y)
Ozellikleri saglanir [6].

Ispat. Tanim 2.2.2.4. ve Teorem 2.2.2.2.’den direkt gorulir.

Fakat d R tamimli degildir. Ancak, eger R e [T (mm) oldugu g6z oniine alinirsa

asagidaki 6zdeslik elde edilir.

Teorem 2.2.2.4. (ikinci Bianchi Ozdesligi) (M,g), (v,v") tipinde duragan yar
Riemann bir manifold olsun. Bu durumda, (m,g)’nin R i¢ egrilik tensori,
[1(X)=X, T1(Y)=Y, TI(Z)=Z ve T1(V)=V olacak sekildeki her X,Y,Z,V eI'TM
icin

(Vi RIV,ZV)+(V, R|Z, XV )+(V,R)X,Y.V)=0,
dzdesligi saglanir [6].

Ispat. Teorem 2.2.2.2.’nin (c) sikkindan
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oldugu gortiliir.
2.2.3. Duragan Yar1 Riemann Manifoldlarin Egriligi

R i¢ egrilik tensorii, her bir birlesenine gore tensoéreldir. Dolayisiyla, (IQ()? ,Y_)Z_ )p

ifadesi p € M noktasinda sadece XY,Ze '™ degerlerine baghdir.

Tanim 2.2.3.1. (M,g), (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold olsun.

peM noktasinda X,y,Z,VveT,M olmak (zere, R ’nin éeFTf(T_) ilgili egrilik

benzeri tensor alani é()‘(, Y, Z,\7)= g (FAQ()_(, )7)2,\7) seklinde tanimlanir. p € M noktasinda

X,¥,Z,VveT M olmak Uzere (T_,g)’nin G° elﬂT40 (m) temel egrilik benzeri tensor

alan1 ise G°(X,V,2,V)=g(z,¥)a(X,v)-g(X,2)g(V,V) ile tanimlanur [6].

Yorum 2.2.3.1. Teorem 2.2.2.3.’den G ’nin her T,M (zerinde egrilik benzeridir ve R

da G’nm egrilik tensoriidiir. Her peM noktasinda X,V,Z eTpM olmak Uzere

M,g, ) ‘nin R® el A? (m A (mm» temel egrilik tensori

—

T

p

R°(X,¥)Z=9(z,¥)Xx—g(X,2)y ile verilir (Tamm 2.1.5.1, 2.1.5.2. ve 2.1.5.3) [6].

Tanim 2.2.3.2. (M , g), (y,v,v*) tipinde duragan yari Riemann bir manifold ve P de

(TPM : Gp)’de dejenere olmayan bir diizlem olsun. Bu durumda, P ’nin K(IS) egriligi
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ile tanimhidir. Burada, Q()‘(, 7)2@()‘(,)‘()9()7, 7)—@()‘(, 7)2 ve 5:Span{)_(,)7}’dir. Eger

(TpM,gp)’deki dejenere olmayan her P diizlemi igin x(P)=C oluyorsa, (M,g)’ye

p € M noktasinda, C sabit kesitsel egrilige sahiptir denir [6].

Yorum 2.2.3.2. Eger P =span{x, y} (Tp_M ,gp)’de bir diizlem ise, R® (M,g) Uzerinde

bir Koszul tiirevin egrilik fonksiyonu ve [I(x)=xX ve [I(y)=y olacak sekildeki

x,yeT,M icin G(X,V,Y, X):g(ﬁ(i, y)y,i):g(ﬁ(x, y)y.X)= g(RD(x, y)y,x) olur.
)y

Aynica, Q(X,Y)= ‘()‘( X (7 y)-9(x,¥)* =g(x,x)g(y,y)—g(x,y)* elde edilir. Boylece,

eger P —span X, y )de dejenere olmayan bir diizlem ise H( ) X ve

[1(y)=y olacak sekildeki her X,y eT,M igin

«(F)- a(R°(x.y)y.x)

g(x.x)g(y,y)-g(xy)

olur. Simdi (TpM o p) tizerinde diizlemler i¢in bir denklik bagintis1 tanimlanacaktir: P
ve P', T M ’de dejenere olmayan birer diizlem olsun. Eger P 'nin bir {X, y} bazi i¢in
P"*niin bir baz1 {X'=xX+U,,y’=y+U, | olacak sekilde u,,u, e N, varsa P diizlemi
P’ diizlemine denktir denir. Bdylece, bu denklik bagintisi tarafindan belirlenen denklik
siiflart Tp_l\/l ’de dejenere olmayan diizlemlerdir. Diger tarafindan, eger P bir denklik

smift (diizlem) ise, bu durumda Yorum 2.2.1.4. g6z Oniine alinirsa, 5:span{>‘(, )7}

duzleminin her P =span{x, y} temsili igin

(m)-_ IR (x)y.X)
P) g(x.x)g(y,y)-g(xy)

olur [6].

Teorem 2.2.3.1. (M , g), (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold olsun. Bu

durumda (M,g)’nin peM noktasinda C sabit kesitsel egrilige sahip olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul G=CG° veya denk olarak R =CR® olmasi gerekir [6].
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Ispat. Teorem 2.1.5.1.’den direkt gorilir.

Teorem 2.2.3.2. (M,g), (,u,v >1v" 21) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold

olsun.

(@) Eger (Tp_M,gp) Uzerinde, (—,+) isaretine veya (—,—) veya (+,+) isaretlerinden
birine sahip her P diizlemi icin ‘K(F_)lSkER oluyorsa, (M,g), peM noktasinda
sabit kesitsel egrilige sahiptir.

(b) Eger (—,+) ve (+,+) isaretine veya (—,+) ve (—,—) isaretlerinden birine sahip tiim
P dizlemleri igin K(ﬁ)z k eR esitsizligi saglanirsa, bu durumda (M, g) sabit kesitsel

egrilige sahiptir. Yukaridaki esitsizlik K(IS)S k € R ifadesi ile yer degistirilebilir [6].
Ispat. Ispat Teorem 2.1.5.4.’den direkt goriliir.

Teorem 2.2.3.3. (M, g), (ﬂ,v >y > 2) tipinde veya (M,g), (y,vz 2,v° 21) tipinde
duragan yar1 Riemann bir manifold olsun. Eger (0,+) veya (0,—) isaretlerinden birine
sahip bir P =span{x, y} diizlemi Uzerinde her X,y eT,M igin G(X,y,y,X)=0 ise, bu

durumda, (M,g) peM noktasinda sabit kesitsel egrilige sahip olur [6].
Ispat. Ispat Teorem 2.1.5.5.’den direkt elde edilir.

Tanmm 2.2.3.3. (M,g), (,u,v,v*) tipinde duragan yart Riemann bir manifold olsun.

A

peM noktasinda X,¥,Ze€T,M olmak Uzere, (W,g)’nin Ric eFTZO(m) Ricci
tensori Ric(x, 37)=1’z{2—>|§(2,>‘<)7} seklinde tanimlanir. Ric, Ric Ricci operatori

olmak Uzere, (M : g) 'nin S e C°°(M ) skaler egriligi S b= Iz RAiC seklinde tanimlanir [6].

Tamm 2.2.3.4. (M,g), v+v" >3 olmak lzere (,u,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann

bir manifold olsun. R, e 'T, (mm)
R,(%,y)z = Ric(z, ¥ )X — Ric(%, )y

ve G, I TY(TM) de

46



A 1 (A N Y PN
G,(X,y,Z2,v)= V+n_2{g(R1(x,y)z,v)+ RIC(RO(X,y)Z,V)}
seklinde verilsin. Bu durumda, RVAV, W el A? ('m;/\l(m;m))’nin egrilik tensorii
olmak tizere, (‘Iﬂ g )’nin Weyl egrilik tensori

1

W=G-G SG
1Jr(v+77—1)(v+77—2) ’

ile tanimlanir [6].

Onerme 2.2.3.1. (M , g), v+v*© >3 olmak Uzere, (,u,v >1v" Zl) tipinde duragan yari

Riemann bir manifold olsun. Eger (TpM : gp) null izotropik ise yani W » =0 oluyorsa,

bu durumda (M,g)nin peM noktasinda sabit kesitsel egrilige sahip olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul 4 € R olmak lizere pe M noktasinda RAiC = Ag olmasidir [6].
Ispat. Sonug 2.1.5.2.den direkt elde edilir.

Tanimm 2.2.3.5. (M,g), (y,v,v*) tipinde duragan yar1 Riemann bir manifold olsun.

A€R olmak iizere, eger peM noktasinda RAiC:lg ise, (m,g) bu noktada

Einstein’dir denir. Eger ('m g) her peM noktasinda Einstein ise (m Q)
Einstein’dir denir [6].

Eger (M,g), v+v' =2 olmak uzere, (y,v,v*) tipinde duragan yari Riemann bir
manifold ise, bu durumda 4 =C olacak sekilde C,4eC”(M) olmak izere, G = CG°

ve Ric =Ag olur. Simdi v +v* >3 olmasi durumlar karsilastirilacaktir.

Ik olarak, eger (M,g) peM noktasinda sabit kesitsel egrilige sahip oldugunda,

CeC”(M) olmak iizere, G=CG° veya denk olarak R=CR® oldugunun belirtilmesi
gerekir. Ikinci olarak, § paralel oldugundan yani Vg =0 oldugundan R° paralel olur,

yani VR®=0 olur. TI(X)=X, TI(Y)=Y, T1(Z)=Z ve TI(V)=V olacak sckilde
X,Y,Z,V eI'TM verilsin. Bu durumda,
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oldugu elde edilir.

Teorem 2.2.3.4. (Schur Lemma) (M,g), u+v" >3 olmak (zere, (ﬂ,v,v*) tipinde
baglantili duragan yar1 Riemann bir manifold olsun. Eger (I\/I , g) her pe M noktasinda
sabit kesitsel egrilige sahip ise, bu durumda (‘Iﬂ g) lizerindeki dejenere olmayan her

P diizleminin egriligi sabit olur [6].

ispat. C eC*(M) olmak tizere, R=CR® olsun. Bu durumda, R® paralel oldugundan
ikinci Bianchi 6zdesligi goz oniine almirsa, [1(X)=X, TI(Y)=Y, TI(Z)=Z ve
[1(v)=V olacak sekildeki her X,Y,Z,V eT'TM figin,

X(CR(Y,ZV +Y(C)R(Z, XV +Z(C)R*(X,Y VV =0

oldugu elde edilir. Boylece,

bulunur. Herhangi bir X eI'N, verilsin. Null ve dejenere olmayan, V=2, ve
[1(Y)=Y ve T1(Z)=Z ortonormal olacak sekilde Y,Z,V eI'TM segilirse,
X(C)a(Z,Z)¥ =0 olur. Buradan her X eT'N, igin X(C)=0 bulunur. Simdi dejenere

ve null olmayan birim X eI'TM verilsin. Dejenere ve null olmayan V =2,
[1(X)=X, TIY)=Y ve TI(Z)=Z ortonormal olacak sekilde Y,Z)V eI'TM
segildiginde X (C)g(Z,Z )V -Y(C)g(Z,Z)X =0 bulunur. Buradan, dejenere ve null
olmayan her X eI'TM igin X(C)=O oldugu goriiliir. Bdylece, her null vektor,
dejenere  ve null olmayan vektorlerin  bir lineeer kombinasyonu olarak

yazilabileceginden her X e'TM igin X (C) =0 oldugu bulunur.
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Teorem 2.2.3.5. [Schur Lemma] (M,g), v+v* >3 olmak zere, (,u,v,v*) tipinde

baglantili duragan yar1 Riemann bir manifold olsun. Eger M her peM noktasinda

Einstein ise, bu durumda RAic = Ag olmak tzere A, M Uzerinde sabit olur [6].

Simdi ispat i¢in asagidaki taslak verilecektir:
ispat. TI(X)=X olacak sekilde X eI'TM ve her i=1...,v+v" icin TI(E)=E
olacak sekilde E,,...,E,,, €T'TM dejenere ve null olmayan ortonormal vektorler olsun.

g paralel oldugundan, G ikinci Bianchi 0zdesligini saglar. Yani,

A\ — e i —

(VxG)E..E, E, .E )+(Ve.G)E.X.E, .E )+ (Ve GX,E,.E, .E)=0

=g
olur. Bu durumda, yukaridaki denklem G(E E, )Q(Ej : Ek) ile carpilip i, j,k,|I Gzerinden

toplam aliip, son olarak G *nin egrilik benzeri 6zellikleri kullanilirsa,

Vv

a(E.E,JS(E..E E, E )=Ric(E.E,)=1g(E .E,)

=~
I

M3
N S

olup (V+V* —2)X (1)=0 oldugu bulunur. Bu ise, A nin, M fiizerinde sabit oldugunu

gosterir.

Yorum 2.2.3.3. C eC”(M) olmak iizere, eger her peM noktasinda G=CG° ise, bu

durumda, RAiC =C(v+v* —1)@ olur. Boylece, eger v+v" >3 ise, Teorem 2.2.3.5.,
Teorem 2.2.3.4.’1i dogrular [6].
2.2.4. Yar1 Riemann Manifoldlarin Liflemesi

Eger (M,g) duraan yart Riemann bir manifold ise, bu durumda N,

integrallenebilirdir. Gergekte, N, 'nin integrallenebilirligi, Lie tiirevini N "nin kesitleri

boyunca ™ ’ye genisletebilme imkani sunar.

Tanmm 2.2.4.1. (M,g), (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold olsun. Bu

durumda, eger N, integrallenebilir bir dagilim ise (M,g) integrallenebilirdir denir [6].

Tanim 2.2.4.2. (M,g), (,u,v,v*) tipinde integrallenebilir yar1 Riemann bir manifold
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olsun. Eger U eI'N, ve X eI'TM ise, X ’in U boyunca Lie tirevi L, X =TI(L, X)

seklinde tanimlanir. Burada, H(X)= X olacak sekilde X eI'TM ve L de M iizerinde
Lie turevdir [6].

L, *nun iyi tamimli oldugunu gostermek igin, [1(L, X)’in [1(X)=X olacak sekildeki
X eI'TM segiminden bagimsiz oldugunun gosterilmesi yeterlidir. U'eI'N, olmak
(izere X +U’ elemant icin, L,U'=[U,U’leN, oldugundan

TT(Ly, (X +U"))=TI(L, X )+TI(L,U")=TI(L, X) ifadesi elde edilir.

Yorum 2.2.4.1. L,, U ’ya gore tensoreldir, yani eger UU'elN; ve f eCw(M) ise,
bu durumda L,.,X=L,X+L,X ve L,X=fL,X ifadeleri saglanir. Boylece,

L, X ’in p noktasinda sadece U degerine bagldir [6].
Simdi, L, I'T? (m)’e bir lineer tiirev olarak genisletilecektir.

Tanim 2.2.4.3. (M,g), (,u,v,v*) tipinde integrallenebilir yar1 Riemann bir manifold

olsun. X,,...X, eI'TM olmak iizere, 'TeFTSO(m) Lie tiirevi

(LT X )=UT (X, )ZT( XX

seklinde tanimlanir [6].

Tanim 2.2.4.4. (M,g), (y,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold olsun. Eger her
X,,...X,€ITM ve 1<i<s olmak izere U, eI'N, icin T(X,,...,U;,...X;)=0

oluyorsa, T e I'T°(TM) dejeneredir denir [6].

Tamm 2.2.4.5. (M , g), (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold ve T eI'T? (TM)
dejenere olsun. T1(X,)=X,,...,[T1(X,)= X, olacak sekildeki X,,...,X, eI'TM olmak
izere, T’nin TM’e lifti T elT(TM), T(X,...X,)=T(X,...X.) seklinde

tammlanir. T dejenere oldugundan, T iyi tanimlidir [6].

Onerme 2.2.4.1. (M , g), (,u,v,v*) tipinde integrallenebilir yar1 Riemann bir manifold
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olsun. Eger T eI'T(TM), dejenere bir T eIT2(TM)’in bir lifti ise, bu durumda

UeIN, ve TI(X,)=X,,...II(X,)=X, olacak sekildeki X,,...,X,I'TM igin

S

(LT )X, X, )=(L, T XX,..... X, ) seklindedir [6].
Ispat. Tanim 2.2.4.3. ve Tanim 2.2.4.5.’den direkt elde edilir.

Eger (M : g), (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold ise, bu durumda §, g 'nin

TM e lifti olsun. Bu durumda asagidaki onerme saglanir.

Onerme 2.2.4.2. (M , g), (,u,v,v*) tipinde integrallenebilir yar1 Riemann bir manifold

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

@ UeIN, ve TI(X)=XIIY)=Y olacak sekildeki X,YeITM igin
(LgNX.¥)=(Lyg)X.Y) olur.

(b) (M : g) ‘nin duragan olmast igin gerekli ve yeterli kogul her U e I'N igin L,g=0

olmasidir [6].

ispat. Tanim 2.2.1.2. ve Onerme 2.2.4.1.”den agik¢a goriiliir.

Simdi (y,v,v*) tipinde yart Riemann manifold érnekleri verilecek ve genel izafiyet
teoride ortaya ¢ikan (1, 0, 2) tipindeki baz1 yar1 Riemann manifoldlarin iizerinde bulunan

yapilar analiz edilecektir.

M bir manifold, (H , h) (V,v*) tipinde dejenere olmayan yar1 Riemann bir manifold ve
w:M —>H Dbir daldirma olsun. Bu durumda, eger f:M —)(0,00) ise,
u=boyM —v—v* olmak lzere, g= fyw"'h, M Uzerinde (,u,v,v*) tipinde bir metrik
tensordir.  Ote yandan, N, =ceky" oldugundan, (M,g) (u,v,v*) tipinde
integrallenebilir yari Riemann bir manifold olur. Ayrica, [1:TM —>TM dogal izdiisim
olmak Gizere, , 7 :TM —TH seklinde kanonik bir demet déniisiimii meydana getirir.

Burada, i o[ =y, seklinde tanimlidir [6].

Tamm 2.2.4.6. (M, Q) (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold ve (H,h) (v,v*)
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tipinde dejenere olmayan yar1 Riemann bir manifold olsun. f: M —)(O, oo) dizgln bir
fonksiyon olmak uzere, g = fy/*h ise w: M — H seklinde tanimli 6rten bir daldirmaya

(M, g)’nin (H,h) zerinde bir liflemesi denir [6].

Yorum 22.42. w:M —H, (M,g)’nin (H,h) Uzerinde bir liflemesi olsun. Bu

durumda,

(@) N, =ceky, ve boylece N, integrallenebilirdir.

(b) Eger X,y T,M ise, g(x,y)= f(p)h(p(x)y(y)) olur.

v:M—>H, (M,g)’nin (H,h) tizerinde bir liflemesi olsun. Eger f=f oy ise, bir
FeC“’(M) fonksiyonuna y boyunca f € C*(H)’nin liflemesi denir. Ayrica, eger X
ve X w-iliskili ise yani y,X =Xoy ise X eITM’e, X eI TH’in y boyunca
liflemesi denir. Eger 1/7()?)= X oy ise, X eI'TM ’e y boyunca X eI'TH ’in liflemesi
denir. Eger X elTM, w boyunca X eI'TH’in bir liflemesi ise, bu durumda

H()Z ): X e w boyunca X ’in liflemesi denir [6].

Yardimei Teorem 2.2.4.1. (M , g), (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold, (H : h)
(v, v*) tipinde dejenere olmayan yar1 Riemann bir manifold ve w:M —H , (M , g) ‘nin

(H,h) tzerinde bir liflemesi olsun. Bu durumda,
(@ feC*(M) fonksiyonunun y boyunca f eC*(H) fonksiyonunun bir liflemesi

olmas igin gerekli ve yeterli kosul her U e 'N igin U (f~)= 0 olmasidir.

(b) X eI'TM Kkesitinin, bir X e 'TH Kkesitinin lifti olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul
her U eI'N, igin L, X =0 olmasidir [6].

Ispat. (a) f >nin w boyunca f ’nin lifti oldugu varsayilsin. Yani, f=f oy olsun. Bu
durumda, her U eI'N  =T¢eky,, U(F):U(f ow)=(w,U)Xf)=0 olur. Tersine, her
U el'N,icin U(F)zO oldugu wvarsayilsin. Bu durumda, her qeH igin

F(t//_l(q))ch R olur. Boylece, feC”(H) ve f(q)=c, olmak tzere, f="foy

elde edilir.
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(b) X eTTM ’in w boyunca X e I'TH ’nin lifti oldugu varsayilsm. Simdi, X eTTM ,
M(X)=X olacak sekilde X eI'TM’in y boyunca lifti ve U eI'N, olsun. Bu
durumda, 1//*[U,)Z]:[O, X]OI/IZO oldugundan yani [U,)z]e [N, oldugundan,
L, X =T1(L, )T)zH([U,)Z])zO olur. Tersine, her U eI'N_ i¢in L, X =0. X ’nin yerel

bir lift oldugunu gostermek yeterli olacaktir. geH ve X,,..., X, ~de H Uzerinde

~ ~

q’nun bir V komsulugu iizerinde yerel baz vektdr alanlart olsun. X,,..., X, de

Xy X _min y boyunca TM ’e liftleri, y*(V) tzerinde TM ’in yerel baz
vektorleri olur ve boylece, 1<i<v+v" icin f, eC*(y (V) olmak iizere X = f,X,

yazilabilir. L,X =0 ve her 1<i<v+v" i¢in L, X, =0 oldugundan, her 1<i<v+v*

icin u(ﬂ):o olur. Yani, f~I f; eC°°(V) fonksiyonunun y boyunca liftidir. Boylece,
o v+n
X, X =Z f. X, vektdr alaninin V Uzerinde y boyunca lifti olur.

i=1
Teorem 2.2.4.1. (M,g), (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold, (H,h) (v,v*)
tipinde dejenere olmayan yari Riemann bir manifold ve g= fy'h olmak Uzere
w:M —H de, (M,g)’nin (H,h) tzerinde bir liflemesi olsun. Burada, f:M —(0,0)
dizgun bir fonksiyondur. Bu durumda, (M,g)’nin duragan olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul f ’nin N Uzerinde y boyunca bir fonksiyonun lifti olmasidir [6].

ispat. y*h e 'TTM dejeneredir ve béylece w*h de w*h ’nin TM e bir lifti olsun. ilk

olarak her U eI'N, igin L, 'h=0 oldugu gosterilecektir. Bunun igin, X,Y el'T™,
X,Y eITH nin y boyunca lifti ve U eI'N, olsun. Buradan, L,X=0=L,Y,

w'h(X,Y) de h(X,Y) fonksiyonunun H iizerinde y boyunca lifti ve (M,g)

integrallenebilir oldugundan

Gy JX.Y) =l h(X 7))y BT, X7 )4 h(X L,V
=0,

olur. Boylece, eger U eI'N | ise
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L=ty h)=u(fl'h+ L,y
=U(f )y,
oldugu goriiliir. Buradan, L,J =0 olmas: igin gerekli ve yeterli kosulun U(f):O

olmas1 gerektigi bulunur. Boylece, Onerme 2.2.4.2. (b) ve Yardimci1 Teorem 2.2.4.1. (a)
g0z Oniine alinirsa, (M : g) "nin duragan olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun f ’nin H

Uzerinde y boyunca bir fonksiyonun lifti olmasidir.

Yorum 2.2.4.3. Yukaridaki teoremden, eger, g= fy'h olmak Uzere w:M —H
(M,g)™nin (H,h) dzerinde bir liflemesi ise, bu durumda (M, g)nin duragan olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul f,:H —>(O,oo) olmak uzere f =f oy olmasidir. Bu
durumda, g=(f, o) "h=w"(f,h) olur, yani h = f,h H izerinde h’ye konformal
metrik tensorii olmak lizere g =y "h, dir. Diger bir deyisle, (M, g) nin duragan olmasi
icin gerekli ve yeterli kosulun h, H Uzerinde h’ye konformal metrik tensorii olmak

Uzere g =w"h, olmasi gerektigi elde edilir [6].
Simdi, (M : g) ve (H : g)’nin egrilik tensdrleri arasindaki iligki arastirilacaktir.

Yardimei Teorem 2.2.4.2. (M , g), (y,v, v*) tipinde yart Riemann bir manifold, (H , h)
(V,V*) tipinde dejenere olmayan yari Riemann bir manifold ve g=w"h olmak Uzere
w:M —H de, (M,g)nin (H,h) iizerinde bir liflemesi olsun. Eger, X elTM ve
Y eI'TM sirastyla X,Y e TTH ’nin y boyunca liftleri ise, bu durumda, V (M, g) nin

Koszul konneksiyonu ve V da (H,h)™nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere

:/7(V>z\7)=VXY olur [6].

Ispat. Y,ZeTTM , strastyla Y,Z eF(TH)’nin w boyunca liftleri ve Z_=H(Z) olsun.

Bu durumda, (M : g) duragan oldugundan, Koszul formiilii uygulanarak,

54



X
+g(Z [X ]+ o7 [2.X])-o(X V. 2])
:%(Xh(Y,Z)+Yh(Z, X)—Zh(X,Y)

+h(Z,[X. Y )J+h(v,[Z, X D-h(X.[Y, Z])ey
=h(VxY.Z)ew,

ifadesi elde edilir. Bdylece, q(ﬁz\?,f): h({,T/(%)ZY_),l/_/(Z_))ol/lzh(t/_/(§>ZY_),Z)ol//
oldugundan, y_/(§>zY_):VXY oldugu goriiliir.
Teorem 2.2.4.2. (M,g), (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold, (H,h) (v,v*)

tipinde dejenere olmayan yari Riemann bir manifold ve g=w"h olmak ({zere

w:M—>H de, (M,g)nin (H,h) Uzerinde bir liflemesi olsun. Bu durumda,

X,¥y,2eT,M ve R de (H,h) uzerinde V Levi-Civita konneksiyonun egrilik tensorii

olmak izere, y(R(X, )z)=R(y(X).y(y)l(z) seklindedir [6].

ispat. X,Y,Z<TTM, X,Y,Z eT(TM) nin y boyunca liftleri ve T1(X), = X, =X,

p

H(V)p =Y, =V, H(Z )p =Z_ =7 olsun. Bu durumda Yardime1 Teorem 2.2.4.2.’den

p

oldugu elde edilir.

Sonug 2.2.4.1. (M,g), (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold, (H,h) (v,v*)
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tipinde dejenere olmayan yart Riemann bir manifold ve g=w*h olmak Uzere

w:M —H de, (M,g)nin (H,h) iizerinde bir liflemesi olsun. Eger, P =span{x,y}

T,M (Uzerinde dejenere olmayan bir diizlem ise, bu durumda K‘(|3)=K(P) olur. Burada,

x(P), T, H Uzerindeki P = spanfy(x),y(y)} diizleminin cgriligidir [6].
Ispat. Yorum 2.2.4.2. (b) ve Teorem 2.2.4.2.’den

9(R(%,9)7.%)= (R (x),w (7 (7). (%))

Q(x,¥)=g(x.x)a(y.y)-g(x.y)’

y
bl (0 (Dl (7)) -l ) (3]

oldugu gortiliir.
Simdi Genel 1zaﬁyet teoreisinden, (1, 0, 2) tipinde bazi yar1t Riemann manifold 6rnekleri

verilecektir.

Schwarzschild’in olay ufuklari, Reissner ve Kerr’in uzay-zamanlari, agsagidaki yapiya
sahip (1,0,2) tipinde duragan yari Riemann manifoldlardir: H =S?, (0,2)tipinde
dejenere olmayan h metrik tensorine sahip olmak (zere, M =RxH olsun.
(Schwarzschild ve Reissner ¢oziimlerinde, h, S? iizerindeki standart metrigin bir skaler
carpimudir; Kerr ¢oziimleri i¢in bakimiz [11]. ) Simdi y:RxS? —S? izdiisiim olsun.
Yukaridaki ¢6ziimlerin olay ufuklari, g=w h metrigine sahip (M,g) yart Riemann

manifoldlardir. Yorum 2.2.4.3. g6z Oniline alinirsa, olay ufuklarinin duragan oldugu

kolayca gorulebilir.

Diger bir 6rnek ise, asagidaki yapiya sahip, yine (1,0, 2) tipinde duragan yar1 Riemann
manifold olan Taub-NUT uzay-zamanm Cauchy ufuklaridir [11].: M =S® ve H =S?,
S? iizerindeki standart metrigin bir skaler carpimi olan h metrigine sahip olsunlar.

Simdi w:S*®—>S?, S*iin S? lzerindeki Hopf liflemesi olsun. Bu durumda, Taub-
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NUT uzay-zamanin Cauchy ufuklari g =w"h metrigine sahip (M,g) yar1 Riemann

manifoldlardir. Bu Cauchy ufuklar1 [11] Yorum 2.2.4.3.’e gore duragandir. Ayrica,
Sonug 2.2.4.1.”¢ gore, Schwarzschild’in olay ufuklar1 [11] ve Reissner ¢oztimleri [11] ve

Taub-NUT uzay-zamanin Cauchy ufuklari [11] sabit kesitsel egrilige sahiptir.

Son olarak, v+v*>1 olmak Uzere (,uzl,v,v*) tipindeki duragan her yari Riemann

manifoldun, yerel olarak dejenere yar1 Riemann bir ¢arpim oldugu gosterilecektir.

Tamm 2.2.4.7. N bir manifold ve (H,h) de (v,v*) tipinde dejenere olmayan yari
Riemann bir manifold olsun. Bu durumda, Pr,:NxH —H izdiisim olmak iizere

(M =NxH,g="Pr} h), N ve H ’nin dejenere yar1 Riemann ¢arpimi olarak adlandirilir

[6].

Yorum 2.2.4.3. g6z Oniine alinirsa (M =NxH,g="Pr} h)’nin duragan oldugu bulunur.

Tamm 2.2.4.8. (M,g), v+v">1 olmak Uzere (,uzl,v,v*) tipinde duragan yari

Riemann bir manifold olsun. Eger g|H , H Uzerinde dejenere olmayan bir metrik tensor

ise, M ’deki bir (V+v*)-b0yut|u H alt manifolduna M ’de dejenere olmayan bir

hiperylzey denir [6].

Teorem 2.2.4.3. (M,g), v+v" >1 olmak (zere (,uzl,v,v*) tipinde duragan yari
Riemann bir manifold olsun. Bu durumda H, M ’nin dejenere olmayan bir hiperyiizeyi

olmak lzere, M vyerel olarak (N xH,Pr; h) bir yar1 Riemann ¢arpimdir [6].

ispat. N, integrallenebilir oldugundan, M yerel olarak N xH seklinde bir ¢carpimdur.
Burada N, N, ’nin bir integral manifoldu ve H de M ’'nin dejenere olmayan bir
hiperytzeyidir. Simdi, h:g|H ise g=Pr,h oldugu gosterilecektir. Bunun igin,
X,Y eI'TM *nin, Pr, boyunca X,Y eI'TH ’nin liftleri olsun. Bu durumda (M,g)

duragan oldugundan, her U e I'N igin,

0=(L, g)(f,V)=Ug((f,f))9(Lu XY )-g(X,L,Y)
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oldugu goriliir. Boylece g()z,f), H lzerinde bir fonksiyonun lifti olur ve
g(X.Y] =h(X,Y) oldugundan g(X,¥), Pr, boyunca h(X.Y)nin bir lifti olur
Buradan,

g()Z,V): h(PrH* )Z,PrH* V):(Pr,’f, hX)z,\?)

oldugu elde edilir.

2.2.5. Hemen Hemen Degme Pseudo Manifoldlar

Bu kisimda, degme pseudo manifoldlart ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tanim 2.2.5.1. M, (2n+1)-boyut|u bir manifold, ¢,&,7 da M iizerinde, sirasiyla,
(l, 1)-tipinde bir tensor alani, bir vektor alanit ve 1-form olsunlar. Eger ¢, &,n igin, M

tizerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak Uzere,

n(&)=1 #*X=-X+n(X) 2.1)
¢ =0, nog=0, rank(g)=2n |

esitlikleri saglaniyorsa o zaman, (p,&,77) Uglisiine M (izerinde bir hemen hemen

degme yap1 ve bu yapr ile birlikte M ye bir hemen hemen degme manifold denir [5].

Tanim 2.2.5.2. M , ((0,5,77) hemen hemen degme yapsi ile verilsin. M Uzerinde bir

g yar1 Riemann metrigi,

n(X)=ey(X,&)
g(#X. g )=9g(X,Y)—en(X)n(Y)

sartlarin1 sagliyorsa ¢ yari metrigine M iizerinde hemen hemen degme yar1 metrik,

(2.2)

((p,§,77, g) yapisina hemen hemen degme yar1 metrik yap1 ve ((p,§,77, g) yapistile M

ye de hemen hemen degme yar1 metrik manifold denir [5].

Sonug¢ 2.25.1. M, ((p,ff,ry,g) hemen hemen degme yar1 metrik yapsi ile verilsin. Bu

durumda,

9(#X.Y)=—-g(X,¢Y) (2.3)
dir [5].

Tamm 2.2.5.3. M {izerinde bir hemen hemen degme yar1 metrik yapisi (¢,§,7], g)
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olmak Uzere,

d(X,Y)=g(X,g) (2.4)
seklinde tanimli @ doniistimiine hemen hemen degme yar1 metrik yapisinin temel 2 -

formu denir [5].

Tamm 2.2.5.8. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere, M iizerinde (1,1)-

tipli bir tensor alam1 F olsun. VX,Y e;((M) igin,

N. (X,Y)=F?[X,Y]+[FX,FY]-F[FX,Y]-F[X,FY] (2.5)

seklinde tanimli N tensOr alana F tensér alanina gore Nijenhuis torsiyon tensori

denir [18].

Onerme 2.2.5.2. M (izerinde (gp,f,n) hemen hemen yari degme yapisinin normal

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

N, +2dn®&=0 (2.6)

esitlifinin saglamasidir. Burada N,, ¢ tensdr alammna gore Nijenhuis torsiyon

tensoridur [18].

2.2.6. BAZI SIMETRIK MANIiFOLDLAR

Tamm 2.2.6.1. (M",g), (n>2) diiz olmayan bir Riemann manifoldu olsun. R, (L,3)
tipinde egrilik tensérii ve R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y,Z,W)) olmak tzere, (0,4) tipindeki

R egrilik tensorii

(v, FNQXEJ,Y,Z,W): [A(X)+~B(X)]I5(U,Y,Z,W)+~A(U JR(X,Y,Z,W) 27)

+A(Y)R(U, X,Z,W)+AZ)RU,Y,X,W)+AW)R(U,Y,Z,X),
sartin1 saglarsa, (M ”,g) Riemann manifolduna hemen hemen pseudo simetrik manifold
denir ve A(PS), seklinde gosterilir. Burada, A ve B, M" lzerindeki her X,Y,Z,U,W
vektor alam igin g(X,P)=A(X), g(X,Q)=B(X) seklinde taniml sifirdan farkl: ilgili
1-formlar ve V kovaryant tirev operatorudir [15]. Eger, 6zel olarak A= B alinirsa,

manifold, (PS )n ile gosterilen pseudo simetrik manifolda indirgenir [12].

Tamm 2.2.6.2. (M ”,g), (n>2) diiz olmayan bir Riemann manifoldu olsun. Eger ayni
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anda sifir olmayan ve

(Vo R)X.Y,Z W)= AU)R(X,Y,ZW)+B(X)R(U,Y,Z,W)

+C(Y)R(X,U,Z,W)+D(Z)R(X,Y,U,W)+EW)R(X,Y,Z,U), (2.8)

sartin1 saglayan A B,C,D,E 1-formlar1 varsa (M ”,g) manifolduna zayif simetrik
manifold denir [17].

Tanimlardan goriildiigii iizere, hemen hemen pseudo simetrik bir manifold, zayif

simetrik manifoldlarin 6zel bir hali degildir.

Tamm 2.2.6.3. (M",g), (n>3) diz olmayan bir Riemann manifoldu olsun. Eger S,
(0,2) tipindeki Ricci tensori

(Vi SXY,Z)=[AX)+B(X)S(Y,Z)+ AY)S(X,Z)+ AZ)S(X,Y), (2.9)
sartin1 saglarsa, (M“,g) manifolduna hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifold

denir ve A(PRS )n ile gosterilir [14]. Eger 6zel olarak, A= B alinirsa manifold, pseudo

Ricci simetrik manifolda indirgenir [13]. Hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifold,

zayif Ricci simetrik manifoldun 6zel bir hali degildir.

Tanim 2.2.6.4. Bir (M 0,51, g) Sasaki yapis1 olsun. Eger

#*(VuRXX.Y)Z)=[AW)+BW)R(X.Y )z
+AX)RW,Y)Z + AY )R(X W)z (2.10)
+AZ)R(X,Y W +g(R(X,Y)Z,W)P,

esitligi saglayan A ve B 1l-formlari ve P vektor alan1 varsa, bu yap1 hemen hemen ¢ -

simetrik olarak adlandirilir. Bu tanimda, eger A=B=0 ve P =0 ise, hemen hemen

pseudo ¢ -simetri, Takahashi tarafindan & ’ye ortogonal olan her W, X,Y,Z igin

#*(VyRXX,Y)Z)=0 (211)
seklinde tanimlanan ¢ -simetriye doniistir [16]. Hemen hemen pseudo ¢ -simetri, zayif

¢ -simetrinin 6zel bir durumu degildir.

60



3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. SINGULAR YARI RIEMANN HEMEN HEMEN DEGME MANIiFOLDLAR

Tanim 3.1.1. (M , g), (,u,v,v*) tipinde yar1 Riemann bir manifold olsun ve ((p,§,77)
tclisti (2.1) esitligini saglasin. Eger g, (2.2) esitligini saglarsa, bu durumda
(M 0, &, g) singiiler bir yar1 Riemann hemen hemen degme metrik manifold olarak
isimlendirilir.

Simdi, VX,Y eI'TM igin M (zerindeki @ temel 2-formu, ®(X,Y)=g(X,eY)
seklinde tanimlamir. Eger @ ’'nin dejenere alt demeti N, ile gosterilirse, N, = N,
oldugu kolayca goriilebilir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Ciinkii; eger, X € N,, ise
sifir olmak zorunda olmayan bir Y vektor alanmi igin g(X,Y)=577(X )17(Y) oldugu

kolayca elde edilebilir.

Tamm 3.1.2. (M, g) bir singiiler yar1 Riemann hemen hemen degme manifold olsun.

M Uzerindeki g Riemann metrigi i¢in

u =dim {ue M |g(u,v)=0,vv e M} (gnin nullugu),

v =sup {dimW |[W < M > g(w,w)<0,v0=weW} (gnin indeksi), ve
v* =sup {dimW |W < M > g(w,w)>0,v0=weW}

seklinde tanimlanir.

Eger ¢ =0 ise, M {Uzerindeki g i¢c carpimina dejenere degildir denir. Eger ¢
M (zerinde (,u,v,v*) tipinde bir i¢ garpim ise 0 zaman (M : g)’ye (,u,v,v*) tipinde bir

i¢c garpim uzayidir denir.

Tamm 3.1.3. g bir M singller yart Riemann hemen hemen degme manifoldu Gzerinde

(y,v,v*) tipinde metrik tensor olsun. (M, g) nin dejenere demeti M~

M*=U {u eT, M, g(u, V) =0,WweT,M } seklinde tanimlidir.

9

Eger M, TM ’nin integrallenebilir alt demeti ise (M,g)’ye integrallenebilirdir
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denir. Eger her UEF(MQL) icin L,g=0 ise (M,g)’ye bir singiler yar1 Riemann

hemen hemen manifold denir. Burada L, M {izerinde Lie tUrevidir.

Teorem 3.1.1. Eger (M , g) bir singller yar1 Riemann hemen hemen degme manifold

ise 0 zaman (M, g) integrallenebilirdir.

Ispat. (M,g)’nin integrallenebilirligini gdstermek icin U,,U, eF(I\/IgL) verilsin. O

halde her X eI'TM i¢in L,g =0 olur. Buradan,

9([U..U,1 X)=U,9U,. X)-g(U,. U, X))~ (L, 9 )U,. X)
=0,

bulunur. Bu ise [U,,U, ]e F(M gl) oldugu anlamina gelir.

Teorem 3.1.2. (M, g,&, 1,) bir singiler yar1 Riemann hemen hemen degme manifold

olmak tizere

M gl = Mf = (: M L) ve M* ¢ altinda invaryanttir. Ozellikle

g(eX,9Y)=9(X,Y)

O(pX, @Y )= D(X,Y)
ve her X,Y e [(TM) igin

®(X,Y)=9g(X,9Y)

dir.

Ispat. ¢ singiiler olmadigindan, X el“MgL olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul
X eI’'M; olmasidir. Bdylece, M; = qu(: ML) olur. Ayrica, her YeM",

X eTTM ve @Y eITM* igin g(X,Y)=®(X,pY)=0 olur. Béylece, M* ¢ altinda

invaryant kalir.

Sonug 3.1.1. Bundan sonra, eger (M,g,&,4,¢) bir singiler yar1 Riemann hemen

hemen degme manifold dedigimizde, bu durumda M~ =M, oldugu sdylenebilir.

Ispat. Teorem 3.1.2. den direkt elde edilir.
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Sonug 3.1.2. Ayni zamanda eger M, veya M," integrallenebilir ise, bu durumda

M * de integrallenebilirdir.

Ispat. Her U;,U, eI’'M " olsun. Bu durumda, L, g =0 oldugundan her X e ['TM igin

g([Ul,Uz],X):Ulg(UZ,X)
—Q(Uz,[Ul,X])-('-ulg)(Uz,X)
=0

olur. Boylece, [U,,U,]eIM* oldugu goriilir. Bu ise M “ nin integrallenebilir

oldugunu verir. M, nin integrallenebilir oldugu benzer sekilde gosterilir.

Sonug 3.1.3. (M,g,g,,u,(p) bir singller yar1 Riemann hemen hemen degme metrik

manifold ve ®, M {zerinde temel 2-form olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

saglanir.

(@ Her U eT’M* igin eger L,g =0 ve L,®=0 ise, 0 zaman U e M *"dir.

(b) Her U eI'M* igin eger L,g=0 ve Lugoel"(Hom(TM,ML)) ise, 0 zaman her
UelM* igin L,¢=0 olur.

(c) Her U eI'M* igin eger Li®=0 ve L,peT(Hom(TM,M*)) ise 0 zaman her

UelM* igin L,g=0"dr.

Ispat. (a) Her U eTM* ve X,Y eTTM igineger L,g =0 ise

Lyg(X.¥)=(L,@XX.Y )+ (X, (L, p)Y)
ve
(Hom(t™M,M* )= {f | f:TM >TM*}
lineer fonksiyonlar oldugundan ®(X,(L,@)Y)=0 elde edilir. Buradan (L, ®)X,Y)=0

bulunur. Bu nedenle, ¢ singller olmadigindan, (b) ve (c) siklarindaki ifadeler

yukaridaki esitlikten kolayca goriilebilir.

Tamm 3.1.4 (M,g,rf,,u,(o) bir singiler yar1 Riemann hemen hemen degme metrik

manifold ve ®, M (zerind temel 2 -form olsun. Bu durumda, TM =TM /TM* olmak
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tizere [1:TM —TM kanonik déniisimdiir. [1(X)=X, TI(V)=Y ve @X =[I(¢X)
olacak sekildeki VX,Y eT'TM icing(X,Y)=g(X,Y) ve ®(X,¥)=a(X,Y) dir.
Burada g degenere olmayan metrik, ® degenere olmayan temel 2-form ve P T™ de

hemen hemen degme yapidir. Ayrica, (j()?,Y_)= 5(?, g_oY) Oyleki X,Y eI'TM dir.

Tamm 3.1.5 (M,g,f,,u,qo) bir singiler yar1 Riemann hemen hemen degme metrik

manifold ve ®, M (izerind temel 2 -form olsun. X e [TM nin U € (M * ) yonindeki

Lie tirevi
EU Y = H(LU X 1 p

seklinde tanimlidir. Burada X e I'TM igin H(X)= X dir. Lu iyi tanimlidir.

Tanim 3.1.6 (M,g,f,,u,(p) bir singller yar1 Riemann hemen hemen degme metrik

manifold ve ®, M Uzerinde temel 2 -form olsun. O halde

(a) g nin ueM,"yonindeki Lie tirevi L.g ;

Lok y)=(Lokxy)
olsun. vx,y €T, M icin, [1(x)=x, [1(y)=y ve U, =u olmak zere U e TM * “dir.
(b) ® nin ueM," yoniindeki Lie tirevi Ly® ;

L)k y)=0)xy)
olsun. vx,y eT,M icin, [1(x)=x, [1(y)=y ve U, =u olmak iizere U e TM * "dir.
(c) ® nin ue M, " yoniindeki Lie tirevi Lug;

(Lo =T1(Loe)x)

olsun. vx,y eT,M icin, [1(x)=x ve U, =u olmak iizere U € TM * dir.

Sonug 3.1.4. [uﬁ, L.® ve [ug_o iyi tanimhidr.

Ispat. X,,X,eI'TM igin X,=X,+U olarak tamimlansin. Ote yandan,
Ul,UZ,U'eZ(ML) olmak tizere, U, =U, +U’ igin

64



(g, o)Xz )=T(Lo,.0 (/)XX +U)

1L )%+ (D + (L)X, + (L o

olup TT{{Ly, @)X, )=TT((Ly, @)X, ) elde edilir. Digerleri de benzer sekilde ispatlanr.

Teorem 3.1.3. (M, g,&, 1, ) bir singiler yart Riemann hemen hemen degme metrik
manifold ve @, M Uzerinde temel 2-form olsun. O halde her ueM “ve
X,Y eI'TM icin

@ Log(X.¥)=ug(X.¥)-g(L.X,¥)-g(X,L.Y)

(b) Luab(X,Y )=ud(X,Y)-

© (Lo =LloX )-olL.X)
dir.

(LO)NX.¥)=Ug(X,Y)-g(Ly, X,Y)-g(X, L,Y)
= UG(X'Y_)_ g(H(LU X )'Y_)_ g X’H(LUY))
= UG()?’Y_)_ g(Eu )T1Y_)_ G(X’ EUY_)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. (b) ve (c) siklarinin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

Sonug 3.1.5. (M, g,&, 1,¢) bir singiller yar1 Riemann ve (M,®) bir singiiler yari

Riemann hemen hemen degme metrik manifold ve ®, M Uzerinde temel 2-form

olsun. O halde

@ (M , g) bir singiiler yar1 Riemann manifolddur gerek ve yeter kosul, her ue M ~icin
Lug =0 olur.

(b) (M ,(D) bir singller yar1 Riemann hemen hemen degme manifoldudur gerek ve yeter
kosul, her ueM “igin L.® =0 olur.

(c) Eger her ueM “icin Lug=0 ve L.® =0 ise o halde her ue M “igin Lup=0
olur.

(d) Eger her ue M “igin Lug=0 ve L,® =0 ise o halde her ueM “icin L,®=0

65



olur.
(e) Eger her ueM “igin Lup=0 ve L,® =0 ise o halde her ue M “icin L,g=0
olur.
ispat. Her X,Y eI'TM ve U € z(M*) igin,
(LgIX.Y)=Ug
=UD(X,pY )-B(L, X,

olur. Buradan, g; singiler olmadigindan (a)-(e) siklar1 kolaylikla elde edilir.

Tamm 3.1.7. (M,g,&, 1,9) bir singiler yar1 Riemann hemen hemen degme metrik

manifold ve ®, M Uzerinde temel 2 -form olsun.

@ T1(X)=X, TI(Y)=Y ve [1(Z)=Z olacak sekildeki X,Y,Z eI TM igin, ® ’nin
dd dis tiirevi ﬁ)()? Y.,Z ): dCD(X,Y,Z) seklinde tanimlanur.

(b) TI(X)=X ve TI(Y)=Y olacak sekildeki X,Y eITM ve N de ¢’nin Nijenhuis
burulma tensorii  olmak (zere, @’nin N  Nijenhuis burulma tensorii

N()? , Y_) = H(N (X Y )) seklinde tanimlanur.

Bir (M,g) singiler yart Riemann hemen hemen degme manifoldunun (mg,gj)
tizerindeki V Koszul konneksiyonun R egrilik tensérii asagidaki dzellikleri saglar:

@) R(X,Y)=-R(Y,X),

(b) gR(X,Y)ZV)=-gR(X,YV.Z)

() d¥, V° ye gore dig kovaryant tiirev operatdrii olmak iizere d"R =0 olur (ikinci
Bianchi 6zdesligi),

(d) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(z,X)Y =0,

e II,(X)=X, TI,()=Y, II,(Z)=Z ve TII,(v)=V olacak sekildeki

X,Y,Z\V eT'T™M igin g(R(X,Y)Z,V)=g(R(z,V)X,Y).

M(X)=X, TI()=Y ve [1(Z)=Z olacak sekildeki X,Y,Z €I'TM icin, (TM,g)nin
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R dig egrilik tensorii R(X,Y)Z =R(X,Y)Z olarak tanimlanur.

R *nin yukaridaki (c) sikkindaki 6zellik hari¢ digerlerini sagladigi agiktir. Ciinkii d'R
tanimli degildir. Ancak, R degerlerini mg ’de alan, mg tizerinde tanimli bir

kovaryant 3-tensor olarak gbz Oniine alinirsa, R asagidaki ikinci Bianchi 6zdesligini

saglar.

Teorem 3.1.4. (M , g) bir singuler yar1 Riemann hemen hemen degme manifold olsun.

Bu durumda, IT,(X)=X, I1,(Y)=Y ve I1,(Z)=Z olacak sekildeki X,Y,Z eT'TM

icin (mg, g)’nin R dis egrilik tensorii
(V RIV.ZV)+(V,RIZ, XV )+ (V,R(X,V.V)=0,

Ikinci Bianchi 6zdesligini saglar.
ispat. d"R =0 oldugundan,

Af— —\— A f— — —\—

=V,RY,ZV -R(V, Y, ZV -R(Y,V,Z)V -R(Y,Z]V,V
+V,R(Z, XV -R(V,Z, XNV -R(Z,V, XV -R(Z, XV V
+V,R(X,Y NV -R(V, XYV —R(X,V,Y V -R(X,Y V,V
=V,R(Y,ZV +V,R(Z, XV +V,R(X,Y WV —R(TI(X,Y]).Z
-R{(Y. ) XV -R({I(z, XYV =RV, Z)V,V
~R(Z,X)V,V -R(X,Y V,V

=V,R(Y,ZNV +V,R(Z, XV +V,R(X,YN =R([X,Y]ZN
~R(Y,Z] XNV =Rz, X]YN =R(Y,Z)V,V
~R(Z,X)V,V =R(X,Y)V,V

~([@*R)x.v.2)V)

=0

X,y € (mg )p lineer bagimsiz vektérler olsun. Bu durumda, P = span{>‘<, 37} e TM g ’de
bir dizlem denir. X,y<(TMy), olmak izere, Q(X,y)=g(X.X)a(y.y)-[a(X,v)f
olsun. TM deki bir P =span{X,y} diizlemi, eger Q(X,y)=0 ise dejenere olmayan

dizlem , eger Q(X,y)=0 ise dejenere diizlem olarak adlandirilir. Eger (M, g) singiiler

yart Riemann bir manifold ise, bu durumda dejenere olmayan bir I3:span{>‘<, 7}
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diizlemin egriligi IZ(Is): g(ﬁ(i, )Y, )_()/ Q(x,y) seklinde tammlamr. Bir (M,g)
singiiler yar1 Riemann manifoldu i¢in, eger TM deki dejenere olmayan her diizlemin
egriligi C ’ye esit ise, bu manifolda P € M noktasinda sabit egrilige sahiptir denir. Bu

durumda, X,¥,Z€(TM ), icin R(X,¥)z =C(g(z, y)X - 9(z,X)y) olur.
Simdi, singiiler yar1 Riemann manifoldlar i¢in Schur Lemmasi ispatlanacaktir.

Teorem 3.1.5. (M,g), baglantili bir singiiler yar1 Riemann hemen hemen degme
manifold olsun. Eger (M : g) her noktada sabit egrilige sahip ve rank(mg )2 3 ise, bu

durumda (M , g) sabit egrilige sahiptir, yani TM  *deki dejenere olmayan her diizlemin
egriligi bir sabite esittir.
ispat. Her X,V,Ze(mg)p icin R,(X,¥)z=9(z,y)x—g(z,X)y olsun. Buradan, f M
Uzerinde diizgiin bir fonksiyon olmak iizere, R= f R, olur. Bu durumda, IT,(X)=X,
I1,(Y)=Y, I1,(2)=Z ve TI,(v)=V olacak sekildeki her X,Y,Z,V eT'TM igin
?IQO =0 oldugundan dolay, ikinci Bianchi 6zdesliginden

(X R, (Y, Z V )+ (YF )R, (Z, X,V )+ (2F )R, (X,Y .V )=0

bulunur. Boylece,

oldugu gortiliir.

Herhangi bir X eTM_ icin, (mg,g) ortonormal olan ve V=2 ve I (Y)=Y,
Hg(Z)= Z sartlarin1 saglayan dejenere ve null olmayan X,Y,Z,V eI'TM segilerek,
g(Z,Z)X(f)Y =0 elde edilir. Boylece, her X eM! igin X(f)=0 bulunur.
|g(X,XX =1 olacak sekildeki herhangi bir dejenere olmayan X e 'M igin, ('Wg, 5] )
ortonormal olan ve V =Z ve 1 (X)=X, [1,(Y)=Y, [1,(Z)=Z sartlarin: saglayan

dejenere ve null olmayan Y,Z,V eI'TM secilerek, g(Z,Z Xf ¥ —g(Z,Z \Yf )X =0

elde edilir. Boylece, dejenere ve null olmayan her X eI'TM igin Xf =0 bulunur.
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Herhangi bir null vektor, dejenere ve null olmayan vektorlerin bir lineer kombinasyonu
olarak yazilabildiginden her X eI'TM i¢in Xf =0 olur.

Tanim 3.1.8. (M , g), (y,v,v*) tipinde bir g metrigine sahip bir singiiler yar1 Riemann
hemen hemen degme manifold olsun. i¢ Ricci egriligi RAiC ve ('m, g )’nin i¢c skaler
egriligi S,

Ric(X.V)= Y 6g(R(E. XV .E)

ve
§ =Y Ric(E,E)

seklinde tanimlanir. Burada, {E}, (m, g ) iizerinde yerel bir yar1 Riemann bazi ve

0 = Q(E , E) seklinde tanimlanir.

Yorum 3.1.1. (M , g), (,u,v,v*) tipinde bir g metrigine sahip bir singiiler yari Riemann
hemen hemen degme manifold olsun. S, (m, g )’nin i¢c skaler egriligi olmak tizere

$=3", K(P, P =spaniE, E, } seklindedir.

Yardimer Teorem 3.1.1. (M,p,&,7;,9) bir singiler Sasaki manifoldu olsun. Bu

durumda her X,Y,Z,W eI'TM icin

esitligi saglanir.

Ispat.
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(V, ?YG—WﬁX@—?[XVY]G)(Z_,VV)

= g(z'§x §Y @VV)_ G(Z_'§x ¢§YV\_/)

429,09, W)+ §(Z.5V,V,W)

~9(Z.V, VoW )+g(Z.V, 5V, W)
+9(Z.V4@V,W)-9(Z.9V, VW)

~9(Z. V1 PW )+ 9(Z, 9V W)

= g(Z.RX.Y)pW ) g(Z, pR(X.Y W)

olur. @ nin ters simetrik olmasi ve Bianchi 6zdeslikleri gbz Oniine alinirsa ispat

tamamlanir.

Teorem 3.1.6. (M 0, &1, g) bir singuler Sasaki manifoldu olsun.
(@)

dir.
Ispat.
(a) Ilk olarak

Sasaki 6zelliginden dolay1 d77 D= 5 (_0)
v

(Veol =a(X YE-nlrJx

ve
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(v, 87,2 )= X2 )-3(77.2)-0l7. 9, 2)=3(X. 2} - 3(%. 7 }(2)

oldugundan gerekli hesaplamalardan sonra,

(V, Vv @)Z,W)=a(Vx Y. W }(Z)- g(V V. Z lyw)
+olr Whe(X,z)-ofr, Z (X, W)
(v, Vx @ ZW)=—g(V+ X,W }(Z)- 9V X, ZrW)

ve

(Vi@ NZ,W )= =g (TT(X, YW (2 )+ o1, Y . Z o)

oldugu goriiliir. Bu esitlikler denklemde yerine yazilip toplanirsa sonuca ulagilir.

simdi P(X,Y,Z,W ) nin
a(X,5Z)a(v W)-g(X.oW)a(V.Z) - 9(V.9Z)g(X. W)+ (v, W )g(X,Z)
esit oldgu gosterilecektir. VX,Y,Z vektor alanlari igin
(§x EXY_' z): g(Y_' ﬁ>< (ﬁz)— g(Y_1 avx Z_)

ve

elde edilir. Buradan

olur. Ote yandan

ve

elde edilir. Buradan
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bulunur. Bu ise ispati tamamlar.
(b)
g(R(X,Y)Z, oW )+ g(R(X,Y )pZ W )=—P(X,¥,Z,W)
oldugunu teoremin (a) sikkindan biliniyor. Bu ifade de Z yerine ¢Z alinisa
p(X, 7,02 W )=—g(X,Z)g(v.W)-g(X, 4% (¥, 5 Z)
+9(7,Z)a(X, W)+ 97, oW Jg (X, 07

esitligi elde edilir.

(*) dan dolay1

|
B
NI
=
N
x
<
|
B
S
X
<
S
N
=

elde edilir.

(*)

Yardimc1 Teorem 3.1.2. R, Sve r sirasiyla (1,3) tipinde tensor alani, (O,Z)tipinde

Ricci tensoru ve bir (M " g) singiler Sasakian manifoldu iizerinde skalar egrilik olsun.

Biliyoruz ki bir M" singller manifoldunda Riemann metrigi segilebilir oyleki

M " izerinde her X,Y,Z vektor alanlari i¢in agagidaki 6zellikler saglanir:
olg)=0
nlé)=e==1
o' X =X (X E.
oleX,o¥)=g(X.¥)-en(x lv),

7(X)=49(X.2)
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Vx & =—pX (3.6)

nlex)=0, (3.7)
S(X,€)=(n-1(X) (3.8)
E(ﬁ(;f Y)?, E): 6(?,\7)— 7_7(?}_7(\7) (3.9)
R(EXE=-X+n(X (3.10)
oR(X.YEZ)=9(X.Z]l¥)-olv. Zn(x) (3.11)
(Vx ol =R(E X (3.12)

Ispat. (3.1)-(3.6) esitliklerinin ispat: aciktir.
(3.7):

n(co )=ég(¢7><,§)=ég( :
seklinde elde edilir.

(3.8):
5(x.£)=> alR (e, Xk &)
=g§(ﬁ(>7)§i -7(6)X.8)
=2 7(X)gte. e)-77(e Jo(x 2)
=(n —1):7()?
olup, bdylece ispat tamamlanir.
(3.9):
o(R(E X}.£)=-g(RE XEY)
=—g(-X+7(XEY)
=g(X.,v)-n(X)7(V)
elde edilir.
(3.10):
Ii(_ X)E :§§§xg_§x§¢g_v[g ><]é‘g
=-X+7(X)E
olur.
(3.11):
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oldugu goriiliir. Bu son esitligin Z ile i¢ carpimi alinirsa istenen elde edilir.

(3.12): (3.11) den ispat agiktir.

3.2. SINGULER SASAKi MANIiFOLDLARIN HEMEN HEMEN PSEUDO
SIMETRI OZELLIKLERI

Bu bolimde, Bolim 2.2.6.’da verilen tanimlar singiiler Sasaki manifoldu i¢in géz 6niine

alinacaktir.

Teorem 3.2.1. Eger 3A+B ifadesi her yerde sifir olmuyorsa, bu durumda, hemen

hemen pseudo simetrik singuler Sasaki manifoldu yoktur.

ispat. (i :1,...,n) olmak Uzere, {ei} kiimesi manifoldun herhangi bir noktasindaki
tanjant uzaymin ortonormal bir bazi olsun. (2.7) esitliginde U=W={ei} secilip
1,1<i <n iizerinden toplam alinirsa
,517.2)-[3x)- B . 2)- A1 (.2 -
+AZB(XY )+ AR(K.Y)Z)+AR(K,Z)) |
ifadesi elde edilir. ( XZ_ 5) 0 olmasi goz Oniine almip, (3.5),(3.6) ve (3.8)

esitlikleri kullanilirsa,

(V,5)E.Z)=~(n-Da(Z,#X)+ 55X, 2), (3.14)
ifadesi bulunur. (3.13)’de Y =¢& alinirsa, (3.14) ve (3.8) ifadeleri goz 6niine alindiginda
(0 9(2.5%)+ SG%.2)-(0-1fAR)+ 5K (Z) -

+AEB(X.Z)+(n-DAZ)7(X)+ AR(X.E)2)+ AR(X,ZE)
oldugu goriiliir. (3.15)’de Z =& secilip, (3.2),(3.6), (3.8) ve (3.10) ifadeleri géz oniine

alinirsa,
(n+1)A(X)+(n—1)B(X )+2(n—2)A(E)J7(X)=0, (3.16)
elde edilir. n>3 oldugundan, (3.16)’de X =¢& segilirse

3A(£)+B(¢)=0, (3.17)
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olur. Bu ise, (M,gp,f,i],g) yapisinin bir Sasaki manifold olmasi icin, 3A+B 1-
formunun (M " g)’nin & Killing vektor alani iizerinde sifir olmas1 gerektigi anlamina

gelir. Simdi herhangi bir vektor alani igin 3A + B =0 oldugu gosterilecektir.

(3.15)’de X =& almip, (3.1),(3.2), (3.8) ve (3.10) ifadeleri hesaba katilirsa,

(2n-DAE)7(Z)+(1-2)A[Z)+(1-2)B(EJ7(2)=0. (3.18)

oldugu goriiliir. (3.18)’de Z yerine X yazilip elde edilen ifade (3.16) ile toplanirsa,
(3.17) esitliginin 15181nda

(n—2)A(E)7(X)+(2n—1)A(X)+(n—1)B(X)=0, (3.19)
ifadesi elde edilir. Son olarak, (3.18)’da Z yerine X yazilip elde edilen ifade (3.19) ile
toplanirsa, (3.17) esitligi dogrultusunda, her X icin,

(n-1)BA(X)+B(X)|=0, (3.20)

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Bu kosul, hemen hemen pseudo simetrik bir manifold iizerinde, singiiler bir Sasaki
yapisimin varligin1 miimkiin kilar. Eger 6zel olarak A =B ise, bu durumda manifold

pseudo simetrik manifolda déniisiir. (3.20)’dan A =0 bulunur. Bu ise pseudo simetrik

manifoldun tanimu ile gelisir. Dolayisiyla agsagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.1. Dizgln pseudo simetrik singuler Sasaki manifoldu yoktur.

Teorem 3.2.2. Eger 3A+B ifadesi her yerde sifir olmuyorsa, bu durumda, hemen

hemen pseudo Ricci simetrik singtler Sasaki manifoldu yoktur.

ispat. (2.9)’de Z =& alinirsa,

(V,SKv.&)=[A(x)+B(x)B(V.)+ AV S (X.E)+ AEB(X.Y),  (321)
oldugu goriiliir. (3.14) ve (3.8) goz Oniine alinirsa, (3.21) denklemi
—( Dl .4X )+ (X, ¥ )= (n-1fA(X )+ B(X )7 (V)
+(n-DAF J7(X)+ AR (X.Y)
seklinde de yazilabilir. (3.22)’da X =& segilip (3.1) esitligi kullanilirsa

(n-12AE ) (V)+ ANV )+B(E)7(Y)=0 (3.23)

(3.22)
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bulunur. Simdi, (3.23)’de Y =& alimnirsa

(n-13A()+B(E)]=0

olur. n>3 oldugundan, yukaridaki denklemden

3A(E)+B(&)=0 (3.24)
oldugu goriiliir. Tekrardan, (3.22)’da Y =¢& alirsa ve (3.5), (3.6) ve (3.8) kullanilirsa,
(n-1JA(X)+B(X)+2A(EJ7(X))=0, (3.25)

bulunur. (3.23)’de Y vyerine X vyazilip elden edilen denklem (3.25) ifadesi ile
toplandiginda (3.24) ifadesi g6z 6nlinde bulundurulursa,

(n—1[AE)7(X)+2A(X)+B(X))=0, (3.26)
oldugu sonucuna varilir. Yine, (3.11)’de Y yerine X yazilip elden edilen denklem

(3.14) ifadesi ile toplandiginda (3.23) ifadesi géz 6niinde bulundurulursa, her X icin
(n-1)BA(X)+B(X)|=0, (3.27)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Eger ozel olarak A =B ise, bu durumda manifold pseudo Ricci simetrik manifolda

doniisiir. (3.15)’ten A =0 bulunur. Bu ise pseudo Ricci simetrik manifoldun tanimu ile

celisir. Dolayistyla asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.2. Dlizgun pseudo Ricci simetrik singiler Sasaki manifoldu yoktur.

Teorem 3.2.3. Eger 3A+B ifadesi her yerde sifir olmuyorsa, bu durumda, hemen

hemen pseudo ¢ -simetrik singtler Sasaki manifoldu yoktur.

Ispat. (2.10) ve (3.3) esitliklerinden,
{0, RIW Y (5, RN Y
=[A(X)+B(X)RW .Y )Z + AW )R(X.Y )Z (3.28)
+ AV RW, X)Z + AZRW, V)X + g[RW.V)Z, X P
ifadesi bulunur. (3.28) ifadesinde W =g, secilip, her iki tarafindan da e, ile i¢ garpim

yapilip, I (zerinden toplam alindiginda, (3.5) esitligi ve R ’nin simetri ve yari-Simetri

ozellikleri g6z oniine alindiginda,
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(VS Z2)+ X (V<R )e V)2 )7 ()
i=1
=[A(X)+B(X)s(V.Z)+ AR(X,Y)Z) (3.29)
L AV(X.2)+ AR, X)+ AR(K.Z))
ifadesine ulagilir. Eger (3.29)’da Z =& alinirsa, (3.29)’un ikinci terimi sifir olur. Yine
(3.29)da Z =& secilip, (3.8) ve (3.14) kullamldiginda, ikinci terimin sifir olmasi da
hesaba katilirsa,
(n-1)g{7, %)~ S(F%.Y)
+ AR(XV)E)+ (1-1AF )7(X) |
+AEB(. X)+AR(X.E))
esitligi elde edilir. Simdi, (3.30)’da Y =& almp, (3.2), (3.8) ve (3.10) kullanilirsa,

(3.30)’dan (3.17) ve son olarak (3.20) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

3.3. ORNEK

Bu boéliimde, daha once yapilan ¢aligmalara 151k tutmasi agisindan bazi singiiler yari

Riemann hemen hemen degme manifoldlarin varligina dair bir 6rnek verilecektir.

R*™ iizerinde tamml standart yar1 Riemann (¢,§,n,g) Sasaki yapisinda degisiklik

yapilacaktir. Eger R*™"’in kartezyen koordinatlari (Xi Yi Z) seklinde tanimlanirsa, bu

durumda & =+1 olmak Gizere, g yar1 Riemann metrigi

g=en ®77+%Z(dxi ®dx, +dy, @dy,)
i=1
seklinde verilebilir. Reeb veya karakteristik vektor alam1 &, ve Darboux formu 7
sirastyla asagidaki sekilde tanimlanir:
0 1 4
=2—, =—|dz— x|
c=ty T 2( 2 ]
Buradan, n(§)=1 ve g(§,§)=g oldugu goriiliir ve boylece ¢, & vektdr alaninin

standart karakterini belirler, yani eger & =1 ise & spacelike, £ =-1 ise & timelike olur.

Eger i=1,...,n icin
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Eizzi’ En+i:2i+yig
oy oX oz

secilirse, bu durumda ¢ hemen hemen degme yapisi
gDEi = En-¢—i ' §£n+i = _Ei 4 (/’f =0
seklinde almarak belirlenir. Ayrica, {Ei , En”,ﬁ} ortonormal bazi ¢-baz olarak

adlandirilir. E; ve E_; spacelike vektor alanlari iken, £ & bagl olarak spacelike veya

timelike olabilir.

Simdi hesaplarin daha kolay olmasi igin n=1 aliarak 3 boyutta ¢alisilacaktir. R®’iin

kartezyen koordinatlar1 (X, y,z) olsun ve
1 1
n:E(dz—ydx), g:gzy®77+z(dx®dx+dy®dy),

E1=23, E2:2(3+y§j, §=2i,
oy ox 0 0z

olarak alinsin. Bu durumda,
[E.E]=2¢, [E.¢]=0. [E.<]=0,

oldugu goriiliir. (Rs, g)’nin, &’nin standart karakteristigine bagl olarak, (0,0,3) veya
(0,1, 2) tipinde yar1 Riemann bir manifold oldugu agiktir. Simdi g metrigi {lizerinde
asagidaki iki farkli sekilde degisiklik yapilacaktir.

Durum 1: Eger g =e&n ®n seklinde aliirsa, bu durumda E;,E, null vektor alanlar
olur ve N, =span{E,,E,} oldugu elde edilir. Bu durumda, (R® g) eger & timelike
(¢ =-1) ise (2,1,0) tipinde, eger & spacelike (& =1) ise (2,0,1) tipinde yar1 Riemann

bir manifold olur.
Durum 2: Eger g = %(dx@dx+dy®dy) seklinde alinirsa, bu durumda & null vektor

olur ve N, =span{¢} oldugu elde edilir. Bu durumda, (R®g) (L0,2) tipinde yan

Riemann bir manifolddur.

Her iki durumda da, metrik dejenere yapilabilmektedir. Simdi bu manifoldun duragan

olup olmadig1 kontrol edilecektir.
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[E,.E,]=2¢, [E.&]=0, [E,.&£]=0, oldugundan span{E,,E,} integrallenebilir
degildir. Bu ise Durum 1’in duragan olmadigi anlamina gelir. Durum 2 gz Oniine

alnsin. f, R® iizerinde diferensiyellenebilir herhangi bir fonksiyon olmak iizere eger
U = f& alinirsa, R® Uzerindeki her X,Y vektdr alani icin (LU g)(X,Y):O oldugu
gorulir. Boylece, bu durumda, (R?’, g) duragan olur ve burada bir Koszul tiireve sahip

oldugu goriilir. E, =& olmak tzere, her i, j,k =1,2,3 i¢in
g(D¢ E;.E,)=0

oldugu direk goriiliir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Singller (dejenere) metrikli manifoldlarin geometrisi tizerine literatiirde ¢ok az ¢alisma
tespit edilmistir. Bu doktora caligmasi singiiler (dejenere) degme manifoldlar ile ilgili
olup bu calismada singililer (dejenere) manifoldlarin geometrik yapisini incelemek,
egrilik 6zelliklerini hesaplamak ve 6zel siniflar1 iizerinde ¢alismalar yapip uygulanma
alan1 bulmak amac¢lanmistir. Bu nedenle ¢alismakta oldugumuz konular1 genisletmek,
bu konulara uygulama alani bulabilmek ve farkli yonleriyle ele almak adina bu tez
caligmas1 literatliirde Onemli bir yere sahip olacaktir. Bununla birlikte yaptigimiz
calismalar sonucunda elde edilen singiiler hemen hemen degme manifoldlar ve bir 6zel
siifi olan singiiler Sasakian Manifoldlar gelecekte yapilmasi planlanan ¢aligmalar icin

gerekli literatdr bilgisi ve alt yapiya ulasabilmek agisindan bizlere 11k tutacaktir.

Sonug olarak degenere degme manifoldlarinin olusumu bize ¢ok genis alanlarda ¢alisma
imkani sunacaktir. Bu olusum degenere degme manifoldlarinin 6zel siniflari, degenere
Sasakian manifoldlar, dejenere Kenmotsu manifoldlar ve bunlarin altmanifoldlarini
incelemek agisindan Onemli bir nitelik tasimaktadir. Clnkil manifold teorisi bircok
bilimsel disipline uygulanabilen bir alan olup 6zellikle singtiler (dejenere) manifoldlarin
varlig1 gliniimiizde ¢cok 6nemli sonuglart dogurmustur. Diferansiyel geometride yapilan
bu calismalar fizik, ekonomi, olasilik, miihendislik gibi bircok alanda ucu agik

problemlerin 15181 haline gelecektir.
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