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ÖZET 

SİNGÜLER YARI RİEMANN HEMEN HEMEN DEĞME MANİFOLDLAR 

 

Gülhan AYAR 

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 

Doktora Tezi 

Danışman: Prof. Dr. Nesip AKTAN 

Mart 2016, 84 sayfa 

 

Değme manifoldlar, manifold teorisinde önemli bir yer teşkil etmektedir. Değme 

manifoldların geometrisi, temelini simplektik manifoldların teşkil ettiği tek boyutlu 

manifoldlar yardımıyla yapılmaktadır.  Hem değme hem de simplektik manifoldlar  

klasik mekanikte uygulama alanı bulmaktadır. Değme metrik yapılarda, metriğin yapısı 

değiştirilerek, değme manifoldların birçok farklı sınıfı tanımlanmıştır. Ancak dejenere 

metrikli (singüler) değme manifoldların geometrisi ve bu tür manifoldların özel sınıfları 

üzerine daha önce çok az sayıda çalışma yapılmıştır. Bu bağlamda bu tez çalışmasıyla 

manifold teorisine yeni çalışma alanları kazandırılmıştır. Hazırlanan tez çalışmasında, 

daha önce yapılan bazı çalışmaların ışığında, singüler hemen hemen yarı Riemann 

değme  manifoldların tanımı verilerek bunlara ait bazı eğrilik özellikleri incelenmiş 

ayrıca bu tip manifoldların özel bir sınıfı olan singüler yarı Riemann Sasakian 

manifoldlarının geometrik yapısı üzerine yoğunlaşılmıştır 

 

Anahtar sözcükler: Değme Manifold, Hemen Hemen Yarı Riemann Manifold, 

Singüler Manifold, Singüler Yarı Riemann Hemen Hemen Değme Manifold. 
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ABSTRACT 

SINGULAR SEMI RIEMANNIAN ALMOST CONTACT MANIFOLDS 

 

Gülhan AYAR 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Nesip Aktan 

March 2016, 84 pages 

 

Contact manifolds in manifold theory have a very important place. The geometry of 

contact manifolds, which constitute the basis for symplectic manifolds are made with 

the help of one dimensional manifolds. Both contact and simplectic manifolds could 

find the area for applications in classical mechanics. In contact metric structures, 

changing the structure of the metric, many different classes of contact manifolds have 

been identified. However, very few studies,  on geometry of degenerate (singular) 

metric manifolds and special classes of such manifolds are made before. In this context, 

new areas were brought to the manifold theory with this thesis. In the prepared thesis, in 

the light of the some previous works, giving the definition of singular semi riemannian 

almost contact manifolds, has examined some curvature properties of these manifolds 

and also has focused on geometric structures of Singuler Semi-Riemannian Almost 

Sasakian manifolds which are a special class of such manifolds.  

 

Keywords: Contact Manifold, Almost Semi Riemannian Manifold, Singular Manifold, 

Singular Semi Riemannian Almost Contact Manifold 
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EXTENDED ABSTRACT 

SINGULAR SEMI RIEMANNIAN ALMOST CONTACT MANIFOLDS 

 

Gülhan AYAR 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Nesip Aktan 

March 2016, 84 pages 

 

1. INTRODUCTION: 

The purpose of this work is to study the Singuler Semi-Riemannian Almost Contact 

manifolds. The geometry of manifolds with degenerate indefnite metrics has been 

studied by Demir Kupeli [6]. In that book it is shown that a manifold M with a 

degenerate indefinite metric g admits a geometric structure if and only if g is Lie 

parallel along the vector fields on M. In this case we call (M, g) a Singular Semi-

Riemannian manifold. Then it is possible to attach a nondegenerate tangent bundle to 

(M, g) which admits a connection whose curvature tensor satisfies the usual identities of 

the curvature tensor of Levi Civita connection. We call this connection the Kozsul 

Connection of (M, g). 

 

2. MATERIAL AND METHODS: 

The plan of this paper is as follows: In section 1, we will give the introduction section and 

provide a generel knowledge of literature. In section 2 we will give the main definations 

on an almost contact manifold and we will give some properties of Semi-Riemannian 

manifolds. Also we will give the Kozsul Derivative, Kozsul Connection and curvature 

properties of Singular Semi-Riemannian manifolds. In section 3 we will study to 

introduce the degenerate geometric structures on Singular Semi-Riemannian Almost 

Contact Manifolds and we will give some definations and properties of this kind of 

manifolds. Also in this section, will give an important example of Singular Semi 

Riemannian Almost Contact Manifolds. 

And finally in section 4 we will give some conclusions and comments about this study. 
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3. RESULTS AND DISCUSSIONS: 

In this study, we focus on Singular Semi-Riemannian Almost Contact Manifolds and 

considering Demir Kupeli`s book on Singular Semi-Riemannian Geometry [6],  we will 

try to get a new class of Singular Semi-Riemannian manifolds.  

 

4. CONCLUSION AND OUTLOOK: 

In this study, we have a new class of Singuler Manifolds. Submanifolds of this type of 

manifolds are open problems, also under some symmetry conditions, one can obtain 

very important results. 
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1. GİRİŞ 

Manifold teorisinde hemen hemen değme manifoldları çok önemli bir yere sahiptir. 

Değme metrik yapılar birçok araştırmacı tarafından yoğun bir şekilde çalışılmıştır. Blair 

2002 yılında yapmış olduğu monografında bu alanda elde edilen sonuçlara geniş ve 

detaylı bir bakış açısı kazandırmıştır.  

 2 1n -boyutlu bir C sınıfından diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant 

demetlerinin grup yapısı   1U n   tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen değme 

manifold denir. İlk olarak, 1959 yılında J.Gray tek boyutlu manifoldlar üzerinde yaptığı 

çalışmada   1U n   yapısal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen değme yapıları 

tanımlamıştır. Buna göre,  2 1n -boyutlu bir hemen hemen değme yapısı 

2 ( ) ,   ( ) 1X X X         

denklemlerini sağlayan  1,1 -tipli bir tensör alanı  , bir vektör alanı   ve bir 1 form 

olan   ile oluşturulan  , ,    üçlüsüyle ifade edilir.  

Değme yarı- Riemann yapılar  g, ;   değme 1 form ve g  de bu yapıyla ilgili yarı- 

Riemann metrik olmak üzere, değme metrik yapıların bir genelleştirilmesidir. 1960 

yılında Sasaki  , ,    hemen hemen değme yapısı üzerinde 

( , ) ( , ) ( ) ( )g X Y g X Y X Y      

( ) ( , )X g X   

eşitlikleriyle verilen uygun bir g metriği tanımlayarak hemen hemen değme metrik 

yapıyı tam olarak ifade etmiştir. 1961 yılında Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen 

değme manifoldlar için normallik şartının J  kompleks yapısının 
2J I   

integrallenebilmesi olduğunu ispatlamışlardır. Değme yarı- Riemann metrik yapıların 

fiziksel bağlantıları Duggal tarafından 1990 yılında ifade edilmiştir. Yarı-Riemann 

metriklerle donatılmış değme yapılar ise ilk kez Takahashi tarafından çalışılmıştır ki bu 

çalışmada Sasaki koşulu göz önünde bulundurulmuştur. Sonraları bu bilgilere 

dayanılarak, konuyla ilgili birçok araştırma Sasakian yarı-Riemann metriklerle ilgili 

olmuştur. 

Diğer bir taraftan değme yarı-Riemann metrikli manifoldların sistematik genel bir 

çalışması Blair tarafından (2010) yapılmıştır. Bu çalışmada değme Yarı-Riemann 
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metrik manifoldların bazı temel formülleri, genel homotetik ve diğer deformasyonları, 

sabit kesit eğrilikli yarı-Riemann metrik manifoldların sınıflandırılması ve bazı yerel 

simetrik yarı-Riemann metrik manifoldların sınıflandırılması gibi bölümlere yer 

verilmiştir. 

Dejenere yarı metrikli manifoldların geometrisi Demir Kupeli [6] tarafından 

çalışılmıştır. Yapılan çalışmada dejenere g yarı metrikli bir M manifoldunun M 

üzerindeki vektör alanları boyunca Lie paralel olması durumunda bir geometrik yapı 

oluşturduğu gösterilmiştir. Bu durumda (M, g)’ye singüler yarı-Riemannian manifoldu 

denir. Böylelikle (M, g) ye eğrilik tensörü Levi Civita konneksiyonun genel özelliklerini 

sağlayan dejenere olmayan bir tanjant demeti eklemek mümkündür. Bu konneksiyona  

(M, g) nin Kozsul konneksiyonu denir. 

Bu tez çalışmasında singüler yarı Riemann manifoldların yeni bir sınıfı olan  singüler 

yarı Riemann hemen hemen değme manifoldlar tanımlanmış ve bu tür manifoldların 

bazı temel özellikleri incelenmiştir. 

Çalışma dört bölümden oluşmaktadır. Bu bölüm giriş kısmına ayrılarak manifold teorisi 

ile ilgili temel kavramlara ve genel bir literatür bilgisine yer verilmiş, hemen hemen 

değme manifoldların yapısından ve sağladığı özelliklerden bahsedilmiştir. İkinci 

bölümde, çalışmalarımız için gerekli olan singüler manifoldlara ait temel kavramlardan 

söz edilmiştir. Üçüncü bölümde, singüler yarı-Riemann hemen hemen değme 

manifoldları tanımlanmış, bu tip manifoldların sağladığı geometrik özellikler ve bazı 

eğrilik özellikleri verilerek bu tip manifoldların yapısı incelenmiştir. Ayrıca konu ile 

ilgili önemli bir örnek yine bu bölümde verilmiştir. Son bölüm olan dördüncü bölüm ise 

sonuç ve önerilere ayrılarak açık problemlere yer verilmiştir. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde referans verilmeyen tanımlar, teorem ve sonuçlar [6] den derlenmiştir.     

2.1. REEL İÇ ÇARPIM UZAYLARININ LİNEER CEBİRİ 

2.1.1. Reel İç Çarpım Uzayları 

RVVb : , V  üzerinde bilineer bir fonksiyon olsun. Lineer cebirden bilindiği üzere, 

VVRL bb :, ,        xyRyxbyxL bb  ,  şeklinde tanımlı lineer dönüşümler ise bu 

durumda     rRrankLrank bb   olup r ’ye b ’nin rankı denir [19]. Burada V , V  

uzayının dual uzayıdır. Eğer  

  VyyxbVxN
l

b
 0,   

ve 

  VxyxbVyN
r

b
 0,  

şeklinde tanımlanırsa, b

l

b
LçekN   ve b

r

b
RçekN   olduğu görülür. Eğer rn  , yani 

  NN
r

b

l

b
 0  ise V  üzerinde tanımlı b  bilineer fonksiyona dejenere değildir denir. 

V  üzerindeki simetrik bir bilineer fonksiyona, bilineer form ve yarı-simetrik bilineer 

fonksiyona da yarı form denir. Eğer b bilineer veya yarı form ise b

r

b

l

b
NNN   olup, 

bN ’ye b ’nin dejenere uzayı denir. Eğer b , V  üzerinde tanımlı bir bilineer form ise;  

1.   0, jib   ji   için, 

2.   0, iib    i1  için, 

3.   1, iib     i1  için, 

4.   1, iib     ni1  için, 

özelliklerini sağlayan bir  n ,...,1  bazı vardır. Burada,  bNdim ,  ,   bazı 

tamsayılardır ve   ,,  üçlüsüne de b ’nin tipi denir [8]. Ayrıca,  ’ye de V ’nin 

ortonormal bazı denir.  

Tanım 2.1.1.1. V  üzerinde tanımlı   ,,  tipindeki bir g  bilineer forma   ,,  

tipinde bir iç çarpım denir. Özel olarak, eğer 0  ise, yani  0gN  oluyorsa, g ’ye 
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  ,  tipinde dejenere olmayan bir iç çarpım denir [1].  

Tanım 2.1.1.2. Eğer g , V  üzerinde   ,,  tipinde bir iç çarpım ise,  gV ,   de 

 *,,   tipinde bir iç çarpım uzayı olur. Eğer g ,   ,  tipinde dejenere olmayan bir 

iç çarpım ise  gV ,   de   ,  tipinde dejenere olmayan bir iç çarpım uzayı olur. 

Sıfırdan farklı bir Vu  vektörü, eğer gNu  oluyorsa u ’ya dejeneredir denir. 

Dejenere olmayan sıfırdan farklı bir Vv  vektörüne, eğer   0, vvg  ise null, 

  0, vvg  ise timelike ve   0, vvg  ise spacelike denir. Dejenere ve null olmayan bir 

Vv  vektörü için eğer   1, vvg  ise v ’ye birim vektör denir [1]. 

 gV , ,   ,,  tipinde olsun. Bu durumda, VV:b  musiki dönüşümü 

  gg

b RL   şeklinde tanımlanır. b ’nin bir izomorfizm olması için gerekli ve 

yeterli koşul 0  olmasıdır. Bu durumda, onun tersi VV:#  ile gösterilir [1]. 

Yardımcı Teorem 2.1.1.1.  gV , ,   ,,  tipinde olsun. V ’daki bir   lineer 

fonksiyonelin b ’nin görüntü kümesinde olması için gerekli ve yeterli koşul her gNu  

için   0u  olmasıdır [1].  

İspat. :  V  ve  b  olsun. Buradan, her V  için       0,   uguu b  

olduğu açıktır. :   n ,...,1 , V ’nin bir ortonormal bazı ve  n ,...,1  da 

V  dual uzayının bir bazı olsun. Buradan,  i i  olmak üzere ii 



n

1i

 olduğu 

görülür. Fakat, her gNu  için   0u  olduğundan her ,...,1i  için 0i  olur. 

Ayrıca, her   i1  için b

i

i    ve her ni  1  için b

i

i    olduğu 

görülür. Böylece,  









n

i

b

ii

i

b

ii

11 





  

elde edilir. Bu ise 









n

i

ii

i

ii

11 





  

vektörünün  b  ifadesini sağladığını gösterir. 

Yorum 2.1.1.1. Eğer W , gN  uzayının tümleyen uzayı ise g ’nin W  üzerine kısıtlanışı 
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dejenere değildir. Böylece, bir önceki teoremde belirtilen  n ,...,1  baz vektörleri 

W ’nın bir ortonormal bazı olacak şekilde  n ,...,1  şeklinde seçilebilir. Bu 

durumda, b  musiki dönüşümünün W ’ya kısıtlanışı, W ’dan   gNuuV   ,0  

lineer fonksiyonellerin kümesine tanımlı bir izomorfizm haline gelir [1]. 

2.1.2. Dejenere Olmayan İç Çarpım Uzaylarının Alt Uzayları 








 
  ,,1  tipindeki iç çarpım uzaylarının önemi, bu uzayların  1,1    

tipindeki dejenere olmayan iç çarpım uzayların alt uzayları olmasından gelmektedir. 

Tanım 2.1.2.1.   gV , ,    ,  tipinde dejenere olmayan bir iç çarpım uzayı olsun. W , 

V ’nin bir alt uzayı olmak üzere, eğer g ’nin W  üzerine kısıtlaması Wg  dejenere değilse 

W ’ya V ’nin dejenere olmayan alt uzayı denir. Aksi takdirde, W  V ’nin dejenere alt 

uzayı olarak adlandırılır. Eğer Wg  






 
  ,,  tipinde ise W  da 







 
  ,,  

tipindedir denir.  gV , ,   ,  tipinde bir iç çarpım uzayı olsun. Bir Vx  ve bir 

Vy   vektörü için, eğer   0, yxg  oluyorsa x  vektörü, y  vektörüne diktir denir.  

Eğer bu vektörler dejenere ve null olmadıkları zaman ortogonal ve birim vektörler ise 

bu vektörlere ortonormal vektörler denir. W ’ya ortogonal olan uzay,  

  WyyxgVxW  ,0,   şeklinde tanımlanır [6]. 

Yardımcı Teorem 2.1.2.1.  gV , ,   ,  tipinde dejenere olmayan iç çarpım uzayının 

bir alt uzayı W  olsun. Bu durumda  

(a) nVWW   dimdimdim  

(b)   WW 
   

(c) W ’nın, V ’nin dejenere olmayan alt uzayı olması için gerekli ve yeterli koşul 

 0 WW  olmasıdır. Bunun olması için gerekli ve yeterli koşul ise VWW    

olmasıdır [6]. 

İspat. (a) W ’nın, bir bazı  k ,...,1  ve  n ,...,1  de, V ’nin bir bazı için  k ,...,1  

bazının tümleyeni olsun. Bu durumda, Wx  olması için gerekli ve yeterli koşul her 

ki .,..,2,1  için   0, ixg   olmasıdır. 



n

i

i

ixx
1

  ve  jiij gg  ,  olsun. Böylece, 
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her ki .,..,2,1  için 



n

j

ji

j gx
1

0  olur. Fakat,  ijg  matrisi singüler olmadığından, 

yukarıdaki lineer sistemin katsayılar matrisinin rankı k  olur ve buradan onun çözüm 

uzayının  kn -boyutlu olduğu görülür. Bu ise, WVW dimdimdim   olduğu 

anlamına gelir. 

(b) (a) şıkkı göz önüne alınırsa,   WW  ve   WW dimdim  olduğundan 

  WW 
  elde edilir.  

(c) İlk olarak, eğer 
WgNu  ise u , W ’ya ortogonal olur ve böylece Wu ’dır. 

Buradan  WWN
Wg  olduğu elde edilir. Ayrıca, eğer  WWu  ise u , W ’ya 

ortogonal olur ve böylece 
WgNu  ifadesi elde edilir. Bu sayede  WWN

Wg  olduğu 

bulunur. Bu ise, W ’nın dejenere olmaması için gerekli ve yeterli koşulun 

 0 WW  olduğu anlamına gelir. Son olarak, 

         WWWWWW dimdimdimdim  olduğundan,  WWV  ifadesinin 

sağlanması, ancak ve ancak  0 WW  olmasıyla mümkündür.    

Yorum 2.1.2.1.   WW 
  olduğundan, 


 

WW gg NWWN  eşitliği elde edilir.  

V ’nin bir W  alt uzayı için, eğer 0Wg  ise yani W ,  0,0,  tipinde ise W  tamamen 

dejeneredir denir. Böylece, Wdim  olur [6]. 

Yardımcı Teorem 2.1.2.2. W ,   ,  tipinde dejenere olmayan bir  gV ,  uzayın  -

boyutlu tamamen dejenere alt uzayı olsun. Bu durumda,  gV , ’de her  .,..,2,1i  için, 

   iiii yygxxg ,,   olacak şekilde null olmayan    yxyx ,.,..,, 11  vektörler kümesi 

vardır öyle ki,     yxuyxu .,..,111  kümesi W ’nın bir bazı olur [6].  

İspat. Vyx 11, , 111 yxu   şartını sağlayan ortonormal null olmayan vektörler olsun 

ve böylece    1111 ,, yygxxg   ifadesi sağlanır. Ayrıca,  111 , yxspanU   ve V ’de 

1U ’e ortogonal olan uzay 

1U  olsun. Bu durumda,  1UW  uzayı, W ’nın  1 -

boyutlu alt uzayı olması gerektiği gösterilsin. Aşağıdaki ifade sağlanır.  
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   .dim2dim

,dimdimdimdim

11

111









UWnUW

UWUWUW


 

Bu yüzden   1dim 1   nUW  olduğunu göstermek yeterli olacaktır. Bunun için, ilk 

olarak, Wu 1  olduğundan   1dim 1   nUW  olur.   1dim UW , n  

olamayacağından, bu durumda eğer, 1u ’ den lineer bağımsız bir 1Uv  varsa, W  

vardır öyle ki,  1Uz  için zv   yazılabilir. Böylece, v  1u ’e ortogonal olur. Bu ise 

bir çelişkidir. Çünkü, 1U ’de lineer bağımsız iki vektör birbirine dik olamaz. Şimdi 

 122 , Uyx ,  1222 UWyxu  şartını sağlayan ortonormal vektörler ve 

 22112 ,,, yxyxspanU   olsun. Bu durumda, yukarıdakine benzer olarak,  2UW  

uzayı, W ’nın 

2U  tarafından kapsanan  2 -boyutlu alt uzayı olur. Bu şekilde 

devam edilerek,     yxuyxu .,..,111  kümesi W ’nın bir bazı olacak şekilde 

Vyxyx   ,.,..,, 11  ortonormal vektörler elde edilir.  

Önerme 2.1.2.1. Eğer W ,   ,  tipinde dejenere olmayan bir  gV ,  uzayının 








 
  ,,  tipinde bir alt uzayı ise, W  de 







 
   ,, v  tipindedir 

[6]. 

İspat. 


 

WW gg NWWN  olduğunda, 
W

gNdim  olduğu görülür. Şimdi 1U  ve 

2U  sırasıyla, W ’da 



WW gg NN  uzaylarının tümleyen uzayları olsun. Burada, W  ve 

W  sırasıyla 






 
  ,,  ve 







 
  ,,  tiplerinde olsunlar. Bu durumda, 

21 UUU  , V ’nin 






 



   ,v  tipinde dejenere olmayan bir alt uzayıdır öyle 

ki, 



UN

W
g  olur. U  dejenere olmadığından 

W
gN , U ’de tamamen dejenere 

olduğundan, Yardımcı Teorem 2.1.2.2. ye göre  vyxuyxu   .,..,111  kümesi 

W
gN ’nin bir bazı olacak şekilde 



 Uyxyx  ,.,..,, 11  ortonormal vektörleri vardır. 

   yxyx ,.,..,, 11  kümesi U  uzayını gerer. Eğer böyle olmasaydı, null olmayan bir 



 12 

Uz  olurdu öyle ki,    yxyx ,.,..,, 11  kümesine ortogonal olurdu. Fakat, bu 

durumda,  WWz  olduğu elde edilirdi. Bu ise WW  uzayının tamamen dejenere 

olmasıyla çelişir. Bu yüzden, 21 UUUV    olup, vv    ve 

 





   olduğu bulunur. Böylece   vv  ve 



    

ifadeleri elde edilir.  

Önerme 2.1.2.2. Eğer W ,   ,  tipinde dejenere olmayan bir  gV ,  uzayının 








 
  ,,  tipinde bir alt uzayı ise, 


WWN

W
g  olur ve buradan da 

W
gN ’nin 

   ,, v  tipinde olduğu elde edilir [6]. 

İspat. 
WgNWW    olduğundan, Yardımcı Teorem 2.1.2.1,  Önerme 2.1.2.1 ve 

      WWWWWW dimdimdimdim  

şartından  

 



















WgN

WW



dim

 

dır. 

Böylece,  
WgNWW  olduğundan,   WWN

Wg  ifadesi bulunur. Buradan, 



WgN ’nin    ,, v  tipinde olduğu görülür. 

2.1.3. Dejenere Olmayan Bölüm Uzayları 

W , V  bir alt uzayı olsun. Vx  için, eğer Wyx   oluyorsa, x  W  modülüne göre 

Vy ’ye denktir denir ve  Wyx mod  ile gösterilir.  Wyx mod  ifadesi V  

üzerinde bir denklik bağıntısıdır ve WVV /  denklik sınıflarının kümesi bir vektör 
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uzayı yapısı oluşturur öyle ki, VV  :  doğal izdüşümü lineerdir. Burada  x , x ’i 

içeren denklik sınıfıdır. Ayrıca, WVV dimdimdim   ifadesi sağlanır [8]. 

Tanım 2.1.3.1.  gV , ,   ,,  tipinde olsun.  gV , ’nin  gV ,  dejenere olmayan 

bölüm uzayı, Vyx ,  olmak üzere gNVV /  ve    yxgyxg ,,   ile tanımlanır. 

Burada   xx   ve   yy   şeklindedir [6].  

g  iyi tanımlı ve   ,  olduğu gösterilsin. Bunun için, ilk olarak,     xxx   ve 

    yyy   olacak şekilde Vyyxx  ,,,  verilsin. Bu durumda, uxx   ve 

 yy  olacak şekilde gNu ,  vardır. Buradan, 

       yxgyuxgyxgyxg  ,,,,   olur. Yani, x  ve y ’nin temsillerinin 

seçiminden bağımsızdır. Ayrıca g  dejenere değildir.   0, yxg  şartını sağlayan  

gNx  için bir Vy  vardır, yani   xx   ve   yy   şartını sağlayan her Vy   

  0, yxg  olur. Açıkça, g    ,  tipindedir. 

 gV , ,   ,,  tipinde bir iç çarpım uzayı ve  gV ,  de  gV , ’nin dejenere olmayan 

bölüm uzayı olsun. gN ’nin V  içindeki bir W  tümleyen uzayına, V ’nin geometrik 

gerçekleşimi denir. Gerçekten, Wg ’nin dejenere olmadığı ve VW
W

 :  lineer bir 

izometri olduğu kolayca görülebilir.  

Tanım 2.1.3.2.  gV , ,   ,,  tipinde ve W  da V ’nin bir alt uzayı olsun. Bu 

durumda,  

(a)   xxW   ve   yyW   şartını sağlayan her Wyx ,  için 
WgNWW /  ve 

   yxgyxg WW ,,   olmak üzere,  WgW , ’ye  WgW , ’nin dejenere olmayan bölüm 

uzayı denir. Burada WWW  :  doğal izdüşümdür [6].  

(b)   xx
W

   ve   yy
W

   şartını sağlayan her Wyx,  için 
WgNWW /   ve 

   yxgyxg
WW

,,    olmak üzere,  



W
gW , ’ye W ’nın dejenere olmayan ortogonal 

bölüm uzayı denir. Burada 
   WW

W
:  doğal izdüşümdür [6].  

(c)   xx
WgN

   ve   yy
WgN

   şartını sağlayan her 


WgNyx,  için 
WWW ggg NNN /
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ve    yxgyxg
WgWg NN

,,    olmak üzere,  



Wg
W N

g gN , ’ye W ’nın dejenere olmayan tam 

bölüm uzayı denir. Burada 
   WW

Wg
ggN

NN:  doğal izdüşümdür [6]. 

Yorum 2.1.3.1. Önerme 2.1.2.1 ve Önerme 2.1.2.2. göz önüne alınırsa, eğer W  








 
  ,,  tipinde ve  gV ,  de   ,  tipinde dejenere olmayan ise, bu durumda 

 WgW , ,  



W
gW ,  ve  



Wg
W N

g gN ,  uzayları da dejenere değildir ve sırasıyla 






 
  , , 








 
   ,v  ve    ,v  tiplerindedir. Ayrıca 

 WWN
Wg  

şeklinde yazılabilir [6]. 

2.1.4. Dejenere Olmayan İç Çarpım Uzayları Üzerinde Tanımlı Bilineer Formlar 

 gV , ,   ,  tipinde dejenere olmayan ve b  de V  üzerinde tanımlı bilineer form 

olsun. Eğer 0  veya 0  ise,  xxb ,  birim vektörler kümesi üzerinde sınırlıdır. Bu 

durumda, eğer her Vx  birim vektörü için   Rxxb ,  ise,    yxgyxb ,,    

yazılabilir. 1  ve 1  olduğu zaman aşağıdaki durumlar ortaya çıkar [6].  

Teorem 2.1.4.1.  gV , ,  1,1    tipinde dejenere olmayan ve b  de V  üzerinde 

tanımlı bilineer form olsun. 

(a) Eğer her Vu  null vektörü için   0, uub  ise, Rgb   ,  olur. 

(b) Eğer her Vx  timelike birim vektörleri veya her Vx  spacelike birim vektörleri 

için   Rdxxb ,  ise, Rgb   ,  olur.   

(c) Eğer her Vx  timelike birim vektörleri veya her Vx  spacelike birim vektörleri 

için   Rdxxb  1,  ve her Vy  timelike birim vektörleri veya her Vy  spacelike 

birim vektörleri için   Rdyyb  2,  ise, Rgb   ,  olur [11]. 

İspat. (a) Vx  timelike ve Vy  spacelike vektör olsun.  

         yygtyxtgxxgtyxtyxgtp ,,2,, 2  

ve  

         yybtyxtbxxbtyxtyxbtq ,,2,, 2  
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kuadratik polinomları göz önüne alınsın. x  timelike ve y  spacelike olduğundan p , 

21 0 tt   şeklinde iki farklı köke sahiptir ve kökler çarpımı 
 
 yyg

xxg
tt

,

,
. 21   dir. Ayrıca, 

ytx 1  ve ytx 2  null vektörler olduğundan 1t  ve 2t  q ’nun da iki farklı köküdür ve 

 
 yyb

xxb
tt

,

,
. 21   olur. Böylece, 

 
 

 
 yyb

xxb

yyg

xxg

,

,

,

,
  olup 

 
 

 
 

R
yyg

yyb

xxg

xxb
 

,

,

,

,
. Bu ifade, 

Vy  spacelike vektörü ve Vx  timelike vektörü (vs.) için sağlandığından, her null 

olmayan Vz  vektörü ve ayrıca Vu  null vektörü için    zzgzzb ,,   eşitliği elde 

edilir. Polarizasyon eşitliğinden gb   olduğu görülür. 

(b) u  ve w  V ’de,  
2

1
, wug  şartını sağlayan null vektörler olsun. Bu durumda her 

0t  için   ttwu /  timelike bir birim vektör olur. Buradan,  

  dtwutwub
tt

twu

t

twu
b 







 
,

1
,  

olur ve böylece her 0t  için   dtwutwub  ,  olduğu görülür.  0t  için limit 

alınırsa   0, uub  elde edilir. Bu ise,   0, uub  olduğunu verir. (a) şıkkı göz önüne 

alınırsa, gb   olur.  

(c) u  ve w  V ’de,  
2

1
, wug  şartını sağlayan null vektörler olsun. Bu durumda her 

0t  için   ttwu /  ve   ttwu /  vektörleri sırasıyla, timelike ve spacelike birim 

vektörler olur. Buradan  

  1,
1

, dtwutwub
tt

twu

t

twu
b 







 
 

ve   

  2,
1

, dtwutwub
tt

twu

t

twu
b 







 
 

olur , böylece   1, dtwutwub   ve   2, dtwutwub   elde edilir.  0t  için 

limit alınırsa   0, uub  ve   0, uub  olup   0, uub bulunur. (a) şıkkı göz önüne 

alınırsa, gb   olur.      
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2.1.5. Dejenere Olmayan Reel İç Çarpım Uzayları Üzerindeki Eğrilik Benzeri 

Çok Lineer Fonksiyonlar 

Bu bölüm boyunca,  gV ,  n -boyutlu   ,  tipinde dejenere olmayan bir uzay ve 

RVVVVG :  de V  üzerinde tanımlı çok lineer bir fonksiyon olarak alınacaktır.  

Tanım 2.1.5.1. V  üzerinde tanımlı G  çok lineer fonksiyonu eğer her Vzyx ,, için 

aşağıdaki özellikleri sağlarsa G ’ye eğrilik benzeri fonksiyon denir.  

(a)      zvyxGvzxyGvzyxG ,,,,,,,,,     

(b)       0,,,,,,,,,  vyxzGvxzyGvzyxG  (1. Bianchi özdeşliği)  

(c)    yxvzGvzyxG ,,,,,,   

Dejenere olmayan bir  gV ,  uzayı üzerinde          vygzxgvxgyzgvzyxG ,,,,,,,0   

şeklinde tanımlı 0G  eğrilik benzeri çok lineer fonksiyona,  gV , ’nin temel eğrilik 

benzeri çok lineer fonksiyonu denir [6]. 

Tanım 2.1.5.2. G ,  gV ,  üzerinde tanımlı çok lineer bir fonksiyon olsun. Her 

Vzyx ,,  ve Vv  için     vzyxGvzyxRg G ,,,,,,   şeklinde tanımlı 

VVVVRG :  çok lineer fonksiyonuna G ’nin eğrilik tensörü denir [6]. 

g  dejenere olmadığından, GR  iyi tanımlıdır.   RVzyxG :.,,,
#

, V ’da bir lineer 

fonksiyonel olduğundan,    #.,,,, zyxGzyxRG   elde edilir. Burada, VV :#  

dönüşümü VV:b  musiki izomorfizminin tersidir. Ayrıca,  gV ,  üzerindeki G  

eğrilik benzeri çok lineer bir fonksiyonun GR  eğrilik tensörü aşağıdaki özellikleri 

sağlar.          

(a)    zxyRzyxR GG ,,   

(b)       0,,,  yxzRxzyRzyxR GGG  (1. Bianchi özdeşliği) 

Tanım 2.1.5.3. Dejenere olmayan bir  gV ,  uzayının temel eğrilik benzeri çok lineer 

fonksiyonunun      yzxgxyzgyxR ,,,0   eğrilik tensörüne  gV , ’nin temel eğrilik 

tensörü denir [6].  

 gV , ’nin 2 -boyutlu bir P  alt uzayına  gV , ’de bir düzlem denir. P  düzlemi, 
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sırasıyla  , ,  , ,  , ,  0,0 ,  ,0  veya  ,0  ile gösterilen  0,2,0 ,  2,0,0 , 

 1,1,0 ,  0,0,2 ,  0,1,1  veya  1,0,1  tiplerinde olabilir. Bunların her birine P ’nin işareti 

denir [6]. 

Yardımcı Teorem 2.1.5.1. RVVQ : , her Vyx ,  için  

         20 ,,,,,,, yxgyygxxgxyyxGyxQ   

şeklinde dejenere olmayan  gV ,  uzayı üzerinde tanımlı bir fonksiyon olsun. Bu 

durumda,  yxspanP ,  düzleminin dejenere olmaması için gerekli ve yeterli koşul 

  0, yxQ  olmasıdır. Ayrıca, P ’nin işaretinin  ,  veya  ,  olması için gerekli ve 

yeterli koşul   0, yxQ  olmasıdır ve P ’nin işaretinin  ,  olması için gerekli ve 

yeterli koşul ise   0, yxQ ’dir [6].  

İspat. İlk olarak, Q ’nun işaretinin P ’nin baz seçiminden bağımsız olduğu 

gösterilecektir. Bunun için  yx ,  ve  yx, , P ’nin iki bazı olsun. Bu durumda, 

0bcad  olmak üzere, byaxx   ve dycxy   yazılabilir. Buradan, basit bir 

hesaplamayla,      yxQbcadyxQ ,,
2

  olduğu görülebilir. Şimdi, P ’nin dejenere 

olmadığı ve  yx, ’nin P ’nin ortonormal bir bazı olduğu varsayılsın. Bu durumda, 

      0,,,  yygxxgyxQ  olur. Özel olarak, P ’nin işaretinin  ,  veya  ,  olması 

için gerekli ve yeterli koşul   0, yxQ  olmasıdır. P ’nin işaretinin  ,  olması için 

gerekli ve yeterli koşul ise   0, yxQ ’ın sağlanmasıdır. Tersine, P  dejenere ve P ’nin 

ortonormal bir bazı  yx,  ise, bu durumda   0, yxQ  olur. Burada, x  veya y  null bir 

vektördür. 

Yorum 2.1.5.1. Eğer Vyx , ve   0, yxQ  olması için gerekli yeterli koşul ya 

 yx, ’nin gerdiği düzlem dejenere olmalıdır ya da x  ve y  lineer bağımlı olmalıdır [6].  

Tanım 2.1.5.4. G , dejenere olmayan bir  gV ,  uzayı üzerinde tanımlı eğrilik benzeri 

çok lineer fonksiyon ve P  de V ’nin dejenere olmayan bir düzlemi olsun. Bu durumda, 

P ’nin G ’ye bağlı eğriliği  PG ,  yx,  P ’nin bir bazı olmak üzere 

 
 
 yxQ

xyyxG
PG

,

,,,
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şeklinde tanımlanır[6].  

Bir düzlemin eğriliği iyi tanımlıdır. Eğer,  yx ,  ve  yx,  P ’nin iki bazı ise, bu 

durumda 0bcad  olmak üzere, byaxx   ve dycxy   yazılabilir. Buradan, 

basit bir hesaplama ile      xyyxGbcadxyyxG ,,,,,,
2

  olduğu görülebilir. Bu ise, 

     yxQbcadyxQ ,,
2

  olduğundan  PG ’nin P ’nin baz seçiminden bağımsız 

olduğunu gösterir [6].  

Tanım 2.1.5.5. G , dejenere olmayan bir  gV ,  uzayı üzerinde tanımlı eğrilik benzeri 

çok lineer bir fonksiyon olsun. Eğer V ’deki her dejenere olmayan P  düzleminin 

eğriliği   CPG   oluyorsa,  gV ,  uzayına G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe sahiptir 

denir [6].  

Teorem 2.1.5.1. G , dejenere olmayan bir  gV ,  uzayı üzerinde tanımlı eğrilik benzeri 

çok lineer bir fonksiyon olsun. Bu durumda  gV , ’nin G ’ye göre sabit eğriliğe sahip 

olması için gerekli ve yeterli koşul 0CGG   veya denk olarak 0CRR   olmasıdır ([7], 

[9]).  

İspat. Eğer 0CGG   ise, bu durumda her dejenere olmayan P  düzlemi için   CPG   

olduğu aşikardır. Tersine, 0CGGG   olsun. Dejenere olmayan her P  düzlemi için 

  CPG   olduğundan,   0, yxQ  olacak şekildeki her Vyx ,  için   0,,,  xyyxG  

olur. Şimdi,   0, yxQ  olacak şekilde Vyx ,  olsun. Keyfi n  için,   0, yxQ  olmak 

üzere, xxn  , yyn   vektör dizileri verilsin. Buradan,  yxQ , ’nin çözüm kümesinin 

herhangi bir açık alt küme içermeyen ve değişkenleri x  ve y  olan bir polinom olduğu 

görülür. Böylece,   0,,, 
nnnn xyyxG  ve G  sürekli olduğundan,   0, yxQ  olacak 

şekildeki her Vyx ,  için   0,,,  xyyxG  olur. Bu durumda, her Vyx ,  için 

  0,,,  xyyxG  olduğu görülür. Fakat bu 0G , eğrilik benzeri çok lineer 

fonksiyonlar için çok bilinen bir özelliktir [20]. Bu ise, 0CGG   olduğu anlamına gelir.  

Şimdi, bu durum Cartan’ın sabit kesitsel eğriliğe sahip dejenere olmayan  gV ,  uzayına 

bağlanarak genelleştirilecektir.  
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Teorem 2.1.5.2. G , dejenere olmayan bir  gV ,  uzayı üzerinde tanımlı eğrilik benzeri 

çok lineer bir fonksiyon olsun. Eğer null olmayan her Vzyx ,,  için   0,,, xzyxG  

ise,  gV ,  uzayı da G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe sahip olur [9]. 

İspat. Bu teorem aşağıda ifade edilen dört adımda ispatlanacaktır. 

Adım 1: Bu teoremin hipotezi, her Vzyx ,,  için      zxspanyxspan GG ,,    

olduğunu vurgular. 

Adım 1’in İspatı: Birinci Durum:    zzgyyg ,,  . 122  sc  olacak şekilde her 

Rsc ,  ve szcyy  , czsyz   olsun. zyx ,,  null olmayan ortonormal 

vektörlerdir ve böylece 122  sc  olacak şekilde her Rsc ,  için    

 

       

    xzzxGxyyxGcs

xzzxscGxyzxGsxzyxGcxyyxcsG

xzyxG

,,,,,,

,,,,,,,,,,,,

,,,0

22







 

olur. Buradan,    xzzxGxyyxG ,,,,,,   olup, bu ise      zxspanyxspan GG ,,    

olduğu anlamına gelir.   

İkinci Durum:    zzgyyg ,,  . 122  sc  olacak şekilde her Rsc ,  ve 

szcyy  , czsyz   olsun. zyx ,,  null olmayan ortonormal vektörlerdir ve 

böylece 122  sc  olacak şekilde her Rsc ,  için birinci durumdakine benzer olarak    

      xzzxGxyyxGcsxzyxG ,,,,,,,,,0   

olur. Bu durumda,    xzzxGxyyxG ,,,,,,   olur. Buradan, 

     zxspanyxspan GG ,,    elde edilir. 

Adım 2:  zx,  ve  wx,  sırasıyla dejenere olmayan 1P  ve 2P  düzlemlerinin ortonormal 

birer bazı olsun. Eğer  wzspan ,  dejenere değilse,    21 PP GG    olur. 

Adım 2’nin İspatı:  wzspanP ,3   ve  wz ,  3P ’ün ortonormal bir bazı olsun. Bu 

durumda, wxz ,,  null olmayan ortonormal vektörler olduğundan, adım 1’den 

   31 PP GG    bulunur. Benzer olarak,    32 PP GG    olur. Böylece 

   21 PP GG    elde edilir.  

Adım 3: Eğer 1P  ve 2P  arakesitleri dejenere olmayan vektör uzayı olan birer dejenere 

olmayan düzlem ise, bu durumda    21 PP GG    olur.           
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Adım 3’ün İspatı: wzx ,,  adım 2’deki gibi verilsin ve 21 PPx   olsun. Eğer 

 wzspan ,  dejenere değilse (yani 3dim  Vn  olma durumu), adım 2’den 

   21 PP GG    olduğu görülür.  wzspan , ’nın dejenere olduğu varsayılsın (ve böylece 

4n  olur). Şimdi, aşağıdaki şartları sağlayan bir y  birim vektörünün var olduğu 

gösterilebilirse, adım 2’den         wxspanyxspanzxspan GGG ,,,    olur ve 

böylece    21 PP GG    elde edilir.  

(i)   0, yxg   

(ii)  yzspan ,  ve  ywspan ,  dejenere değildir. 

Böyle bir y  vektörü için, wz,  null olmayan birim vektörler olduğundan,  wzspan ,  

dejenere düzlemi için bir  vu,  ortonormal tabanı vardır öyle ki, u  null ve v  bir birim 

vektördür. x , u  ve v , V ’nin 3 -boyutlu bir dejenere uzayını gerdiğinden dolayı, bir 

Vy  birim vektör seçilebilir öyle ki, y ,  vxspan , ’ye ortogonaldir ve   0, uyg  

olur. Bu durumda, her Rt  için aşağıdaki ifadeler hesaplanabilir.  

(1)      .,2,, uytgyygtuytuyg   

(2)    yzgtuyzg ,,  , çünkü   0, uzg ’dır. 

(3)    ywgtuywg ,,  , çünkü   0, uwg ’dır. 

(4)                .,,2,,,,,,
22

zzguytgyzgyygzzgtuyzgtuytuygzzg    

(5)                .,,2,,,,,,
22

wwguytgywgyygwwgtuywgtuytuygwwg   

(1), (4) ve (5) eşitliklerinin sol tarafındaki t ’nin sıfırdan farklı seçilebileceği açıktır. Bu 

durumda, tuy   x ’e dik olan null olmayan bir vektördür ve Yardımcı Teorem 

2.5.1.’den  tuyzspan ,  ve  tuywspan ,  dejenere olmadığı görülür. Şimdi y , 

tuy   yönünde bir birim vektör olarak seçilirse ispat tamamlanmış olur.  

Teoremin İspatı. 1P  ve 2P , V ’de dejenere olmayan düzlemler olsun.    21 PP GG    

olduğu gösterilecektir.  yx,  ve  vu,  sırasıyla 1P  ve 2P  düzlemlerinin ortonormal birer 

bazı olsun. Eğer  uxspan , ,  vxspan , ,  uyspan ,  ve  vyspan ,  düzlemlerinden biri 

olan 3P  düzlemi dejenere değilse, Adım 3’e göre      231 PPP GGG    olduğu 

görülür. Dolayısıyla,  uxspan ,  ve  vxspan ,  dejenere olduğu varsayılsın ve 2P ’nin 
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 vu,  bazı  ww ,  ortonormal bazı ile değiştirilsin öyle ki,  wxspan ,  dejenere olmasın. 

Bunun için svcuw   olsun.   0, vug  olduğundan ve Yorum 2.1.5.1.’den  uxspan ,  

ve  vxspan ,  dejenere olur. Bu durumda 

         vxguxcsgxwgwwgxxg ,,2,,,
2

  

olduğu görülür. vux ,,  birim vektörler olduğundan,  uxg ,  ve  vxg ,  sıfırdan farklı 

olmak zorundadır. Çünkü,  uxspan ,  ve  vxspan ,  dejenere düzlemlerdir. Benzer 

olarak, c  ve s  sıfırdan farklı iseler, yukarıdaki eşitliğin sol tarafı sıfır değildir. Böylece, 

Yardımcı Teorem 2.1.5.1.’den  wxspan ,  düzleminin dejenere olmadığına ulaşılır. 

Uygun c  ve s  seçilerek,   1, wwg  olması sağlanabilir. Şimdi, w  2P ’de w ’ya dik 

olan bir birim vektör olsun. Bu durumda, üçüncü adımdan 

    

  

    2

1

,

,

,

Pwwspan

wxspan

yxspanP

GG

G

GG













 

ifadesi elde edilir. 

Şimdi,  1,1    tipindeki dejenere olmayan  gV ,  uzayı için Teorem 2.1.5.2.’nin 

kovaryantı verilecektir.  

Yardımcı Teorem 2.1.5.2.  gV ,   1,1    tipindeki dejenere olmayan bir uzay ve 

G , V  üzerinde tanımlı eğrilik benzeri çok lineer bir fonksiyon olsun. Eğer Vz  sabit 

bir vektör ise, aşağıdaki ifadeler denktir.  

(a) Vzyx ,,  ortonormal ve     1,,  yygxxg  olduğunda   0,,, xzyxG  olur.        

(b) Vzyx ,,  ortonormal ve     1,,  yygxxg  olduğunda   0,,, yzyxG  olur. 

Ayrıca, (a) ve (b)’deki şartlar     1,,  yygxxg  veya     1,,  yygxxg  şeklinde 

de olabilir [6].   

İspat. :)()( ba   122  sc  olacak şekilde Rsc ,  olsun. sycxx   ve cysxy   

sırasıyla, timelike ve spacelike vektörler olsun ve     0,,  yzgxzg  sağlansın. 

Böylece,   0,,,  xzyxG  olduğundan,   0,,, yzyxsG  olur. 0s  olduğu için 

  0,,, yzyxG  bulunur. 

:)()( ab   Benzer şekilde gösterilebilir. 
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Yardımcı Teorem 2.1.5.3.  gV ,   2,2    tipindeki dejenere olmayan bir uzay 

ve G , V  üzerinde tanımlı eğrilik benzeri çok lineer bir fonksiyon olsun. Eğer Vyx ,  

ortonormal ve     1,,  yygxxg  ise aşağıdaki ifadeler denktir.  

(a)     0,,  yzgxzg  ve   1, zzg  olduğunda   0,,, xzyxG  olur.        

(b)     0,,  ywgxwg  ve   1, wwg  olduğunda   0,,, xwyxG  olur.  

Burada Vwz , ’dir. Ayrıca     1,,  yygxxg  şartı,     1,,  yygxxg  şartı veya 

    1,,  yygxxg  şartıyla yer değiştirebilir [6].  

İspat. :)()( ba   Verilen bir w  için, (b)’deki gibi   1, zzg  ve 

      0,,,  wzgyzgxzg  olacak şekilde bir Vz  seçilebilir. 122  sc  olacak 

şekilde Rsc ,  ve swczz   olsun. Bu durumda,   1,  zzg  ve 

    0,,  yzgxzg  olur. Böylece, 

     

 xwyxsG

xwyxsGxzyxcGxswczyxG

,,,

,,,,,,,,,0




 

eşitliği elde edilir. 0s  olduğu için,   0,,, xwyxG  ifadesi elde edilir.  

:)()( ab   Benzer şekilde yapılabilir. 

Teorem 2.1.5.3.  gV ,   1,1    tipindeki dejenere olmayan bir uzay ve G , V  

üzerinde tanımlı eğrilik benzeri çok lineer bir fonksiyon olsun. Eğer 

    1,,  yygxxg  şeklindeki null olmayan her ortonormal Vzyx ,,  için 

  0,,, xzyxG  ise,  gV , , G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe sahiptir. Ayrıca, 

    1,,  yygxxg  koşulu,     1,,  yygxxg  veya     1,,  yygxxg  koşulları 

ile yer değiştirilebilir. Öte yandan, Yardımcı Teorem 2.1.5.3.’e göre z  sadece timelike 

vektör veya sadece spacelike vektör seçilirse,  gV ,   2,2    tipinde olur [6].  

İspat. Yardımcı Teorem 2.1.5.2.’ye göre teoremin varsayımı,     1,,  xxgzzg  

şeklindeki null olmayan her Vzyx ,,  ortonormal vektörleri için   0,,, xyxzG  

olmasına denktir. Şimdi, Vzyx ,, ,     1,,  yygxxg  şartını sağlayan null olmayan 

ortonormal vektörler olsun.     1,,  yygxxg  için de benzer şekildedir. Eğer z  

timelike ise,   0,,, xyxzG  olur. Buradan, birinci Bianchi eşitliğinden  
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0

,,,

,,,,,,,,,







xyxzG

xyxzGxxzyGxzyxG

 

elde edilir. Eğer z  spacelike ise,       0,,,  zvgyvgxvg  olacak şekilde bir v  

birim timelike vektör seçilir. Bu durumda, 122  sc  şeklindeki Rsc ,  için, sycv   

ve x  sırasıyla, ortonormal timelike ve spacelike vektörler olurlar. Böylece, v  ve x  

sırasıyla ortonormal timelike ve spacelike vektörler olduklarından dolayı,      

 

   

 xzxysG

xzxysGxzxvcG

xzxsycvG

,,,

,,,,,,

,,,0







 

olduğu görülür. 0s  olduğu için,   0,,, xzxyG  olur. Bu ise,   0,,, xzyxG  olduğu 

anlamına gelir. Böylece, null olmayan her ortonormal Vzyx ,,  için   0,,, xzyxG  

olur ve Teorem 2.1.5.2. göz önüne alınırsa,  gV , ’nin, G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe 

sahip olduğu elde edilir. 

Şimdi, eğer dejenere olmayan  gV ,  uzayı  0,  veya  0,  tipinde ise, V ’deki 

düzlemlerin kesitsel eğriliğinin sınırlı olduğu gösterilecektir. Bu durum için, 

 1,1    tipindeki  gV ,  uzayı göz önüne alınacaktır. 

Teorem 2.1.5.4.  gV ,   1,1    tipindeki dejenere olmayan bir uzay ve G , V  

üzerinde tanımlı eğrilik benzeri çok lineer bir fonksiyon olsun.  

(a) Eğer,  , ,  ,  veya  ,  işaretlerinden birine sahip olan her P  düzlemi için, 

  RkPG   oluyorsa,  gV , , G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe sahiptir.  

(b) Eğer,  ,  ve  ,  veya  ,  ve  ,  işaretlerinden birine sahip olan her P  

düzlemi için,   RkPG   veya   RkPG   oluyorsa,  gV , , G ’ye göre sabit 

kesitsel eğriliğe sahiptir [6].  

İspat. Eğer 2dim V  ise, teorem doğrudur. 2dim V  olduğu varsayılsın ve  gV ,  

 2,1    olsun.        

(a) Vx  spacelike birim vektör olsun. Bu durumda,   xspan   1,   tipinde olur. 

  xspan  üzerinde,    xvzxGvzb ,,,,   şeklinde bir bilineer form tanımlansın.  ,  



 24 

işaretli her düzlem için   RkPG   olduğundan her timelike birim    xspany  

vektörü için     kxyyxGyyb  ,,,,  olur. Buradan, Teorem 2.1.4.1.’in (b) şıkkı göz 

önüne alınırsa    vzgvzb ,,  , R  olduğu görülür. Böylece, her ortonormal 

   xspanvz,  için    vzgxvzxG ,,,,   olur. Son olarak, Teorem 2.1.5.3.’ten 

 gV , ’nin, G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe sahip olduğu elde edilir. 

(b) Bir önceki şıkta yapıldığı gibi, Vx  spacelike birim vektör ve   xspan  üzerinde, 

   xvzxGvzb ,,,,   olsun.  ,  veya  ,  işaretli her düzlem için   RkPG   

olduğundan her spacelike birim    xspany  vektörü için     kxyyxGyyb  ,,,,  

ve her timelike birim    xspanw  vektörü için     kxwwxGwwb  ,,,,  olur. Bu 

durumda, her ortonormal    xspanvz,  için, Teorem 2.1.4.1.’in (c) şıkkından 

    0,,,,  vzgxvzxG   olur. Son olarak, Teorem 2.1.5.3. göz önüne alınırsa,  gV , , 

G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe sahip olur. 

Eğer,  gV , , G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe sahipse, 0CGG   olduğundan 

  0, vuQ  olacak şekildeki her Vvu ,  için   0,,, uvvuG  olur. Şimdi bunun tersi 

araştırılacaktır .  

 ,0  veya  ,0  işaretlerine sahip olan düzlemlerin kesitsel eğriliği tanımlı değildir. 

Ancak bu tarz düzlemler üzerinde, G  eğrilik benzeri çok lineer fonksiyonun sıfır 

olması, bu düzlemlerin G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe sahip olduğunu gösterir. Eğer 

 yx, ,  ,0  veya  ,0  işaretlerine sahip P  düzleminin bir bazı ise   0,,, xyyxG  

olması, P 'nin bir ortonormal  wu,  tabanı için   0,,, uwwuG  olmasına denktir.  

Teorem 2.1.5.5.  gV ,   2,1    veya  1,2    tipindeki dejenere olmayan 

bir uzay ve G , V  üzerinde tanımlı eğrilik benzeri çok lineer bir fonksiyon olsun. 

 yxspanP ,   ,0  veya  ,0  işaretlerine sahip bir düzlem olmak üzere, eğer her 

Vyx ,  için   0,,, xyyxG  ise, bu durumda  gV , , G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe 

sahip olur [6]. 

İspat. Teorem 2.1.5.4.’ün (a) şıkkının ispatında olduğu gibi, x  bir spacelike birim 
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vektör ve    xvzxGvzb ,,,,  ,   xspan  üzerinde bilineer form olsun. Bu durumda 

her null    xspanu  vektörü için     0,,,,  xuuxGuub  olur ve Teorem 2.1.4.1.’in 

(a) şıkkından her ortonormal    xspanvz,  için       0,,,,,  vzgxvzxGvzb   

elde edilir. Böylece, Teorem 2.1.5.3.’ten,  gV , ’nin, G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe 

sahip olduğu bulunur.  

Bu durumda,  0,0  işaretine sahip her  vuspanP ,  düzlemi için   0,,, uvvuG  

olması, G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe sahip olacağı anlamına gelip gelmemesi ortaya 

çıkar. Bu her zaman için mümkün değildir. Ancak, bu durumun null izotropiye denk 

olması ilginçtir. 

Tanım 2.1.5.6. G ,  gV ,  üzerinde tanımlı eğrilik benzeri çok lineer bir fonksiyon ve 

GR  de G ’nin eğrilik tensörü olsun. Bu durumda,  gV ,  üzerinde 

    yxzRzTraceyxRic GG ,,   şeklinde tanımlı bilineer formuna G ’nin ricci 

tensörü denir [6]. 

Eğer  nee .,..,1   gV , ’nin ortonormal bir bazı ise, 

          



n

i

iiii

n

i

ii

G

ii

G eyxeGeegeyxeRgeegyxRic
11

,,,,,,,,  

olup, GRic  bir bilineer formdur. Şimdi yukarıdaki tanım kullanılarak, 0G   gV , ’nin 

temel eğrilik benzeri çok lineer fonksiyonu 
00 GRicRic   ifadesi hesaplanacaktır. Bunun 

için, Vx  bir spacelike veya timelike birim vektör olmak üzere ve  neexe .,..,, 21   de 

V ’nin ortonormal bir bazı olsun. Bu durumda,  
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,,,
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şeklinde elde edilir. Böylece, eğer  gV ,   0,  veya  0,  tipinde ise, polarizasyon 

eşitliği  gnRic 10   şekline dönüşür. Ayrıca, eğer  gV ,   1,1    tipinde ise 

Teorem 2.5.1.’in (b) şıkkından yine  gnRic 10   olur. 
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Tanım 2.5.7. G , dejenere olmayan bir  gV ,  üzerinde tanımlı eğrilik benzeri çok lineer 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda, her Vyx ,  için    yxRicyxRicg G

G

,, 











 

 (yani 

   #.,xRicxRic
G




 dir) şeklinde tanımlı VVRic
G




:  lineer operatöre G ’nin Ricci 

operatörü denir. 
G

G RicTraceS


  şeklinde tanımlı RS G   sayısına G ’nin skaler 

eğriliği denir [6]. 

Eğer  nee .,..,1   gV , ’nin ortonormal bir bazı ise 
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şeklinde bulunur. 

Eğer 0G   gV , ’nin eğrilik benzeri temel çok lineer fonksiyonu ise, bu durumda 

 1
00  nnSS G  olur.  

 gV ,   1,1    tipinde dejenere olmayan bir uzay ve Vu  null bir vektör olsun. 

   uu
u

:  izdüşüm dönüşümü olmak üzere,  



u
gu , ,   uspan  dik olan dejenere 

olmayan bölüm uzayıdır. Burada     uspanu  şeklindedir. 

Tanım 2.1.5.8. G , dejenere olmayan  1,1    tipindeki bir  gV ,  üzerinde tanımlı 

eğrilik benzeri çok lineer bir fonksiyon olsun. Vx  için,   xx
u

   olmak üzere, 

  uuxRxR G

u

G

u ,  şeklinde tanımlanan  uuR G

u :  lineer dönüşümüne, 

Vu ’nin G ’ye göre Jacobi operatörü denir. Burada, GR  G ’nin eğrilik tensörüdür [6].  

Her  uspanv  için,    uuxRuuvxR GG ,,   olduğundan G

uR  iyi tanımlıdır. Ayrıca, 

G

uR , u
g ’ye göre self-adjointtir yani,    yRxgyxRg G

uu

G

uu
,,    sağlanır [6]. 



 27 

Tanım 2.1.5.9. G , dejenere olmayan  1,1    tipinde ve boyutu 

3boyV n       olan bir  gV ,  uzayı üzerinde tanımlı eğrilik benzeri çok lineer bir 

fonksiyon olsun. Eğer, bir Vu  null vektörü için, uc R  ve :id u u  birim 

fonksiyon olduğu zaman, G

u uR c id  ise Vu  null vektörüne G ’ye göre izotropiktir 

denir. Eğer her Vu  null vektörü G ’ye göre izotropik ise  gV ,  uzayı G ’ye göre null  

izotropiktir denir [6].  

Yorum 2.1.5.1.  

(a) Eğer  gV ,  uzayının boyutu 3 nboyV  ise, her Vu  null vektörü için  

1uboy  olduğundan  gV ,  null izotropiktir [6].  

(b) Eğer G

u uR c id  ise,  
1

,
2

G

uc Ric u u
n




 olur. 1 2u e e   olacak şekilde  1,..., ne e  

ortonormal baz olsun. Bu durumda,  
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olduğu görülür. Ancak,  
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ve benzer olarak, 

     2 2 2 1 1 2 1 2 2 1, , , , , , , , ,G e u u e G e e e e G e e e e   

olur. Böylece    1 1 2 2, ,g e e g e e   olduğundan  
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olur. Burada, her 3,...,i n  için  i iu
e e  ’dir [6].  

(c) Eğer, G

u uR c id  ise, bu durumda her ux  birim vektörü için 
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   xxgcxuuxG u ,,,,   olur. Tersine, eğer    xxgcxuuxG u ,,,,   ise, bu durumda her 

ux  spacelike veya timelike birim vektörü için G

u uR c id  olur. Bunu göstermek 

için, b  u  üzerinde    yxRgyxb G

uu
,,   şeklinde tanımlı bilineer form olsun. 

Buradan,   xx
u

   olacak şekildeki her ux  timelike veya spacelike birim vektörü 

için           xxgcxxgcxuuxGxxRgxxb
uuu

G

uu
,,,,,,,    ifadesi bulunur. 

Teorem 2.1.4.1.’in (b) şıkkından    yxgcyxb
uu ,,   olup, idcR u

G

u   ifadesi elde 

edilir [6].  

(d) Eğer  gV ,   2,2    tipinde ise, idcR u

G

u   olması için gerekli ve yeterli koşul 

her uv  için   0,,, vuuvG  olmasıdır. Önermenin gereklilik koşulu açıktır. Şimdi 

yeterlilik şartı gösterilecektir. Bunun için, b  (c) şıkkında olduğu gibi u  üzerinde 

bilineer bir form olsun. Bu durumda,   vv
u

   olacak şekildeki her uv  null 

vektörü için     0,,,,  vuuvGvvb  olur. Böylece, Teorem 2.1.4.1.’in (a) şıkkından, 

   yxgyxb
u

,,   olup, idcR u

G

u   elde edilir. Ayrıca, (c) şıkkındaki   0,,, vuuvG  

şartı,  0,0  işaretine sahip her  vuspanP ,  düzlemi için,  gV ,  uzayının G ’ye göre 

sabit kesitsel eğriliğe sahip olduğunu vurgulamaz [6]. 

Şimdi, null izotropi durumunda, G  eğrilik benzeri çok lineer fonksiyonun g , GRic  ve 

GS  terimleri tanımlanacaktır.  

Tanım 2.1.5.10. G , 3 nboyV  olan dejenere olmayan  gV ,  uzayının eğrilik 

benzeri çok lineer fonksiyonu ve VVVVRG :1  de 

     yzxRicxyzRiczyxR GGG ,,,1   şeklinde tanımlanan üç lineer fonksiyon olsun. 

0R ,  gV ,  uzayının temel eğrilik tensörü olmak üzere,  gV ,  uzayının 1G  eğrilik 

benzeri çok lineer fonksiyonu 

        vzyxRRicvzyxRg
n

vzyxG GG ,,,,
2

1
,,, 0

11 


  

ile tanımlanır [6].  

Yorum 2.1.5.2. Eğer Vu  ve ux  ise,      xxguuRic
n

xuuxG G ,,
2

1
,,,1


  olur. 
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Ayrıca, eğer  gV ,  null izotropik ise, bu durumda Yorum 2.1.5.1’in (b) şıkkından, 

idcR u

G

u   olmak üzere    xxgcxuuxG u ,,,,1   olur [6].  

Teorem 2.1.5.6. 3 n  olmak üzere, G ,  1,1    tipindeki dejenere 

olmayan  gV ,  uzayının eğrilik benzeri çok lineer fonksiyonu olsun. Bu durumda, 

 gV , ’nin G ’ye göre null izotropik olması için gerekli ve yeterli koşul 

  
0

1
21

1
GS

nn
GG G


  olmasıdır [10]. 

İspat. :  Vu  null bir vektör ve ux  spacelike veya timelike birim vektör olsun. 

Bu durumda, Yorum 2.1.5.2.’den ve 

       xxgcxxguuRic
n

xuuxG u

G ,,,
2

1
,,, 


  

olduğundan Yorum 2.1.5.1.’in (c) şıkkı her Vu  null bir vektörü için idcR u

G

u   

olduğu anlamına gelir.  

:  G , V  uzayının 1GGG   şeklinde tanımlanan eğrilik benzeri çok lineer 

fonksiyonu olsun. Bu durumda, Yorum 2.1.5.1. ve 2.1.5.2.’den, Vu  null vektörü ve 

ux  için,   0,,,  xuuxG  olur. Böylece, Teorem 2.1.5.5.’den  gV , ’nin G ’ne göre 

C  sabit kesitsel eğriliğe sahip olduğu görülür. Buradan, Teorem 2.1.5.1.’den 0CGG   

olur. Böylece, geriye sadece GS  ifadesindeki C ’yi belirlemek kalır.  nee ,,1  ,  gV ,  

uzayının ortonormal bir bazı olsun. Bu durumda,  

     

     

     ijjijj

n

ji

ii

ijjijj

n

ji

ii

ijjijj

n

ji

ii

G

eeeeGeegeegC

eeeeGeegeeg

eeeeGeegeegS

,,,,,

,,,,,

,,,,,

0

1,

1

1,

1,



















 

olur. Buradan basit bir hesaplama ile,  

        G

ijjijj

n

ji

ii S
n

n
eeeeGeegeeg

2

12
,,,,, 1

1, 






 

ve 
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       1,,,,, 0

1,




nneeeeGeegeeg ijjijj

n

ji

ii  

elde edilir. Böylece,  

 
 1

2

12





 nCnS

n

n
S GG  

olur ve buradan 
  21 


nn

S
C

G

 olduğu görülür. 

Tanım 2.1.5.11. G , dejenere olmayan bir  gV ,  uzayının eğrilik benzeri çok lineer bir  

fonksiyonu olsun.  gV , ’nin G ’ye göre Weyl çok lineer eğrilik fonksiyonu W  

  
0

1
21

1
GS

nn
GGW GG


  şeklinde tanımlanır. GW ’nin 

GWR  eğrilik tensörü, 

G ’ye göre Weyl eğrilik tensörü olarak adlandırılır [6].  

Sonuç 2.1.5.1. 3boyV  olmak üzere, G ,  1,1    tipindeki dejenere olmayan 

 gV ,  uzayının eğrilik benzeri çok lineer fonksiyonu olsun. Bu durumda,  gV , ’nin 

null izotropik olması için gerekli ve yeterli koşul 0GW  olmasıdır [6].  

İspat. Teorem 2.1.5.6.’dan direkt elde edilir. 

Sonuç 2.1.5.1. 3boyV  olmak üzere, G ,  1,1    tipindeki dejenere olmayan bir  

 gV ,  uzayının eğrilik benzeri çok lineer bir fonksiyonu olsun. Bu durumda, eğer  

 gV ,  null izotropik ise, bu durumda,  gV , ’nin G ’ye göre sabit kesitsel eğriliğe sahip 

olması için gerekli ve yeterli koşul R  olmak üzere, gRicG   olmasıdır [6]. 

İspat. Teorem 2.1.5.6.’dan direk elde edilir.   

2.2. SİNGÜLER YARI RİEMANN MANİFOLDLAR 

M  n -boyutlu bir manifold ve g  TM ’de   ,,  tipinde bir metrik tensör olsun. Bu 

durumda,  ,M g ’ye   ,,  tipinde yarı Riemann manifold denir. Eğer g ,   ,,0  

tipinde ise  ,M g ’ye   ,  tipinde dejenere olmayan yarı Riemann manifold denir. 
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2.2.1. Koszul Türevleri 

Tanım 2.2.1.1.  ,M g ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold olsun. Eğer, 

:D TM TM TM TM     fonksiyonu, her , , ,X Y Z W TM  ve  f C M  

için aşağıdaki özellikleri sağlarsa D ’ye bir Koszul türev denir [6].  

(a)      , , ,X Y X Yg D Z W g D Z W g D Z W    

(b)    , ,fX Xg D Z W fg D Z W  

(c)       , , ,X X Xg D Y Z W g D Y W g D Z W    

(d)         , , ,X xg D fY W X f g Y W fg D Y W   

(e)      , , ,Z ZZg X Y g D X Y g X D Y   

(f)       , , , ,X Yg D Y W g D X W g X Y W   

Şimdi yarı Riemann geometrinin temel yardımcı teoremi ispatlanacaktır. 

Yardımcı Teorem 2.2.1.1.  ,M g ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold olsun. 

Bu durumda,  ,M g ’nin bir Koszul türeve sahip olması için gerekli ve yeterli koşul her 

gU N  için 0UL g   olmasıdır. Burada, L  Lie türevi ve gN  de TM ’nin alt 

demetidir [1]. 

İspat. :  D ,  ,M g  üzerinde bir Koszul türev olsun. Bu durumda, eğer gU N  ve 

,X Y TM  ise 

         

     

     

   

       

( , ) , , , , ,

, , ,

, , ,

, ,

, , , ,

0

U

U U U

X U Y

X Y

X Y

L g X Y Ug X Y g U X Y g X U Y

g D X Y g X D Y g D X Y

g D U Y g X D Y g X D U

g D U Y g X D U

Xg U Y g U D Y Yg X U g D X U

  

  

  

 

   



 

olduğu bulunur.  

:  Her gU N  için 0UL g   olduğu varsayılsın. ,X Y TM  olsun ve M  üzerinde 

,X Y  1-dış formu aşağıdaki şekilde tanımlansın.  
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        .,,,,,,

,,,
2

1
,

WYXgXWYgYXWg

YXWgXWYgWYXgWYX




 

Bu eşitlik Koszul formülü olarak adlandırılır. Bu durumda, eğer gU N  ise  

         

  

0

,

,,,,,,







YXgL

YUXgXUYgYXUgU

U

YX

 

olduğu görülür.  

Bu durumda, TM ’nin bir YDX  diye adlandırılan bir kesiti vardır öyle ki, 

  YX

b

XYD ,  şeklinde ifade edilir.  gM ,  üzerinde D  ile belirlenen bu yönteme 

Koszul türev denir. Dolayısıyla, Tanım 2.2.1.1.’deki tanımları sağlar. Burada, bu 

özelliklerden (d) şıkkındaki özellik gösterilecektir. Eğer TMWYX ,,  ve  

 MCf   ise 
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,,,,

,,,
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,,,

,,,,
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,,,,

,,,,2

WYDfgWYgfX

WYXg

XWYgYXWg

YXWgXWYgWYXgf

WYgfX

WYXfgYXgfW

XWYfgYXWfg

YWgfXYXfWg

YXgfWXWfYg

WYfXgWYgfX

WfYXg

XWfYgfYXWg

fYXWgXWfYgWfYXgWfYDg

X

X



























 

bulunur.  

Tanım 2.2.1.2. Eğer her gNU   için 0gLU  ise,   ,,  tipindeki yarı Riemann 

bir  gM ,  manifoldu durağandır denir [6].  

Yardımcı Teorem 2.2.1.2.  gM ,    ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold 

olsun. Bu durumda, 
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(a) gN  integrallenebillirdir. 

(b) Eğer D ,  gM ,  üzerinde bir Koszul türev ise, her gNU   ve TMX   için 

gX NUD   olur [6]. 

İspat. (a) gNUU 21,  olsun. Bu durumda her TMX   için  

      
   XDUgXUgU

XUDgXUDgXUUg

U

UU

1

21

,,

,,,,

221

1221




 

   
0

,,
2112



 XDUgXUgU U
 

olur. Böylece,   gNUU 21,  olduğu anlaşılır.  

(b) gNU   ve TMX   olsun. Bu durumda her TMW   için  

     

0

,,,



 WDUgWUXgWUDg XX
 

olur. Bu ise gX NUD   olduğu anlamına gelir. 

Önerme 2.2.1.1.  gM , ,    ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold ve D  ve 

D  de  gM ,  üzerinde Koszul türevler olsun. Bu durumda,   YDYDYXD XX  ,  

şeklinde tanımlanan TMTMTMDDD  :  fonksiyonun aldığı değerler 

gN ’de dir. Tersine, eğer gNTMTMD  :  bir fonksiyon ve D ,  gM ,  

üzerinde bir Koszul türev ise, DD   de  gM ,  üzerinde bir Koszul türev olur [6]. 

İspat. Eğer D   gM ,  üzerinde bir Koszul türev ise, Tanım 2.2.1.1.’den her 

TMWYX ,,  için 

     

      

     

     

     

       

        

       WYDgWYXgXWYg

YXWgXWYgXYWgWYXg

XWYgXWYgXDWg

XWYgXYWgWYXg

XWYgXYWg

XWDgXYWgWYXg

WXYgXDYgWYXg

WDYgWYXgWYDg

X

Y

Y

W

XX

,,,,,

,,,,,

,,,,,
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,,,
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,,,
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ifadesine ulaşılır. Böylece,  

       

        .,,,,,,

,,,
2

1
,

WYXgXWYgYXWg

YXWgXWYgWYXgWYDg X




 

olur. Bu durumda, eğer D  ve D  de  gM ,  üzerinde Koszul türevler ise, her 

TMWYX ,,  için   0,  WYDYDg XX  elde edilir. Bu ise TMYX ,  için 

  gXX NYDYDYXD  ,  olduğu görülür. Tersine, eğer gNTMTMD  :  

bir fonksiyon ise, bu fonksiyonun değerlerini gN ’de aldığı göz önünde bulundurularak 

DD   de  gM ,  üzerinde bir Koszul türev olduğu kolayca gösterilebilir.  

Tanım 2.2.1.3  gM , ,    ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold olsun. Bu 

durumda,  gM ,  üzerinde tanımlı D  Koszul türevinin g

D NTMTMT :  

burulma fonksiyonu    YXXDYDYXT YX

D ,,   şeklinde tanımlanır. Eğer 0DT  

ise, D  sıfır-burulmaya sahiptir denir [6].  

Yorum 2.2.1.1. (a) Tanım 2.2.1.1. (f) şıkkından DT ’nin gN ’de değer aldığı görülür. 

Ayrıca    XYTYXT DD ,,   ifadesi sağlanır.  

(b) Eğer D   gM ,  üzerinde tanımlı bir Koszul türev ise, bu durumda DT  D ’nin 

burulma fonksiyonu olmak üzere, DTD
2

1
  ifadesi de  gM ,  üzerinde sıfır-burulmalı 

bir Koszul türevdir [6]. 

Önerme 2.2.1.2.  gM , ,    ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold ve D  ve 

D  de  gM ,  üzerinde Koszul türevler olsun. Bu durumda TT   olması için gerekli 

ve yeterli koşul DDD  ’nin    XYDYXD ,,   ifadesini sağlamasıdır. Burada, 

T   ve T , sırasıyla D  ve D  Koszul türevlerinin burulma fonksiyonlarıdır [6].  

İspat. TMYX ,  olsun. 

     
 

   XYDYXD

YXXDYD

YXXDYDYXTYXT

YX

YX

,,

,

,,,







 

olduğu bulunur. Böylece, TT   olması için gerekli ve yeterli koşulun 



 35 

   XYDYXD ,,   olduğu görülür. 

Tanım 2.2.1.4.  gM , ,    ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold ve D  de 

 gM ,  üzerinde Koszul türev olsun. Bu durumda, D ’nin 

TMTMTMTMRD :  eğrilik fonksiyonu 

   ZDZDDZDDZYXR YXXYYX

D

,,   ile tanımlanır [6]. 

Yorum 2.2.1.2. Yardımcı Teorem 2.2.1.2. (b) şıkkı göz önüne alınırsa, eğer gNU   

ve TMYX ,  ise, gX NUD   olduğundan dolayı   g

D NUYXR ,  olur [6]. 

Yardımcı Teorem 2.2.1.3.  gM , ,    ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir 

manifold ve D  ve D  de  gM ,  üzerinde sırasıyla R  ve R   eğrilik fonksiyonlarına 

sahip Koszul türevler olsun. Bu durumda, gNTMTMTMRRK  :  

fonksiyonu tanımlanabilir. Özel olarak, eğer TMVZYX ,,,  ise, 

     VZYXRgVZYXRg ,,,,   eşitliği sağlanır [6].  

İspat. TMZYX ,,  ve DDD   olsun. Bu durumda,  

  

     

    ZYDZDXDZYDDZDD

ZYDZDXDZYDZDD

ZYDZDDZDD

YXYX

YYX

YXYX

,,,

,,,

,







 

bulunur. Benzer şekilde, 

    ZXDZDYDZXDDZDDZDD XYXYXY ,,,   

ve  

      ZYXDZDZD YXYX ,,,,
  

olur. Böylece,  

   

      

    

  ZYXD

ZXDZDYDZXDD

ZYDZDXDZYDDZYXR

ZDZDDZDDZYXR

XY

YX

YXXYYX

,,

,,,

,,,,

, ,









 

olduğu görülür. Böylece, Önerme 2.2.1.1.’den dolayı D   değerlerini gN ’de alır ve 

Yardımcı Teorem 2.2.1.2.’nin (b) şıkkından dolayı     gNZYXRZYXR  ,,  olur. 
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Yardımcı Teorem 2.2.1.4.  gM , ,    ,,  tipinde singüler yarı Riemann bir 

manifold, D   gM ,  üzerinde bir Koszul türev ve DR  de D ’nin eğrilik fonksiyonu 

olsun. Bu durumda, her TMWVZYX ,,,,  ve  MCf   için aşağıdaki ifadeler 

sağlanır [6].  

(a)         VWZYRgVWZXRgVWZYXRg DDD ,,,,,,    

(b)      VZYXRfgVZYfXRg DD ,,,,    

(c)         VWZXRgVWYXRgVWZYXRg DDD ,,,,,,    

(d)      VZYXRfgVZfYXRg DD ,,,,   

(e)          VWYXRgVZYXRgVWZYXRg DDD ,,,,,,   

(f)      VZYXRfgVfZYXRg DD ,,,,   

İspat. Burada sadece (e) ve (f) şıkları ispatlanacaktır. Diğerleri, benzer şekilde 

yapılabilir.  

(e) Burada  
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elde edilir. 

(f)   
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olur. Böylece ispat tamamlanır.  

Yorum 2.2.1.3. Yukarıdaki yardımcı teoremden,   VZYXRg D ,,  ifadesinin  MC -

çok lineer olduğu, yani her bir bileşenine göre tensörel olduğu görülür. Böylece, eğer 

TMVVZZYYXX  ,,,,,,,  ve pp XX  , pp YY  , pp ZZ   ve pp VV   ise, bu 

durumda      
p

D

p

D VZYXRgVZYXRg  ,,,,  olur. Bu ise,   VZYXRg D ,,  

ifadesinin, Mp  noktasında sadece VZYX ,,,  değerlerine bağlıdır [6].  

Yardımcı Teorem 2.2.1.5.  gM , ,    ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir 

manifold ve D  de  gM ,  üzerinde DR  eğrilik fonksiyonuna sahip bir Koszul türev 

olsun. Bu durumda, her TMVZYX ,,,  için aşağıdaki ifadeler doğrudur [6].  

(a)       VZXYRgVZYXRg DD ,,,,  , 

(b)      ZVYXRgVZYXRg DD ,,,,  , 

(c)          0,,,,,,  VYXZRgVXZYRgVZYXRg DDD , 
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(d)      YXVZRgVZYXRg DD ,,,,  . 

İspat. (a) Tanım 2.2.1.3.’ten açıktır. 

(b)  (a) şıkkına benzer olarak yapılabilir. 

(c) 
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şeklinde elde edilir. Burada, Jacobi özdeşliği olarak bilinen 

         0,,,,,,  YXZXZYZYX  ifadesi kullanılmıştır. 

(d), (a), (b) ve (c) şıklarındaki ifadeler kullanılırsa, 
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DD

DD

DD

DD

DD
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olup, buradan      YXVZRgVZYXRg DD ,,,,   olduğu görülür. 

Yorum 2.2.1.4. Yukarıdaki yardımcı teoremden, eğer gNU   ve TMZYX ,,  ise, 
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bu durumda  

            0,,,,,,,,  UXZYRgXUZYRgZYUXRgZYXURg DDDD     

olur. Bu ise,       g

DDD NUYXRYUXRYXUR ,,,,,  olduğunu verir [6].  

2.2.2. Koszul Konneksiyonu 

Tanım 2.2.2.1.  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold olsun. 

TMYX , için   XX   ve   YY   olmak üzere, TM  üzerinde 

   YXgYXg ,,   şeklinde tanımlanan g  metrik tensörüne sahip dejenere olmayan 

bölüm tanjant demeti gNTMTM /  ile tanımlanır [6].  

Tanım 2.1.3.1.’den g  iyi tanımlıdır ve  gTM , , M  üzerinde  *,  tipinde dejenere 

olmayan bir vektör demetidir. Ayrıca, eğer  gM ,  dejenere değilse, bu durumda 

 gTM ,  kanonik olarak  gTM , ’ye izometriktir.  

Tanım 2.2.2.2.  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold ve   da TM  

üzerinde bir konneksiyon olsun. TMYX , için   XX   ve   YY   olmak 

üzere,  ’nın  TMTMT ;2  burulma tensörü     YXXYYXT YX ,,   

şeklinde tanımlanır. Eğer 0T  ise,   sıfır burulmalı konneksiyon olarak adlandırılır 

[6]. 

 gTM , , bir yarı Riemann konneksiyona sahip olduğu bilinmektedir. Şimdi,  gM ,  

üzerinde,  gTM , ’nin sıfır burulmalı yarı Riemann bir konneksiyona sahip olması için 

gerekli ve yeterli koşullar araştırılacaktır. Bunun için, aşağıdaki singüler yarı Riemann 

geometrisinin temel teoremi ispatlanacaktır.  

Teorem 2.2.2.1  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold olsun. Eğer 

 gM ,  durağan ise, bu durumda D ,  gM ,  üzerinde bir Koszul türev ve   YY   

olacak şekilde TMYX ,  olmak üzere  gTM , ’de  YDY XX   ile tanımlı sıfır 

burulmalı bir tek   yarı Riemann konneksiyonu vardır. Tersine, eğer  gTM , ’de sıfır 

burulmalı bir tek   yarı Riemann konneksiyonu varsa, bu durumda  gM ,  durağan 
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olur [1]. 

İspat.  gM ,  durağan olsun. Bu durumda Yardımcı Teorem 2.2.1.1.’den,  gM ,  

üzerinde   YY   olacak şekilde TMYX ,  için  YDY XX   şeklinde tanımlı 

bir   Koszul türevi vardır. İlk olarak,  ’nin iyi tanımlı olduğu yani,   tanımının D  

Koszul türevi ve   YY   olacak şekilde TMY   seçiminden bağımsız olduğu 

gösterilecektir. D  ve D   gM ,  üzerinde birer Koszul türev ve    YY   olacak 

şekilde TMYY ,  olsun. Bu durumda, Önerme 2.2.1.1.’den bir 

gNTMTMDDD  :  Koszul türev ve gNU   vardır öyle ki, UYY   

olur. Böylece, Yardımcı Teorem 2.2.1.2.’nin (b) şıkkından,   ZZ   olacak şekilde 

TMZ   olmak üzere,  

    

  

   

    

    ,,,

,,,

,,

,

,,

ZYDgZYDg

ZYXDYDgZYDg

ZUDgZYDg

ZUYDg
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XX

XX
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X

XX











 

ifadesi elde edilir. Buradan g ’nin dejenere olmadığı göz önüne alınırsa, 

   YDYD XX   olduğu görülür. Öte yandan, Tanım 2.2.1.1.’deki Koszul türevinin 

temel özellikleri kullanılarak,   konneksiyonun  gTM ,  üzerinde sıfır burulmalı yarı 

Riemann bir konneksiyon olduğu gösterilebilir. Şimdi  ’nin bir tek olduğu 

gösterilecektir.   XX  ,   YY   ve   ZZ   olmak üzere, TMZYX ,,  

verilsin.  
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olur. Böylece, 
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           ZYXgXZYgYXZg

YXgZXZgYZYgXZYg X

,,,,,,

,,,
2

1
,




 

olduğu görülür. Bu eşitlik  gTM ,  üzerinde, sıfır burulmalı her yarı Riemann 

konneksiyonu için sağlandığından, g ’nin dejenere olmadığı göz önüne alınırsa,  ’nin 

bir tek olduğu elde edilir.  

Tersine,  ’nin  gTM ,  üzerinde sıfır burulmalı yarı Riemann konneksiyonu olduğu  

varsayılsın. Bu durumda, eğer gNU   ve   XX  ,   YY   olacak şekilde 

TMYX ,  ise  

          

         
     

0

,,,

,,,,,

,,,,,,









YXgYXgYXgU

YUXgYXUgYXgU

YUXgYXUgYXUgYXgL

UU

U

 

olduğu bulunur. Bu ise,  gM , ’nin durağan yarı Riemann bir manifold olduğunu verir. 

Tanım 2.2.2.3.  gM , ,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold olsun. Bu 

durumda  gTM ,  üzerinde tanımlı   sıfır burulmalı bir tek yarı Riemann 

konneksiyonuna  gM , ’nin Koszul konneksiyonu denir. Eğer  gM ,  dejenere değilse, 

bu konneksiyona,  gM ,  üzerinde Levi-Civita konneksiyonu denir [6].  

Yorum 2.2.2.1. Eğer,  gM ,    ,  tipinde dejenere olmayan yarı Riemann bir 

manifold ise, bu durumda 0gN  (sıfır kesit) olur. Böylece, gNU   olmak üzere, 

0gLU  bulunur. Yani  gM ,  dejenere değilse, durağandır. Bu yüzden,  gTM ,  ve 

 gTM ,  kanonik olarak izometrik olduklarından,  gTM , ’de tanımlı Koszul 

konneksiyonu  gTM ,  üzerinde tanımlı olan Levi-Civita konneksiyonu olarak 

adlandırılan bir tek konneksiyon gibi düşünülebilir [6].  

 ,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifoldun Koszul konneksiyonu ve R  

de  ’nin eğrilik tensörü olsun.  

Yardımcı Teorem 2.2.2.1.  gM , ,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir 
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manifold olsun. Eğer D ,  gM ,  üzerinde DR  eğrilik fonksiyonu ise, bu durumda 

TMZYX ,, olmak üzere   ZZ   olacak şekilde, ,     ZYXRZYXR D ,,   

eşitliği sağlanır [6].  

İspat. Koszul konneksiyonun tanımı göz önüne alınırsa  

     
      

     

 

 ZYXR

ZZZ

ZZDZD

ZDZDDZDD

ZDZDDZDDZYXR

YXXYYX

YXXYYX

YXXYYX

YXXYYX

D

,

,

,

,

,

,











 

olduğu görülür. 

Teorem 2.2.2.2.  gM , ,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold olsun. Bu 

durumda,   XX  ,   YY  ,   ZZ   ve   VV   olacak şekildeki her 

TMVZYX ,,,  için aşağıdaki ifadeler sağlanır [6]. 

(a)    ZXYRZYXR ,,   

(b)      ZVYXRgVZYXRg ,,,,   

(c) 0d  (İkinci Bianchi özdeşliği) 

(d)       0,,,  YXZRXZYRZYXR  (Birinci Bianchi özdeşliği)  

(e)      YXVZRgVZYXRg ,,,,   

İspat. (a), (b) (d) ve (e) şıklarındaki ifadelerin ispatı Yardımcı Teorem 2.2.2.1. ve 

Yardımcı Teorem 2.2.1.5.’den kolayca yapılabilir. (c) şıkkının ispatı ise Poincare 

özelliğinden direkt yapılır.  

Yorum 2.2.2.2.  gTM ,  üzerindeki herhangi bir yarı Riemann konneksiyonun eğrilik 

tensörü . (a), (b) ve (c) özelliklerini sağlar, fakat (d) ve (e) özelliklerini sağlamak 

zorunda değildir [6]. 

Tanım 2.2.2.4.  gM , ,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold olsun. Bu 

durumda,  gTM , ’nin   TMTMTMR ;;ˆ 12    iç eğrilik tensörü,   XX   ve 
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  YY   olmak üzere TMYX ,  ve TMZ   için    ZYXRZYXR ,,ˆ   şeklinde 

tanımlanır [6]. 

Yardımcı Teorem 2.2.2.1 ve Yorum 2.2.1.3.’ten R̂ ’nin iyi tanımlı olduğu kolayca 

gösterilebilir.  

Teorem 2.2.2.3.  gM , ,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold olsun. Bu 

durumda TMVZYX ,,,  için   

(a)    ZXYRZYXR ,ˆ,ˆ   

(b)      ZVYXRgVZYXRg ,,ˆ,,ˆ   

(c)       0,ˆ,ˆ,ˆ  YXZRXZYRZYXR  (Birinci Bianchi özdeşliği) 

(d)      YXVZRgVZYXRg ,,ˆ,,ˆ     

özellikleri sağlanır [6].   

İspat. Tanım 2.2.2.4. ve Teorem 2.2.2.2.’den direkt görülür. 

Fakat Rd ˆ  tanımlı değildir. Ancak, eğer  TMTMTR ;ˆ 0

3  olduğu göz önüne alınırsa 

aşağıdaki özdeşlik elde edilir.  

Teorem 2.2.2.4. (İkinci Bianchi Özdeşliği)  gM , ,   ,,  tipinde durağan yarı 

Riemann bir manifold olsun. Bu durumda,  gTM , ’nin R̂  iç eğrilik tensörü, 

  XX  ,   YY  ,   ZZ   ve   VV   olacak şekildeki her TMVZYX ,,,  

için  

         ,0,,ˆ,,ˆ,,ˆ  VYXRVXZRVZYR ZYX  

özdeşliği sağlanır [6].   

İspat. Teorem 2.2.2.2.’nin (c) şıkkından 



 44 

        
     

     
     
      VYXRVYXRVYXR

VYXRVXZRVXZR

VXZRVXZRVZYR

VZYRVZYRVZYR

VYXRVXZRVZYR

ZZZ

ZYY

YYX

XXX

ZYX











,ˆ,ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ,ˆ

,,ˆ,,ˆ,,ˆ

 

             

     
           

     
     

        

     

    ,0,,

,,,

,,,,,,

,,,

,ˆ,ˆ,ˆ

,,ˆ,,ˆ,,ˆ

,ˆ,ˆ,ˆ















 VZYXRd

VYXRVXZRVZYR

VYXZRVXZYRVZYXR

VYXRVXZRVZYR

VYXRVXZRVZYR

VYXZRVXZYRVZYXR

VYXRVXZRVZYR

ZYX

ZYX

ZYX

ZYX

 

olduğu görülür. 

2.2.3. Durağan Yarı Riemann Manifoldların Eğriliği  

R̂  iç eğrilik tensörü, her bir birleşenine göre tensöreldir. Dolayısıyla,   
p

ZYXR ,ˆ  

ifadesi Mp  noktasında sadece TMZYX ,,  değerlerine bağlıdır.  

Tanım 2.2.3.1.  gM , ,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold olsun. 

Mp  noktasında MTvzyx p,,,  olmak üzere, R̂ ’nın  TMTG 0

4
ˆ   ilgili eğrilik 

benzeri tensör alanı     vzyxRgvzyxG ,,ˆ,,,ˆ   şeklinde tanımlanır. Mp  noktasında 

MTvzyx p,,,  olmak üzere  gTM , ’nin  TMTG 0

4

0ˆ   temel eğrilik benzeri tensör 

alanı ise          vygzxgvxgyzgvzyxG ,,,,,,,ˆ 0   ile tanımlanır [6]. 

Yorum 2.2.3.1. Teorem 2.2.2.3.’den Ĝ ’nın her MTp  üzerinde eğrilik benzeridir ve R̂  

da Ĝ ’nın eğrilik tensörüdür. Her Mp  noktasında MTzyx p,,  olmak üzere 

 pp gMT , ’nin   TMTMTMR ;;ˆ 120   temel eğrilik tensörü 

     yzxgxyzgzyxR ,,,ˆ 0   ile verilir (Tanım 2.1.5.1, 2.1.5.2. ve 2.1.5.3) [6].  

Tanım 2.2.3.2.  gM , ,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold ve P  de 

 pp gMT , ’de dejenere olmayan bir düzlem olsun. Bu durumda, P ’nin  P  eğriliği  
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 yxQ

xyyxRg
P

,ˆ

,,,ˆ
 , 

ile tanımlıdır. Burada,        2,,,,ˆ yxgyygxxgyxQ   ve  yxspanP , ’dir. Eğer 

 pp gMT , ’deki dejenere olmayan her P  düzlemi için   CP   oluyorsa,  gM , ’ye  

Mp  noktasında, C  sabit kesitsel eğriliğe sahiptir denir [6].  

Yorum 2.2.3.2. Eğer  yxspanP ,   pp gMT , ’de bir düzlem ise, DR   gM ,  üzerinde 

bir Koszul türevin eğrilik fonksiyonu ve   xx   ve   yy   olacak şekildeki 

MTyx p,  için           xyyxRgxyyxRgxyyxRgxyyxG D ,,,,,,ˆ,,,ˆ   olur. 

Ayrıca,              22
,,,,,,,ˆ yxgyygxxgyxgyygxxgyxQ   elde edilir. Böylece, 

eğer  yxspanP ,   pp gMT , ’de dejenere olmayan bir düzlem ise   xx   ve 

  yy   olacak şekildeki her MTyx p, için   

    
     2,,,

,,

yxgyygxxg

xyyxRg
P

D


  

olur. Şimdi  pp gMT ,  üzerinde düzlemler için bir denklik bağıntısı tanımlanacaktır: P  

ve P , MTp ’de dejenere olmayan birer düzlem olsun. Eğer P ’nin bir  yx,  bazı için 

P ’nün  bir bazı  21, uyyuxx   olacak şekilde 
pgNuu 21,  varsa P  düzlemi 

P  düzlemine denktir denir. Böylece, bu denklik bağıntısı tarafından belirlenen denklik 

sınıfları MTp ’de dejenere olmayan düzlemlerdir. Diğer tarafından, eğer P  bir denklik 

sınıfı (düzlem) ise, bu durumda Yorum 2.2.1.4. göz önüne alınırsa,  yxspanP ,  

düzleminin her  yxspanP ,  temsili için 

    
     2,,,

,,

yxgyygxxg

xyyxRg
P

D


  

olur [6].  

Teorem 2.2.3.1.  gM , ,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold olsun. Bu 

durumda  gM , ’nin Mp  noktasında C  sabit kesitsel eğriliğe sahip olması için 

gerekli ve yeterli koşul 0ˆˆ GCG   veya denk olarak 0ˆˆ RCR   olması gerekir [6]. 
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İspat. Teorem 2.1.5.1.’den direkt görülür. 

Teorem 2.2.3.2.  gM , ,  1,1,    tipinde durağan yarı Riemann bir manifold 

olsun. 

(a) Eğer  pp gMT ,  üzerinde,  ,  işaretine veya  ,  veya  ,  işaretlerinden 

birine sahip her P  düzlemi için   RkP   oluyorsa,  gM , , Mp  noktasında 

sabit kesitsel eğriliğe sahiptir.  

(b) Eğer  ,  ve  ,  işaretine veya  ,  ve  ,  işaretlerinden birine sahip tüm 

P  düzlemleri için   RkP   eşitsizliği sağlanırsa, bu durumda  gM ,  sabit kesitsel 

eğriliğe sahiptir. Yukarıdaki eşitsizlik   RkP   ifadesi ile yer değiştirilebilir [6]. 

İspat. İspat Teorem 2.1.5.4.’den direkt görülür. 

Teorem 2.2.3.3.  gM , ,  2,1,    tipinde veya  gM , ,  1,2,    tipinde 

durağan yarı Riemann bir manifold olsun. Eğer  ,0  veya  ,0  işaretlerinden birine 

sahip bir  yxspanP ,  düzlemi üzerinde her MTyx p,  için   0,,,ˆ xyyxG  ise, bu 

durumda,  gM ,  Mp  noktasında sabit kesitsel eğriliğe sahip olur [6].  

İspat. İspat Teorem 2.1.5.5.’den direkt elde edilir. 

Tanım 2.2.3.3.  gM , ,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold olsun. 

Mp  noktasında MTzyx p,,  olmak üzere,  gTM , ’nin  TMTRic 0

2


 Ricci 

tensörü     yxzRzİzyxRic ,ˆ, 


 şeklinde tanımlanır. 





Ric , 


Ric  Ricci operatörü 

olmak üzere,  gM , ’nin  MCS ˆ  skaler eğriliği 





 RicİzS p
ˆ  şeklinde tanımlanır [6].  

Tanım 2.2.3.4.  gM , , 3   olmak üzere   ,,  tipinde durağan yarı Riemann 

bir manifold olsun.  TMTMTR ;ˆ 0

31  ,  

     yzxRicxyzRiczyxR ,,,ˆ
1



  

ve  TMTG 0

41
ˆ   de 
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vzyxRRicvzyxRgvzyxG ,,ˆ,,ˆ
2

1
,,,ˆ 0

11


 

şeklinde verilsin. Bu durumda, 


WR ,   TMTMTMW ;;ˆ 12  ’nin eğrilik tensörü 

olmak üzere,  gTM , ’nin Weyl eğrilik tensörü  

  
01

21

1 


 GSGGW


 

ile tanımlanır [6]. 

Önerme 2.2.3.1.  gM , , 3   olmak üzere,  1,1,    tipinde durağan yarı 

Riemann bir manifold olsun. Eğer  pp gMT ,  null izotropik ise yani 0


pW  oluyorsa, 

bu durumda  gM , ’nin Mp  noktasında sabit kesitsel eğriliğe sahip olması için 

gerekli ve yeterli koşul R  olmak üzere Mp  noktasında gRic 


 olmasıdır [6].  

İspat. Sonuç 2.1.5.2.’den direkt elde edilir. 

Tanım 2.2.3.5.  gM , ,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir manifold olsun. 

R  olmak üzere, eğer Mp  noktasında gRic 


 ise,  gTM ,  bu noktada 

Einstein’dır denir. Eğer  gTM ,  her Mp  noktasında Einstein ise  gTM ,  

Einstein’dır denir [6]. 

Eğer  gM , , 2   olmak üzere,   ,,  tipinde durağan yarı Riemann bir 

manifold ise, bu durumda C  olacak şekilde  MCC ,  olmak üzere, 0ĜCG 


 

ve gRic 


 olur. Şimdi 3   olması durumları karşılaştırılacaktır. 

İlk olarak, eğer  gM ,  Mp  noktasında sabit kesitsel eğriliğe sahip olduğunda, 

 MCC   olmak üzere, 0ĜCG 


 veya denk olarak 0R̂CR 


 olduğunun belirtilmesi 

gerekir. İkinci olarak, g  paralel olduğundan yani 0g  olduğundan 0R̂  paralel olur, 

yani 0ˆ 0 R  olur.   XX  ,   YY  ,   ZZ   ve   VV   olacak şekilde 

TMVZYX ,,,  verilsin. Bu durumda,  
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olduğu elde edilir.  

Teorem 2.2.3.4. (Schur Lemma)  gM , , 3   olmak üzere,   ,,  tipinde 

bağlantılı durağan yarı Riemann bir manifold olsun. Eğer  gM ,  her Mp  noktasında 

sabit kesitsel eğriliğe sahip ise, bu durumda  gTM ,  üzerindeki dejenere olmayan her 

P  düzleminin eğriliği sabit olur [6].   

İspat.  MCC   olmak üzere, 0R̂CR 


  olsun. Bu durumda, 0R̂  paralel olduğundan 

ikinci Bianchi özdeşliği göz önüne alınırsa,   XX  ,   YY  ,   ZZ   ve 

  VV   olacak şekildeki her TMVZYX ,,,  için,  

            0,ˆ,ˆ,ˆ 000  VYXRCZVXZRCYVZYRCX  

olduğu elde edilir. Böylece, 

             
       0,,

,,,,





YVXgXYVgCZ

XVZgZXVgCYZVYgYZVgCX
 

bulunur. Herhangi bir gNX   verilsin. Null ve dejenere olmayan, ZV  , ve 

  YY   ve   ZZ   ortonormal olacak şekilde TMVZY ,,  seçilirse, 

    0, YZZgCX  olur. Buradan her gNX   için   0CX  bulunur. Şimdi dejenere 

ve null olmayan birim TMX   verilsin. Dejenere ve null olmayan ZV  ,  

  XX  ,   YY   ve   ZZ   ortonormal olacak şekilde TMVZY ,,  

seçildiğinde         0,,  XZZgCYYZZgCX  bulunur. Buradan, dejenere ve null 

olmayan her TMX   için   0CX  olduğu görülür. Böylece, her null vektör, 

dejenere ve null olmayan vektörlerin bir lineeer kombinasyonu olarak 

yazılabileceğinden her TMX   için   0CX  olduğu bulunur.  
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Teorem 2.2.3.5. [Schur Lemma]  gM , , 3   olmak üzere,   ,,  tipinde 

bağlantılı durağan yarı Riemann bir manifold olsun. Eğer M  her Mp  noktasında 

Einstein ise, bu durumda gRic 


 olmak üzere  , M  üzerinde sabit olur [6].  

Şimdi ispat için aşağıdaki taslak verilecektir: 

İspat.   XX   olacak şekilde TMX   ve her  ,,1i  için   ii EE   

olacak şekilde TMEE ,,1   dejenere ve null olmayan ortonormal vektörler olsun. 

g  paralel olduğundan, Ĝ  ikinci Bianchi özdeşliğini sağlar. Yani,  

         0,,,ˆ,,,ˆ,,,ˆ  ijkEijlEijlkX EEEXGEEXEGEEEEG
lk

 

olur. Bu durumda, yukarıdaki denklem    
kjli EEgEEg ,,  ile çarpılıp lkji ,,,  üzerinden 

toplam alınıp, son olarak Ĝ ’nin eğrilik benzeri özellikleri kullanılırsa,  

       
jljl

ki

ijlkki EEgEERicEEEEGEEg ,,,,,ˆ,
1,









  

olup     02    X  olduğu bulunur. Bu ise,  ’nın, M  üzerinde sabit olduğunu 

gösterir. 

Yorum 2.2.3.3.  MCC   olmak üzere, eğer her Mp  noktasında 0ĜCG 


 ise, bu 

durumda,  gCRic 1 


  olur. Böylece, eğer 3   ise, Teorem 2.2.3.5., 

Teorem 2.2.3.4.’ü doğrular [6]. 

2.2.4. Yarı Riemann Manifoldların Liflemesi 

Eğer  gM ,  durağan yarı Riemann bir manifold ise, bu durumda gN  

integrallenebilirdir. Gerçekte, gN ’nin integrallenebilirliği, Lie türevini gN ’nin kesitleri 

boyunca TM ’ye genişletebilme imkanı sunar.  

Tanım 2.2.4.1.  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold olsun. Bu 

durumda, eğer gN  integrallenebilir bir dağılım ise  gM ,  integrallenebilirdir denir [6]. 

Tanım 2.2.4.2.  gM , ,   ,,  tipinde integrallenebilir yarı Riemann bir manifold 
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olsun. Eğer gNU   ve TMX   ise, X ’in U  boyunca Lie türevi  XLXL UU   

şeklinde tanımlanır. Burada,   XX   olacak şekilde TMX   ve L  de M  üzerinde 

Lie türevdir [6]. 

UL ’nun iyi tanımlı olduğunu göstermek için,  XLU ’in   XX   olacak şekildeki 

TMX   seçiminden bağımsız olduğunun gösterilmesi yeterlidir. gNU   olmak 

üzere UX   elemanı için,   gU NUUUL  ,  olduğundan 

        XLULXLUXL UUUU   ifadesi elde edilir.  

Yorum 2.2.4.1. UL , U ’ya göre tensöreldir, yani eğer gNUU ,  ve  MCf   ise, 

bu durumda XLXLXL UUUU    ve XLfXL UfU   ifadeleri sağlanır. Böylece, 

XLU ’in p  noktasında sadece U  değerine bağlıdır [6].  

Şimdi, UL ,  TMTs

0 ’e bir lineer türev olarak genişletilecektir. 

Tanım 2.2.4.3.  gM , ,   ,,  tipinde integrallenebilir yarı Riemann bir manifold 

olsun. TMXX s ,1  olmak üzere,  TMTT s

0  Lie türevi  

      



s

i

siUssU XXLXTXXTUXXTL
1

111 ,,,,,,,   

şeklinde tanımlanır [6]. 

Tanım 2.2.4.4.  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold olsun. Eğer her 

TMXX s ,1  ve si 1  olmak üzere gi NU   için   0,,,1 si XUXT   

oluyorsa,  TMTT s

0  dejeneredir denir [6]. 

Tanım 2.2.4.5.  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold ve  TMTT s

0  

dejenere olsun.     ss XXXX  ,,11   olacak şekildeki TMXX s ,,1   olmak 

üzere, T ’nin TM ’e lifti  TMTT s

0 ,    ss XXTXXT ,,,, 11    şeklinde 

tanımlanır. T  dejenere olduğundan, T  iyi tanımlıdır [6].  

Önerme 2.2.4.1.  gM , ,   ,,  tipinde integrallenebilir yarı Riemann bir manifold 
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olsun. Eğer  TMTT s

0 , dejenere bir  TMTT s

0 ’in bir lifti ise, bu durumda 

gNU   ve     ss XXXX  ,,11   olacak şekildeki TMXX s ,,1   için 

     sUsU XXTLXXTL ,,,, 11    şeklindedir [6]. 

İspat. Tanım 2.2.4.3. ve Tanım 2.2.4.5.’den direkt elde edilir. 

Eğer  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold ise, bu durumda g , g ’nin 

TM ’e lifti olsun. Bu durumda aşağıdaki önerme sağlanır. 

Önerme 2.2.4.2.  gM , ,   ,,  tipinde integrallenebilir yarı Riemann bir manifold 

olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır.   

(a) gNU   ve     YYXX  ,  olacak şekildeki TMYX ,  için 

     YXgLYXgL UU ,,   olur. 

(b)  gM , ’nin durağan olması için gerekli ve yeterli koşul her gNU   için 0gLU  

olmasıdır [6]. 

İspat. Tanım 2.2.1.2. ve Önerme 2.2.4.1.’den açıkça görülür. 

Şimdi   ,,  tipinde yarı Riemann manifold örnekleri verilecek ve genel izafiyet 

teoride ortaya çıkan  2,0,1  tipindeki bazı yarı Riemann manifoldların üzerinde bulunan 

yapılar analiz edilecektir. 

M  bir manifold,  hH ,    ,  tipinde dejenere olmayan yarı Riemann bir manifold ve 

HM :  bir daldırma olsun. Bu durumda, eğer   ,0: Mf  ise, 

  boyM  olmak üzere, hfg   , M  üzerinde   ,,  tipinde bir metrik 

tensördür. Öte yandan, 
 çekN g  olduğundan,  gM ,    ,,  tipinde 

integrallenebilir yarı Riemann bir manifold olur. Ayrıca, TMTM  :  doğal izdüşüm 

olmak üzere,  , THTM :  şeklinde kanonik bir demet dönüşümü meydana getirir. 

Burada,     şeklinde tanımlıdır [6].  

Tanım 2.2.4.6.  gM ,    ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold ve  hH ,    ,  
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tipinde dejenere olmayan yarı Riemann bir manifold olsun.   ,0: Mf  düzgün bir 

fonksiyon olmak üzere, hfg    ise HM :  şeklinde tanımlı örten bir daldırmaya 

 gM , ’nin  hH ,  üzerinde bir liflemesi denir [6].  

Yorum 2.2.4.2. HM : ,  gM , ’nin  hH ,  üzerinde bir liflemesi olsun. Bu 

durumda, 

(a)  çekNg  ve böylece gN  integrallenebilirdir. 

(b) Eğer MTyx p,  ise,         yxhpfyxg  ,,   olur.  

HM : ,  gM , ’nin  hH ,  üzerinde bir liflemesi olsun. Eğer ff 
~

 ise, bir 

 MCf 
~

 fonksiyonuna   boyunca  HCf  ’nin liflemesi denir. Ayrıca, eğer X
~

 

ve X   -ilişkili ise yani  XX 

~
 ise TMX 

~
’e, THX  ’in   boyunca 

liflemesi denir. Eğer    XX   ise, TMX  ’e   boyunca THX  ’in liflemesi 

denir. Eğer TMX 
~

,   boyunca THX  ’in bir liflemesi ise, bu durumda 

  XX 
~

’e   boyunca X ’in liflemesi denir [6]. 

Yardımcı Teorem 2.2.4.1.  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold,  hH ,  

  ,  tipinde dejenere olmayan yarı Riemann bir manifold ve HM : ,  gM , ’nin 

 hH ,  üzerinde bir liflemesi olsun. Bu durumda,  

(a)  MCf 
~

 fonksiyonunun   boyunca  HCf   fonksiyonunun bir liflemesi 

olması için gerekli ve yeterli koşul her gNU   için   0
~
fU  olmasıdır. 

(b) TMX   kesitinin, bir THX   kesitinin lifti olması için gerekli ve yeterli koşul 

her gNU   için 0XLU  olmasıdır [6]. 

İspat. (a) f
~

’nın   boyunca f ’nin lifti olduğu varsayılsın. Yani, ff 
~

 olsun. Bu 

durumda, her  çekNU g ,        0
~

  fUfUfU   olur. Tersine, her 

gNU  için   0
~
fU  olduğu varsayılsın. Bu durumda, her Hq  için 

   Rcqf q 1~
  olur. Böylece,  HCf   ve   qcqf   olmak üzere, ff 

~
 

elde edilir.  
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(b) TMX  ’in   boyunca THX  ’nin lifti olduğu varsayılsın. Şimdi, TMX 
~

, 

  XX 
~

 olacak şekilde TMX  ’in   boyunca lifti ve gNU   olsun. Bu 

durumda,     0,0
~

,   XXU  olduğundan yani   gNXU 
~

,  olduğundan, 

     0
~

,  XUXLXL UU  olur. Tersine, her gNU   için 0XLU . X ’nın yerel 

bir lift olduğunu göstermek yeterli olacaktır. Hq  ve  XX ,,1   de H  üzerinde 

q ’nun bir V  komşuluğu üzerinde yerel baz vektör alanları olsun.  XX
~

,,
~

1   de 


XX ,,1  ’nın   boyunca TM ’e liftleri,  V1  üzerinde TM ’in yerel baz 

vektörleri olur ve böylece,  i1  için   VCfi

1~    olmak üzere 







1

~

i

ii XfX  

yazılabilir. 0XLU  ve her  i1  için 0iU XL  olduğundan, her  i1  

için   0
~

ifU  olur. Yani, if
~

,  VCfi

  fonksiyonunun   boyunca liftidir. Böylece, 

X , 







1i

ii XfX  vektör alanının V  üzerinde   boyunca lifti olur.  

Teorem 2.2.4.1.  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold,  hH ,    ,  

tipinde dejenere olmayan yarı Riemann bir manifold ve hfg    olmak üzere 

HM :  de,  gM , ’nin  hH ,  üzerinde bir liflemesi olsun. Burada,   ,0: Mf  

düzgün bir fonksiyondur. Bu durumda,  gM , ’nin durağan olması için gerekli ve 

yeterli koşul f ’nin N  üzerinde   boyunca bir fonksiyonun lifti olmasıdır [6].  

İspat. TMTh 0

2  dejeneredir ve böylece h  de h ’nin TM ’e bir lifti olsun. İlk 

olarak her gNU   için 0hLU  olduğu gösterilecektir. Bunun için, TMYX , , 

THYX , ’nin   boyunca lifti ve gNU   olsun. Buradan, YLXL UU  0 , 

 YXh ,  de  YXh ,  fonksiyonunun H  üzerinde   boyunca lifti ve  gM ,  

integrallenebilir olduğundan 

         
,0

,,,,



  YLXhYXLhYXhUYXhL UUU 
 

olur. Böylece, eğer gNU   ise  
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  ,hfU

hLfhfUhfLgL UUU












 

olduğu görülür. Buradan, 0gLU  olması için gerekli ve yeterli koşulun   0fU  

olması gerektiği bulunur. Böylece, Önerme 2.2.4.2. (b) ve Yardımcı Teorem 2.2.4.1. (a) 

göz önüne alınırsa,  gM , ’nin durağan olması için gerekli ve yeterli koşulun f ’nin H  

üzerinde   boyunca bir fonksiyonun lifti olmasıdır. 

Yorum 2.2.4.3. Yukarıdaki teoremden, eğer, hfg    olmak üzere HM :   

 gM , ’nin  hH ,  üzerinde bir liflemesi ise, bu durumda  gM , ’nin durağan olması 

için gerekli ve yeterli koşul   ,0:1 Hf  olmak üzere 1ff   olmasıdır. Bu 

durumda,    hfhfg 11

    olur, yani hfh 11   H  üzerinde h ’ye konformal 

metrik tensörü  olmak üzere 1hg  ’dir. Diğer bir deyişle,  gM , ’nin durağan olması 

için gerekli ve yeterli koşulun 1h  H  üzerinde h ’ye konformal metrik tensörü olmak 

üzere 1hg   olması gerektiği elde edilir [6].  

Şimdi,  gM ,  ve  gH , ’nin eğrilik tensörleri arasındaki ilişki araştırılacaktır.  

Yardımcı Teorem 2.2.4.2.  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold,  hH ,  

  ,  tipinde dejenere olmayan yarı Riemann bir manifold ve hg   olmak üzere 

HM :  de,  gM , ’nin  hH ,  üzerinde bir liflemesi olsun. Eğer, TMX 
~

 ve 

TMY 
~

 sırasıyla THYX , ’nin   boyunca liftleri ise, bu durumda,    gM , ’nin 

Koszul konneksiyonu ve   da  hH , ’nin Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere 

  YY XX  ~  olur [6].  

İspat. TMZY 
~

,
~

, sırasıyla  THZY , ’nin   boyunca liftleri ve  ZZ
~

  olsun. 

Bu durumda,  gM ,  durağan olduğundan, Koszul formülü uygulanarak,  
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X















 

ifadesi elde edilir. Böylece,             ZYhZYhZYg XXX ,,, ~~~   

olduğundan,   YY XX  ~  olduğu görülür.  

Teorem 2.2.4.2.  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold,  hH ,    ,  

tipinde dejenere olmayan yarı Riemann bir manifold ve hg   olmak üzere 

HM :  de,  gM , ’nin  hH ,  üzerinde bir liflemesi olsun. Bu durumda, 

MTzyx p,,  ve R  de  hH ,  üzerinde   Levi-Civita konneksiyonun eğrilik tensörü 

olmak üzere,          zyxRzyxR  ,,ˆ   şeklindedir [6]. 

İspat. TMZYX 
~

,
~

,
~

,  TMZYX ,, ’nin   boyunca liftleri ve   xXX pp 
~

, 

  yYY pp 
~

,   zZZ pp 
~

 olsun. Bu durumda Yardımcı Teorem 2.2.4.2.’den 

     

  

             

  

  

       

      zyxR

ZYXR

ZYXR

ZZZ

ZZZ

ZZZ

ZYXRzyxR

p

p

pYXXYYX

p
YXXYYX

p
YXXYYX

p











,

,

,

~
,

~
,ˆ

,

,
~~

~
.

~~~~~















 

olduğu elde edilir.  

Sonuç 2.2.4.1.  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold,  hH ,    ,  
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tipinde dejenere olmayan yarı Riemann bir manifold ve hg   olmak üzere 

HM :  de,  gM , ’nin  hH ,  üzerinde bir liflemesi olsun. Eğer,  yxspanP ,  

MTp  üzerinde dejenere olmayan bir düzlem ise, bu durumda    PP    olur. Burada, 

 P ,  HT p  üzerindeki     yxspanP  ,  düzleminin eğriliğidir [6].  

İspat. Yorum 2.2.4.2. (b) ve Teorem 2.2.4.2.’den  

            xyyxRhxyyxRg  ,,,,ˆ   

ve 

       

              2
2

,,,

,,,,

yxhyyhxxh

yxgyygxxgyxQ

 


 

elde edilir. Böylece,  

    
 

         
    

 P
yxQ

xyyxRh

yxQ

xyyxRg
P 




 

,

,,

,

,,ˆ
 

olduğu görülür. 

Şimdi Genel İzafiyet teoreisinden,  2,0,1  tipinde bazı yarı Riemann manifold örnekleri 

verilecektir. 

Schwarzschild’in olay ufukları, Reissner ve Kerr’in uzay-zamanları, aşağıdaki yapıya 

sahip  2,0,1  tipinde durağan yarı Riemann manifoldlardır: 2SH  ,  2,0 tipinde 

dejenere olmayan h  metrik tensörüne sahip olmak üzere, HRM   olsun. 

(Schwarzschild ve Reissner çözümlerinde, h , 2S  üzerindeki standart metriğin bir skaler 

çarpımıdır; Kerr çözümleri için bakınız [11]. ) Şimdi 22: SSR   izdüşüm olsun. 

Yukarıdaki çözümlerin olay ufukları, hg   metriğine sahip  gM ,  yarı Riemann 

manifoldlardır. Yorum 2.2.4.3. göz önüne alınırsa, olay ufuklarının durağan olduğu 

kolayca görülebilir.  

Diğer bir örnek ise, aşağıdaki yapıya sahip, yine  2,0,1  tipinde durağan yarı Riemann 

manifold olan Taub-NUT uzay-zamanın Cauchy ufuklarıdır [11].: 3SM   ve 2SH  , 

2S  üzerindeki standart metriğin bir skaler çarpımı olan h  metriğine sahip olsunlar. 

Şimdi 23: SS  , 3S ’ün 2S  üzerindeki Hopf liflemesi olsun. Bu durumda, Taub-
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NUT uzay-zamanın Cauchy ufukları hg   metriğine sahip  gM ,  yarı Riemann 

manifoldlardır. Bu Cauchy ufukları [11] Yorum 2.2.4.3.’e göre durağandır. Ayrıca, 

Sonuç 2.2.4.1.’e göre, Schwarzschild’in olay ufukları [11] ve Reissner çözümleri [11] ve 

Taub-NUT uzay-zamanın Cauchy ufukları [11] sabit kesitsel eğriliğe sahiptir.  

Son olarak, 1   olmak üzere    ,,1  tipindeki durağan her yarı Riemann 

manifoldun, yerel olarak dejenere yarı Riemann bir çarpım olduğu gösterilecektir. 

Tanım 2.2.4.7. N  bir manifold ve  hH ,  de   ,  tipinde dejenere olmayan yarı 

Riemann bir manifold olsun. Bu durumda, HHNH :Pr  izdüşüm olmak üzere 

 hgHNM H

 Pr, , N  ve H ’nin dejenere yarı Riemann çarpımı olarak adlandırılır 

[6].  

Yorum 2.2.4.3. göz önüne alınırsa  hgHNM H

 Pr, ’nin durağan olduğu bulunur.  

Tanım 2.2.4.8.  gM , , 1   olmak üzere    ,,1  tipinde durağan yarı 

Riemann bir manifold olsun. Eğer 
H

g , H  üzerinde dejenere olmayan bir metrik tensör 

ise, M ’deki bir   -boyutlu H  alt manifolduna M ’de dejenere olmayan bir 

hiperyüzey denir [6]. 

Teorem 2.2.4.3.  gM , , 1   olmak üzere    ,,1  tipinde durağan yarı 

Riemann bir manifold olsun. Bu durumda H , M ’nin dejenere olmayan bir hiperyüzeyi 

olmak üzere, M  yerel olarak  hHN H

 Pr,  bir yarı Riemann çarpımdır [6]. 

İspat. gN  integrallenebilir olduğundan, M  yerel olarak HN   şeklinde bir çarpımdır. 

Burada N , gN ’nin bir integral manifoldu ve H  de M ’nin dejenere olmayan bir 

hiperyüzeyidir. Şimdi, 
H

gh   ise hg H

 Pr  olduğu gösterilecektir. Bunun için, 

TMYX 
~

,
~

’nin, HPr  boyunca THYX , ’nin liftleri olsun. Bu durumda  gM ,  

durağan olduğundan, her gNU   için,  

        
 YXUg

YLXgYXLgYXUgYXgL UUU

~
,

~

~
,

~~
,

~~
,

~~
,

~
0
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olduğu görülür. Böylece  YXg
~

,
~

, H  üzerinde bir fonksiyonun lifti olur ve 

   YXhYXg
H

,
~

,
~

  olduğundan  YXg
~

,
~

, HPr  boyunca  YXh , ’nin bir lifti olur. 

Buradan,  

      YXhYXhYXg HHH

~
,

~
Pr

~
Pr,

~
Pr

~
,

~ 


 

olduğu elde edilir. 

2.2.5. Hemen Hemen Değme Pseudo Manifoldlar 

Bu kısımda, değme pseudo manifoldları ile ilgili temel kavramlar verilmiştir. 

Tanım 2.2.5.1. M ,  12 n -boyutlu bir manifold,  ,,  da M  üzerinde, sırasıyla, 

 1,1 -tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve  1-form olsunlar. Eğer  ,,  için, M  

üzerinde herhangi bir vektör alanı X  olmak üzere, 

                             
   

  nrank

XXX

2,0,0

,1 2










                               (2.1) 

eşitlikleri sağlanıyorsa o zaman,   ,,  üçlüsüne M   üzerinde bir hemen hemen 

değme yapı ve bu yapı ile birlikte M  ye bir hemen hemen değme manifold denir [5]. 

Tanım 2.2.5.2. M  ,   ,,  hemen hemen değme yapsı ile verilsin. M  üzerinde bir  

g  yarı Riemann metriği, 

                                        
   

       YXYXgYXg

XgX









,,

,
                      (2.2) 

şartlarını sağlıyorsa g  yarı metriğine  M   üzerinde hemen hemen değme yarı metrik, 

 g,,,    yapısına hemen hemen değme yarı metrik yapı ve  g,,,   yapısı ile  M   

ye de hemen hemen değme yarı metrik manifold denir [5]. 

Sonuç 2.2.5.1. M ,  g,,,   hemen hemen değme yarı metrik yapsı ile verilsin. Bu 

durumda, 

                                                   YXgYXg  ,,                                      (2.3) 

dır [5]. 

Tanım 2.2.5.3.  M   üzerinde bir hemen hemen değme yarı metrik yapısı  g,,,   
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olmak üzere, 

                                                      YXgYX ,,                                                     (2.4) 

şeklinde tanımlı   dönüşümüne hemen hemen değme yarı metrik yapısının temel 2 -

formu denir [5]. 

Tanım 2.2.5.8. M  bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere, M  üzerinde  1,1 -

tipli bir tensör alanı F  olsun.  MYX  ,  için, 

                         
2( , ) [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]FN X Y F X Y FX FY F FX Y F X FY   

                  (2.5) 

şeklinde tanımlı FN  tensör alana F  tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü 

denir [18]. 

Önerme 2.2.5.2. M  üzerinde   ,,  hemen hemen yarı değme yapısının normal 

olması için gerek ve yeter koşul 

                                                       02   dN                                                  (2.6) 

eşitliğinin sağlamasıdır. Burada  N ,   tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon 

tensörüdür [18]. 

2.2.6. BAZI SİMETRİK MANİFOLDLAR 

Tanım 2.2.6.1.  gM n , ,  2n  düz olmayan bir Riemann manifoldu olsun. R ,  3,1  

tipinde eğrilik tensörü ve     WZYXRgWZYXR ,,,,,,
~

  olmak üzere,  4,0  tipindeki 

R
~

 eğrilik tensörü  

         
             

           ,,,,
~

,,,
~

,,,
~

,,,
~

,,,
~

,,,
~

XZYURWAWXYURZAWZXURYA

WZYXRUAWZYURXBXAWZYURX




            (2.7) 

şartını sağlarsa,  gM n ,  Riemann manifolduna hemen hemen pseudo simetrik manifold 

denir ve  nPSA  şeklinde gösterilir. Burada, A  ve B , nM  üzerindeki her WUZYX ,,,,  

vektör alanı için    XAPXg , ,    XBQXg ,  şeklinde tanımlı sıfırdan farklı ilgili 

1-formlar ve   kovaryant türev operatörüdür [15]. Eğer, özel olarak BA   alınırsa, 

manifold,  nPS  ile gösterilen pseudo simetrik manifolda indirgenir [12].  

Tanım 2.2.6.2.  gM n , ,  2n  düz olmayan bir Riemann manifoldu olsun. Eğer aynı 
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anda sıfır olmayan ve  

              
          

           ,,,,
~

,,,
~

,,,
~

,,,
~

,,,
~

,,,
~

UZYXRWEWUYXRZDWZUXRYC

WZYURXBWZYXRUAWZYXRU




                 (2.8) 

şartını sağlayan EDCBA ,,,,  1-formları varsa  gM n ,  manifolduna zayıf simetrik 

manifold denir [17]. 

Tanımlardan görüldüğü üzere, hemen hemen pseudo simetrik bir manifold, zayıf 

simetrik manifoldların özel bir hali değildir.  

Tanım 2.2.6.3.  gM n , ,  3n  düz olmayan bir Riemann manifoldu olsun. Eğer S , 

 2,0  tipindeki Ricci tensörü  

                              YXSZAZXSYAZYSXBXAZYSX ,,,,  ,              (2.9) 

şartını sağlarsa,  gM n ,  manifolduna hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifold 

denir ve  nPRSA  ile gösterilir [14]. Eğer özel olarak, BA   alınırsa manifold, pseudo 

Ricci simetrik manifolda indirgenir [13]. Hemen hemen pseudo Ricci simetrik manifold, 

zayıf Ricci simetrik manifoldun özel bir hali değildir.  

Tanım 2.2.6.4. Bir  gM ,,,,   Sasaki yapısı olsun. Eğer 

                                

          

       
       ,,,,

,,

,,2

PWZYXRgWYXRZA

ZWXRYAZYWRXA

ZYXRWBWAZYXRW







                           (2.10) 

eşitliği sağlayan A  ve B  1-formları ve P  vektör alanı varsa, bu yapı hemen hemen  -

simetrik olarak adlandırılır. Bu tanımda, eğer 0 BA  ve 0P  ise, hemen hemen 

pseudo  -simetri, Takahashi tarafından  ’ye ortogonal olan her ZYXW ,,,  için    

                                                   0,2  ZYXRW                                                 (2.11) 

şeklinde tanımlanan  -simetriye dönüşür [16]. Hemen hemen pseudo  -simetri, zayıf 

 -simetrinin özel bir durumu değildir.                
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3. BULGULAR VE TARTIŞMA 

3.1. SİNGULAR YARI RİEMANN HEMEN HEMEN DEĞME MANİFOLDLAR 

Tanım 3.1.1.  gM , ,   ,,  tipinde yarı Riemann bir manifold olsun ve   ,,  

üçlüsü (2.1) eşitliğini sağlasın. Eğer g , (2.2) eşitliğini sağlarsa, bu durumda 

 gM ,,,,   singüler bir yarı Riemann hemen hemen değme metrik manifold olarak 

isimlendirilir.  

Şimdi, TMYX  ,  için M  üzerindeki   temel 2 -formu,    YXgYX ,,   

şeklinde tanımlanır. Eğer  ’nin dejenere alt demeti N  ile gösterilirse,  NN g  

olduğu kolayca görülebilir. Fakat bunun tersi doğru değildir. Çünkü; eğer, NX  ise 

sıfır olmak zorunda olmayan bir Y  vektör alanı için      YXYXg ,  olduğu 

kolayca elde edilebilir.     

Tanım 3.1.2.  gM ,  bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme manifold olsun. 

M  üzerindeki g  Riemann metriği için  

  dim   MvvugMu  ,0,|  ( g nin nulluğu),  

 sup   WwwwgMWW  0,0,|dim   ( g nin indeksi), ve  

 sup   WwwwgMWW  0,0,|dim  

 şeklinde tanımlanır. 

Eğer 0  ise, M  üzerindeki g  iç çarpımına dejenere değildir denir. Eğer g  

M üzerinde    ,,  tipinde bir iç çarpım ise o zaman  gM , ’ye    ,,  tipinde bir 

iç çarpım uzayıdır denir.  

Tanım 3.1.3. g  bir M  singüler yarı Riemann hemen hemen değme manifoldu üzerinde 

  ,,  tipinde metrik tensör olsun.  gM , ’nin dejenere demeti 


gM   




gM    MTvvugMTu pp  ,0,,  şeklinde tanımlıdır. 

 Eğer  


gM  TM ’nin integrallenebilir alt demeti ise  gM , ’ye integrallenebilirdir 
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denir. Eğer her  
 gMu  için 0gLu  ise  gM , ’ye bir singüler yarı Riemann 

hemen hemen manifold denir. Burada L , M  üzerinde Lie türevidir. 

Teorem 3.1.1. Eğer  gM ,  bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme manifold 

ise o zaman  gM ,  integrallenebilirdir. 

İspat.  gM , ’nin integrallenebilirliğini göstermek için  
 gMUU 21,  verilsin. O 

halde her TMX   için 0gLu  olur. Buradan,   

          

,0

,,,,,, 2122121 1



 XUgLXUUgXUgUXUUg U
 

bulunur. Bu ise    
 gMUU 21,  olduğu anlamına gelir. 

Teorem 3.1.2.   ,,,, gM  bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme manifold 

olmak üzere  

 
 MMM g   ve M    altında invaryanttır. Özellikle  

   YXgYXg ,,   

   YXYX ,,    

ve her  TMYX ,  için  

   YXgYX ,,   

dir.  

İspat.   singüler olmadığından,  gMX  olması için gerekli ve yeterli koşul 



 MX  olmasıdır. Böylece,  



  MMM g  olur. Ayrıca, her MY , 

TMX   ve  MY  için     0,,  YXYXg   olur. Böylece, M    altında 

invaryant kalır.      

Sonuç 3.1.1. Bundan sonra, eğer   ,,,, gM   bir singüler yarı Riemann hemen 

hemen değme manifold dediğimizde, bu durumda 





 MM g  olduğu söylenebilir.  

İspat. Teorem 3.1.2. den direkt elde edilir.   
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Sonuç 3.1.2. Aynı zamanda eğer 


gM  veya 


M  integrallenebilir ise, bu durumda 

M  de integrallenebilirdir. 

İspat. Her  MUU 21,  olsun. Bu durumda, 0
1

gLU  olduğundan her TMX   için  

    

     

0

,,,

,,,

212

2121

1







XUgLXUUg

XUgUXUUg

U  

olur. Böylece,    MUU 21,  olduğu görülür. Bu ise 


gM  nin integrallenebilir 

olduğunu verir. 


M  nin integrallenebilir olduğu benzer şekilde gösterilir.    

Sonuç 3.1.3.   ,,,, gM  bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme metrik 

manifold ve  , M  üzerinde temel 2 -form olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler 

sağlanır.    

(a) Her  MU  için eğer 0gLu  ve 0uL  ise, o zaman  MU ’dir. 

(b) Her  MU  için eğer 0gLu  ve    MTMHomLu ,  ise, o zaman her  

 MU  için 0uL  olur.  

(c) Her  MU  için eğer 0uL  ve    MTMHomLu ,  ise o zaman her  

 MU  için 0gLu ’dır. 

İspat. (a) Her  MU  ve TMYX ,  için eğer  0gLu  ise  

       YLXYXLYXgL UUU ,,,   

ve  

      TMTMffMTMHom :|,  

lineer fonksiyonlar olduğundan    0,  YLX U  elde edilir. Buradan    0,  YXLU  

bulunur. Bu nedenle,   singüler olmadığından, (b) ve (c) şıklarındaki ifadeler 

yukarıdaki eşitlikten kolayca görülebilir. 

Tanım 3.1.4   ,,,, gM  bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme metrik 

manifold ve  , M  üzerind temel 2 -form olsun. Bu durumda, TM = TMTM /  olmak 



 64 

üzere TMTM  :  kanonik dönüşümdür.   XX  ,    YY   ve  XX    

olacak şekildeki TMYX  , için    YXgYXg ,,   ve    YXYX ,,   dir. 

Burada g  degenere olmayan metrik,  degenere olmayan temel 2-form ve   TM de 

hemen hemen değme yapıdır. Ayrıca,    YXYXg ,,   öyleki TMYX , dir. 

Tanım 3.1.5   ,,,, gM  bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme metrik 

manifold ve  , M  üzerind temel 2 -form olsun. TMX  nin   MU   yönündeki 

Lie türevi  

  pXLXL UU   

şeklinde tanımlıdır. Burada TMX  için   XX  dir. UL  iyi tanımlıdır. 

Tanım 3.1.6   ,,,, gM  bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme metrik 

manifold ve  , M  üzerinde temel 2 -form olsun. O halde 

(a) g  nin 


 PMu yönündeki Lie türevi gLu ; 

     yxgLyxgL Uu ,,   

olsun. MTyx p ,  için,   xx  ,   yy   ve uU p   olmak üzere  MU ’dir. 

(b)   nin 


 PMu yönündeki Lie türevi uL ; 

     yxLyxL Uu ,,   

olsun. MTyx p ,  için,   xx  ,   yy   ve uU p   olmak üzere  MU ’dir. 

(c)   nin 


 PMu yönündeki Lie türevi uL ; 

    xLxL Uu    

olsun. MTyx p ,  için,   xx   ve uU p   olmak üzere  MU ’dir. 

Sonuç 3.1.4. gLu , uL  ve uL  iyi tanımlıdır.  

İspat. TMXX 21,  için UXX  12  olarak tanımlansın. Öte yandan, 

  MUUU ,, 21  olmak üzere, UUU  12  için   
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        ULXLULXL

UXLXL

UUUU

UUU













11

12

11

12

 

olup      12 12
XLXL UU    elde edilir. Diğerleri de benzer şekilde ispatlanır.    

Teorem 3.1.3.   ,,,, gM  bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme metrik 

manifold ve  , M  üzerinde temel 2 -form olsun. O halde her 


Mu ve 

TMYX , için  

(a)        YLXgYXLgYXguYXgL uuu ,,,,   

(b)        YLXYXLYXuYXL uuu ,,,,   

(c)      XLXLxL uuu     

dir. 

İspat. (a)   XX   ve   YY   olacak şekildeki TMYX  , için  

        

       
     YLXgYXLgYXgU

YLXgYXLgYXgU

YLXgYXLgYXUgYXgL

UU

UU

UUu

,,,

,,,

,,,,







 

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. (b) ve (c) şıklarının ispatı da benzer şekilde yapılır.  

Sonuç 3.1.5.   ,,,, gM  bir singüler yarı Riemann ve  ,M  bir singüler yarı 

Riemann hemen hemen değme metrik manifold ve  , M  üzerinde temel 2 -form 

olsun. O halde 

(a)  gM ,  bir singüler yarı Riemann manifolddur gerek ve yeter koşul, her 


Mu için 

0gLu  olur. 

(b)  ,M  bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme manifoldudur gerek ve yeter 

koşul, her 


Mu için 0uL  olur. 

(c) Eğer her 


Mu için 0gLu  ve 0uL  ise o halde her 


Mu için 0uL  

olur. 

(d) Eğer her 


Mu için 0gLu  ve 0uL  ise o halde her 


Mu için 0uL  
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olur. 

(e) Eğer her 


Mu için 0uL  ve 0uL  ise o halde her 


Mu için 0gLu  

olur. 

İspat.  Her TMYX ,  ve   MU   için,  

        
      

        
     YLXYXL

YLXYLXYXL

YLXYXLYXU

YLXgYXLgYXgUYXgL

UU

UUU

UU

UUU







,,

,,,

,,,

,,,,









 

olur. Buradan,   singüler olmadığından (a)-(e) şıkları kolaylıkla elde edilir.   

Tanım 3.1.7.   ,,,, gM  bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme metrik 

manifold ve  , M  üzerinde temel 2 -form olsun. 

(a)   XX  ,   YY   ve   ZZ   olacak şekildeki TMZYX ,,  için,  ’nin 

d  dış türevi    ZYXdZYXd ,,,,   şeklinde tanımlanır. 

(b)   XX   ve   YY   olacak şekildeki TMYX ,  ve N  de  ’nin Nijenhuis 

burulma tensörü olmak üzere,  ’nin N  Nijenhuis burulma tensörü 

    YXNYXN ,,   şeklinde tanımlanır.  

Bir  gM ,  singüler yarı Riemann hemen hemen değme manifoldunun  gTM g ,  

üzerindeki   Koszul konneksiyonun R  eğrilik tensörü aşağıdaki özellikleri sağlar: 

(a)    XYRYXR ,,  , 

(b)      ,,,,, ZVYXRgVZYXRg   

(c) d ,  ’ye göre dış kovaryant türev operatörü olmak üzere 0Rd  olur (ikinci 

Bianchi özdeşliği), 

(d)       0,,,  YXZRXZYRZYXR , 

(e)   XXg  ,   YYg  ,   ZZg   ve   VVg   olacak şekildeki 

TMVZYX ,,,  için      YXVZRgVZYXRg ,,,,  .   

  XX  ,   YY   ve   ZZ   olacak şekildeki TMZYX ,,  için,  gTM , ’nin 
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R̂  dış eğrilik tensörü    ZYXRZYXR ,,ˆ   olarak tanımlanır.  

R̂ ’nin yukarıdaki (c) şıkkındaki özellik hariç diğerlerini sağladığı açıktır. Çünkü Rd ˆ  

tanımlı değildir. Ancak, R̂  değerlerini gTM ’de alan, gTM  üzerinde tanımlı bir 

kovaryant 3 -tensör olarak göz önüne alınırsa, R̂  aşağıdaki ikinci Bianchi özdeşliğini 

sağlar.  

Teorem 3.1.4.  gM ,  bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme manifold olsun. 

Bu durumda,   XXg  ,   YYg   ve   ZZg   olacak şekildeki TMZYX ,,  

için  gTM g , ’nin R̂  dış eğrilik tensörü 

         0,,ˆ,,ˆ,,ˆ  VYXRVXZRVZYR ZYX , 

İkinci Bianchi özdeşliğini sağlar.  

İspat. 0ˆ Rd  olduğundan,  

        
       
       
       
         
         

   
        

       

   

   
0

,,

,,

,,,,,

,,,,,

,ˆ,ˆ

,ˆ,,ˆ,,ˆ

,,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ

,,ˆ,,ˆ,,ˆ

























 VZYXRd

VYXRVXZR

VZYRVYXZRVXZYR

VZYXRVYXRVXZRVZYR

VYXRVXZR

VZYRVYXZRVXZYR

VZYXRVYXRVXZRVZYR

VYXRVYXRVYXRVYXR

VXZRVXZRVXZRVXZR

VZYRVZYRVZYRVZYR

VYXRVXZRVZYR

ZY

X

ZYX

ZY

X

ZYX

ZZZZ

YYYY

XXXX

ZYX

 

 pgTMyx ,  lineer bağımsız vektörler olsun. Bu durumda,  yxspanP , ’e gTM ’de 

bir düzlem denir.  pgTMyx ,  olmak üzere,         2,,,, yxgyygxxgyxQ   

olsun. gTM ’deki bir  yxspanP ,  düzlemi, eğer   0, yxQ  ise dejenere olmayan 

düzlem , eğer   0, yxQ  ise dejenere düzlem olarak adlandırılır. Eğer  gM ,  singüler 

yarı Riemann bir manifold ise, bu durumda dejenere olmayan bir  yxspanP ,  
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düzlemin eğriliği       yxQxyyxRgPK ,,,ˆ  şeklinde tanımlanır. Bir  gM ,  

singüler yarı Riemann manifoldu için, eğer gTM ’deki dejenere olmayan her düzlemin 

eğriliği C ’ye eşit ise, bu manifolda MP  noktasında sabit eğriliğe sahiptir denir. Bu 

durumda,  pgTMzyx ,,  için       yxzgxyzgCzyxR ,,,ˆ   olur. 

Şimdi, singüler yarı Riemann manifoldlar için Schur Lemması ispatlanacaktır.  

Teorem 3.1.5.  gM , , bağlantılı bir singüler yarı Riemann hemen hemen değme 

manifold olsun. Eğer  gM ,  her noktada sabit eğriliğe sahip ve   3gTMrank  ise, bu 

durumda  gM ,  sabit eğriliğe sahiptir, yani gTM ’deki dejenere olmayan her düzlemin 

eğriliği bir sabite eşittir.  

İspat. Her  pgTMzyx ,,  için      yxzgxyzgzyxR ,,,ˆ
0   olsun. Buradan, f  M  

üzerinde düzgün bir fonksiyon olmak üzere, 0
ˆˆ RfR   olur. Bu durumda,   XXg  , 

  YYg  ,   ZZg   ve   VVg   olacak şekildeki her TMVZYX ,,,  için 

0ˆ
0 R  olduğundan dolayı, ikinci Bianchi özdeşliğinden   

            0,,ˆ,,ˆ,,ˆ
000  VYXRZfVXZRYfVZYRXf  

bulunur. Böylece, 

             
      
0

,,

,,,,







YXVgXYVgZf

XZVgZXVgYfZYVgYZVgXf

 

olduğu görülür.  

Herhangi bir 
 gMX  için,  gTM g ,  ortonormal olan ve ZV   ve   YYg  , 

  ZZg   şartlarını sağlayan dejenere ve null olmayan TMVZYX ,,,  seçilerek, 

    0, YfXZZg  elde edilir. Böylece, her 
 gMX  için   0fX  bulunur. 

  1, XXg  olacak şekildeki herhangi bir dejenere olmayan MX   için,  gTM g ,  

ortonormal olan ve ZV   ve   XXg  ,   YYg  ,   ZZg   şartlarını sağlayan 

dejenere ve null olmayan TMVZY ,,  seçilerek,       0,,  XYfZZgYXfZZg  

elde edilir. Böylece, dejenere ve null olmayan her TMX   için 0Xf  bulunur. 
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Herhangi bir null vektör, dejenere ve null olmayan vektörlerin bir lineer kombinasyonu 

olarak yazılabildiğinden her TMX   için 0Xf  olur.  

Tanım 3.1.8.  gM , ,   ,,  tipinde bir g  metriğine sahip bir singüler yarı Riemann 

hemen hemen değme manifold olsun. İç Ricci eğriliği 


Ric  ve  gTM , ’nin iç skaler 

eğriliği Ŝ ,  

    


i

iii EYXERgYXRic ,,ˆ,   

 ve  

 ii

i

EERicS ,ˆ 


  

şeklinde tanımlanır. Burada,  iE ,  gTM ,  üzerinde yerel bir yarı Riemann bazı ve 

 iii EEg ,  şeklinde tanımlanır. 

Yorum 3.1.1.  gM , ,   ,,  tipinde bir g  metriğine sahip bir singüler yarı Riemann 

hemen hemen değme manifold olsun. Ŝ ,  gTM , ’nin iç skaler eğriliği olmak üzere 

   jiijji ij EEspanPPKS ,ˆ  
 şeklindedir. 

Yardımcı Teorem 3.1.1.  gM ,,,,   bir singüler Sasaki manifoldu olsun. Bu  

durumda her TMWZYX ,,,  için  

      
  ,,,ˆ

,,ˆ,,

WZYXRg

WZYXRgWZQQQ YXXYYX








 

eşitliği sağlanır. 

İspat.  
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     WYXRZgWYXRZg

WZgWZg

WZgWZg

WZgWZg

WZgWZg

WZgWZg

WZQQQ

YXYX

YXYX

XYXY

XYXY

YXYX

YXXYYX

,ˆ,,ˆ,

,,

,,

,,

,,

,,

,

,,

,



























 

olur.   nin ters simetrik olması ve Bianchi özdeşlikleri göz önüne alınırsa ispat 

tamamlanır.  

Teorem 3.1.6.  gM ,,,,   bir singüler Sasaki manifoldu olsun.  

(a)  

         
       ZXgWYgWXgZYg

ZYgWXgWYgZXgWZYXP

,,,,

,,,,,,,








 

olmak üzere, her TMWZYX ,,,  için  

       WZYXPWZYXRgWZYXRg ,,,,,ˆ,,ˆ    

ifadesi sağlanır. 

(b)  ’ye dik olan her TMWZYX ,,,  için  

     WZYXRgWZYXRg ,,ˆ,,ˆ   

dir. 

 İspat. 

(a)  İlk olarak  

      
  ,,,ˆ

,,ˆ,,

WZYXRg

WZYXRgWZYXXYYX








 

ifadesinde eşitliğin sağ tarafının  WZYXP ,,,  ye eşit olduğu gösterilecektir. 

         
       ZXgWYdWXgZYd

ZYgWXdWYgZXdWZYXP

,,,,

,,,,,,,








 

Sasaki özelliğinden dolayı  .., gd    

     XYYXgYX   ,  

ve 
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                ZYXgYZXgZYZYZYXZY XXX  ,,,,,,   

olduğundan gerekli hesaplamalardan sonra, 

          
       WXZYgZXWYg

WZYgZWYgWZ XXYX

,,,,

,,,



 
 

          
       WYZXgZYWXg

WZXgZWXgWZ YYXY

,,,,

,,,



 
  

ve 

               WZYXgZWYXgWZYX  ,,,,,,   

olduğu görülür. Bu eşitlikler denklemde yerine yazılıp toplanırsa sonuca ulaşılır.  

Şimdi  WZYXP ,,,  nin  

               ZXgWYgWXgZYgZYgWXgWYgZXg ,,,,,,,,    

eşit oldğu gösterilecektir. ZYX ,,  vektör alanları için  

      ZYgZYgZY XXX   ,,,  

ve  

         WZgWZgWZ YXYXYX ,,, ,,,    

elde edilir. Buradan  

   

       
       
 WZYXP

WYZXgZYWXg

WXZYgZXWYg

WZYXXYYX

,,,

,,,,

,,,,

,,









 

olur. Öte yandan  

    
   
 WZg

WZgWZg

WZgWZ

XY

XYYX

YXYX













,

,,

,,

 

ve 

    
   
 WZg

WZgWZg

WZgWZ

YX

YXXY

XYXY













,

,,

,,

 

elde edilir. Buradan  
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     ZYXRWgZYXRWg

WZYXXYYX

 ,ˆ,,ˆ,

,,




 

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar.  

(b)   

       WZYXPWZYXRgWZYXRg ,,,,,ˆ,,ˆ     

olduğunu teoremin (a) şıkkından biliniyor. Bu ifade de Z yerine Z alınısa 

                   
         

       ZXgWYgWXgZYg

ZYgWXgWYgZXgWZYXP





,,,,

,,,,,,,




                          (*) 

eşitliği  elde edilir.   

     WZYXRgWZYXR  ,,ˆ,,ˆ   

 (*) dan dolayı 

     
     
     
       

      
  WZYXR

WZYXPYXWZPWZYXR

WZYXPYXWZPYXWZRg

WZYXPYXWZRg

WZYXPWZYXRg

WZYXPWZYXRg

,,ˆ

,,,,,,,,ˆ

,,,,,,,ˆ

,,,,ˆ

,,,,ˆ

,,,,ˆ

2

2























 

elde edilir. 

Yardımcı Teorem 3.1.2. R , S ve r  sırasıyla  3,1  tipinde tensör alanı,  2,0 tipinde 

Ricci tensörü ve bir  gM n ,  singüler Sasakian manifoldu üzerinde skalar eğrilik olsun. 

Biliyoruz ki bir nM  singüler manifoldunda Riemann metriği seçilebilir öyleki 

nM üzerinde her ZYX ,,  vektör alanları için aşağıdaki özellikler sağlanır: 

                                                              ,0                                                            (3.1) 

                                                        ,1                                                           (3.2) 

                                                   XXX 
2

,                                                   (3.3) 

                                             YXYXgYXg   ,, ,                                        (3.4) 

                                                         ,XgX  ,                                                     (3.5) 
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                                                         XX                                                          (3.6) 

                                                             0X ,                                                        (3.7) 

                                                     XnXS  1,                                                     (3.8) 

                                                YXYXgYXRg   ,,,                                     (3.9) 

                                                       XXXR ,                                           (3.10) 

                                                XZYgYZXgZYXRg  ,,,,                          (3.11) 

                                                      YXRYX ,                                                  (3.12) 

İspat. (3.1)-(3.6) eşitliklerinin ispatı açıktır.  

(3.7): 

      0,,   XgXgX  

şeklinde elde edilir.  

(3.8):  

    

    

       

   Xn

eXgeeegX

eXeeXg

eXeRgXS

n

i

iiii

n

i

iii

n

i

ii









1

,,

,

,,,

1

1

1





















 

olup, böylece ispat tamamlanır. 

(3.9):  

     
  

     YXYXg

YXXg

YXRgYXRg













,

,

,,,,

 

elde edilir. 

(3.10):  

   

 

 

XX

XR XXX



 ,,
 

olur. 

(3.11):  
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   YXXY

YXR YXXYYX







 ,,
 

olduğu görülür. Bu son eşitliğin Z  ile iç çarpımı alınırsa istenen elde edilir.  

(3.12): (3.11) den ispat açıktır. 

3.2. SİNGÜLER SASAKİ MANİFOLDLARIN HEMEN HEMEN PSEUDO 

SİMETRİ ÖZELLİKLERİ 

Bu bölümde, Bölüm 2.2.6.’da verilen tanımlar singüler Sasaki manifoldu için göz önüne 

alınacaktır. 

Teorem 3.2.1. Eğer BA 3  ifadesi her yerde sıfır olmuyorsa, bu durumda, hemen 

hemen pseudo simetrik singüler Sasaki manifoldu yoktur.  

İspat.  ni ,,1  olmak üzere,  ie  kümesi manifoldun herhangi bir noktasındaki 

tanjant uzayının ortonormal bir bazı olsun. (2.7) eşitliğinde  ieWU   seçilip 

nii 1,  üzerinden toplam alınırsa 

                    
             

         ,,,,

,,,

YZXRAZYXRAYXSZA

ZXSYAZYSXBXAZYSX




                            (3.13) 

ifadesi elde edilir.    0,  ZgX  olması göz önüne alınıp, (3.5),(3.6) ve (3.8) 

eşitlikleri kullanılırsa,  

                                 ZXSXZgnZSX ,,1,   ,                                     (3.14) 

ifadesi bulunur. (3.13)’de Y  alınırsa, (3.14) ve (3.8) ifadeleri göz önüne alındığında 

              
              
               ,,,1,

1,,1





ZXRAZXRAXZAnZXSA

ZXBXAnZXSXZgn




             (3.15) 

olduğu görülür. (3.15)’de Z  seçilip, (3.2),(3.6), (3.8) ve (3.10) ifadeleri göz önüne 

alınırsa,  

                                       ,02211  XAnXBnXAn                             (3.16) 

elde edilir. 3n  olduğundan, (3.16)’de X  seçilirse 

                                                      03   BA ,                                                    (3.17) 
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olur. Bu ise,  gM ,,,,   yapısının bir Sasaki manifold olması için, BA 3  1-

formunun  gM n , ’nin   Killing vektör alanı üzerinde sıfır olması gerektiği anlamına 

gelir. Şimdi herhangi bir vektör alanı için 03  BA  olduğu gösterilecektir.  

(3.15)’de X  alınıp, (3.1),(3.2), (3.8) ve (3.10) ifadeleri hesaba katılırsa, 

                                         ,01212  ZBnZAnZAn                       (3.18) 

olduğu görülür. (3.18)’de Z  yerine X  yazılıp elde edilen ifade (3.16) ile toplanırsa, 

(3.17) eşitliğinin ışığında 

                                        ,01122  XBnXAnXAn                            (3.19) 

 ifadesi elde edilir. Son olarak, (3.18)’da Z  yerine X  yazılıp elde edilen ifade (3.19) ile 

toplanırsa, (3.17) eşitliği doğrultusunda, her X  için,  

                                                   031  XBXAn ,                                              (3.20) 

 bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. 

Bu koşul, hemen hemen pseudo simetrik bir manifold üzerinde, singüler bir Sasaki 

yapısının varlığını mümkün kılar. Eğer özel olarak BA   ise, bu durumda manifold 

pseudo simetrik manifolda dönüşür. (3.20)’dan 0A  bulunur. Bu ise pseudo simetrik 

manifoldun tanımı ile çelişir. Dolayısıyla aşağıdaki sonuç verilebilir.              

Sonuç 3.2.1. Düzgün pseudo simetrik singüler Sasaki manifoldu yoktur. 

Teorem 3.2.2. Eğer BA 3  ifadesi her yerde sıfır olmuyorsa, bu durumda, hemen 

hemen pseudo Ricci simetrik singüler Sasaki manifoldu yoktur.  

İspat. (2.9)’de Z  alınırsa, 

                             YXSAXSYAYSXBXAYSX ,,,,   ,            (3.21) 

olduğu görülür. (3.14) ve (3.8) göz önüne alınırsa, (3.21) denklemi 

                    
              
         YXSAXYAn

YXBXAnYXSXYgn

,1

1,,1








                      (3.22) 

şeklinde de yazılabilir. (3.22)’da X  seçilip (3.1) eşitliği kullanılırsa  

                                             021  YBYAYAn                                   (3.23) 
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bulunur. Şimdi, (3.23)’de Y  alınırsa 

       031   BAn  

olur. 3n  olduğundan, yukarıdaki denklemden  

                                                        03   BA                                                    (3.24) 

olduğu görülür. Tekrardan, (3.22)’da Y  alınırsa ve (3.5), (3.6) ve (3.8) kullanılırsa, 

                                              021  XAXBXAn  ,                                  (3.25) 

 bulunur. (3.23)’de Y  yerine X  yazılıp elden edilen denklem (3.25) ifadesi ile 

toplandığında (3.24) ifadesi göz önünde bulundurulursa,  

                                                  021  XBXAXAn  ,                              (3.26) 

olduğu sonucuna varılır. Yine, (3.11)’de Y  yerine X  yazılıp elden edilen denklem 

(3.14) ifadesi ile toplandığında (3.23) ifadesi göz önünde bulundurulursa, her X  için  

                                                     031  XBXAn ,                                            (3.27) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Eğer özel olarak BA   ise, bu durumda manifold pseudo Ricci simetrik manifolda 

dönüşür. (3.15)’ten 0A  bulunur. Bu ise pseudo Ricci simetrik manifoldun tanımı ile 

çelişir. Dolayısıyla aşağıdaki sonuç verilebilir.                          

Sonuç 3.2.2. Düzgün pseudo Ricci simetrik singüler Sasaki manifoldu yoktur. 

Teorem 3.2.3. Eğer BA 3  ifadesi her yerde sıfır olmuyorsa, bu durumda, hemen 

hemen pseudo  -simetrik singüler Sasaki manifoldu yoktur.  

İspat. (2.10) ve (3.3) eşitliklerinden,  

                       

      
          
          PXZYWRgXYWRZAZXWRYA

ZYXRWAZYWRXBXA

ZYWRZYWR XX

,,,,

,,

,,





 

                  (3.28) 

 ifadesi bulunur. (3.28) ifadesinde ieW   seçilip, her iki tarafından da ie  ile iç çarpım 

yapılıp, i  üzerinden toplam alındığında, (3.5) eşitliği ve R ’nin simetri ve yarı-simetri 

özellikleri göz önüne alındığında, 
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          ,,,,

,,

,,
1

YZXRAXYSZAZXSYA

ZYXRAZYSXBXA

eZYeRZYS i

n

i

iXX





 




                                  (3.29) 

ifadesine ulaşılır. Eğer (3.29)’da Z  alınırsa, (3.29)’un ikinci terimi sıfır olur. Yine 

(3.29)’da Z  seçilip, (3.8) ve (3.14) kullanıldığında, ikinci terimin sıfır olması da 

hesaba katılırsa,  

                                      

     
        

        
      YXRAXYSA

XYAnYXRA

YXBXAn

YXSXYgn









,,

1,

1

,,1









                                       (3.30) 

eşitliği elde edilir. Şimdi, (3.30)’da Y  alınıp, (3.2), (3.8) ve (3.10) kullanılırsa, 

(3.30)’dan  (3.17) ve son olarak (3.20) elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

3.3. ÖRNEK 

Bu bölümde, daha önce yapılan çalışmalara ışık tutması açısından bazı singüler yarı 

Riemann hemen hemen değme manifoldların varlığına dair bir örnek verilecektir.  

12 nR  üzerinde tanımlı standart yarı Riemann  g,,,   Sasaki yapısında değişiklik 

yapılacaktır. Eğer 12 nR ’in kartezyen koordinatları  zyx ii ,,  şeklinde tanımlanırsa, bu 

durumda 1  olmak üzere, g  yarı Riemann metriği  

 



n

i

iiii dydydxdxg
14

1
  

şeklinde verilebilir. Reeb veya karakteristik vektör alanı  , ve Darboux formu   

sırasıyla aşağıdaki şekilde tanımlanır:  

z


 2 ,     








 



n

i

iidxydz
12

1
 . 

Buradan,    1  ve    ,g  olduğu görülür ve böylece  ,   vektör alanının 

standart karakterini belirler, yani eğer 1  ise   spacelike, 1  ise   timelike olur.  

Eğer ni ,,1  için  
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i

i
y

E



 2 ,     





















z
y

x
E i

i

in 2  

seçilirse, bu durumda   hemen hemen değme yapısı  

ini EE  ,    iin EE      ve   0  

şeklinde alınarak belirlenir. Ayrıca,  ,, ini EE   ortonormal bazı  -baz olarak 

adlandırılır. iE  ve inE   spacelike vektör alanları iken,     bağlı olarak spacelike veya 

timelike olabilir. 

Şimdi hesapların daha kolay olması için 1n  alınarak 3  boyutta çalışılacaktır. 3R ’ün 

kartezyen koordinatları  zyx ,,  olsun ve  

 ydxdz 
2

1
 ,     dydydxdxg 

4

1
 , 

,21
y

E



    

















 y

x
E 22 ,   

z


 2 , 

olarak alınsın. Bu durumda,  

  2, 21 EE ,       0,1 E ,       0,2 E , 

olduğu görülür.  gR ,3 ’nin,  ’nin standart karakteristiğine bağlı olarak,  3,0,0  veya 

 2,1,0  tipinde yarı Riemann bir manifold olduğu açıktır. Şimdi g  metriği üzerinde  

aşağıdaki iki farklı şekilde değişiklik yapılacaktır.  

Durum 1: Eğer  g  şeklinde alınırsa, bu durumda 21, EE  null vektör alanları 

olur ve  21,EEspanNg   olduğu elde edilir. Bu durumda,  gR ,3  eğer   timelike 

( 1 ) ise  0,1,2  tipinde, eğer   spacelike ( 1 ) ise  1,0,2  tipinde yarı Riemann 

bir manifold olur. 

Durum 2: Eğer  dydydxdxg 
4

1
 şeklinde alınırsa, bu durumda   null vektör 

olur ve  spanNg   olduğu elde edilir. Bu durumda,  gR ,3   2,0,1  tipinde yarı 

Riemann bir manifolddur. 

Her iki durumda da, metrik dejenere yapılabilmektedir. Şimdi bu manifoldun durağan 

olup olmadığı kontrol edilecektir.  
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  2, 21 EE ,       0,1 E ,       0,2 E , olduğundan  21,EEspan  integrallenebilir 

değildir. Bu ise Durum 1’in durağan olmadığı anlamına gelir. Durum 2 göz önüne 

alınsın. f , 3R  üzerinde diferensiyellenebilir herhangi bir fonksiyon olmak üzere eğer 

fU   alınırsa, 3R  üzerindeki her YX ,  vektör alanı için    0, YXgLU  olduğu 

görülür. Böylece, bu durumda,  gR ,3  durağan olur ve burada bir Koszul türeve sahip 

olduğu görülür. 3E  olmak üzere, her 3,2,1,, kji  için  

  0, kjE EEDg
i

 

olduğu direk görülür.  
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Singüler (dejenere) metrikli manifoldların geometrisi üzerine literatürde çok az çalışma 

tespit edilmiştir. Bu doktora çalışması singüler (dejenere) değme manifoldlar ile ilgili 

olup bu çalışmada singüler (dejenere) manifoldların geometrik yapısını incelemek, 

eğrilik özelliklerini hesaplamak ve özel sınıfları üzerinde çalışmalar yapıp uygulanma 

alanı bulmak amaçlanmıştır. Bu nedenle çalışmakta olduğumuz konuları genişletmek, 

bu konulara uygulama alanı bulabilmek ve farklı yönleriyle ele almak adına bu tez 

çalışması literatürde önemli bir yere sahip olacaktır. Bununla birlikte yaptığımız 

çalışmalar sonucunda elde edilen singüler hemen hemen  değme manifoldlar ve bir  özel 

sınıfı olan singüler Sasakian Manifoldlar gelecekte yapılması planlanan çalışmalar için 

gerekli literatür bilgisi ve alt yapıya ulaşabilmek açısından bizlere ışık tutacaktır. 

Sonuç olarak degenere değme manifoldlarının oluşumu bize çok geniş alanlarda çalışma 

imkanı sunacaktır. Bu oluşum degenere değme manifoldlarının özel sınıfları, degenere 

Sasakian manifoldlar, dejenere Kenmotsu manifoldlar ve bunların altmanifoldlarını 

incelemek açısından önemli bir nitelik taşımaktadır. Çünkü manifold teorisi birçok 

bilimsel disipline uygulanabilen bir alan olup özellikle singüler (dejenere) manifoldların 

varlığı günümüzde çok önemli sonuçları doğurmuştur. Diferansiyel geometride yapılan 

bu çalışmalar fizik, ekonomi, olasılık, mühendislik gibi birçok alanda ucu açık 

problemlerin ışığı haline gelecektir. 
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