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OZET

BAZI DiZi UZAYLARI UZERINDE iDEAL YAKINSAKLIK

Mahmut DASTAN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog¢. Dr. Emrah Evren KARA
Eyliil 2016, 46 sayfa

Bu tez calismasi dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tez konusuyla ilgili
kavramlar iizerinde yapilan calismalardan bahsedildi. Ikinci boliimde daha sonraki
boliimlerde kullanilacak olan kavramlarin tanimlar1 yapilarak ideal yakinsaklik kavramu,
Orlicz fonksiyonu, lacunary dizisi kavramlar1 iizerinde durulmustur. Ugiincii boliimde
ideal yakinsak ve ideal sinirli dizi uzaylar ile genel bir sonsuz tiggensel matris, Orlicz
fonksiyonu kavramlart bir araya getirilerek yeni dizi uzaylart tanimlanmistir. Daha
sonra bu dizi uzaylari lizerinde ¢esitli kapsama bagintilarinin saglandigi ispat edilmistir.
Dordiincii bolimde ise bir onceki bolimde olusturulan dizi uzaylarina lacunary
dizilerini de ekleyerek farkli dizi uzaylari tanimlanmistir. Bu tanimlarda belirtilen dizi
uzaylarinin da onceki boliimde olusturulan dizi uzaylari tizerinde yapilan caligmalari
sagladig1 gézlemlenmistir.

Anahtar sozciikler: Ideal yakinsaklik, ideal sinirli dizi, sonsuz matris, Orlicz

fonksiyonu, lacunary dizisi



ABSTRACT

IDEAL CONVERGENCE ON SOME SEQUENCE SPACES

Mahmut DASTAN
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Mathematics,
Master of Science Thesis
Supervisor: Associated Prof. Emrah Evren KARA
September 2016, 46 pages

This research consist of four chapter. In the first chapter, the resarches, which are
conducted on the consepts about the thesis, have been mentioned. In the second chapter,
Ideal convergence, Orlicz function, lacunary sequence consepts are discoursed by
defining the consepts which which will be used in later sections. In the third chapter, the
new sequence space have been defined by gathering ideal convergence and ideal
bounded sequence space with general an triangular infinite matrix and Orlicz function
consepts. Afterwards, it has been proved that various inclusion relations are provided
about these sequence spaces. In the four chapter, different sequence spaces have been
defined by adding also the lacunary sequences which was created in the third section. It
Is going to be observed that these sequence spaces which are stated on consepts are
cross checked the studies about sequence spaces which are created in previous chapter.

Keywords: Ideal convergence, ideal bounded sequence, infinite matrix, Orlicz function,

lacunary function.



EXTENDED ABSTRACT

IDEAL CONVERGENCE ON SOME SEQUENCE SPACES

Mahmut DASTAN
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Mathematics,
Master of Science Thesis
Supervisor: Associated Prof. Emrah Evren KARA
September 2016, 46 pages

1.INTRODUCTION:

Developments on convergence consept have taken many researchers attention. ldeal
convergence which is genaral aspect of this consept is mentioned by many enquiries.
The enquiries about statical convergence consept has been carried too far. The consept
of ideal convergence has been identified and enquiries have been condusted on this

consept.

This research consist of four chapter. In the first chapter, introduction is made. In the
second chapter, Ideal convergence, Orlicz function, lacunary sequence consepts are
discoursed by defining the consepts which are necessary for all our research. In the third
chapter, a new space sequence has been created by gathering ideal convergence consept
and ideal bounded sequence space with infinite matrix and Orlicz function consepts.
Afterwards, it has been proved that various features are provided about sequence spaces.
In the four chapter, different sequence spaces has been defined by adding also the
lacunary sequences. It is going to be observed that these sequence spaces which are
stated on consepts are cross checked the studies about sequence spaces which are

created in previous chapter.
2. MATERIAL AND METHODS:

Firstly, we make widely know some new sequence space by defined ideal convergence
of Orlicz function and infinite matrix. We studied what type of features related to these
new sequence spaces were resarched by writers. We prove also some inclusion relations

related to these sequence spaces.



3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

In the third chapter, 7 —c,°(M,A,p), 7 —c’(M,A,p), 7—4,°(M,A,p) sequence
spaces have been defined by gathering ideal convergence consept and ideal bounded

sequence space with infinite matrix and Orlicz function consepts

In the four chapter, 7 — Ng,(M,A,p), 7 — Ng,(M,A,p), I— Ny (M,A,p) sequence

spaces have been defined by adding also the lacunary sequences.

Afterwards, We prove some inclusion relations related to these sequence spaces.

4., CONCLUSION AND OUTLOOK:

The notion of ideal convergence has been investigated by several researchers. The original
purpose of this resarch, we have defined new sequence spaces by combining an ideal
convergence, Orlicz function, infinite matrix and lacunary sequence. The researcher will

add the results used in thesis for further investigations ideal convergence.



1.GIRIS

Gegmisten gilinlimiize yakinsaklik kavrami lizerine bir¢cok calisma yapilmistir. Bu
caligmalar neticesinde yakinsaklik kavramimin farkli tanimlari ortaya ¢ikmustir.
Yakinsaklik kavraminin genel hali olan ve pozitif tam sayilarin dogal yogunlugu olarak
belirtilen Istatistiksel yakisaklik kavramu iizerinde durulacak olursa; Reel say dizileri
igin istatistiksel yakinsaklik tanimini ilk olarak H.Fast ve Schoenberg (1951) birbirinden
bagimsiz olarak yapmuslardir. Bunu daha genel olarak maksimal ideal igin Bernstain
(1969/1970) ve Katetov (1968) filtre yakinsakliginin dual halini de katarak ¢alismalar
yapmiglardir. Connor (1988,1989) yaptig1 calismalarla istatistiksel yakinsakligin
fonksiyonel analizde 6nemli bir yeri oldugunu gosterdi. Bu ¢alismalardan farkli olarak
Maddox (1970), Salat (1980), Fridy (1985), Rath ve Tripathy (1994), Nuray ve Ruckle
(2000) gibi bircok arastirmaci Istatistiksel yakinsaklik iizerine ¢alismalar yapmuslardir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami iizerinde yapilan ¢alismalar daha da ileriye gotiiriilerek
istatistiksel yakinsaklik kavraminin pozitif tamsayilarin dogal yogunluguna temel
olusturmasi ile dogal yogunlugu sifir olan pozitif tamsay1 kiimelerinin ailesinin bir ideal

olmasindan esinlenerek daha genel bir kavram olan 7-yakinsaklik tanimlanmigtir.

J-yakinsaklik kavramini ilk olarak Kostro (2000) tanimlamis ve bununla birlikte 7*-
yakisaklik, J-Cauchy ve J*-Cauchy dizilerini tanimlayarak bunlar iizerinde
caligmalarina devam etmistir. Demirci(2001) st limit ve alt limit tanimlarin1 yaparak
bazi teoremleri ispatlamistir. Giirdal ve Dems birbirinden bagimsiz olarak “Metrik
uzayda bir dizinin J-Cauchy olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart o dizinin J-yakinsak

olmasidir.” teoremini ispatlamiglardir (Giirdal,2004; Dems,2004).

Salat ve digerleri istatistiksel yakinsaklik iizerinde yapilan galismalari J-yakinsaklik
iizerinde de ele alarak bu sonuglarin varligini gézlemlemislerdir(Salat ve dig.,2004).
Giirdal, 2-normlu uzaylar iizerinde J-yakinsaklik kavrami tizerinde ¢alismalar yapmistir
(Giirdal,2006). Daha sonra Sahiner ve digerleri 2-normlu uzaylarda c¢alismalar
yapmiglardir (Sahiner ve dig. 2007). Giirdal ve Agik bu calismay1 devam ettirerek 2-
normlu uzaylarda 7-Cauchy dizilerini arastirmiglardir (Giirdal ve Agik, 2008). Giirdal ve
Sahiner, J-smurli dizi, 7-alt limit ve J-tst limit kavramlarini vermislerdir (Giirdal ve

Sahiner, 2008). Ayrica Giirdal ve Pehlivan 2-normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik



tizerinde galismalar yapmuslardir (Giirdal ve Pehlivan, 2008). Das, ¢ift indisli dizilerde
J-yakinsaklik ile ilgili ¢alismalarda bulunmustur (Das, 2008). Bunu takip eden siiregte
Savas, 2-normlu uzaylarda ideal yakinsaklik ve Orlicz fonksiyonunu birlestirerek fark

dizi uzaylarini ele almistir (Savas,2010).

Bu calismada kullanacak diger bir kavram olan Orlicz fonksiyonu, ilk defa 1951°de
Orlicz tarafindan tanimlanmistir. Lindenstrauss ve Tzafiri bu fonksiyonu kullanarak
yeni bir dizi uzayi olusturmuslardir (Lindenstrauss ve Tzafiri, 1971).Yakin zamanlarda
Bilgin(2003), Esi(2004), Savas(2004) ve diger arastirmacilar, ¢aligmalarinda Orlicz

fonksiyonunu kullanmislardir.

Lacunary kuvvetli yakinsak dizilerin uzay: ise ilk kez Freedman ve digerleri tarafindan
tanimlanmistir (Freedman ve dig.,1978). Savas Invariant yakinsaklik kavrami ile

lacunary dizisini birlestirerek yeni bir dizi uzay1 olusturmustur (Savas,1989).

Bu tez ¢alismasinda yapilmis olan bu calismalarin devami olarak yeni dizi uzaylar
tanimlanacaktir. J -yakinsak ve J-smirli dizi uzaylari lizerinde genel bir sonsuz iiggensel
matris kullanarak yeni dizi uzaylari olusturulacak ve bu uzaylarin bazi ozellikleri

incelenecektir.



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tez ¢alismasi igin gerekli olan tanimlara yer verilmistir. Calisma boyunca
w, kompleks degerli tim dizilerin uzayim ve £, ise tiim smrh dizilerin uzayini
gosterecektir. Ayrica, N ve C sirastyla dogal sayilar ve kompleks sayilar kiimesidir ve
e = (1,1,1, ...) olarak kabul edilecektir.
Tanim 2.1: L bos olmayan bir kiime ve F reel veya kompleks sayilar cismi olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F iizerinde lineer uzay (veya vektor uzayi) denir.
L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
) Her x,y € L i¢in x + y € L (kapalilik 6zelligi)
i) Her x,y,z € Ligin x + (y + z) = (x + y) + z (birlesme 6zelligi)
iii) Her x €L igin x+6 =60 +x = x olacak sckilde 8 € L  vardir (6zdes
eleman varlig1)
iv) Her x € L i¢in x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde - x € L vardir (ters
elemanin varlig)

V) Herx,y € Liginx +y =y + x dir (degisme 6zelligi)

x,y € Lve a,B € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.
) ax € L (skalerle garpmaya gore kapalilik)
i) a(x+y)=ax+ay
iii) (a+B)x=ax+p.x
iv) (aB).x = a.(B.x)
V) 1.x = 1 (Burada 1, F nin birim elemanidir.) (Bayraktar M.2006).

Tamm 2.2: Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler
deger kiimelerine gore cesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R reel sayilar ise
diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi ise diziye rasyonel terimli dizi denir
(Balc1 M. 1999).
Tamim 2.3: € > 0ve a € Rolsun.

K={x:|x—a|l <e&x €R}
kiimesine a nin e-komsulugu denir (Balc1 M. 1999).
Tamm 2.4: x = (x,,) bir reel say1 dizisi vea € R olsun. Her ¢ > 0 igin n > n,
oldugunda

lx, —a|] < ¢



olacak bigimde & a bagh bir n, sayisi bulunabiliyorsa x = (x,,) dizisi a € R noktasina

yakinsaktir denir ve, lim,, x,, = a veya (x,) — a ile gosterilir (Balc1t M. 1999).

Tammm 2.5: Her n € N i¢in (x,) reel terimli bir dizi olsun. Eger |x,| < M olacak

sekilde bir M pozitif reel sayisi varsa (x,,) dizisine sinirl dizi denir (Balct M. 1999).

Tamm 2.6: (x,, ), (x,,) dizisinin alt dizisi olsun. (x,, ) yakinsak ve limiti a ise bu a

noktasina (x,,) dizisinin limit noktas1 denir (Balci1 M. 1999).

Tamm 2.7: Bos olmayan bir X kiimesi ile p: X X X = R fonksiyonu verilsin ve her

x,y,z € X i¢cin asagidaki ozellikler saglansin.

) p(x,y) =0

i) p(x,y) =0 x=y

i) p(x,¥) = p(y, x) (simetri 6zelligi)

iv) p(x,z) < p(x,y) + p(y, 2) (liggen esitsizligi).

Bu durumda p fonksiyonuna X kiimesi tizerinde bir metrik, (X, p) ikilisine de bir metrik

uzay denir (Kreyszig,1989).
Tanim 2.8: F = R veya F = C olmak {iizere,

w={x= () Ew:x:N->F k- x, = (x)}
kiimesine biitiin dizilerin kiimesi denir. w kiimesi,

((xk)’ (}’k)) - (x + yx) ve (/L (xk)) - (Axy)

ikili islemleri F {izerinde bir vektor uzayidir. w nin herhangi bir alt vektor uzayma bir

dizi uzayi denir. w nin bazi 6nemli 6zel alt kiimeleri asagidaki sekilde siralanabilir.
co = {x = (x3) € w:limy x;, = 0}, (Sifira yakinsak dizilerin uzay1)

¢ ={x = (x) € w:limy x;, = [,1 € F}, (Yakinsak dizilerin uzay1)

o = {x = (xp) € w:supy|x,| < oo}, (Sinirh dizilerin uzayi)

cs ={x = (xy) € w: Q=1 xx) € c,n € N}, (Yakinsak seri teskil eden dizilerin uzayi)



bs = {x = (x;) € w: Q}=1Xx) € £, n € N}, (Smurls seri teskil eden dizilerin uzay)
ve p. dereceden mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1
£, = {x = (%)) € w: Xg_1lxx|? < 00,0 < p < o0} ile gosterilir.

Onerme 2.9: p = (p,), pozitif reel sayilarin bir dizisi ve

O<igfpk=thuppk=H<oo
k

olsun. Bu taktirde D = max{1,2"71} ve Vk € N i¢in ay, by € C olmak {izere
lax + bi|P* < D{|ax|P* + |by|P*}

esitsizligi saglanir (Maddox, 1970).

Tanim 2.10: X bir dizi uzay1 olsun.

Bu durumda, eger

{(u) € w:3(xy), Vk € Nicin |ug| < |x,|} € X oluyorsa X dizi uzayma solid dizi
uzay1 denir (Boss, 2000).

Tamm 2.11: E bir dizi uzay1 ve K = {k; < k, < ---} € N olsun. E nin K-step uzay1 A%
dizi uzay1, 1% = {(xkn) Ew:x, EE } seklinde tanimlanir.

Tanim 2.12: Bir (an) € AE dizi uzayinm kanonik 6n goriintiisii (y,) € w olmak iizere,

_ {xk, keK
Ye =10, diger

seklinde tanimlanan (y,) € w dizisidir.

Tanmmm 2.13: E dizi uzayinin monoton olmasi i¢in gerek ve yeter sart kanonik 6n
goriintiisiiniin step uzay olmasidir.

Tanim 2.14: K c Nve K,, = {k < n: k € K} climlesini alalim.

|K| = cardK (K kiimesinin kardinalitesi) olmak tizere

Kl
6 (K) = liminf
Q9 =

ve

= : | Knl
O(K) = limsup —
n n
limitlerine sirastyla K climlesinin alt ve iist yogunluklari denir.
8(K) = 8(K) ise (2 dizisinin limiti meveuttur. Bu limit 8(K) ile gosterilir ve bu

limite K cimlesinin dogal yogunlugu denir. K € N kiimesinin dogal yogunlugu



1Ky |

S8(K) = lim
n on

1
=lim—{{k < n: k € K}
nn

ile gosterilir (Niven ve dig.1991).
Tanim 2.15: Her € > 0 igin,
A=A(e)={neN:|x,—¢&| = ¢}

kiimesinin yogunlugu sifir yani,
1
liIEnEI{n EN:|x,—¢é|=¢€}|=0

ise x = (x,) dizisi, & € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st-limx = ¢ ile
gosterilir (Steinhaus 1951).
Ornek 2.16:

{1, k=m?(m=12..)
X = 2
0, k+m

seklinde tanimlanan x = (x) dizisini goz oniine alalim. Her € > 0 i¢in,
{k <n:lx,| = e}l < {k<n:x, #0} <+Vn
oldugundan,

1 Vn
lim—|{k < n:x;, # 0}| < lim—
nn n n

elde edilir. Demek ki {k € N: [x; — 0| = &} kiimesinin elemanlar1 hari¢ diger biitiin k
lar i¢in |x;, — 0] < & (Her € > 0) oldugunda st — limx = 0 dir (Demirci 1998).
Ornek 2.17:
X = {x/% k=m?m=12..)
1, k += m?

seklinde tanimlanan x = (xj) dizisi i¢in st — limx = 1 dir (Demirci 1998).
Normal anlamda yakinsak olan tiim diziler istatistiksel yakinsaktir fakat bu iki drnekten
de anlasildig1 gibi istatistiksel yakinsak bir dizi yakinsak olmak zorunda degildir.
Tanim 2.18: X bos olmayan bir kiime olsun. 7 ¢ 2Xsmifi,

)] ®eg

i) A B€eJiseAUBE€ETJ

iii) Ae€eJveBc Aise BEJ

sartlarin1 saglarsa J ya X tizerinde bir idealdir, denir ve eger X € J ise J ya bir gergek
(asikar olmayan) ideal denir (Kostyrko ve dig.2000).
Tamm 2.19: X # @olsun. F € 2¥sinify,

i) 0e¢F

10



i) A BEFise ANBEF
i) A€eFveACBise BEF

sartlarin1 saglarsa F ya X lzerinde bir filtre denir (Kostyrko ve dig. 2000).
Tamim 2.20: X tizerinde J gercek ideali her bir x € X i¢in {x} € J sartim1 sagliyorsa, J
ya bir uygun (admissible) ideal denir (Kostyrko ve dig. 2000).
Onerme 2.21: 7, N iizerinde bir uygun ideal olsun.
F@) ={M < N:3A,M = N\A}

ailesi N de 7 ideali ile ilgili filtredir (Kostyrko ve dig. 2000).
Onerme 2.22: 7 € 2% idealinin gercek ideal olmas1 icin gerek ve yeter sart F = F(J) =
{X\A: A € 7} kiimesinin X de bir filtre olmasidir.
Ornek 2.23: N in tiim sonlu alt kiimelerinin smifin Jg ile gosterelim. J¢, N de bir uygun
(admissible) idealdir. Ciinkii

) @ sonlu oldugundan @ € Jf,

i) A, B € J; = A ve B sonlu kiimelerdir. Iki sonlu kiimenin birlesimi yine sonlu

kiime olacagindan A U B sonluolup A U B € J; dir.
iii) A €Jrve B<S A= A sonlu bir kiime ve sonlu bir kiimenin alt kiimeleri de

sonlu olacagindan B € J; dir.

N sayilabilir sonsuz oldugundan N & Jcdir. Bundan dolay: J; N de bir gergek (asikar
olmayan) idealdir. Ayrica Vn €N igin {n} tek nokta kiimesi sonlu bir kiime
oldugundan, vn € N icin {n} € J; olup Jr, N de bir uygun (admissible) idealdir
(Kostyrko ve dig. 2000).

Tanmmm 2.24: 7, N de bir ger¢ek (asikar olmayan) ideal olsun. Eger her € > 0 igin,
A(e) ={n:|x, —&| = €} kimesi J ya ait ise x = (x,) dizisi, £ € R sayisina J-
yakinsaktir denir ve J-limx = ¢ seklinde gosterilir. £ € R sayisina da  x = (x,)
dizisinin J-limiti denir (Kostyrko ve dig. 2000).

Ornek 2.25: I N nin tim sonlu alt kiimelerinin ailesi olsun. Jf-yaklnsakhk klasik
yakisakligin genellestirilmisidir. Jr kapsamaya gore en kiigiik idealdir (Kostyrko ve
dig. 2000).

Ornek 2.26: 75 = {A € N: 5(A4) = 0} kiimesi N de bir uygun (admissible) idealdir. 75-
yakinsaklik istatistiksel yakinsakligin genellestirilmisidir (Kostyrko ve dig. 2000).
Ornek 2.27: 7, = {A € N:u(A) = 0} kiimesi N de bir uygun idealdir. 7,-yakimsaklik
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diigiin istatistiksel yakinsakligin genellestirilmisidir (Kostyrko ve dig. 2000).
Klasik anlamda yakinsaklik kavrami i¢in saglanan bazi aksiyomlar J-yakinsaklik i¢inde
saglanir.

i) Her x = {£.£,¢, ..., &, .. } sabit dizisi & sayisina J-yakinsaktir.

i) Yakinsak dizilerin J-limiti tektir. Yani, eger; J-limx = & ve J-limx = n ise

& =ndir.
iii) Eger 7-limx = & ise x in her y alt dizisi igin J-limy = & dir.
iv) Eger x dizisinin her alt dizisi ¢ ye J-yakinsak bir z alt dizisine sahipse, x

dizisi £ ye J-yakinsaktir (Kostyrko ve dig., 2000).

Uyan 2.28: Eger bir 7 uygun (admissible) ideali sonsuz kiime i¢ermiyorsa, J, N nin
biitiin sonlu alt kiimelerinin smifit ile c¢akisir ve J-yakinsaklik R deki alisilmis
yakinsakliga denk olur. Bundan dolay1 (ii1) aksiyomu saglanir (Kostyrko ve dig., 2000).
Teorem 2.29: 7, N iizerinde bir uygun (admissible) ideal olsun. Buradan,

a) J-yakisaklik (i),(ii),(iv) aksiyomlarini saglar.

b) Eger J sonsuz bir kiime igeriyorsa J-yakinsaklik (iii) aksiyomunu saglamaz

(Kostyrko ve dig. 2000).

Teorem 2.30: 7, N iizerinde bir gercek (asikar olmayan) ideal olsun.
i) Eger J-limx, = & veJ-limy, = n ise J-lim(x, +y,) = é+1n
i) Eger 7-limx,, = & ve J-limy, = n ise J-lim(x,.y,) = &.n
iii) Eger J, N {izerinde bir uygun (admissible) ideal ise limx,, = ¢ olmasi J-

limx,, = ¢ olmasmi ifade eder (Kostyrko ve dig. 2000).

Tamm 2.31: 7, N iizerinde bir uygun (admissible) ideal olsun.
A(e) = {n € N: |x,,| > K} € J olacak sekilde K > 0 sayis1 mevcut ise (x,) € X dizisine
J-sinirlidir denir (Kostyrko ve dig., 2005).
Tamm 2.32: X bir F cismi {izerinde bir vektor uzay1 olsun.
[I-1l: X > R, U {0}, x - [Ix||

doniisiimii Vx,y € X ve Va € F igin

i) x|l =0 < x =0,
i) llax|| = |al. [lx]],
iii) llx + Il < llxIl + llyll (liggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde bir norm adimi alir ve (X, ||.|]) ikilisine bir normlu
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vektor uzayi adi verilir (Musayev B., Alp M.,2000).
Tamm 2.33: (X, |[.]]) bir normlu uzay ve bu uzayda bir dizi x = (x,) olsun. Eger
Ve > 0i¢in Vk, 1 > k, iken

2, — 2l < e
olacak sekilde ky = ky(€) sayis1 varsa x = (x,,) dizisine (X, ||.||) uzayinda bir Cauchy
dizisi denir.
Tamm 2.34: (X, |. ||) normlu uzay: tam ise; yani bu uzayda alinan her Cauchy dizisi,
uzayin bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzayi denir (Banach,1932).
Ornek 2.35: 1, c, o dizi uzaylari,

lxlle = s%plxkl

normu ile birlikte birer Banach uzaylaridir.

Tamm 2.36: x = {(x;)} € c olsun. L lineer fonksiyonel, ||[L]| =1 ve x € ¢ i¢in x’,
x" = (x5, x3, ...) seklinde tanimlandiginda L(x) = L(x") olsun.

Ayrica x > 0 oldugundan L(x) > 0. Bu sartlar1 saglayan L ye Banach limiti denir ve
L(x) = lim x seklinde gosterilir (Conway, 1990).

Tamm 2.37: Bir x = (x) € l,, dizisi verilsin. Her L Banach limiti i¢in L(x) = s ise x
dizisine hemen hemen yakinsak dizi ve s ye de x in f —limiti denir(Banach,1932).
Teorem 2.38: Bir x dizisinin bir s sayisina hemen hemen yakinsak olabilmesi igin gerek

ve yeter kosul n ye gore diizgiin olarak
Xn T Xnp1t 0+ Xngk _
k+1

olmasidir. Hemen hemen yakinsak dizilerin sinifi,

lilrcn din (x) = lilgn

¢ = {x €l lilgn dyn (x),n ye gore dijzgijn}
seklindedir (Lorentz,1948).
Tamim 2.39: ¢:N — N her m, k pozitif tam sayilar1 i¢in 6™ (k) # k olacak sekilde bir
birebir doniigiim olsun. x = (x;) olmak {izere siirekli bir ¢: [, = R lineer fonksiyoneli,
1) Her k igin x;, = 0 iken ¢p(x;) = 0,
ii) Her x € £, icin ¢({x,0}) = ¢ (x)
iii) e = (1,1,1,...) olmak tizere ¢p(e) = 1

ozelliklerini saglarsa invaryant limit veya o-limit adim alir. Ozel olarak o(n) = n + 1
alinirsa ¢ bir Banach limiti olur (Schaefer, 1972).

Tamm 2.39: Invaryant limitleri esit olan simrli bir diziye invaryant yakinsak veya o-
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yakinsak dizi denir. o-yakinsak dizilerin kiimesi V ile gosterilir.
xn + xo-l(n) + .-+ xo.k(n)
k+1

ten(X) =
oldugunda,
v, = {x € lo: h,{“ tin (x) = [,n ye gore diizglin,l = 0 — limx}

olup 6(n) = n + 1 olmasi durumunda o-limitleri, [, tizerinde bir Banach limitidir ve V
kiimesi de hemen hemen yakinsak dizlerin f kiimesidir (Schaefer, 1972).
Tamim 2.40: A ve p iki dizi uzayi ve A = (a,y) reel ya da kompleks sayilarin sonsuz bir
matrisi olsun. Her bir n € N i¢in A4,,(x) = Y-, @nrXx yakinsak ise A(x) = (A,(x))
yazilir. Eger x = (x;,) € A iken A(x) = (4,,(x)) € u ise A ya A dizi uzayindan u dizi
uzayina bir matris doniisiimiidiir denir ve A: A — u olarak gosterilir. Ax dizisine de x in
A-doniigiimii denir.
(A4, ) ile A: A = u seklindeki biitiin A matrislerinin kiimesi gosterilecektir. (Nanda,1983)
Tamm 2.41: x = (x;,) dizisi igin

lim l Xk =L

n-oon
k=1

olacak sekilde L sayisi varsa, x = (x;) dizisi L sayisina Cesaro toplanabilirdir denir
(Volkov,2001).
Tamm 2.42: x = (x;) dizisi i¢in,

n

lim— ) [x,—L| =0
n-on
k=1

olacak sekilde L sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir (Freedman ve dig.,1978).

Tamm 2.43: x = (x;,) dizisi i¢in

n
1
lim —lek —LIP=0
n—-oon
k=1
olacak sekilde L sayis1 varsa, x = (x;) dizisi L sayisina p-Cesaro toplanabilirdir denir
(Connor,1988)
Tamm 2.44: 0 = (k,) pozitif sayillarin r - o iken h, =k, — k,_; = o sartini

saglayan artan bir dizi olsun. Bu durumda 6 = (k,) dizisine lacunary dizisi denir. 6

kr

tarafindan belirlenen araliklar I, = (k,_q, k-] ve orani q, ile gosterilir. Herhangi bir

kr—1

6 = (k,) lacunary dizisi igin,
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1
lim <—z lx;, — L|> =0
roo \ by kel

olacak sekilde bir L sayisi var ise (xj) dizisi L sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir

denir ve kuvvetli lacunary yakinsak dizi uzayi,

1
Ny = {x = (xk):rli_)rg) <h_zk 1 lx;, — L|> — 0,en az bir L igin}
T €l

seklinde tanimlanir (Freedman ve dig.,1978).
Tamm 2.45: 7, N iizerinde uygun ideal olsun. 8 = (k,) lacunary dizisi ve (x;) € X ve

Ve > 0 igin,

1
A(e)z{re N:—Z ka—€|2£}eﬂ
hr kel

ise (x;) € X dizisi ¢ sayisina lacunary J-yakinsaktir denir. Bu ifade 7y — lim, x;, = € ile
gosterilir (Choudhary ve dig.,2012).
Ornek 2.46: 6 = (k,) = 2" — 1 dizisi bir lacunary dizisidir. Ciinkii bu dizi igin;
ko =2°—1=0ver - o iken

hy=k.—k,_,=Q2"-1)-(2"1-1)> o
olur. Ayrica ky =0, k; =1,k, = 3,k;3 =7,k; =15, oldugundan, bu dizi negatif
olmayan tam sayilarin bir dizisidir (Ulusu,2013)
Tamm 2.47: Yu,,u, € Rigin,

Uu; +u,
d
2

Esitsizligini saglayan reel degerli M fonksiyonuna konveks fonksiyon denir
(Krasnoelskii ve Rutitskii,1961).

) <5 MG + M)

Tamm 2.48: Asagidaki kosullart saglayan M:[0,c0) — [0,00) fonksiyonuna Orlicz
fonksiyonu denir.

i) M(0) =0,

ii) Her x > 0 i¢in M(x) > 0,

iif) M siirekli, azalmayan ve konvekstir.

iv) x — oo iken M(x) — oo.

n(t) fonksiyonu azalmayan t > 0 igin n(t) >0 ve lim; ., n(t) = oo kosullarini

saglayan bir fonksiyon olmak tizere M Orlicz fonksiyonu her zaman

X

M(x) = f n(t)dt

0

temsil edilebilir. Buradaki n(t) fonksiyonu M Orlicz fonksiyonunun g¢ekirdegi olarak
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adlandirilir (Krasnoelskii ve Rutitskii,1961).

M konveks ve M(0) =0 oldugundan VA € (0,1) i¢in M(Ax) < AM(x) esitsizligi
saglanir.

Tamm 2.49: M bir Orlicz fonksiyonu, Vx € [0,0) ve K > 0 oldugunda M(2x) <
KM(x) esitsizligi saglaniyorsa A,-sartin1 saglar ve K > 2 oldugu kolayca goriiliir.
Ayrica buna benzer bir durum L > 1 i¢in M(Lx) < KLM(x) saglanir. (Krasnoelskii ve
Rutitskii,1961).

Tamm 2.50: M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bir

£m={x=(xk)Ew:ZM(lD:TkI><OO,p>O}

k=1
uzay1 ||x|| = {p >0: Yo M (I%‘l) < 1} normu ile birlikte bir Banach uzayidir. Bu
uzaya Orlicz dizi uzay1 denir (Lindenstrauss ve Tzafriri, 1971).
Lemma 2.51: A, E {izerinde bir dizi uzayi solid ise monotondur (Kamthanand ,1980)
Lemma 2.52: Eger7 c 2Nve M c N i¢in M ¢ 7 oldugunda M n K & J (Kostyrko ve

dig., 2000 ).
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3. ORLIZC FONKSIYONU ILE OLUSTURULAN BAZI Dizi
UZAYLARI

Bu boliimde J-yakinsak ve J-smirli dizi uzaylar tizerinde genel bir sonsuz iiggensel
matris kullanarak yeni dizi uzaylar1 tanimlanacak ve bu uzaylarin bazi 6zellikleri

incelenecektir.

Tamm 3.1: J, N {izerinde bir uygun(admissible) ideal, M bir Orlicz fonksiyonu, A bir

sonsuz matris ve p = (py) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun.

T —co®(M,A,p),T—c’(M,A,p), T —£,°(M,A,p) dizi uzaylari

|tien (AX) |>

Pk
P 28}6.7,V£>0,Elp>0,\7’nEN}

J—cy°(M,Ap) = {x € a):{k € N: [M(

|ten(Ax—le)|

. )pk28}67,V8>0,Elp>0,VnENvelE(C}

7—c(M,A,p) = {x € w:{k € N: [M(
71— 2,"(M,A,p) = {x € 0:3K > 0,{k € N: [M('”‘”T(‘"‘)')]pk >K}€e7,ve>03p>0,vneN}

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.2 : J—cy°(M,A,p),T—c°(M,A,p),T —*£.°(M,A p) uzaylar1 lineer

uzaylardir.

Ispat: 7 —c,°(M,A,p) uzaymin lineer uzay olmasi icin gerekli sartlarin saglayip

saglanmadigina bakilacaktir. Diger uzaylar i¢inde benzer yol izlenebilir.

x,y €3 —c,°(M,A,p) ve x #y olsun. Herhangi bir £ > 0 sayisi1 igin, S; ve S,

kiimeleri
ten(AONP* €
Slz{kEN:[M<M) 2—,n€N}E?
P1 2D
ve
t (A Pk
Sz={kEN:M<M) 2—,nEN}EJ
P2 2D

seklinde tanimlansin. Simdi, k; € N\S; U S, olsun. p,, p, > 0 igin M azalmayan ve

konveks fonksiyon olup Va, b € C i¢in p = max{2|a|p,, 2|b|p,} olmak iizere
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IM (|tkn(A(ax + by))|)

p

" “M (ltkn(Ax>|>l N lM <|tkn<Ay)|>””"
P1 P2
Pk Pk
<D {lM <|tkn(Ax)|) N lM <|tkn(AY)|>l } <
P1 P2
esitsizligi saglanir. O halde,

e ot 220

Pk

<£,nEN}

olur. Buradan,

Pk
N\S;US; € {k € N: [M (ltkn(A(a; al byDl)l <gne N}

bulunur. Buna gore,

Pk
{k € N: lM <|tkn(A(ax ’ by))|>l >ene N} S5 US, (*)

p

olur. S; ve S, kiimeleri ideale ait oldugundan idealin tanimindan S; U S, € J dir. ()
Pk

kapsama bagintisinda sag taraf ideale ait oldugundan {k € N: [M (M)] =

gneE N} kiimesi de ideale ait olur. O halde ax + by € 7 —c,°(M,A,p) olarak

bulunur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.3 : M, ve M,, iki Orlicz fonksiyonu olmak iizere, 7 — c,°(M,A,p),T —
c®M,A,p), T—4,°(M,Ap) uzaylar1 igin asagida verilen kapsama bagintilar:

saglanir.

|) g - COG(Ml,A,p) ﬂ :7 - COG(Mz,A, p) g .7 - COG(Ml + Mz,A, p)
i) J—c°(M,A,p)NT —c°(M,,A,p) €T —c°(M; + My, A, p)
i)  T—2." (M, Ap)NT —£,°(My,A,p) €T —£.°(My + My, A, p).

Ispat: Sadece i) nin ispat1 yapilacaktir. Digerleri benzer sekilde gosterilebilir.

|) X E :7 - COG(Ml,A,p) ﬂ 7 - COG(Mz,A, p) O|Sun pl,pz > 0 Olmak ﬁzere Sl

ve S, kiimeleri
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[t (AON] e
Jken:|m (222 > = qente
S1 {k _ 1< S _ _ZD'n J

ve

[ ten (AN e
Szz{kEN: M2<M> 2—,nEN}67
I P2 ] 2D

seklinde tanmimlansin. k; € N\S; U S, olsun. M; ve M, azalmayan ve konveks

fonksiyonlar olup p = max{2p,, 2p,} olmak tizere

Pk
o,y (MmN _ [y, (VAN Fy, (il |>”
p p P

Pk Pr
< D{ M, <|tkn(Ax)|>l N lMZ (Itkn(Ax)|> } <
P P2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige gore,

Pk
k, € {k € N: [(M1 + M,) <@>l <gne N}

Pk

olur. Buradan,

Pk
N\S1 US; &€ {k € N: I(M1 + M) (%ﬂ)

<e,nEN}

bulunur. O halde,

{k € N: l(M1 + M,) (—lt"”glx)l)

olur. S; ve S, kiimeleri ideale ait oldugundan S; US, € J dir. Buna goére kapsama

Dk

ZS,nEN}QSluSZ

bagintisinin sag tarafi ideale ait oldugundan

{k € N: [M <|tkn(A(ax i by))l)lpk =&neE N}

p
kiimesi de ideale ait olur. O halde x € 7 — ¢,? (M; + M,, A, p) olarak bulunur. Bu da

ispatt tamamlar.

Teorem 3.4 : M; ve M, Orlicz fonksiyonlart olmak iizere M, A, sartin1 saglasin. Bu

taktirde asagidaki kapsama bagintilar1 saglanir.

I) J- COG(leA' p) cJ- COG(MZOMLA' p)’
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ii) J—c°(M, A p) €T —c°(M,oMy, A, p),

i) J—4,(M,Ap)cT—~L,.°(MyoM,, A, Dp).

Ispat: x € 7 — c,°(M, A, p) olsun. Buna gore § > 0 ve K > 1 olmak iizere bir p > 0
sayist i¢in S kiimesi

Pk €

" max{1, (Ks-1M,(2))"
{1,(k6-My ()"}

,NENr€ET

|t1en (AX) I)
p

S = kEN:lM1<

seklinde tanimlansin. k; € N\S olsun. Ispati iki kisimda inceleyecegiz.
_ [txn(Ax)|
Vi = M; (—p ) olsun.

Vi >6 ved <1 igin

Yk Yk
1422
Yk < 5 < + 5

esitsizligi saglanir. M, azalmayan ve konveks oldugundan

My (ye) < My (1+ };—") < %Mz 2) + %Mz (3;—" 2) (3.1)

bulunur. Ayrica K > 1ve § < 1ig¢in M,, A, sartin1 sagladigindan

Vi Yk
M, (?2) < K=M; (2). (3.2)
olur. (3.1) ve (3.2) den
1 1 Yk 1 Vi 1 vk Yk
— — K — < —-—K=— — e = —_—
My () < 5 Mz (2) + 5 KMy (2) S S K2 My (2) + 5 K2 My (2) = K= M, (2)

elde edilir. O halde

[M, ()17 < (K867 My(2)) ™ ()P < max {1, (K67 M,(2))"' } ()P

< max{1. (007 )

bulunur. Bu esitsizlige gore
ki € {k € N: [M, (y4)]Pk < &,n € N}

dir. Dolayisiyla
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N\S < {k € N: [M, (y;)]Pk < &,n € N}
bulunur. Buna gore
Si={keN:[M, (y )Pk > e,n€EN,y, =26} S
ve S € J oldugundan S; € 7 dir. Diger taraftan M, siirekli oldugundan,
Vi < 8 igin M, (yi) < € olur. Boylece
[M; (7)]Px < Pk < max{e", e/}
elde edilir. Bu son ifadede k — oo igin limit alinirsa ve € = 0 oldugunda

0 < lim[M; (y,)]P* < 0

yani J-limy [M, (y,,)]P% = 0 olur. Buna goére
S, ={k eN: [M, (y)IPk > e,n€eEN,y, <5}€T

dir. O halde, 51,52 eJ 0|Up Sl U SZ e€J bU|UI’lUI’B0yleCC xX€EJ— COG(MzoMl,A, p)

elde edilir. Bu da istenilen kapsama bagintisinin saglandigini gosterir.

Diger kapsama bagntilar1 benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.5 : Vt > 0 i¢in sup,[M(t)]P* < oo olmak lizere
J—c(M,Ap) cT—L,°(M,Ap)

kapsama bagintis1 saglanir.

Ispat: x € 7 — c?(M, A, p) olsun. Buna gore p > 0 sayis1 igin S kiimesi

t (Ax — 1 Pk
S={keN:[M<I ""(; e”)l Ze,nEN}EJ
1

seklinde tanimlansin. k; € N\S olsun. Diger taraftan M konveks ve azalmayan

oldugundan,
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e lM <|t,m(Ax —le + ze)|>rk
p
<|u <|tkn(Ax —le)| + |tkn(le)|>rk
p

< D{ M(Itkn(Ax - le)l)lp" N lM<|tkn(le)|>lpk}
p p

e e L g ltene)\TPk . :
esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin sag tarafinda bulunan [M (T)] ifadesi x e

lM(ltkn(AxN)
p

<

- Pk
bagl degildir. Ayrica [M (M)] < ¢ i¢in K sayist € < K olarak alinirsa

lM (ltkn(Az - le)l)lp" <k

Pk
k, € {k € N: lM (It"”(AZ _ le)l)

bulunur. Boylece

<K,nEN}

olur. O halde

_ Pk
N\S € {k € N: lM <|t"”(A; le)l)l <Kmne N}

elde edilir. Buna gore

Pk
{k € N: [M('t"”(Ax — le)l)l >Kne N} csey

P

olup Vvn ve K >0 i¢in isteki kapsama bagintisinda sag taraf idealin elemani
oldugundan sol taraf da idealin elemani olur. O halde x € 7 — £,,°(M,A,p) olup

kapsama bagintis1 saglanir.

Teorem 3.6: Vk € N iken 0 < p, < qi Ve (Z—k) siirlt olsun. Bu taktirde asagidaki
k

kapsama bagintilar1 saglanir.

) J—co’(M,A,q) €T —cy°(M,A,p)
i) J—c°(M,A,q) €T —c’°(M,ADp).

Ispat: x € 7 — c,°(M, A, q) olsun. Buna gére S kiimesi
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tien (Ax) [\ 1%
S={keN:lM<|""£f)l) Ze,nEN}EJ
q
seklinde tanimlansin. Ayrica y, = [M (ltk"i%x)l)] * ve A = Z—: olsun. O halde

0 < A < A, <1 olmak iizere A sayisi vardir. Diger taraftan S = S; U S, olmak lizere

S; ve S, kiimeleri

&
Sl={k€N:yk2§,yk21,nEN}eﬂ

ve

1

EN2
S, = kEN:ykZ(E) Ye<1lneN{ed

seklinde tanimlansin. k; € N\S; U S, olsun. y, = ay + b, olacak sekilde a, ve by

dizileri var olsun. Buna gore

Vi =1 i¢in y, = a; ve by =0 ve y, <1 i¢in y, = by, ve a; = 0 olsun. Bu sartlar

2 <(§);>A —¢

altinda y,** = aq, % + bkl" esitligi yazilabilir. Buradan da

£
ik = a M+ b <yt =a+ bt =yt <5+

bulunur. Buna gore

=) ) ) o) <

P
olur.Budak, € {k € N: [M (ltk"i%x)l) * <gne N} oldugunu gosterir. Buna gore

5,05 e (18401

Pk
<EgNneE N}

elde edilir. O halde

{k N IM (Itkn(Ax)l)
p

olur. Bu kapsama bagmtisinda sag taraf idealin eleman1 oldugundan sol taraf da idealin

Pk

Zs,nEN}QSluSZEJ
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elemanidir. Buna gore x € 7 — ¢, (M, A, p) bulunur. O halde,
J—co°(M,A,p) ST —cy°(M,A,q)

kapsama bagintist saglanir.
Digeri benzer sekilde gosterilebilir.
Sonu¢ 3.8: 3k € N i¢in 1 < p,, < suppy < oo olsun. Bu durumda

i) T =co?(M,A,p) €T —¢,’(M,A)
i) J—c°(M,A,p) ST —c’°(M,A)

kapsama bagintilar1 saglanir.
Ispat: Teorem 3.7 de pj, Ve qy yer degistirilip g, = 1 alinirsa ispat tamamlanur.
Teorem 3.9: Vk € N igin 0 < infp, < p, < 1 olsun. Bu durumda

) J—co’(M,A) ST —c,°(M,A,p)
i) J—c°(M,A) ST —c°(M,A,p)

kapsama bagntilari saglanir.

Ispat: i) x € 7 — c,?(M, A) olsun.h = infp,, olmak iizere S kiimesi

S={k€N:IM(M>]ZS%mEN}EJ

seklinde tanimlansin. Ayrica, k; € N\S olsun. Diger taraftan M konveks ve azalmayan

< - |tgen (A%)| TR i
oldugundan, 0 < € < 1 i¢in [M (T)] < eh esitsizliginin her iki tarafinin p, 1nci

lM (Itkn(Ax)I)r" < lM <Itkn(f1x)l>lT L
p p

p
esitsizligi elde edilir. Buna gore [M ('t""i%x)')] * < ¢ bulunur. O halde

S (P M =E)

kuvveti alinirsa

Pk

<e,nEN,}
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olur. Buradan
Pk

|t1en (AX) |>
p

N\SQ{kEN:[M( <£,nEN}

bulunur. Buna gore

{k N lM <|tkn(Ax)|>
p

olur. Bu kapsama bagintisinin sag tarafi ideale ait oldugundan sol tarafi da ideale aittir.

Pk

ZS,nEN}QSEi7

O halde x € J—cy?(M,A,p)bulunur. Bu ise kapsama bagmtisinin saglandigini

gosterir.
Diger durum benzer sekilde gosterilebilir.
Teorem 3.10: 7 — ¢,° (M, A,p) ve T — £,,° (M, A, p) uzaylar: soliddir.

Ispat: 7 — c,7 (M, A, p) uzayinin solid oldugu gosterilecektir. Diger uzaym solid oldugu

benzer yolla gosterilebilir. x € 7 — ¢,? (M, A, p) olsun. Buna gore S kiimesi

Pk
S:{kEN:IM<M>l Ze,nEN}Ef]

seklinde tanimlansin. Simdi, k; € N\S olsun. y = (y,) skaler dizisi Vk € N igin

lyi| < 1 sartin1 saglasin. Diger taraftan M konveks ve azalmayan oldugundan

lM (Itkn(Any)r" - lM (Itkn(Ax)I>r" -,
p p

esitsizligi saglanir. Buna gore

ki € {k € N: lM <M>

Pk

p

<£,nEN,}

olur. Boylece

Dk
s < frenfu (BN )

bulunur. O halde
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Dk
feen [u(lC )" el eses

oldugu goriiliir. Bu kapsama bagintisinin sag tarafi ideale ait oldugundan sol tarafi da

ideale aittir. Buna gore, yx € 7 — ¢,°(M, A, p) bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.
Sonu¢ 3.11: 7 — ¢,° (M, A, p) ve T — £,,° (M, A, p) uzaylar1 monotondur
Ispat: Lemma 1.1 den ispat1 asikardir.

Teorem 3.12:  limypy > 0 Ve x - x(7 — ¢®(M, A, p)) oldugunda x, tektir.
Ispat: lim,p, > 0 vex — x0(7 — c“(M,A,p)), X - yo(ﬂ — c"(M,A,p))

Xo # Yo olacak sekilde y, var olsun. p;, p, > 0 ve p = max{2p,, 2p,} olmak iizere S;

ve S, kiimeleri

ten (Ax—x,0)\IP* &
Slz{kel\l:lM<I k' 4 N)l 2—,nEN,xOE(C}EJ
P1 2D

ve

tin (Ay—vo) \I7* &
Sz={keN:lM<| in(4Y=%o )l)l 2—,nEN,y0€(C}€7
P2 2D

Seklinde tanimlansin. k; € N\S; U S, olsun. p;, p, > 0 i¢in M azalmayan ve konveks

fonksiyon oldugundan

(252

p

<|tkn(Ax - xo@)l)lp" N lM <Itkn(Ax - yoé’)l)lp"}
P1 P1

d

<D{%+%}=e

IA
<

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige gore

e

bulunur. Buradan
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. Pk
K, e{ke N: [M('Ty')

oldugu goriiliir. O halde

_ Pk
N\S, US, € {k € N: [M (M)l < g}

<e,nEN,}

olur. Buna gore

feen fu(E=2)" >l eses

_ Pk
7 — lim [M (@)] 0.
k p

oldugunu gosterir. k — oo igin (py) dizisi p, noktasina yakinsayacagindan

elde edilir. Bu ise

[M (Ix"%"l)]pk - [M (M) podlr ve bundan dolayi, [M (@)]po = 0 bulunur. M

p

fonksiyonunun o6zelliginden x, = y, elde edilir.
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4LACUNARY DIZISIYLE OLUSTURULAN BAZI Dizi
UZAYLARI

Bu béliimde J -yakinsak, J-smirli ve lacunary dizi uzaylan iizerinde genel bir sonsuz
ticgensel matris kullanarak yeni dizi uzaylar1 tanimlanacak ve bu uzaylarin bazi

ozellikleri incelenecektir.

Tammm 4.1: J, N {izerinde bir uygun ideal ve M bir Orlicz fonksiyon, A bir sonsuz

matris ve p = (py) pozitif reel sayilarda bir dizi olsun.
J—Ngs(M,A,p),7—Ngs(M,Ap), T—Ng,(M,A,p) dizi uzaylan

[trn(Ax)]

p )]pk =0,Ve> OveEIp>O,VnEN}

7— N, (M,Ap) = {x €wd— limrhirzke,r [M(

[tin (Ax—Lle)]

p )]pkzo,‘v’s> Ovedp >0,Vne

7= Ngo(M,A,p) = {x €wd— limrhirzke,r [M(

NvelE(C}

Pk
J—Ng,(M,A,p) = {x € w:hizkelr [M ('tknp%x)')] ifadesi J — sinirl, Ve > Ove 3p > 0,Vn € N}

seklinde tanimlanur.

Teorem 4.2 : 7 —Ng,(M,A,p), T — Ngs(M,A,p),T — N (M,A p) uzaylar lineer

uzaydir.

Ispat: 7 — Ng,G(M,A, p) uzaymn, lineer uzay olmasi i¢in gerekli sartlar1 saglayip

saglamadigina bakilacaktir. Diger uzaylar i¢inde benzer yol izlenebilir.

x =y €J—Ng,(M,Ap)olsun. € >0 Ve py,p, > 0 sayilart verildiginde,

Pk
S Tl

kel

ve

Dk
N e

k€L,

olur. Bu limitlere S; ve S, kiimeleri
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S, = rEN—Z[ (lt""(AxN)l % ENteT

kel

ve

S, = reN—ZI <|tk”(Ay)|>l neNpes

kel

seklinde tanmimlansin. Simdi, r; € N\S; US, olsun. M azalmayan ve konveks

fonksiyon olup p4, p, > 0 ile p = max{2|a|p,, 2|b|p,} Ve Va,b € C igin

hkzl (Itkn(A<ax+by))|> ) “ |tkn<Ax>|)l M@)””
Zl <|t,m(Ax>|>l Zl <|t,m(Ay>|)l

kEI kEI

Pk
esitsizligi saglanir. Buna gore, r; € {r € N: hiZkEIr [M (M) <ene N}

bulunur. O halde

N\S; US, €{r € N:— Zl (lt""(A(aZery))l)l <gneN

" kel

olur. Buradan

h zl <|tkn(A(ax+by))|)] >eneNCS,US, €7

kEI

elde edilir. Buna gore kapsama bagintisinin sag tarafi ideale ait oldugundan

h Zl <|tkn(A(ax+by))|>l S eneN

k€l

kiimesi de ideale aittir.

O halde ax + by € 7 — Ny ,(M, A, p) olarak bulunur ve ispat tamamlanur.
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Teorem 4.3: M; ve M, Orlicz fonksiyonlar i¢in, 7 — Ng ;(M, A,p), 7 — Ng (M, 4,p),
J — Ng »* (M, A, p) uzaylar1 asagida verilen kapsama bagintilarini saglar.

i) J =Ny oMy, A,p) N T — Ng ,(My, A,p) €T — Ny ;(M; + My, A, p)

i) J = Ngs(My,A,p) NI — Ny s(My, A,p) S T — Ngo(M; + My, A, p)

i)  J—Ng,(M,A,p) NT —Ng\s(My,A,p) € T — Nge(M; + My, A, p).

Ispat: Sadece i) nin ispat1 yapilacaktir. Digerleri benzer sekilde yapilabilir.

x € J—Ng,(M;,A,p) NI —Ng,(My, A p) olsun. Buna gore,x € J — Ng ,(My, A, p)

vex €7 — Ng,a(MZ,A,p) olur. O halde asagidaki limitler vardir.

_hmh Z IMl <|tkn(Ax)|>l “o

kEI

ve

B hmh Z IMZ (ltkn(AxN)l o,

kel

Bu limitlere gore, S; ve S, kiimeleri

ty, (Ax £
S, = reN—Z[M1<|kn( N)l >-—neN€]

k€I,

ve

ty, (Ax £
S, = reN—Z[M2<|kn( N)l >-—neN€]

k€I,

seklinde tanimlansin. Simdi r; € N\S; US, olsun. M azalmayan ve konveks

fonksiyon olup p,, p; > 0 ile p = max{2|a|p,, 2|b|p,} i¢in

gl

S WO
ZI (Itkn(Ax)l)l Z[M2<|tkn(Ay)|>l

kEI kEI
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bulunur. Bu esitsizlige gore

1 € reN—Z[(Ml Mﬁ(@)l <gne€eN

k€I,

olur. Buradan

N\S; US, € reN—z:[(M1 Mﬂ(@)l <gneNy,.

kel

elde edilir. O halde

rEN—z[(Ml M2)<M>l >egn€eEN;,CS,US, €7

k€l

bulunur. Buna gore kapsama bagintisinin sag tarafi ideale ait oldugundan

r € N: —z [(M1 M,) (—l k"; x)|>

kel

=>&gn€EN

kiimesi de ideale aittir.

O halde x € 7 — Ng'a(Ml + M,,A,p) olur. Bu da ispati tamamlar. Digerleri benzer

sekilde gosterilebilir.

Teorem 4.4: M; ve M, Orlicz fonksiyonlar1 olmak tizere M, fonksiyonu A, sartini
saglasin. Bu taktirde asagidaki kapsama bagmtilari saglanir.

) I—-NJ,(My,Ap) cI— Ng,(MpoM,,Ap)

i)  J—Ngs(My,Ap) €I —Ngs(M0My, A, p)

i)  J—Ngy(My,A,p) €I —Ng,(MpoMy, A, p).

Ispat: x € 7 — Ng (M, A, p) alalim. Buna gdre
t, (Ax
- lim Z [ <I jen( )I)l — 0o
h,
kel,

dir. Buna gore, § > 0 ve K > 1 olmak iizere bir p > 0 sayisi i¢in S kiimesi

_ 1 [tin (A%))]Pk €
= {r et B I ()" 2 o e e
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seklinde tanimlansin. r; € N\S olsun.
Ispat iki kistmda incelenecektir. y, = M, (@) olsun.

Vi > 6 ved <1 igin,

Yk Yk
—<1
yk< 5 < + — 6

esitsizligi saglanir. M, azalmayan ve konveks oldugundan
1 1
My (i) < My (1+%) <3M, () +5 M, (%2) (3.1)

bulunur. Ayrica K > 1ve§ <1 i¢in M,, A, sartin1 sagladigindan,

M, (%" 2) < Ky kM, (2) 3.2)
bulunur. (3.1) ve (3.2) den
1 1y 1 vy 1 vk Vi
M; (yi) <5 Mz(2)+ kK~ Mz(2)< K5 Mz(2)+ kK~ M, (2) =K— 5 M, (2)
esitsizligi yazilir. O halde
1
M G h—Z(KS M, () o
kel, keI,
1
sh—z {1, (k5 m,2)"} P
= max {1, (k5 1,@) "} ) 0
" kel,
< max{1 (K5671M,(2)) } ¢ — ¢

max {1, (K6‘1M2 (2))H}

olur. Bu esitsizlikten

1 E<r €N: —Z M, (y;)]Pk < e,n €N
kel,

oldugu goriiliir. Buna gore
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1
N\S S <r € N: h—Z[MZ (yi)Pk<e,n€eN

" kel,
olur. O halde
1
S, =<r €eN: h—Z[MZ )Pk =gy, =8neEN; €T
" kel,

elde edilir. S € 7 oldugundan S; € 7 dir.

M, siirekli oldugundan y, < & iken hizke,r[M2 (¥x)]Px < € olur. Boylece
1
h—z [M, (y;)]Pk < Pk < max{e", e#}
" kel,

esitsizligi bulunur. r — oo i¢in limit alinirsa ve € = 0 oldugunda

1
0< limh—z [M, (y)]Px < 0

kel,
bulunur. O halde

1
7—limo— > [M, ()IP% = 0
r h,

kel

dir. Buna gore

1
S, =<r eN: h—Z[MZ Pk =gy, <§neEN; €T
" kel,

bulunur. 4,5, € Jolup S; U S, € 7 olur.

Bu da x Eﬂ—Ng’a(MzoMl,A, p) oldugunu gosterir. Buna gore istenilen kapsama

bagintisi saglanir. Diger kapsama bagintilar1 benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 4.5 : Vt > 0 i¢in sup,[M(t)]P* < oo olsun. Buna gore asagidaki kapsama

bagintis1 saglanir.

7 — Ngo(M,A,p) €T — N&,(M, A, p).
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Ispat: x € 7 — Ny ,(M, A, p) segelim. O halde,

—11m Zl (Itkn(Ax—le)|>l _ 0

kEI

dir. Buna gore S kiimesi

t., (Ax — 1
S = reN—ZI <|kn(z e)|>l >egn€NveleCpr e

k€l

seklinde tanimlansin. r; € N\S olsun. Diger taraftan M konveks ve azalmayan

oldugundan
|tin (Ax)| |tkn(Ax —le +le)|
gl () R g |

IA

1 |tkn(Ax - le)l |tkn(le)|
h_E [ < p p )l
k€l
Z [ |tkn(Ax - le)l)l
kEI

z l (Itkn(le)l>l

kEI

esitsizligi saglanir.

Pk ) o
Bu esitsizligin sag tarafinda bulunan hlZREIr [M (ltkn’#ﬂ)] ifadesi x e bagl degildir.

_ Pk
Ayrlcahi Ykel, [M (M) < ¢ i¢in K sayis1 € < K olarak alinirsa

- Zl (Itkn(Ax—le)I>l <K

k€l

bulunur. Boylece

tin(Ax
r € reN—Z[ (lk”( )|> <K,neN
kel,
olur. Buna gore
tin(Ax
N\S < rEN—Z[ (“‘"i%) <K,neN

kel
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elde edilir. O halde

TEN—Z[ <M>l >KneN;,cSeJ (%)

kEIl, P

olur. vn ve K > 0 i¢in (**) kapsama bagintisinda sag taraf idealin eleman1 oldugundan
sol taraf da idealin elemani olur. O halde x € 7 — Ng;(M,A,p) olup kapsama

bagintis1 saglanir.

Teorem 4.6:Vk € N i¢in 0 <p, <q; Ve (z—k) sinirlt olsun. Buna gore asagidaki
k

kapsama bagntilar1 saglanir.

I) J _Ng,a(MlA' q) cJ- Ng,a(M'Alp)
“) *7 _NQ,O'(MIAlq) c j - NQ,O'(M;AJP)'

Ispat: i) x € 7 — Ng (M, 4, q) olsun. Bu taktirde

_hth[ <|tkn(Ax)|>l _ o

k€l

dir. Buna gore S kiimesi

S = reN—ZI (lt"”(AxN)l >eneENYET

k€I,

q
seklinde tanimlansin. Ayrica y; = [M (ltknﬁ%x)l)] ‘ ve A =Z—" olsun. O halde
k

0 < A < A <1 olmak iizere A sayisi vardir. Diger taraftan § = §; U S, olmak lizere

S, ve S, kiimeleri

S1 = rEN—Zyk_Zyk>1nEN €J

kel

ve

1

E\2
S, = rEN:—ZykZ(—) Ve<lneNyed
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seklinde tanimlansin. r; € N\S; U S, olsun. Hélder esitsizliginden

hZYk = z J’kl"*‘— z i

kel kelryk>1 kelryk<1
<n 2 v ) () (7)
kel yr=1 kel yr<1
< Z
=h, i
k€l yrz1
A 1\ 1-4
1 AY1-2
(2 IET) (2 e

kel yr<1 kel yr<1

1 €
h_zyk _Eyk<§

1\ 4
+HG)
— — s
2
k€l yr=1 kel yr<1

esitsizligi elde edilir. Buna gore

Pk

S Ll
- Z l <Itkn(Ax>|>l

kEI

olur. Budar € {r € N:hirzkar[ (M)] <gne N} oldugunu gosterir.Buna

gore

N\S; US, € rEN—Z[ (lt"”(AxN) <eneN

k€l

elde edilir. O halde

t, (Ax
rEN—Zl <|"”( N)l >en€eENYC S, US, €7

k€l

olur. Bu kapsama bagmtisinda sag taraf idealin eleman1 oldugundan sol taraf da idealin
elemanidir. Buise x € 7 — Ng’a (M, A, q) oldugunu gosterir. Buna gore

J—Ngs(M,A,p) Sx €I —Ng;(M,Aq) kapsama bagmtisi saglamir. Digeri benzer
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sekilde gosterilebilir.
Sonu¢ 4.7: 1 < p, < suppy < o, Ik € N i¢in asagidaki kapsama bagintilar1 saglanir.

i) J—Ngs(M,A,p) €7 —Ng,(M,A)
”) :]_NG,J(M;A;P) gg—N@,o’(MrA)'

Ispat: Teorem 4.6 da p, Ve qy yer degistirilip q; = 1 alinirsa ispat tamamlanur.
Teorem 4.8: 0 < infp, < px < 1, Vk € N igin

) I-N§,(M,A) ST~ N3, (MAp)
i) 7 —Ngy(M,A) ST —Ng,(M,AD)

kapsama bagntilari saglanir.

Ispat: i) x € 7 — N ,(M, A) olsun. O halde,

i o ()

kEI

dir. Buna gore, S kiimesi

tien (Ax
S = reN—ZI <M>l>shh infp,neN; €7

k€l P

seklinde tamimlansin. r; € N\S olsun. Diger taraftan M konveks ve azalmayan

oldugundan, 0 < € < 1 i¢in

! Z[ <|t,m<Ax>|)l .

kel

esitsizliginin her iki tarafinin p, nc1 kuvveti alinirsa

. 2[ (ltkn(Axn)l < Zl <|tkn(Ax)|>l 'y

kEI k€l

esitsizligi elde edilir. Buna gore hiZkEIr [ (M)] < & bulunur. O halde
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ty, (Ax
= reN—Z[ (lkn( )|> e neN,
kel
olur. Buradan
t, (Ax
N\S € {r € N: Z[ (l""( )|> e,neN,

" kel

bulunur. Buna gore

rEN—ZI <|t""(Ax)|>l >eneN tcSed

kel

olur. Bu kapsama bagintisinin sag tarafi ideale ait oldugundan sol tarafi da ideale aittir.
O halde x € 7 — Ng ;(M,A,p) bulunur. Bu ise kapsama bagintisinin saglandigini

gosterir. Diger durum benzer sekilde gosterilebilir.
Teorem 4.9: 7 — Ng'U(M, A,p) ve T — Ng5(M, A, p) uzaylar soliddir.

Ispat: 7 — Ng,a(M, A, p) nm solid oldugunu gosterilecektir. Diger uzaym solid oldugu
benzer yolla gosterilebilir. x € J — Ng’o(M,A, p) olsun. Bu taktirde,

Pk
J —lim, herkEIr [M (ltk”ﬁ%x)l)] = 0 vardir. Buna gore,

= rEN—Z[ <|tkn(Ax)|>l >neNye]

kel

yazilir. r; € N\S olsun. y = (y,) skaler dizisi Vk € N igin |y, | = 1 sartim1 saglasin. O
halde,

h_rZI (Itkn(;lny)l <t Z[ <Itkn(Ax)|>l

k€L, k€L,

elde edilir. Buna gore

y € rEN—Zl (Mﬂ <gneN

kel
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olur. Buradan
tr,, (Ayx
N\S < rEN—Z[ <M>l <eneN
kel

yazilir. O halde

tin (4
rem o (B cnenteses

kel

bulunur. Esitsizligin sag tarafi ideale ait oldugundan esitsizligin sol tarafi da ideale
P
aittir. Buna gore J — limrhizke,r [M (lt"’l(/.#x)l)] =0 olupyx €eJ— NQ,O-O(M, A,p)

bulunur. Bu da ispati tamamlar.
Sonug¢ 4.10: 7 — Ng,a(M,A, p) ve J — Ng (M, A, p) uzaylar1 monotondur

Ispat: Lemma 2.1 den her solid uzay monoton oldugundan ve ve Teorem 4.9 dan
J— Ng,a(M, A,p)ve 7 —Ng;(M,A,p) uzaylarn solid uzay oldugundan bu uzaylar

monotondur.
Teorem 4.11: limy, p, > 0 ve x = x, (7 — NQJU(M,A,p)) oldugunda x,, tektir.
Ispat: limyp, > 0vex — x, (7 — NQJU(M,A,p)), X =Y (7 — Ng (M, 4, p))

Xo # Yoolacak sekilde y, var olsun. Buna gore

_ |tin (Ax — xq€)]
g [ (P o

kEI

ve

_hmh_Zl <|tkn<Ax yoe>|>l L

k€l

limitleri vardir. Buna gore S; ve S, kiimeleri

tin(Ax—xye
S, = reN—Z[ <|""( 0“)] >ﬁneNxoe(C €7
kel
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ve

Pk

1 |tkn (Ay—yoe)l £
S, = EN:—ZM =>—,neN,y,€C; €]
2 r 3 [ ( 0, ) n Yo

" kel,

seklinde tanimlansin. r; € N\S; U S, olsun. p;, p, > 0 ve p = max{2p;, 2p,} igin, M

azalmayan ve konveks fonksiyon oldugundan,

1 0 — Yol pk_ 1 |tien (Ax) — i (AX) + X — Yol \|¥
h_rle( p >l _h—rle< p )l

k€L, kel

1 |t (Ax — xoe) \]*¥
<ol 2 (=)

kel

1 |tin (Ax — yoe)\]** € €Y
+h_rZIM< o <D{ﬁ+ﬁ}_g

kel

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige gore

g

kel

Pk
<ég

yazilir. O halde

1 Xo — Pk
T € rEN:—Z[M(Mﬂ <gneN
h; p

kel,
olur. Buradan
1 Xo — Pk
N\S; US, €{r € N: —Z [M(Mﬂ <en€N
o kel p

bulunur. Buna gore

1 Xo — Pk

" ke,

olur. Bu da
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1 _ Pk
7—lim—ZlM<M>l —0
r hy p

ked,

oldugunu gosterir. k —» o igin (py) dizisi py noktasina yakinsayacagindan

2 2y

olur. [M (lx‘)%‘)')]po = 0 olup x, = y, elde edilir.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢caligmasinin iiglincii boliimiinde, ideal yakinsaklik ve ideal yakinsak dizi uzaylari
sonsuz matris ve Orlicz fonksiyonu bir araya getirilerek 7 — cy®(M, A, p),

J—c%(M,A,p), T —£.7(M,A,p) dizi uzaylar elde edilmistir.

Tez calismasinin dordiincli boliimiinde {igiincli bolimde elde edilen dizi uzaylarina
lacunary dizileri eklenerek 7 —Ng_(M,A,p), 3— N, (M, Ap), I—Ng, (M Ap)
dizi uzaylar1 elde edilmistir. Bu dizi uzaylar iizerinde bazi kapsama iliskileri
incelenmistir. Benzer sekilde farkli dizi uzaylar1 icinde bu kapsama iliskileri

gosterilebilir.
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