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OZET

KESIRLI INTEGRALLER iLE ILGILI BAZI ESITSiZLIKLER

Hatice YALDIZ
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danigman: Dog. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Eyliil 2016, 100 sayfa

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar ilk olarak Liouville tarafindan ortaya atildi.
Bu fikrin temel kaynag; kesirli tlirev ve kesirli integral kavramu tiirev ve integrallerin
sadece tamsayilar i¢in var midir sorusundan yola ¢ikilarak ortaya ¢ikmistir. Daha sonra
Euler kesirli tiirevi yeniden ele ald1 ve 17. ylizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange,
Abel, Liouville ve diger bircok matematik¢inin, kesirli mertebe icin diferansiyel ve
integrasyonun genellestirilmesine dayanan oncii ¢alismalariyla gelismeye baslanmuistir.
Keyfi mertebeli diferansiyel ve integrasyon kavramlari, tamsay1 mertebeli tiirev ve n-
katli integralleri birlestiren ve genellestiren kavramlardir. Buradan hareketle, bu tez dort
boliimden olusmaktadir. ilk boliimde, kesirli integraller hakkinda genel bilgiler verilip
daha sonra temel kavramlardan bahsedilecektir. Ikinci boliimde kesirli integraller
hakkinda bilgiler verilecek olup; kesirli integral ve kesirli tiirevin elde edilisi ve bu konu
hakkindaki ¢6ziim yontemleri, ticlincii boliimde ise, eldeki verilerden yararlanilarak ii¢
baslik altinda toplanan bulgular, son boliimde ise, sonuglar ve oneriler verilecektir.

Anahtar sézciikler: Ayrik Kesirli Integral, Ayrik Konveks Fonksiyon, ¢ — Konveks
Fonksiyon, Hermite-Hadamard Esitsizligi, Hermite-Hadamard-Fejer Tipli Esitsizlik,

Kesirli Integral, Kesirli Tiirev, Konveks Fonksiyon.



ABSTRACT

SOME INEQUALITIES ASSOCIATED WITH FRACTIONAL INTEGRALS

Hatice YALDIZ
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
September 2016, 100 pages

Fractional derivatives and fractional integral notions were first raised by Liouville. The
main source of this idea; fractional derivatives and fractional integral concept has
emerged from the question: “Is there derivatives and integrals for only integers.” Then,
Euler dealt with fractional derivatives again and Leibniz, Euler, Lagrange, Abel,
Liouville and many other mathematicians have begun to develop the fractional
derivatives since 17th century as their pioneering work based on differential and
integration to be generalized to fractional order. Arbitrary order differential and
integration concepts are the notions which combine and generalize integer-order
derivatives and n-fold integrals. Thus, this thesis consists of four chapters. In the first
chapter, of how the concepts of fractional integral and fractional derivative is given. In
the second chapter, all the necessary definitions and basic theorems for this study have
been given. The third section, benefiting from the available data the findings
summarized under three headings are given. In the fourth chapter, results and
recommendations will be given.

Keywords: Convex Function, Discrete Convex Function, Discrete Fractional Integral,

@ — Convex Function, Fractional Derivative, Fractional Integral, Hermite-Hadamard

Inequality, Hermite-Hadamard-Fejer Type Inequality.



EXTENDED ABSTRACT

SOME INEQUALITIES ASSOCIATED WITH FRACTIONAL INTEGRALS

Hatice YALDIZ
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAY A
September 2016, 100 pages

1. INTRODUCTION:

Fractional derivatives and fractional integral notions were first raised by Liouville. The
main source of this idea; Fractional derivatives and fractional integral concept has
emerged from the question: “Is there derivatives and integrals for only integers.” Then,
Euler dealt with fractional derivatives again and Leibniz, Euler, Lagrange, Abel,
Liouville and many other mathematicians have begun to develop the fractional
derivatives since 17th century as their pioneering work based on differential and
integration to be generalized to fractional order. Arbitrary order differential and
integration concepts are the notions which combine and generalize integer-order
derivatives and n-fold integrals.

The theory of fractional calculus for functions of the natural numbers, however, is far
less developed. To the author’s knowledge, significant work did not appear in this area
until the mid-1950’s, with the majority of interest shown within the past thirty years.
Diaz and Osler published their 1974 paper introducing a discrete fractional difference
operator defined as an infinite series, a generalization of the binomial formula for the
Nth -order difference operator A". However, their definition differs fundamentally
from the one presented in this dissertation (they agree only for integer order
differences). In 1988, Gray and Zhang introduced the type of fractional difference
operator used here; they developed Leibniz’formula, a limited composition rule and a
version of a power rule for differentiation. However, they dealt exclusively with the

nabla (backward) difference operator and therefore offer results distinct from those



presented in this dissertation, where the delta (forward) difference operator is used
exclusively.

A recent interest in discrete fractional calculus has been shown by Atici and Eloe, who
in [6] discuss properties of the generalized falling function, a corresponding power

rule for fractional delta-operators and the commutivity of fractional sums. They present
in “Atic1 and Eloe 2009 more rules for composing fractional sums and differences but
leave many important cases unresolved. Moreover, Atici and Eloe pay little attention in
“Atict and Eloe 2007-2009” to function domains or to lower limits of summation and
differentiation, two details vital for a rigorous and correct treatment of the power rule
and the fractional composition rules. Their neglect leads to domain confusion and,

worse, to false or ambiguous claims.

2. MATERIAL AND METHODS:

The monograph named “Fractional Integrals and Derivatives” has been published by
Stefan G. Samko, Anatoly A. Kilbas, Oleg I. Marichev and in this monograph the
additionally, function types, continous-discontinuity states have been discussed in
detail. By means monography, fractional integrals have been examined and many
mathematicians continue to study on different works based on this.

Gottfried Leibniz and Guilliaume L’Hopital sparked initial curiosity into the theory of
fractional calculus during a 1695 correspondence on the possible value and meaning of
noninteger-order derivatives. In one exchange, L’Hopital inquired, "then what would be
the one-half derivative of x?" to which Leibniz responded that the answer "leads to an
apparent paradox, from which one day useful consequences will be drawn" (see “Miller
and Ross 1974” and “Oldham and Spainer 1974”). Leibniz may well have toyed with
several seemingly correct ways to define a one-half order derivative but was forced to
cede they lead to unequivalent results. In any case, by the late nineteenth century, the
combined efforts of a number of mathematicians- most notably Liouville, Griinwald,
Letnikov and Riemann- produced a fairly solid theory of fractional calculus for
functions of a real variable. Though several viable fractional derivatives were proposed,
the so-called Riemann-Liouville and Caputo derivatives are the two most commonly
used today. Mathematicians have employed this fractional calculus in recent years to
model and solve a variety of applied problems. Indeed, as Podlubney outlines in
Podlubny 1999, fractional calculus aids significantly in the fields of viscoelasticity,

capacitor theory,electrical circuits, electro-analytical chemistry, neurology, diffusion,

4



control theory and statistics.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

We briefly summarize; we have established the left hand side of the Hermite-
Hadamard-Fejer type inequalities for the class of functions whose derivatives in
absolute value at certain powers are convex functions by using fractional integrals.

We establish integral inequalities of Hermite-Hadamard type involving Riemann-
Liouville fractional integrals for ¢-convex functions and some new inequalities of
right-hand side of Hermite-Hadamard type are given for functions whose first

derivatives absolute values ¢-convex functions via Riemann-Liouville fractional

integrals.

We introduce the definition of a convex real valued function f defined on the set of
integers, Z . We prove that f is convex on Z if and only if A>f> 0 on Z. As a first
application of this new concept, we state and prove discrete Hermite—Hadamard
inequality using the basics of discrete calculus (i.e., the calculus on Z). Second, we
state and prove the discrete fractional Hermite—Hadamard inequality using the basics of
discrete fractional calculus. We close the paper by defining the convexity of a real

valued function on any time scale.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:
The goal of this dissertation is to apply the theory of fractional calculus on the

inequalities.



1.GIRIS

1.1. AMAC VE KAPSAM

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari ilk olarak Liouville tarafindan ortaya atildi.
Bu fikrin temel kaynag; kesirli tlirev ve kesirli integral kavramu tiirev ve integrallerin
sadece tamsayilar i¢in var midir sorusundan yola ¢ikilarak ortaya ¢ikmistir. Daha sonra
Euler kesirli tlirevi yeniden ele ald1 ve 17. yiizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange,
Abel, Liouville ve diger birgok matematik¢inin, kesirli mertebe icin diferansiyel ve
integrasyonun genellestirilmesine dayanan dncii ¢alismalariyla gelismeye baslanmustir.
Keyfi mertebeli diferansiyel ve integrasyon kavramlari, tamsayr mertebeli tiirev ve n-
katli integralleri birlestiren ve genellestiren kavramlardir.

Kesirli diferansiyel teorisi ¢esitli madde ve islemlerin kalitsal Ozelliklerinin
tanimlanmasinda kullanilabilecek ¢ok iyi bir aractir. Bu ise tamsay1 mertebeli tiirevlerle
karsilastirildigi zaman, kesirli tiirevler i¢in 6nemli bir avantajdir. Kesirli tiirevlerin bu
avantaji nesnelerin mekanik ve elektriksel Ozelliklerinin matematiksel modelleme-
lerinde, akigkanlar teorisi, elektrik devreleri, elektro-analitik kimya gibi diger bir¢ok
alanda kullanilmaktadir.

Analitik esitsizlikler yaygin olarak matematik ve bir¢ok uygulamali matematigin gesitli
dallarinda gelisiminin arkasindaki temel itici gii¢lerinden biri olarak kabul edilmektedir.
Esitsizlikler ile ilgili ¢alismalarin son on yildan fazladir matematigin bir¢ok farkl
alanlardaki uygulamalara nasil biiyiik bir katki saglandig1 agik¢a ortadadir.

Simdi de kesirli hesaplamalarin uygulamali alanlardaki etkisinden bahsedilsin. Kesirli
hesaplamalar; bildigimiz hesaplamalardan {i¢ yiizyil 6nce var olmasina ragmen bilim ve
miihendislik topluluklar1 arasinda ¢ok popiiler degildir. Bu konunun en ¢ekici yani,
kesirli tiirev ve kesirli integralin yerel (yani nokta) 6zelligi olmamasidir. Buradan
hareketle, kesirli tiirev ve kesirli integral kavraminin yerel olmamasi etkisi bizi
diisiindiirmisttir. Diger bir deyisle, bu konu doganin gergekligini daha 1iyi
aciklayacaktir. Bunun yani sira, bilim ve miihendislik topluluklarinda oldugu gibi
popiiler olabilmesi i¢in temel dogay1 daha iyi bir yolla anlamak ve tanimlamak i¢in daha

farkli boyutlar eklenir. Belki de kesirli hesaplamalarin kullanigli olmasinin sebebi;



dogayr anlamada ve konusmada daha etkili olmasidir. Gegtigimiz {i¢ ylizyilda
matematikgiler tarafindan arastirilmistir. Son birka¢ yildir miihendislik, bilim ve
ekonominin bazi uygulama alanlarina taginmistir. Buna ragmen son c¢alismalarda
ozellikle Fractal Bilim Teorisinin yerel operatdrlerdeki kesirli tiirev tanimi lizerinedir.
Oniimiizdeki on yil icinde bu konu iizerine uygulamalar goriilecektir. Bu calisma
okuyucuya doga kanunlarini agiklamada yardimer olacaktir.

30 Eylil 1695 de L’Hospital, Leibniz’e bir mektup yazdi. Mektupta L’Hospital,
()

AX"

Leibniz’e fonksiyonun "ci dereceden tiirev formiilinde n = > ise ¢ozlim nasil

Do . 1 9 , -
olurdu sorusunu yoneltti. Leibniz’in n = 3 durumu mantiga ters diigse de bir giin ¢ok

kullanish sonuglarin ortaya ¢ikacagi cevabim verdi. Ug yiizyil siiren ¢alismalarla en az
yart dogru iizerinde ispatlandi. Ozellikle, yirminci yiizyilda sayisiz uygulamalar
bulundu. Yukaridaki bilgilerin 15181 altinda; bu ¢alismada kesirli integraller i¢in yeni
bircok integral esitsizlikleri; yani Hermite-Hadamard esitsizligi, Hermite-Hadamard-
Fejer esitsizligi gibi integral esitsizlikleri elde edilecektir. Burada elde edilen sonuglarin
daha 6nceki galigsmalarin bir genellemesi olarak sunulacaktir.

Simdi de biraz ayrik kesirli integrallerden bahsedecek olursak, dogal sayilarin
olusturdugu fonksiyonlar i¢in kesirli analiz teorisi ¢ok fazla gelismemistir. Yazarlarin
tecriibesi bu alanda 1950’ lerin sonuna kadar ¢alismalar olusturmamistir. Gegtigimiz
otuz yil i¢ginde bu alana biiyiik bir ilgi olugsmaya baslanmistir.

Diaz ve Olser, 1974 yilinda sonsuz bir seri i¢in tanimlanan ayrik kesirli fark operatorii
iceren, N.dereceden sirali fark operatorii (A“) igin binom formiiliiniin
genellestirilmesini yayinladilar. Fakat, onlarin tanimi, tezleri i¢inde ifade edilenden
farkliydi. (Sadece sirali fark operatoriinde tamsayilar i¢in hem fikirlerdi). 1988 yilinda,
Gray ve Zhang kesirli fark operatoriinii tanitti. Onlar, tiirev icin kuvvet kuralinin bir
versiyonunu ve sinirlt bileske kuralin1 Leibnizin formiiliinden gelistirdiler. Ama, onlar
ozellikle nabla(geri) fark operatoriinii ele aldilar ve bundan dolay1 delta(ileri) fark
operatoriinii kullandiklarinda tezlerinde ifade ettiklerinden farkli sonuglarla karsilastilar.
Ayrik kesirli analizde merak edilenler, Atici ve Eloe tarafindan falling fonksiyonun
genellestirilmesine ait ozellikler, kesirli toplamin birlesme 06zelligi ve kesirli delta
operatorii i¢in kuvvet kurali gosterildi. Bu konu iizerinde ki ¢aligmalar hala devam
etmektedir.

Konveks fonksiyonlar igin literatiirde birgok esitsizlik elde edilmistir. Bu esitsizliklerin



en Onemlilerinden biri de Hermite-Hadamard esitsizligidir. Bu esitsizlik {izerine
(Azpeitia 1994; Gill 1997; Dragomir 2000; Kirmaci 2004; Ozdemir et al. 2010 )
calismalar1 olmustur. Ayrica kesirli integraller i¢in bir¢ok esitsizlik iizerine ¢alismalar
yapilmistir. Bunlardan bazilar1 (Dahmani 2010; Sarikaya et al. 2012; Noor 2014)
yazarlar1 ve bagka bir¢ok aragtirmaci tarafindan cesitli genellestirmeler ve yeni sonuglar
elde edilmistir.

Integral ve diferansiyel kavram: elementer kalkiiliisdeki calismalara benzemektedir.
Ornegin, f(x)=x*fonksiyonunun birinci mertebeden integrali [ f (x)dx =1x®+c ve

ayn1 fonksiyonun ikinci mertebeden integrali
1 ..
I f(x)dx dx:ﬁx +C,X+C,

dir. Benzer olarak & f(x)z 2xve (;’—:z f(X)z 2 dir. Bununla birlikte, f(X) fonksiyonun

1 —1imertebeden integrali ve tiirevi olabilir mi? Nasil tanimlayabiliriz?

Kesirli Hesaplamalarin Baslangici

Kesirli hesaplamalarin baslangict n—ci mertebeden bir tamsayi igin tlirevin anlaminin

n tam say1 olmadiginda da olabilir mi sorusunun sorulmasiyla baslamistir. Bu soru 30

Eyliil 1695 de L'Hopital tarafindan ortaya atilmistir. Bir giin Leibniz mektubunda Bx:‘(
seklinde f(x)=x fonksiyonun n—ci tiirevini bu sembol ile gésterilmistir. L'Hopital da

adi bir sekilde n=3 oldugunda sonucun ne olacagini sormus ve Leibniz de cevaben

"bir paradoks gibi bir giin yararl bir sonug olarak ortaya ¢ikacaktir" demistir. Bu konu
bir¢cok biiylik matematik¢inin ilgisini ¢ekmistir. Bunlardan bazilari, Euler, Laplace,
Fourier, Lacroix, Abel, Riemann ve Liouville gibi matematikgilerdir.

1819 da Lacroix kesirli tirev disiincesini bir makale olarak ilk yayimlayan
matematik¢idir. Onun vermis oldugu tanimi asagidaki sekilde verilsin:

m pozitif tamsay1 olmak lizere y=x" fonksiyonu alinsin. n—ci mertebeden tiirevini

Lacroix

,m>n (1.1)



seklinde bulmus ve Legendre’ nin I' semboliinii kullanarak genellesmis faktoriyel i¢in

dy  T(m+1) o

= 1.2
dx" T(m-n+1) 1.2)

seklinde yazilmistir. m=1 ve n=% ic¢in Lacroix (1.2) ifadesinden
d’y  2vx (1.3)

dx% :ﬁ

olarak elde etmistir. Bununla birlikte kesirli operatorlerin ilk kullanimi Lacroix
tarafindan degil Abel tarafindan 1823 yilinda verilmistir. Abel tautochrone probleminin
formiilasyonundan ortaya ¢ikan bir integral denkleminin ¢ozliimiinde kesirli
hesaplamalar uygulamistir.

Yillarca birgok matematik¢i kendi notasyonlarini ve yaklasimlarini kullanarak tamsayi
olmayan mertebeden integral ve tiirev fikrine uygun birgok tanim vermislerdir. Bu
tanimlamalardan en popiiler olarak ortaya ¢ikan Riemann-Liouville nin tanimi olmustur.
Ilging olan bir kesirli tiirevin Riemann-Liouville tanim1 Lacroix tarafindan elde edilen
(1.3) denklemine benzer sonug¢ olmustur. Riemann-Liouville kesirli integral ve tiirevin
tanimina bakmadan 6nce baz1 6nemli matematiksel kavramlari verilsin: Bunlar sirasiyla

Gamma, beta, error(hata), Mittag-Leffler ve Mellin-Ross fonksiyonlaridir.

Gamma Fonksiyonu

xeR"i¢in

X)= [ tdt (1.4)
0

olarak tanimlanir. Gamma fonksiyonun 6nemli bir 6zelligi

[(x+1)=x(x), xeR’ (1.5)

r(x)=(x-1), xeN (1.6)



dir. (1.6) dan I(1)=1 dur. Simdi T(¢)=~/z oldugu gésterilsin, (1.4) den

r(% - j e 't 2t
2 0

yazilir. t = y® déniisiimii yapilirsa, dt =2ydy olacagindan

AN
IN=|(=2|e’d
@ I d

olur. (1.7) ye denk olarak

F(%] =2 I e dx

yazilabilir. (1.7) ve (1.8) ¢arpimindan,

2] e

(1.7)

(1.8)

iki katli integrale doniisiir. Bu integrali hesaplamak i¢in kutupsal koordinatlara gegilirse,

N
{1‘(—)} :4”e’r rdrd@ =r
2 00

yani

elde edilmis olur. Tam olmayan Gamma Fonksiyonu

t
r*(v,t)= F(vl)tv !exx”dx, Rev >0

10
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seklinde tanimlanir.

Beta Fonksiyonu

X,y € R" i¢in

1

B(x,y)= J.tx’l(l—t)y’ldt

0

olarak tanimlanir. Beta fonksiyonu gamma fonksiyonu cinsinden

B(X,y)zw’ X,yER+
r(x+y)
olarak yazilir.
Hata Fonksiyonu
xeR icin
Ert (x) == [edt
Vs

olarak tanimlanir. Hata fonksiyonun tiimleyeni Erf, (X) olup

Erf,(x)=1—Erf(x)

dir.

Mittag-Leffler Fonksiyonu

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

Mittag-Leffler fonksiyonu e* iistel fonksiyonun bir genellestirmesi olup kesirli

hesaplamalarda o6nemli bir role sahiptir. Bir ve iki parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonun gosterimi
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E ()= =% 450 (1.14)

a>0,3>0 (1.15)

kuvvet serisi olarak tanimlanir. (1.15) deki seri (1.14) iin bir genellestirmesidir. Bu
genellestirme 1953 te Agarwal tarafindan tanimlanmaistir. (1.15) de verilen tanimin bir

sonucu olarak,

E, ,(x)= ﬁ +XE, 4. 5(X) (1.16)

£ ()= P, X)+ X E, () 1.17)

yazilir. (1.17) esitliginden

d

2 e, 0= [E, ()~ £, ()]

dir. Dolayisiyla S yerine f —1yazilirsa

L€, ()=~ [E. - (5-DE, , (] (118

olur. Simdi (1.16) esitligi ispatlansin. Bunun i¢in (1.15) yardimiyla

12



1
= m + XEa,a+ﬁ (X)

elde edilir. Burada Ea’ﬁ(0)=1dll‘. a ve [ nin bazi 6zel degerleri icin Mittag-Leffler
fonksiyonu bilinen baz1 fonksiyonlara indirgenir. Ornegin,

dir.

Mellin-Ross Fonksiyonu
Mellin-Ross fonksiyonu e* nin kesirli integrali bulundugu zaman ortaya ¢ikmistir. Bu
fonksiyon tam olmayan gamma ve Mittag-Leffler fonksiyonlarin ikisi ile iligkilidir.

Mellin-Ross fonksiyonu

E.(v,a)=t"e*T"(v,t) (1.19)
seklinde tanimlanir.
v (at) .
E\v,a)=t E—:tE t 1.20
t(V a) - F(k ny +1) l,v+1(a ) ( )

olarakta yazilir.

Riemann-Liouville Kesirli Integrali

Burada ilk olarak daha ¢ok kullanilan  D;"f(x), x—ekseni boyunca keyfi v —ci

mertebeden f(x) fonksiyonun kesirli integrali olarak tanimlansin. Bu notasyonda v

13



pozitif reel say1; ¢ ve x de integrasyon limitleridir.

v negatif olmayan bir reel say1 olsun. f, J = (O, oo) da noktasal siirekli ve J = [O, oo]

nin herhangi bir sonlu alt araliginda integrallenebilir olsun. Bu durumda t >0 igin v —i

mertebeden f nin Riemann-Liouville kesirli integrali

1

r(v)

D f(x)= (x—t)" f(t)dt,y >0 (1.21)

O C— <

olarak tanimlanir. (1.21) ifadesi bircok yolla elde edilebilir. Diferansiyel denklemler

teorisinde kullanilan bir yaklagim gz dniine alinsin. Bunun i¢in

0= 1

, (1.22)
y(e)=0,y (¢)=0...y"¥(c)=0
baslangi¢ deger problemi goz oniine alinsin.
(x-t)"*
H(x,t)=——"— 1.23
=205 (1.23)
Cauchy fonksiyonunu kullanacak olursak,
X (X_t)n—l
= f(t)dt 1.24
)=y 10 (1.24)

nin (1.22) denkleminin bir tek ¢oziimii oldugu iddia edilsin. Bunu gostermek i¢in
tiimevarim yontemi kullanilsin:

n=1 i¢cin

y (x)=f(x).y(c)=0 (1.25)
olur. (1.25) denklemini ¢ozersek,

14



olup y(c)=0 den

elde edilir. n i¢in (1.24) ifadesini dogru oldugunu kabul edilsin ve n+1 ig¢in dogru

oldugu gosterilsin.

(1.26)

denklemi goz Oniine alinsin. y("“)(x):(y')(n)(x) oldugundan u(x):y'(x) alinirsa
(1.26) denklemi

(1.27)

integral sinirinin degisimi i¢in Dirichlet formiilii kullanilirsa,

Y- y(c)= | ( i % f(t)dszt

t=c \ z=C

15



elde edilir ki bu da (1.24) denkleminin bir ¢6ziimiidiir. (1.22) de  f(x), y nin n—ci
Mertebeden tiirevi oldugundan f(x) in n—ci mertebeden integrali olarak y(x)’i

gosterebiliriz. Yani

(x—t)" f(t)dt (1.28)

(¢}
O
>
=
p—
—~
>
~—"
Il
—_~
[EEN
N="
O ) <

yazilir. Son olarak, n yerine herhangi bir v reel sayisi1 ve faktoriyel yerine de
gamma fonksiyonu yazilirsa (1.28) ifadesi (1.21) Riemann-Liouville kesirli integral

tanimina doniisiir.

Burada ¢ =0 oldugundan D™ notasyonu kullanilacaktir.

Ornek 1.1.1. Rev >0, u>-1 olmakiizere D™"x* hesaplayiniz.

Coziim. Riemann-Liouville kesirli integral tanimindan

X

= i_j;(l— u) = x"(xu)” xdu,(u = lj

16



1 ,u+v1 i V-1
= X ju (@—u)"du
0

F(v)

. D(u+1) .
= — x*"Blu+Lv)= —— " _x
o) B )= L

elde edilir. Dolayisiyla

D™ x* = F(,u+l) N

, 0, - 0
T(u+v+1) v>0pu>—Lx>

dir. Benzer olarak, v —ci mertebeden k sabitinin kesirli integrali

k

D*Vk: Vv

rv+1)
dir. Ozel olarak v=1 ise

Die L0 2, [x
r(3) x

Dl @)z 4|
F(%) 3V«

D ix? = F(3) X2 :ﬁ ﬁ
r)” 15V =z

yazilabilir.

(1.29)

(1.30)

Yukardaki orneklerden genellikle kesirli integrallerin hesaplanmasinin kolay oldugu

goriilir. Ancak bu dogru degildir. Gergekten, bazi kesirli integralleri; uslii ifadeler,

siniis ve cosiniis gibi elementer fonksiyonlar bile biiyiik islevsel fonksiyonlara yol

acabilir. Simdi bunlarla ilgili olarak asagidaki 6rnekler verilebilir.
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a sabit olmak iizere, f(t)=e* fonksiyonu ele alinsm. (1.21) tammi kullanarak,

1

r(v)

Dve™ = (t-y)'e¥dy, v>0 (1.31)

O ey —+

yazilir. Burada x=t—y doniisimii yapilirsa, (1.31) ifadesi

at

t
—v at e v—1.—ax
= X" e ™dx, v>0 1.32
) j (1.32)

olur. Agike¢a, (1.32) ifadesi bir elementer fonksiyon degildir. (1.19) ve (1.20) Mellin-

Ross fonksiyonlar cinsinden (1.32) ifadesi

De" =E(v,a)=t'E,, ,(at)

seklinde yazilabilir. Benzer olarak, kesirli integrallerin taniminin direk uygulamasiyla

ve bazi degisken degistirmelerle, asagidaki sonuglar verilebilir:

t

D™ cos(at)= Lj y"* cosfa(t - y)|ldy =C,(v,a) Rev >0
r(v)s
1 t

D™ sin(at —(—J' “sinfa(t - y)]dy =S, (v,a),Rev >0,
O

Ozellikle, v =1 alirsak

2at

_ jcost dtves jsmt dt

olmak tzere,
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D e’ = E(%,aj —a 2e®Erf(at):

D cos(at) = C, (% : a) = \E[c(x)cos(at)— s(x)sin(at)]

2

D *sin(at) = St(l , aj = \E[c(x)sin(at)— s(x)cos(at)]

yazilir. Bazi durumlarda, diger trigonometrik fonksiyonlarin kesirli integrallerinin

hesaplamast igin basit trigonometrik 6zdeslikler kullamlir. Ornegin,

cos(2x)=2c0s? x —1=1-2sin® x

igin
P PP i
D<*cos QtUE—Z@WEL UE%Ct()EZaU
HFain? t* 1
D“*sin (atoﬂ—z 1O ZCtOEZaU
yazilir.

Daha ¢ok kesirli integraller Riemann versiyonu

DVf(t):%V)

C X

(t—x)™" f(x)dx

O C— —+

ve Liouville versiyonuda

1 }
OO L

ile gosterilir. ¢=0 igin

19



1 t
DT [ 1

ifadesine Riemann-Liouville kesirli integrali denir. « ve g skaler sayilari i¢in

Dlef (t)+ Ag(t)] = Df (t)+ ADgl(t)

oldugu kolayca gosterilir. Benzer olarak kesirli integraller de lineerlik 6zelligi kolayca
gosterilebilir.
Kesirli integrallerinin elde edilisi i¢in farkli bir yontem olarak asagidaki sekilde de elde

edilebilir. Bunun i¢in n tane integrali alarak

D (t)= jdxjdxz deB...X"jl f(t)dt (1.33)

seklinde yazilsin. (1.33) deki f fonksiyonu x<b igin [c,b] iizerinde siirekli oldugu
kabul edilsin. (1.33) ifadesi K, (x,t), n,x ve t in bir fonksiyonu olan bir ¢ekirdek

olmak lizere

fKn(x,t) f(t)dt (1.34)

c

seklinde bir tek integral olarak yazilabilir. n tam sayr olmadiginda bile Kn(X,t)
anlamli fonksiyon olacagi gosterilsin. Boylece, Rev >0 tim v i¢in  D,” f(t)’i

DV f(t)= j K, (x,t) f(t)dt

seklinde tanimlansin.
Simdi bunlari ispatlamak icin X <b olmak iizere G(x,t) , [c,b]x[c,b] tizerinde

surekli ise

20



_X[dxlTG(x,t)dt = Jx‘dtiG(xl,t)dx1

yazilabilir. Ozel olarak G(x,,t)= f(t) ise

%Xl *Iﬂ'fi(dt H*Bﬂ)(dt %Xl
c c c t

H N =t et

C

yazilir. Boylece iki integral bir tek integrale doniismiis olur. n=3 ise bu durumda

olacaktir. Dolayistyla bu islem n kez uygulandiginda (1.33) ifadesi

x—t)""

K, (x,t)= ((n—l)!

olmak tizere (1.34) indirgenmis olacaktir. Boylece

1 X
)= 0 j x—t)' (1.35)
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olarak yazilir. (1.35) ifadesinin sag taraf sifirdan biiylik her n reel sayis1 igin anlaml

olacagindan v —ci mertebeden f ’'nin kesirli integralini

D f(t)=— [(x=t) * f(t)dt, Rev>0

v

!

N—"

yazabiliriz.
Simdi lineer diferansiyel denklemler teorisindeki yaklagimlar yontemiyle kesirli

integralini yeniden elde edilsin. Bunun igin P,(x) bir | arahgnda siirekli

fonksiyonlar olmak {izere

L=D"+P(x)D"* +...+P,(x)D° (1.36)

lineer diferansiyel operatorii ele alinsin. Bu durumda f, | araliginda siirekli ve C,

| da keyfi bir nokta ise

(1.37)
D*y(c)=0,0<k<n-1

lineer diferansiyel sistemini gz oniine alinsin. (1.37) denkleminin ¥x el igin bir tek

¢Oziimiiniin H, L ile ilgili bir tarafli Green fonksiyonu olmak iizere

y(x)= [H(x &) f(£)dg (1.38)
verilsin.

Ly(X)= 0 homojen denkleminin herhangi temel ¢oziim kiimesi {¢1 (X),..., @, (X)} ise

H Green fonksiyonu
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#,(x) X)) . 4(x)
#($) %E) . 4(8)
Htz)- CU7| DAL)  Da(E) . DS
CTOW(E) [ D*(E)  D(&) .. D",(¢)

D¢ (&) D"?g,(¢) ... D"?4,(&

yazilir. Burada W Wronskian determinant olup

4 &) . 4(8)
D4(&)  D4(E) .. Dg,(&)
W(&)=|D’4(£) D?*4,(¢) .. D'¢(¢)

D™¢, (&) D™g,(&) ... D"g,(&

dir. Simdi kabul edilsin ki L, n-inci mertebeden bir operator olsun. Yani

L=D"

olsun. Bu durumda (1.37) denklemi

(1.39)

X X2 anl

o 5 §2 é;nfl
He)=rlo 1 2 e
00 O (n—1)
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olur. W(&) Wronski determinant ise

é: 52 gn—l
1 28 (n-1)&™
WE)=lo 0 2 .. (n-1)(n-2)&"®
00 0 .. (n—1)

dir. Buradan kolayca goriiliir ki Wronski determinant & den bagimsiz olup

n-1

W(&)=]k!=(n-1p

k=0

olur. H(X, 5); X’in, n-=1-inci dereceden bir polinomu olarak yazilabilir. Bu

fonksiyonun katsayilar

dir. Boylece

olur. (1.38) ve (1.39) dan

24
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yazilir. f , y’nin n—ci tiirevi oldugu i¢in (1.41) ifadesini f ’in n—ci integrali olarak

y(x)=D"f(t =%f (1.42)

yazilir. (1.42) ifadesinin sag tarafi n, pozitif tam say1 ve. Ren >0 i¢inde anlamlidir.

Dolayisiyla elementer Laplace doniisiimiinden biliyoruz ki (1.39) denklemi Y(s) ve

F(s), y(t) ve f(t) in Laplace doniisiimleri olmak iizere

s"Y(s)=F(s)
yazilir. Boylece
Y(s)=s"F(s)

olup konvoliisyon teoremi yardimiyla

1 t
W= ey

bulunur. Burada tekrar Riemann-Liouville kesirli integralini elde etmis oluruz.

Kesirli Tiirev

D={ tiirev operatoriiise neZ" igin D"f(x), f(x) in n-—ci mertebeden tiirevi

olarak bilinir. Bununla birlikte, n pozitif tam say1 degilse Rev >0 i¢in D" sembolii
kullanilacaktir.
Kabul edelim ki Rev >0 olsun. n, Rev dan biiyiik en kiigiik tam say1 ve v=n—v

olsun. Bu durumda O<Rev<1 dir. x>0 icin v—ci mertebeden f(x) in kesirli

tirevini

D! f(x)=, D[, D" f(x)] (1.43)
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olarak tanimlanacaktir.

Omegin, c=0 ve u>-1 igin f(x)=x* ise (1.43) ifadesinde
,D! (x)=, D![,D;"x*] (1.44)
olur. O halde ilk olarak x>0, Rev >0 igin

1

F(v)

DX = (x—t) "t dt

O ey <

_Bu+Ly) (1.45)

F(v)

_ D(u+l) e
C(u+v+1)

dir. Boylece (1.44) de yerine yazilirsa

DVX,u — Dn F(ﬂ‘l‘l) X;H—v
° r 1)

" (+v+
(1.46)
_ F(ﬂ +1) NG
M(u+v-n+1)
bulunur. v=n—-v oldugundan (1.46) ifadesi
OD;x“:MxW, Rev>0,x>0 (1.47)

Mu—-v+1)

yazilir. (1.45) ve (1.47) karsilagtirlldiginda g >-1, x>0 ve herhangi bir u igin

Uyi _ [N F(ﬂ+1) u-u
oDix*=D {—F(,u—u+1)x } (1.48)
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olarak yazabiliriz.

Simdi (1.43) kesirli tiirevin varlig1 sorusuna geri doniilsiin.

D F(x) = — [ (x—t) * F (t)dt (1.49)

v)

y—J

Riemann kesirli integrali Rev >0 ve f parcali siirekli ise vardir. Bununla birlikte,
bu kesirli tiirevin varligin1 garanti etmek icin yeterli degildir. Ornegin, f siirekli ancak

tiirevli olmasin (Weierstrass tipindeki fonksiyonlar gibi) ve v =1 olsun. Bu durumda

dir. v=1ise n=2 (v=n-v oldugundan) ve (1.43) den
.Dif (x)=, D[, D7 (x)]=D* [ # (t)dt = Df (x)

olur. Ancak hipotezden f(x) tiirevlenemezdir.
Diger yandan, f, n—inci mertebeden siirekli tiirevlere sahip ise (1.43) ifadesi x>0

i¢in vardir.

Bu iddiay ispat etmek i¢in (1.49) ifadesinde A=21 olmak tizere
t=x-y* (1.50)

degisken degistirmesi yapilsin. O halde (1.49) ifadesi

olarak yazilir. Buradanda D" f (X) stirekli olarak kabul edildiginde X>C ig¢in
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C)v—n+k + 1 (X_C)V an
rv+1) & &

LRIy MO

f RV
k=oF(v—n+k+1)( (X y )dy

0

vardir.

1.2. GENEL KAVRAMLAR

Tamm 1.2.1. (Konveks Kiime) L bir lineer uzay AcL ve x,yeA Kkeyfi olmak
uzere

B={zelL :z=ax+(1-a)y, 0<a<ljcA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger zeB ise z=ax+(l-a)y esitliginde
X Vve y'nin katsayilart i¢cin o+ (1—a)=1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki (1—a), a yerine a+ =1 sartin1 saglayan ve negatif
olmayan «,f reel sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi ug¢ noktalart X
ve Yy olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos

olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden kiimedir

(Bayraktar 2000).

Sekil 1.1. Konveks Kiime

Sekil 1.2. Konveks Olmayan Kiime
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Tamm 1.2.2. (J-Konveks Fonksiyon) |, R'de bir aralik ve f : 1 —>R bir

fonksiyon olmak tizere her X,y € | igin

f(x+ yjs f(x)+ f(y)

2 2

sartin1 saglayan f fonksiyonuna | iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J—

konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 1.2.3. (Kesin J-Konveks Fonksiyon) |, R'de bir aralik ve f : I >R bir

fonksiyon olmak tizere her X,y € | ve X#Yy igin

f[x+ yj< f(x)+ f(y)

2 2
oluyorsa f  fonksiyonuna | fizerinde kesin J— konveks fonksiyon denir.

(Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 1.2.4. (Konveks Fonksiyon) |, R'de bir aralik ve f : | — R bir fonksiyon

olmak tizere her X,y el ve a e [O,l] i¢in

f(ax+(@1-a)y)<af (x)+@1—a)f(y) (1.51)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (1.51) esitsizligi
x#Yy ve a<(0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir.
(Pecari¢ 1992).

| lzerinde tanimh bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlami
(a,f(a)) ve (b, f(b)) noktalarin igeren | iizerindeki dogru pargasin f ‘nin

grafiginin st kistmda yer almasidir. (Bakiniz Sekil 1.3)
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fﬁmjr, (1 —1t)f(y)
fy) s G e S S oS i

Ax) !

X (x+(1-0y y

Sekil 1.3. Aralik Uzerinde Konveks Fonksiyon
Tamm 1.2.5. E : R" - R" bir operatér olmak iizere her x,y e M ve 1 €[0,1] igin
AE, +(1-A)E, e M
oluyorsa M — R" kiimesine E — konveks kiime denir. (Youness 1999).

Onerme 1.2.1. Her M cR" konveks kiimesi E —konvekstir. E :R" - R" 6zdes

operatorii verildiginde ispat agiktir.
Tamm 1.2.6. E : R" — R" bir operator olmak tizere her X,y e M ve 4, a [0,1] icin
Max +E)+ Q- 2)lay+E,)eM

oluyorsa M c R" kiimesine gii¢lii E —konveks kiime denir. (Youness ve Emam

2005).

Onerme 1.2.2. E(M) kiimesi konveks ve E(M) < M olsun. Bu durumda, M kiimesi

E —konvekstir.
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ispat. Varsayilsin ki X,y €M olsun. Bu durumda, E(x),E(y)eE(M) dir. E(M)nin

konveksliginden her bir 0 < A <1 i¢in

(L— DE(X) + AE(y) € E(M)c M

elde edilir. O halde, M kiimesi E — konvekstir.
E — konveks olup konveks olmayan kiimelere 6rnek verilebilir, Onerme 1.2.2 i¢in bir

Ornek verilebilir.

Ornek 1.2.1. E : R* —R? fonksiyonu E(x,y)=(0,y) olarak verilsin. Bu durumda,

Ay Ay, Ay 20 ile 32, A =1 olmak iizere M kiimesi

M ={(xy)eR? : (x,y)=4(0,0)+ 1,(2,1)+ 2,(0,3)}

U{(x,y)eR? & (%,y)=14,(0,0)+ 2,(0.-3) + A;(- 2-1)}

Y

)

(0,3)

2,1)

(-2,-1)
| (0,3)
Y

Sekil 1.4. Ornek Cizim

seklinde tanimlansin. O halde M kiimesi E —konvekstir. Fakat konveks degildir.
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Ornek 1.22. E : R? > R? fonksiyonu E(x,y)=(2y/3—x/3,y/3+4x/3) olacak
sekilde tanimli olsun. Ornek 1.2.1 de verilen M kiimesi goz dniine alinirsa E(M) =M

dir. Ayrica bu kiime konveks fakat E —konveks degildir. Ciinkii 0 < A <1 i¢in

JE(0,3)+(1-2)E(-2-1) ¢ M
dir. (bkz Sekil 1.4)

Tanmm 1.2.7. M, E —konveks bir kiime ve M lizerinde E : R" — R" bir operator

olmak tizere her X,yeM ve Ae [0,1] i¢in
f(AE, +(@-2)E, )< A (E)+(@-2)f(E,)

oluyorsa M cR" — R fonksiyonuna E — konveks fonksiyon denir (Youness 1999).

Uyann 1.2.1. Her konveks fonksiyon M konveks kiime iizerinde, E —konveks

fonksiyondur. Burada E nin 6zdes fonksiyon olarak alinmasi yeterlidir.

Ornek 1.2.3. M c R" olacak sekilde

M :{(x, y)eR? : (x,y)=a,(0,0)+ a2(0,3)+a3(2,1)}

a, >0 wverilsin. >, a =1 ve E(x,y)=(0,y) olacak sekilde E : R> —R?

fonksiyonu tanimli olsun. Bu fonksiyon f :R* — R ile taniml

3

X7, y<1 ise,
f(x,y)=
(xy) {xys, y>1 ise,

M iizerinde E — konvekstir. Fakat konveks degildir.

Teorem 1.2.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi) | , R 'de bir aralik, a,bel ve a<b
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olmak tizere f : | < R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

f(a;bjsrla!f(x)dxsw (152)

olur (Pecari¢ 1992).

Teorem 1.2.2. (Holder Esitsizlizi) a=(a,,....a,) ve b=(b,,...,b,) reel veya kompleks

sayilarin iki n—lisi olsun. Bu takdirde

£+1:1

olmak tzere

(@ p>1 ise,

o |+
Qo |-

n n p
Z|akbk|s(2|ak| }
k=1 k=1

o

(b) p<0 veya g<O ise,

Qo

k=1 k=1 k=1

1
n n P\p( n a
San=( Sal |'[Snl]
esitsizlikleri gegerlidir (Mitronovi¢ 1970).

Teorem 1.2.3. (Integraller Icin Holder Esitsizligi) p >1ve 1011 olsun. f ve g,
P q

[a,b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar, |f|p ve |g|q, [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise
1 1

T| f(x)g(xJdx < U| f (XXpdep[bg(x)q dXJ“

a a
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esitsizligi gecerlidir (Mitronovi¢ 1970).
Benzer sekilde iki katli integraller icin Holder esitsizligi asagidaki gibi ifade edilebilir:

1
q

i zlf(xiy)g(x,y]dxdyfs(z ZIf(x,y]pdxdyj;(z E|g(x,y)qudyj

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power mean esitsizligi de asagidaki gibi

ifade edilir.

Sonug 1.2.1. (Power Mean Esitsizligi) g >1olsun. f ve g, [a, b] araliginda taniml reel

fonksiyonlar, |f| ve |g|*, [a,b] arahiginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

i | £ (x)g(x)dx < [h f(x) dXJl‘l‘ (h (o)’ dqu

a a a

esitsizligi gecerlidir.
Benzer sekilde, iki kathi integraller icin power mean esitsizligi asagidaki gibi ifade

edilebilir:

1
q

(z ilf(x,yMg(x,y)qudy] .

o R

_T| f(x, y)g(x, y)dxdy < U T| f(x, y) dxdy] 7

D ey T

Reel sayilar i¢in temel esitsizliklerden bir tanesi de liggen esitsizligidir.

Teorem 1.2.4. (Ucgen Esitsizligi Integral Versiyonu) f [a, b] araliginda stirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b

gﬂf(x]dx (a<h)

a

T f(x)dx

esitsizligi gecerlidir (Mitronovi¢ 1993).
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Tanmm 1.2.8. Bir f:Z—>R  fonksiyonu i¢in, Ave V operatorleri her teZ olmak

AF(t)= f(t+1)— f(t)

ve

Vi(t)= f(t)- ft-1),
seklinde tammlidir. Hatirlatalim ki A f (t)= A(Af (t)) dir.

Tamm 1.2.9. T", Gamma fonksiyonudur ve falling faktoriyel

olarak tanimhdir. t+1-—ue {O,—l,...,—k,...} oldugunu varsayarsak, bu durumda
t* =0dir ve s,v e Rolmak iizere asagidaki 6zdeslikler saglanir.

(i) v =T(v+1)

(i) As® =18"

(iii) s"* =(s—v)s"

dir (Atict ve Eloe 2007).

Tamm 1.2.10. (v.Nabla Kesirli Toplami) v € R\{...,—2,—1,0} den

voi()-3 26 ¢

s=a F(V)
dir (Atict ve Eloe 2007).

Tamm 1.2.11. (v.Delta Kesirli Toplamm) v € R \{...,—2,—1,0} den
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dir (Atic1 ve Eloe 2007).

Tamm 1.2.12. «, reel bir say1 olsun. Bu durumda t e R\ {...,—2,—],0} ve 0 =0 dan

ifadesi t in « rising olarak bilinir (Atic1 ve Eloe 2007).

Teorem 1.2.6. (Ortalama Deger Teoremi) f , [a, b] araliginda siirekli ve (a, b) acik

araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise,

olacak sekilde (a, b) araliginda en az bir Csayis1 vardir.

Teorem 1.2.7. (T iizerinde Ortalama Deger Teoremi) f , [a,b] araliginda siirekli ve

[a,b) iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde &,z €[a,b) varsa

ifadesi saglanir (Bohner ve Peterson 2001).
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2. KESIiRLi INTEGRAL

2.1. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLi INTEGRALI

Birinci kisimdaki agiklamalardan sonra, kesirli integral kavrami, Kkesirli analizin
matematiksel gelisimi ile baslar. Fonksiyonlarin smifin1 dikkatlice belirleyen bu
operator fonksiyoneller i¢in Riemann-Liouville kesirli integrallerin resmi bir tanimi ile
baslamistir. Cok sayida ornekler, bazi 6nemsiz ve ¢ok temel olmayan ifadeler verilmis
ve tartigtlmustir. Bu analiz E,(v,a), C,(v,a) ve S,(v,a) gibi bazi yeni fonksiyonlar,
fonksiyonel hesab1 ve kismi diferansiyel denklemlerde dnemli bir rol oynamaktadir. (Bu
fonksiyonlarin bazi 6zellikleri de ayrintili olarak verilecektir.)

Baz1 teknikler daha karmasik fonksiyonlarin kesirli integrallerinin hesaplanmasinda
kolaylik saglamistir. Ileri ki béliimlerde Dirichlet formulii ve bunun sonuglar1 ile bazi

analizleri diistiniliir. En Onemlisi kesirli integraller i¢in uslii ifade kuralinin
kullanilmasidir. Yani, tiim x ve v pozitif sayisi1 i¢in , D, * (Dt‘v )=0 D, gosterilecektir.

Ayrica bu 6zellik elementer olmayan fonksiyonlarin kesirli integrallerini elde etmek i¢in

kullanilacaktir.

Kesirli integralin Tanimu

Daha once belirttigimiz gibi amacimiz Riemann-Liouville kesirli integralini gesitli
yonleriyle arastirmaktadir.

X pozitif bir sayt ve f de [0,x] de siirekli olsun. Bu durumda v>1 ise Vte[0,x]

i¢in
[-gyt(e)de (2.1)

Riemann integrali olarak vardir. Elbette (2.1) daha genel sonuglar altinda var olacaktir.

Ornegin, f, [O, X] tizerinde siirekli ve O0<Rev <1 ise orjinin bir komsulugunda
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~1<A<0 igin t* gibi davraniyorsa (2.1) genellesmis Riemann integrali vardir.

Bununla birlikte asagidaki tanim bizim amacimiz i¢in yeterince genistir.

Tamm 2.1.1. Rev>0 ve f,J =(0,0) araliginda pargah siirekli ve J =|[0,c0] un
herhangi sonlu alt araliginda integrallenebilir olsun. Bu durumda, t >0 i¢in f’in v—

i mertebeden kesirli integrali

)= ij (2.2)

0
Fvo

ile tanimlanar.

Bu tanimdan bahsedilsin. Yukarida ifade edildigi gibi eger O<Rev <1 ise (2.2) bir
genellesmis integraldir. Orjinin bir komsulugunda ( —1<x<0 ) t“ veya Int gibi
davranan fonksiyonlar1 karsilamak i¢in f ’in J =( ,oo) araliginda sadece parcali
stirekli olmas1 gerekir. Tanimda tanimlanan fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilecektir.
Omegin, A>-1, O<a<t, f(t)=[t—a" gibi fonksiyonlarbu C smifina girecek

sekilde genisletilebilir. Yine bir ornek olarak, x>-1, f(t)=t* ise budurumda

Dt = Mt*‘”,t >0 (2.3)

dir.

L1+ Rev negatif olabileceginden, kesirli integralin tanimindan t>0 uyarisinin neden
onemli oldugu 6rnekte goriiliir. (Elbette, >0 ise (2.3) ifadesi J de siireklidir)
Kesirli hesap ile ilgili olmayan kiigiik matematiksel komplikasyonlar1 6nlemek i¢in ve
genellikle daha az hatayla pratik olmasi agisindan v reel olarak kabul edilecektir.
Zaman zaman v >0 yerine formiillerde sadece Rev >0 gecerli oldugunu gosterecegiz.

(2.2) ifadesi Stieltijes integrali olarak
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yazilir. Burada

al§)=—(t-¢) (2.4)

[O,t] tizerinde monoton artan fonksiyondur. f, [O,t] surekli ise birinci ortalama

deger teoreminden baz1 x €[0,t] igin

[ 1(£)da(s)= 10

olur. Boylece

lim ,D,” f(t)=0 (2.5)

t—0

dir. Eger f siirekli degilse, (2.5) in dogru olmasi gerekmez. Gergekten, v >0, u>-1
i¢in (2.3) ifadesinden

0 yu+v>0
ItirT(} Dt = T(u+1), u+v=0
o0 yu+v<0

dir.

Ayrica, (2.3) ifadesinden f’in siirekli olmasi bile t=0 da 0D{Vf(t)’nin
diferansiyellenebilirligini garanti etmez. (Ornegin, x>0 ve u+v <1 olsun)

Zaman zaman C’in bazi alt simflarim1 dikkate almak uygun olabilir. Ornegin daha
sonraki boliimlerde 7(t) analitik ve A >—1 olmak iizere t*7(t) seklindeki fonksiyonlar

iceren bir fonksiyonlar sinifi tanimlanacaktir. Boyle durumlarda f {slii mertebeden
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olmasi gerekir. Esas olarak (2.2) ifadesindeki integrali ele almaktan daha 6nce yapildig

gibi ,D,;" iizerinde indisleri O ile t arasindaki indisleri kaldirarak basitlestirecegiz.

Kesirli Integrallerin Bazi Ornekleri

Kesirli integrallerin teorik analizine girismeden 6nce bir ka¢ elementer fonksiyonun

kesirli integrali hesaplanilsin. (2.3) ifadesinde

DVt =F(”—+1)tﬂ”, v>0,1>-1t>0 (2.6)
C(u+v+1)

oldugunu gdstermistik. Ozellikle, =0 ise sabit K nin v—i mertebeden kesirli

integrali

', v>0 (2.7)

dir.

at

a sabit olmak iizere f() e® fonksiyonu ele alinsin. e*,C smifinda oldugu

asikardir. O halde,

1 ¢ o
et =~ exd , >0 2.8
F(Vl g v (2.8)

dir. (2.8) ifadesinde x=t—¢ degisken degistirmesi yapilirsa,

t
Dve" == [x e dx, v>0 2.9)
0

olur. Acik¢a, (2.9) bir elementer fonksiyon degildir. Ancak tam olmayan gamma
fonksiyonu olarak bilinen islevsel bir fonksiyon ile ilgilidir. Rev >0 igin y*(v,t)

gamma fonksiyonu
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* 1 -1,-¢
v,t)= "ed 2.10
7= 5 (210)
olarak tanimlanabilir. Boylece (2.9) ifadesini
De* =t"e*y"(v,at) (2.11)

olarak yazabiliriz.

(2.11) ifadesinin sag tarafi tstel ifadenin kesirli integrali oldugundan, bu fonksiyon

kesirli hesaplamalarda ortaya ¢ikmasi sasirtict olmayacaktir. O halde E, (v, a)

E (v,a)=t"e"y"(v,at) (2.12)

olarak tanimlanir.

Kesirli integralin taniminin direk uygulanmasindan

t
D™ cosat = (LJ. Ycosalt—&)ds, v>0 (2.13)

0

ve

D‘Vsinat—(ij Etsinalt—&)ds,  v>0 (2.14)

O

yazilir. (2.13) ve (2.14) ifadelerinin sag taraflarii sirasiyla, C, (v,a) ve S, (v,a)

olarak tanimlanir. Boylece (2.12), (2.13) ve (2.14) den v >0 igin

De" = E (v,a)
D™ cosat = C,(v,a) (2.15)

D"sinat=S,(v,a)
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seklinde formulize edilebilir. Ozel olarak , v =1 i¢in Erf (X) hata fonksiyonu olmak

2at . .
iizere x=.|=0 ve c(x) ve s(x) siklik integralleri olmak iizere

T

D cosat =C, (% : aj = \E [(cos at)c(x)+ (sin at)s(x)] (2.16)

ve

D ?sinat = St(% , aj = \E[(sin at)c(x)—(cosat)s(x)] (2.17)

yazilir. Diger yandan,

s(x)zjsintzdt c(x):fcostzdt
0 \ ve 0
N X n+3 . X4n+l
=y (=1 G (| LA
Tio(-1) (4n+3)(2n +1) Zro(-1) (4n+1)(2n)

Tsin(xa)dx :M

trigonometrik fonksiyonlarin kesirli integrallerini hesaplamak i¢in baz1 basit
trigonometrik 6zdesliklerden yararlanilir. Ornegin,
c0s 26 =2cos’ §—1=1-2sin’ O

dan,

14

D™ cos® at = +%Ct (v,2a) (2.18)

ZF(V + l)

ve
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. t” 1
D”sin*at=——~C,(v,2
S 2r(v+1) 2 ((v.22)

bulunur. Simdi a>t>0 i¢in f (t) = (a —t)/1 fonksiyonu ele alinsin.

tanimdan

( 1‘ 3
D™(a-t)' =—~[(t- — &) de
0

F(v)

yazilir. (2.20) integralinde x = t=¢ doniistimii yapilirsa,

t
A+v a

D" (a _t)l C ﬂjxvl(l_ X)_V_l_ldx
0

F(v)

elde edilir. Ancak sagdaki integral tam olmayan beta fonksiyonu olup

D (a—t) = (a—t)"" B, (v =1 —v)

r(v) .

yazilir. Ozel olarak a=1, v=

N[~

ve A=-% alirsak, direk integralde

i1 1*‘[ O<t<1

pre e

(2.19)

f eC olup

(2.20)

(2.21)

(2.22)

bulunur. Simdi, f(x)=Inx fonksiyonu ele almsm. feC olup v—i mertebeden

kesirli integrali

o 1 )
Int_m.([ In&dé, v>0
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dir. Burada & =1tx degisken degistirmesi yapilirsa,

v y 1
DV Int=—"Int+— j(l—x)”‘llnxdx (2.23)
0

olur. B beta fonksiyonu ve F digamma fonksiyonu olmak iizere

1

Ix”‘l(l— x) 7 Inxdx = B(z,v)[F () F(u+v)]

0

| ) (2.24)
I' (x
F(x)=—InT(x)=
(70 grt =)
dir. Boylece (2.24) de u =1 alirsak, y — Euler sabiti olmak iizere
tV
DVInt=———[Int—y—F(v+1 2.25
n F(V+1)[n e (V+ )] ( )
elde edilir. Ozel olarak v =1 ise, F(3)=2-1-In4 ve
5 2t?
D2Int="—~[In4t—2 2.26
7 ] (2.26)

olur.

Simdi, f(t)=e" fonksiyonu goz oniine almsm. Bu fonksiyon t=0 da analitik

degildir. A>-1, f(t)=t’e" seklinde daha genel bir fonksiyonun kesirli integrali

hesaplansin. Tanimda, v >0 ve t>0 igin

-v /1‘% _it eVleagE
D {te }r(v)l(t E) e de
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olur. &= Ll degisken degistirmesi yapilirsa, v>0, A>-1, t>0 i¢in
X+
©

a
D@"|:t"7e®T :| H—L X Q o™= dx
=R

0

dir. (Kummer fonksiyonu)

Bir f fonksiyonunun kesirli integralini hesaplamak i¢in genelde

(t-&) " f(&)ds, v>0 (2.27)

[ ——

integralini hesaplayabilme yetenegine baglidir. Ancak, (2.27) deki (t —é)H cekirdegin
dogasindan dolay1 en az ¢aba ile fonksiyonlarinin biiyiik bir sinifinin kesirli integralini
hesaplamak i¢in bize imkan verecek bazi analitik teknikler gelistirilmesi i¢in yardimi
olur. Simdi bdyle bir teknik ele alinsin.

f in kesirli integralindeki f(t) fonksiyonunun t kez olan integral kuvvetinin kesirli

integralini ifade edecek bir sistem olusturalim, yani
Dte® =tE,(v,a)-1E (v +1a) (2.28)

oldugunu gostermeliyiz.

f eC ise kesirli integralin tanimindan

t

1
:Wl E)dé,v >0 (2.29)

yazilir. (2.29) ifadesinde & (&) yerine [t—(t—¢&)]f(&) alrsak,

D [tf (t)]=tD ™ f (t)—vD (1) (2.30)
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elde edilir. f(t)=e* olmas: halinde (2.30) ifadesi (2.28) ifadesine déniisiir. Benzer
olarak (2.30) ifadesinden

D"[tcosat]=tC, (v,a)-1C,(v+La) v>0

ve

D" [tsinat]=tS,(v,a)-18,(v+1a), v>0

bulunur. Dolayisiyla, (2.30) ifadesini asagidaki sekilde genellestirebiliriz. peZ™ ise

D[t f(t)]z%j(t —e)yert(e)de, vso (2.31)

vardir. Burada

& =l--2P - S f o)

k=0

ifadesini kullanirsak,

(2.32)

elde edilir. neZ” ise
(o) )

bagintisi kullanilarak, (2.32) ifadesi
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D (" f(t))= p (_kVJ [Dt? o (t)] (2.33)
olarak elde edilir.
Ornegin,

D—v[tpeat]=ﬁi(_l){sjr(wk)tp—ket(wk,a)

k=0

bulunur.
Teknikleri daha da gelistirerek daha karmasik fonksiyonlarin kesirli integrallerini

hesaplamamizda bize kolaylik saglayacaktir. Ornegin, v >0 ve u>-1 igin
D™E, (/uv a) =E (/u v, a)

oldugu gosterilsin.
Simdi, integrasyonun alt sinirinin sifir olmadiginda kesirli integraller i¢in bir ka¢ 6rnek

verilsin. f, [c,0) iizerinde D [f(t)-R,(t)]=D"*|DPf(t)] smfina ait bir

fonksiyon olmak tizere

D ()= =

(t—&) " f(&)ds, v>00<c<t (2.34)
I v)

[z ——

c

olarak ele alinsin. O halde & =t(1—x) degisken degistirmesi yapilirsa, (2.34) ifadesi

t—c
T= T olmak tzere

D f(t)= v j X" (t — tx)dx (2.35)
0

olur. Ornegin, ¢=0 ise u>-1 ve c>0 ise u keyfi olmak iizere f(t)=t"

fonksiyonu ele alinsin. Bu fonksiyon (2.35) da yerine yazarsak,
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t,u+VT
D, "t* = "a-x)d
I

olur. Buradan da sagdaki integral tam olmayan beta fonksiyonu oldugundan

Dt =Y B (v, 1) (2.36)

- F(v)

dir. ¢=0 ise (2.36) ifadesi (2.3) ifadesine doniisiir.
Ayrica (2.35) ifadesinden

.D"e* =e*E, (v,a)
D" cosat = (cosac)C, .(v,a)—(sinac)s, .(v,a) (2.37)
.D"sinat = (sinac)C,_(v,a)+(cosac)sS, .(v,a)

yazilir.

2.2. AYRIK KESIRLI INTEGRAL

Bu boliimde, Ayrik Delta ve Ayrik Nabla integralleri hakkinda temel tanim ve teoremler

verilecektir. Ilk olarak Ayrik Delta integralini vererek baslayacagiz.

Tanim 2.2.1. (Ayrik Delta Integral) f : N, >R ve c,d €N, olsun. Bu durumda,

f(t)At = jZ;f(t) ,d>c

0 .d<c.

O e O

dir.

Simdi de Ayrik Delta integrali i¢in temel 6zelliklerini agsagidaki teorem ile verilsin.

Teorem 2.21. f,g:N,—>R ve bcdeN,, b<c<d ve aeR olsun. Bu

durumda,
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(i)

T e O

of (t)At = aj f (t)At

(i) [[F0)+ gt =] FOat+] gt

(iii) Tf(t)mzo;
io{f jf At+_[
v) jf(t)At sj|f(t)|At;

(vi) Eger te N, icin F(t):= [ f(s)As ise te N, " icin

o —

dir.
(vii) te{c,c+1,...,d -1} igin f(t)>g(t) ise

jf At>jgt)At
b

dir.

Teorem 2.2.2. (Kismi Integrasyon) u,v:N_, —R verilmis fonksiyonlar ve

b,ceN,_, b<c olsun. Bu durumda,

c

Jultv(cat ), (ol aula

b

ve

[u@E)vst =ultv), j VAUt

dir.

Tamm 2.2.2. f : N_.° >R olsun. teN,"" i¢in AF(t)=f(t) ise F(t) ye N," de

f(t) nin anti tiirevi denir.
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Teorem2.2.3. f : N.” >R, G(t), N,° de f(t) nin anti tiirevi ise F(t)=G(t)+c de

f(t) nin bir genel anti tiirevidir.

Teorem 2.2.4. ¢ keyfi bir sabit olmak iizere asagidakiler gerceklenir:
(i) j(t—a)"Atzniﬂ(t—og)”+1 +C, neN,;

(ii) jcosh ot a)t = %sinh o(t.a)+c, p=07FL

(iii) [sinh(t,a)At =%cosh o(t.a)+c, p=07FL

(iv) Icos o(t aAt = %sin o(t.a)+c, p=0Ti;

(v) Isin St a)t = —%cos S(t.a)+c, p=07i;

(vi) J.hn (t,a)=h,,(t a)+c;

(vii) j(a_a(t))rAt=_ri+1(a_t)m+c, FeL

(viii ) jmm = (r ilj +C,
el

Tanim 2.2.3. Eger f : N, >R ise

dir. Buradan c keyfi bir sabittir. Buna f in delta belirsiz integrali denir.

Teorem 2.2.5. (integral Hesabm Temel Teoremi) f : N,° >R, F(t), f(t) nin

N,” de herhangi bir antidifference olsun. Bu durumda,
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i f (t)At :iAF(t)At =F(t)." =F(b)- F(a)

dir.

Teorem2.2.6. f : N, - R olsun. Bu durumda,

D ey
D ) Q
m!—.:q
"
—
Q
>
q
>
>
9
N
>
Q
|
[EEN
S="
D ey —+

! (t - 5(0-1 ))n;l f (0-1 )Ao-l'

dir.

Tamm 2.24. f : N, >R ve v>0, N, N-1<v<N? olacak sekilde bir pozitif

tamsay1 olsun. Bu durumda, v —{incii kesirli farki t e N olmak tizere

a+N-v

A F)=A"A, M)

seklinde tanimlanir.

Bu durumda, herhangi bir v =N € N, i¢in, t € N, olmak tizere

A F()=AA, N )=A"A F (1)
A f(t)=AYf(t)

a

dir. (Bohner ve Peterson 2001)

Ornek. Tanim 2.2.4 i kullanarak, A 0%1 1 hesaplayiniz.

Ay#1= AA 1= AN L= A(

t%J

Sk

{H

>
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Teorem 2.2.7. (Varhk-Teklik Teoremi) q,f : N>R, v>0 ve NeZ",

N —1<v <N olsun. Bu durumda,

A, y()+alt)yt+v—-N)=f(t)teN, (2.38)
y(t+v—i)=A,0<i<N-1 (2.39)

baglangi¢ deger probleminin N, de bir tek ¢oziimii vardir. Burada A, ler

v

0<i<N —1 de verilen sabitlerdir.

Teorem 2.2.8. (Kesirli Toplam Kuvvet Kural)) ¢£>0, v >0 olsun. Eger te N, ise

teN i¢in

a+u+v

YAV T(u+1) e
A, "(t-a) _—F(y+v+1)(t a) (2.40)

dir.

Teorem 2.2.9. (Kesirli Farkta Kuvvet Kurah) f:N, >R, teN,  icin
v F(,u + 1) _y
A —a)f =———“Z(t—-a)*" 241
o =2 = T ) (2.41)

dir. Burada ¢£>0, v >0dur.

Teorem 2.2.10. (Kesirli Toplamlarin Birlesimi) f, N, da taniml olsun. u, v

pozitif sabitler olmak tizere teN,, ., i¢in

A (a7 ) =(a, ) ) =[a,, (A, f)le) (2.42)

dir.
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Simdi de Ayrik Nabla integralinden bahsedilsin.

Tanim 2.2.5. (Ayrik Nabla Integral) f : N, - R ve c¢,d e N, olsun. Bu durumda,

t=c+1

0 ,d <c.

[

Tf(t)vn{if(t) d>c

dir.

Simdi de Ayrik Nabla integrali i¢in temel 6zellikleri bir teorem altinda verilsin.

Teorem 2.2.11. f,g: N, >R ve b,c,deN,, b<c<d ve aeR olsun. Bu

durumda,

c

(i) [of @)Vt =aj' f (t)Vt;

(=2

C

) L)+ e =] vt [ ol

T O

(iii)

f(t)vt=0;

T —— T

(iv) _d[af (t)vt =j f(t)Vt + T f(t)vt;

(v) j f(t)Vt sj'|f(t)|Vt;
(vi) Eger te N, igin F(t):=.t[ f(s)Vs ise teN,,," icin
VF(t)= f(t)
dir.
(vii) te{c,c+1...,d =1} icin f(t)>gl(t) ise
j f(t)vt > j g(tvt
dir.
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Teorem 2.2.12. (Kismi Integrasyon) u,v: N, —R verilmis fonksiyonlar ve

b,ceN,, b<c olsun. Bu durumda,

[uwvive utemte), jv O

ve

T Sy O

u(p(t)vvt)vt =ulth(t),’ Iv (tvu(t)v

dir.

Tamm 2.2.6. f : N,” >R olsun. teN,_,” icin VF(t)=f(t) ise F(t) ye N," de

f(t) nin bir nabla anti tiirevi denir.

Teorem 2.2.13. Eger f : N.° >R, G(t), f(t) nin N, deki bir nabla anti tiirevi ise

F(t)=G(t)+c de f(t) nin bir genel nabla anti tiirevidir.

Teorem 2.2.14. Asagidakiler integraller vardir.

(i) Jat+ﬁVt:L:Lat+ﬁ +c, a#l
a_

(i) [ Q) Vt=— (t—a) T +c, re-l

r+1

(iii ) Isinhp(t,a)At:%coshp(t,a)+c, re=—1;

(iv)J.Ep(t,a)Vt:%Ep(t,a)+c, p=0L

V) Icoshp(t,a)At:%sinhp(t,a)Jrc, p=0,FL
(vi) jsinhp(t,a)At:%coshp(t,a)Jrc, p=0,FL

(vii) _[cos o (t, a)At = %sin o(t.a)+c, p=0TFi
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(viii) jsin ot a)t :—%cos S(ta)+c, p=07Fi;

Teorem 2.2.15. (Nabla Analizin Temel Teoremi) f : N.° >R, F(t), f(t) nin N,°

de herhangi bir nabla anti tiirevi olsun. Bu durumda,

D ey, T

f(Ovt = [VE(VE = F(),” = Fb) - F(a)

dir.

Teorem2.2.16. f : N_, — R verilmis olsun. ne N, i¢gin

a+l

v, 0= Hoult )T VS, teN,

dir. VO£ (€)= £(t), eger ne N, ise H (t.a)= =8 _ =3

n [(n+1)

Tamim 2.2.7. Kesirli nabla integrali i¢in f : N,,, >R ve g eR" olsun. Bu durumda

a+l

A, f(t)=|H, .t p(s)f (s)Vs

[y S———

dir.
Ornek. Tanim 2.2.7 i kullanarak A, “1 i hesaplaymiz. O halde,

t

A 1=[H,,(t p(s)Vs=H,(t a)

a

dir.
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3. BULGULAR

Bu boliimde, ii¢ alt baslik altinda arastirmada elde edilen bazi bulgulara yer verilecektir.
flk olarak, Kesirli integrallerden yararlanilarak kesirli integraller icin Hermite-
Hadamard-Fejer tipli esitsizlige; ikinci olarak, kesirli integrallerden yararlanilarak
@ —konveks fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlige; Gi¢lincli olarak ise de
oncelikle ayrik konveks tanimimin ardindan ayrik bolge tizerinde Hermite-Hadamard
tipli esitsizlik ve sonunda ise ayrik bolge iizerinde ayrik kesirli integraller i¢in Hermite-
Hadamard tipli esitsizligi igeren tanim, teoremler ve ispatlart verilmistir.

Simdi bulgularimiz i¢in yararlanmis oldugumuz bazi lemma ve teoremler verilsin.
Dragomir ve Agarwal (1998); (1.52) ifadesinin sag kismu ile alakali asagidaki esitligi

ispatlamistir.

Lemma3.l. f :1°"cR—>R, abel’ ile a<bolmakiizere f fonksiyonu I°
(1°, 1 mn ici) {izerinde diferansiyellenebilir bolge iginde olsun. e L([a,b]) ise, bu

durumda asagidaki esitlik saglanir.

f@+flb) 1 p
, b_ajf(mdx

a

(3.1)

:mga{£a-mﬁxm+a—omm}

Simdi de Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi i¢in bulunan ve (3.1) esitliginden

yararlanilarak asagida ki teorem verildi.

Teorem 3.1. f : I"cR—>R, abel® ile a<b olmak iizere f fonksiyonu I~

f, [a, b] lizerinde

(1°, 1 nin i¢i) tizerinde diferansiyellenebilir bir bolge i¢inde olsun.

konveks ise bu durumda,
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b-a
8

<

f(a)+ f(b 1
| (b) I

- f (x)dx
2 b-a )

(f'@)]+|f'®)) (3.2)

a

dir. (3.2) esitsizligine literatiirde trapezoid esitsizlik adi verilir. Simdi de benzer olarak

literatiirde midpoint esitsizligi olarak adlandirilan esitsizlik asagida ki teoremde verildi.

Teorem 3.2. f : 1I"cR—>R, abel’ ile a<b olmak {izere f fonksiyonu I°

(1°, 1 nin igi) tizerinde diferansiyellenebilir bir bolge i¢inde olsun. |f'], [a, b] tizerinde
konveks ise bu durumda,
a+b 1 ¢ b-a
f ——— | f(X)dx<——\[f'(@)|+|f'(b 3.3
szb_aau 5 (F'@|+|fo)) (33)

dir.
Fejer (1906) tarafindan Hermite-Hadamard esitsizliginin agirlikli Fejer tipli esitsizligi

ispatlandi. Bu teorem asagida verildi.

Teorem 3.3. f :[ab]JcR—R fonksiyonu konveks fonksiyon ve w:[a,b]—>R

fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve x=aTer ye gore simetrik

(W(x)=w(a+b—x)) olsun. Bu durumda,

i (aTH)jj: w(x)dx < lea':i: FOow(x)ex < wz wi(x)x

esitsizligine agirlikli Fejer tipli esitsizlik adi verilir.

Kirmacinin (2004) buldugu lemma asagida verilmistir.

Lemma 3.2. f :1I°cR—>R fonksiyonu [1°(1°; | nin igi) tizerinde diferan-

siyellenebilirve a,be1° ile a<b olsun. f e L([a,b]) ise,
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1
b-a

(t-1)f (ta+(@—t)o)dt

D ey T

£ (x)dx —f[‘”bj (b-a jtr‘(ta+(1—t)b)dt+

0

N | ey

ifadesi saglanir.

Asagida ki verilen tanim sag ve sol tarafli Riemann-Liouville kesirli integral tanimidir.

Tanmm 3.1. f el [a,b] olsun. & >0ile a>0 olmak iizere J; f ve J; f ile verilen

sag ve sol Riemann-Liouville kesirli integralleri sirasiyla

19 f(x) = %j (x=t)"* f@®)dt, x>a

ve

1 b a-1
JZf(X)=——| (t—Xx f(t)dt, x<b
0= [ 070
seklinde  tanimlhidir.  Burada TI'(«) ifadesi Gamma  fonksiyonu  ve
J2F(x) =32 f(x)=f(x) dir,

Simdi de yiiksek lisans tezimin son kismi olan ve ayni zamanda indeksli bir dergide

yayimlanmis ¢alisma i¢indeki lemma ve teorem verilsin.

Lemma3.3. f :[ab]>R a<b ile (ab) arali iizerinde diferansiyellenebilir bir
bolge olsun. f' e L([a, b]) ise, bu durumda kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik

saglanir.

fa)+ f(b) TI'(a+1) “ t(b)+ 37 f
2 2(b—a)” [J b)+3; (a)] .

—_
(o
N

a) Uol [(l— t) —te ]f '(ta + (1—t)b)dt}
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Teorem 3.4. f : [a,b] >R 0<a<b ile f L [ab] ve pozitif fonksiyon olsun. f,
[a,b] iizerinde konveks ise, bu durumda « >0 ise kesirli integraller i¢in asagidaki

esitsizlik saglanir.

a+b)_ T(a+) ., . f(a)+ f(b)
f( > jgz(b—a)“ [Ja+f(b)+abf(a)]g—2 (3.5)

Sarikaya ve arkadaslar1 (2013), ilk kez (3.3) de ki Riemann-Liouville kesirli integralleri
i¢cin Hermite-Hadamard tipli esitsizligini bulmustur.

@ — konveks fonksiyon Youness (1999) tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmustir.

Tamm 3.2. ¢ : [a,bJcR—[ab] ve f :[ab]—>Rfonksiyonu [a,b] iizerinde
@ —konveks fonksiyon olsun. Her x,ye[a,b] ve 1e[0]] icin asagidaki esitsizlik

saglanir.

f (Ap(x)+ L — A)p(y)) < Af (@(x)) + 1= 2) f (p(y))

Yukaridaki tanimda go(x) = X secersek, bilinen konveks esitsizlik tanimi elde edilir.
Asagida ki verilen teorem ¢ —konveks fonksiyon icin Hermite-Hadamard tipli

esitsizliktir.

Teorem 3.5. a<b,a,beJ,J bir aralik ve ¢ : J — R siirekli artan fonksiyon olsun.

f : 1 cR—R fonksiyonu | =[a,b] iizerinde ¢ -konveks fonksiyon, bu durumda

¢ [¢(a)+ €D(b)j <o 1 (p(jb)f (p())de(x)< fp(a))+ f (¢(b)) (3.6)

2 ~ plb)-o(a) oa) 2

dir.
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3. 1. HERMITE-HADAMARD-FEJER TiPLI ESITSIZLIK

Bu ¢alismada amacimiz Riemann-Liouville kesirli integrali i¢in Hermite-Hadamard-

Fejer tipli esitsizlikler elde etmek i¢in bir 6zdeslik verip, bu o6zdeslik {izerine

istedigimiz tipte yeni esitsizlikler elde edilecektir.

Simdi yukarida verilen ¢alismalardan yararlanilarak bulunmus olan lemma ve ispati

asagida verilsin.

g : [a,b]—> R siirekli fonksiyonu igin lall. :SUptE[a,b]|g(X)1 olsun.

Lemma 3.1.1. f :[a,b]—>R fonksiyonu (a,b)ﬁzerinde diferansiyellenebilir ve

f e L(fa,b]), a<b olsun. g : [a,b]—> R fonksiyonu integrallenebilirse, & >0 icin

(252 oz ao)+ 3; af@l-B; (1)) +9; (o)
+i ['t[(s—a)“1g(s)ds+j'(b—s)“lg(s)ds} f'(t)dt ¢,

a+b
2

Q0
o

4

1
F(a)

FD'—;N‘
QD e

(s—a)“‘lg(s)ds+j(b—s)“‘lg(s)ds} ()t

dir. Burada I', gamma fonksiyonudur.

Ispat. Kisalik icin (3.7) esitliginin sag tarafina | denilsin. Buradan,

a+h

2

sl | ﬁ(s—a)“‘lg(s)ds+j(b—s)“‘1g(s)ds} 1)t

1
Na)| 3
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yazilir. Bu durumda, kismi integrasyon yardimiyla,

Qo
+
o

m'—.m‘
g,c_,,-.

“g(s)ds + j(b —s) g(s)ds} f'(t)dt

QD
+
o

as

(s—a)"g(s)ds + J% (b—s)*"g(s)ds f(a;bj (3.9)

Il
m'—.m‘

Q
+
o

(t-2) + -1 )o(t) F(t)ct

m'—.m‘

ve benzer sekilde,

Tb ﬁ 9(3)d3+j(b—s)“g(s)ds} f(t)dt

- j‘ (s—a)"g(s)ds + j' (b—s)“"g(s)ds f(a;bj (3.10)

olur. Burada (3.9) ve (3.10) numaral esitlikleri toplayip; (3.8) numarali esitlikte yerine

yazilirsa,
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=1, +1,
:F(a){ (“bj[J g(b)+ 3 g(a)] (3.11)
oz (fg)(b) + 3; (fo)(@)]}

elde edilir. (3.11) esitligini (F(a))ﬁl, ile carptigimizda istenilen lemma yani (3.7)

esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.1. f :[a,b]>R fonksiyonu (a,b) iizerinde diferansiyellenebilir ve

f eL(a,b]), a<b olsun. ‘f‘ [a,b] araliginda konveks ve g :[a,b]>R

. N a+b r w o
fonksiyonu siirekli ve X =—— ye gore simetrik ise >0 I¢in

‘ (a+bj[3 g(b)+3; 9(a)]-[3:. (fg)(b)+ 3 (fg)(a)l

(3.12)

Moar oty @l 6l

" Ta 2a(a+1) (a+1) 2a

dir.
Ispat. Lemma 3.1.1 den yararlanarak,

‘f(a+bj[~l g(b)+ 37 g@)]-[32 (fg)(b)+ J;’(fg)(a)l

< 2] [j (s-a) gs)ds + [ (b s)“’lg(s)ds} £ (et (3.13)

| ﬁ (s—a)g(s)ds+[(b—s)"” g(s)ds} f (t)dt
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+ j.bj-((s—a)’“ (b—s) ds‘f’(t)(dt
:L(KHK )

dir. g : [a,b]>R fonksiyonu siirekli ve X:a—;b ye gore simetrik oldugundan,

||g||w’[a‘aﬂ] = ||g||w’[ﬂ’b] =|g]. . i¢in ve integrasyon simr degisim kuralindan yararlanarak,

o

a+i

j(s a) ™ +(b- s)‘”l g(s)ds

‘f’(t)(dt

< ((s ~a)" " +(b- s)“’l)|g(s)| f” f (t)( dt |ds

QD
g,._,,\,‘; g,._,,\,‘

(3.14)

a+b
2

<lal. | (s-ar+-9y")

a+b

. j“j_;;‘f (a)(+:)%2 f'(b)ﬂdt ds
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= ol (b—a)™

X{ 2“*1051(0( N 2(a1+ 2)~ i}‘ f (@)

+{2‘“1051(05 )" 2(a1+ 2)" ail_%}‘ f v(bj}

olup ve benzer sekilde

<fal. ] (s-ar+o-55) ] [223]1 @] 1= )]

= ol (b—a)""

X{zaﬂal(a )" ail B 2(a1+ 2) _%}‘f (@)

P e ) 15)

bulunur. Buradan da, (3.14) ve (3.15) ifadelerini toplayip (3.13) de yerlestirdigimizde
(3.12) esitsizligi elde edilir.
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3.2. KESIRLI INTEGRALLERDEN YARARLANILARAK ¢ —-KONVEKS
FONKSIYON iCiN HERMITE-HADAMARD TiPLI ESITSIZLiK

Bu ¢aligmada amacimiz ¢ -konveks fonksiyonlar kullanilarak, Riemann-Liouville

kesirli integrali icin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri vererek ve daha sonra yeni
integral esitsizlikleri elde etmek icin 6nemli bir 6zdeslik verilecektir. Bu 6zdeslik

yardimiyla 6nemli genellestirmeler yapilacaktir.

Teorem 3.2.1. a<b, a,beJ olmak iizere J bir aralik ve ¢ : J >R siirekli
artan fonksiyon olsun. f : | cR—R fonksiyonu |=[a,b] iizerinde ¢ -konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda o >0 olmak iizere kesirli integraller igin asagidaki

esitsizlik saglanir.

2

y [ ola)+ co(b)j
y I'(a+1)
- 2(plb) - ¢(a))
. fle@)+ fle(b)

2

[, fleb)+ 32, Tlola))] (316)

Ispat. f, [a,b] iizerinde ¢ -konveks fonksiyon ise, 1 =1ile p(x),(y) €[p(a), p(b)]

olmak lizere

2 2

; ( o(x)+ w(Y)j < fle(x))+ fle(y)) (3.17)

dir. ¢(X) = t(p(a)+ (1—t)go(b), (p(y) = (1—t)(p(a)+t(p(b) olarak segelim. O halde (3.17)
ifadesi

zf(Mj < 1(tpla) + A-1plb)+ (A pla) +tolD) (319

65



olur. Burada (3.18) ifadesini t“* ile carpar ve daha sonra t’ye gore [0,1] aralizinda

integre edilirse,

< [t tpla) + @-pb))dt+ [t f (- t)p(a)+ to(b))ct

_ J‘f/’(a)((ﬂ(b)—du)jalf((p(u)) de(u)

o(b)-pl(a) o(a)- p(b)

A "’“’)[—‘”(V)‘ ‘”(a)ja_l f (ol — 2

o) | o(b)— p(a) ¢(b) - ¢(a)

b L))) 92, flolb) + 32, T (ola))]

(¢(b) - p(a

den

[ ot B 10D 35 1000

olup buda birinci kismin ispati olur.

Ikinci kismin ispat igin, t € [0,1] ve f fonksiyonu ¢ -konveks fonksiyon ise

f (to(a)+ @L-t)p(b)) <tf (p(a)) + (L—1) f (2(b))

ve

f(A-t)p(a)+tpb)) < L—1) f (p(a)) +1f (o(b))

yazilabilir. Yukarida ki bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,
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fte(a)+ @-t)eb))+ f((L-t)e(a)+te(b))
(3.19)

<tf (p(a)) + 1-1) f (p(b)) + 1—1t) f ((a)) +tf (o(b))

elde ederiz. Burada (3.19) esitsizliginin her iki tarafin1 t* ile carpar ve daha sonra t

ye gore [0,1] araliginda integre edilirse,

[t (to(a)+ @-)p(b))dt + [ £ (A~ t)p(a)+ tolb))at
< [f (p(a) + F (p(o)][ = et

den

L@ 5  tplb) 32, f(ola]< f(co(a)); (¢(b))

(¢(b)-p(a))*
elde edilir.

Hatirlatma 3.2.1. Teorem 3.2.1 de «a =1 aldigimizda, (3.16) esitsizligi Teorem 3.5 de
Ki (3.6) esitsizligine dondisiir.
Hermite-Hadamard tipli esitsizligin sag tarafi i¢in yeni sonuglar elde etmemize yardimci

olacak onemli bir 6zdesligi asagidaki lemma ile verilsin.

Lemma 3.2.1. a,beJ, 0<a<bolmak iizere J bir aralik ve ¢ : J >R siirekli
artan fonksiyon olsun. Ayrica f : | cR—>R fonksiyonu 1°(1 nin i¢i) tizerinde
diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. ¢(a),p(b) el igin f'e L1[¢(a),¢(b)] ise, >0
icin asagidaki esitlik saglanir.

f(p(a)) + f (@(b)) Ia+1)

2  2pb)-p(a)” [J ooy | (p(b) +9 ooy | (<”(a))]

(3.20)
_ M [t -]t tla)+ a-vplb)at
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Ispat. Lemma’ nin ispatin1 yapmak icin,
1 a a !
| = [ty —t]f(tola)+ - t)plb))ct

- |Fa-0" f'ola)+ a-elo)at |

(3.21)
o = [t 1 ltola)+ a-lo)et |
=1 +1,
integralini ¢6zmek yeterli olacaktir. Kismi integrasyon yardimiyla
1, = [[ A=t f(tp(a) + - t)plb))at
« f(tp()+ @-0pb)f ¢ « f(tp(a)+ @-tp(b))
=1-t 1-t dt
o) |,k T ot
(3.22)

__f(p(b) a rﬂ(a)[co(a)—(p(x)jal f (@(x)) )d¢(x)
¢

B o(b)

olb)-p(a) olb)-g¢la)

flpb) _ T(@+h |

‘o f(@(@)

~olb)-0(@) (plb)-pla)

ve benzer sekilde

1, = - [ "t (tp(a)+ 0~ )p(b))ct

 Citel o), -t
R P e Py S R
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_ @) a e glb)=pT Tl
- olb)-ola) co(b)—w(a)L’(b’((p(b)—(p(a)j 7@)- o)
(3.23)
_ f(eld)  Ta+d .,
") 0@ (plo)—pla) (4o}

bulunur. Dolayisiyla, (3.22) ve (3.23) esitliklerini (3.21) de yerlestirdigimizde ve verilen

tanmimlardan,

_fle@)+flpb) _ Ca+ N
=T ) ) )P e PO ke

o(b)-¢(a)
2

elde edilir. Esitligin her iki tarafini ile carptigimizda ispat tamamlanir.

Bu Lemma’y1 kullanarak asagida kesirli integral esitsizlikleri elde edilecektir.

Teorem 3.2.3. a,beJ, 0<a<b olmak tizere J bir aralik ve ¢ : J >R siirekli

artan fonksiyon olsun. Ayrica f : | cR—R fonksiyonu |°(I ’nin igi) {izerinde

q

diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. ¢(a),e(b) €1 iginf’eL1[¢(a),(p(b)] ve [T,
[a, b] araliginda ¢ -konveks, q=>1 ise, « >0 i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.
f(p(a))+ f (oD INa+1
flo@) b)) T [ oy f (@]
2 2(p(b) - p(a))” =
(3.24)

 20)—0(@ (1_ 1 ” ,
2q a+l 2

Ispat. Ilk olarak ispat1 =1 igin ele almsin. Lemma 3.2.1 ve |f '| nin ¢ -konveks

oldugu kullanilarak,
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f(p(a)) + f (b)) [(a +1) ) )
% 2 2 - p(a)’ LICOREIIGC)

| /[t(p(a)) + L - t)((b))] dt

< co(b);o(a) D(l_t)a ¢

[t} (@] + @ 1)|f (o))t

- co(b);(p(a) h(l_t)a ya

_o(b) - 9(a)

_ [a-t) —t« it/ (@) + @~ t)|f "(p(b)) ot

O t—_ |

[l - a- 07 (o@)] + a=1] (o) ot

1 (3.25)
2
b) - p(a
:(0( )—o( ){K1+K2}.
2
yazilir. Dolayisiyla, K, ve K, ’yi ayr1 ayr1 hesaplanilsin. Boylece,
Kl
1
2
= [la-v ~t ]l £ (p(an] + @] (o))]ot
0
(3.26)

= |f '((p(a))|f[(1—t)“t —t |t +| f '(gp(b))|f [a-t —t=@-t)]at

, 1 1 , 1 1
=If (¢(a))|{(a @r2) 2a +1)}+|f ((”(b)){a 12 2°%q +1)}

ve
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K,

f'(p(0))|Jolt (3.27)

f'(p(@)+(@-1)

[t —a-v~]f

YN SN

rwmm{ L L }

’ l l
f ((p(a))l{ 1)} - (@+2(a+l) 2" (a+1)

a+2 2o+

elde edilir. Buradan da (3.26) ve (3.27) ifadelerini (3.25) de yerlestirdigimizde,

f(p(a)) + f (o(b)) I'(a+1) ) )
e 2 . _2((0(b)a—§0(a))“ [J“"(a”*f(w(b))Jr‘]w(b)rf(g”(a))

_ o) -0(a) 1@,%ﬁr@mmqrwmm

2 a+1
elde edilir.

Simdi de ispatt q>1 icin ele alinsin. Lemma 3.2.1 ve power mean esitsizligini

kullandigimizda,

f Tt(p(a)) + @ - t)(p(b))] dt

ﬂ(l—t)“ —t”
(3.28)

1

|VWﬂ®Hﬂ—mmmmmI

dtJ _qﬁ\a—t)“ —t“

< U\(l—t)“ —t”

olur. [f", ¢ -konveks oldugundan
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[fle@)+ flp®)  T(a+)

: 2(p(0) - p(@)° B 100D+ 37, ot

< —¢(b);¢(a) U\(l—t)“ —te dtJ K

1
q

flt(o(a)) + @) (@O)]" dt]

x(”(l—t)“ —t®

1-1
q

< M i[(l—t)“ —t“]dt+j[t“ — (- t)“]dt

2

[t (@) + @ 1) f (o) ]dth

X(H(l—t)”‘ —t®

4 & z”{i - iﬂ [ @)l + |t o) ].

a+1 27

elde ederiz. Dolayistyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.4. a,beJ, 0<a<bolmak iizere J bir aralik ve ¢ : J >R siirekli

artan fonksiyon olsun. Ayrica f : | cR—R fonksiyonu |°(I 'nin igi) {izerinde

q

diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. ¢(a),e(b) €1 ig:inf’el_l[go(a),go(b)] ve [T,

[a, b] arahiginda ¢ -konveks , q>1 ise, >0 ve %-‘r% =1 i¢in asagidaki esitsizlik

saglanir.

[fp@)+ fpb)  T(a+1)
2 2(p(b)-pla

s (’)(b)f(a)[apil@_%ﬂé( o) ;|f'<¢<b»|“T

))a o2, T+ 32, T lola)

(3.29)
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Ispat. Lemma 3.2.1 deki (3.20) ifadesi |f/|", ¢ -konveks oldugunu ve Holder

esitsizligi kullanilarak,

[fp@)+fpb)  T@+d) T, )
2 2(§o(b)— (o(a))“ [‘](p(ay f (‘P( )) J f((”( ))

sf@%ﬁﬁﬁ |1 [t(p(a)) + L - )(@(b)] dt

H(l—t)“ —t“

1 1

]p@f'[t«o(a»+<1—t><¢<b»1thjq

I/\

[”(1 t)“

I/\

on_,,\,\p

[ (= dt+j[t“ a-1) ]dt]p

[ Tt ey + a-ojs '@(b»w]dtj“

o |-

Ct—

2

SM{ -ty - t“”]dt+_[[t“p (- t)“”]dtJ

2

2

Xprwﬁmqwrw®mjé

(A slel 2 ;1L ﬂi[n'@(a»w o) }

ap +1 2

elde edilir. Burada, her A>B>0, p=>1 i¢in (A-B)? <AP —B" esitsizligi
kullanildi.

73



Teorem 3.25. a,beJ, 0<a<b olmak iizere J bir aralik ve ¢ : J >R siirekli
artan fonksiyon olsun. Ayrica f : | cR—R fonksiyonu 1°(1 'nin ig¢i) tizerinde
diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. ¢(a),(b) 1 isin f'e L [p(a), p(b)] ve |f1°,

[a,b] araliginda ¢ -konveks , q=>1 ise, >0 i¢in asagidaki kesirli integraller igin

esitsizlik saglanir.

fpl@)+ fpb) — T(@+D ) )
‘ 2 2((p(b) _ go(a))"‘ [‘] o(a)’ f ((D(b)) +J oo) f (qo(a))

(3.30)

I @_1)3Hm@W+VMWP3
| qa+1 2% 2

ispat. Lemma 3.2.1 deki (3.20) ifadesi, [/, ¢ -konveks oldugunu ve Holder

esitsizligi kullanilarak,

fo@)+ fpb)  T(a+1) o fleb)+ 37, Tlolb)

| 2 2(p(b)- p(a))

< 20100yt fipla) + - Vo) o

0

1

°

q

< M(Il dtj (@) + € -)(eb)]'| dth

U\(l—t)“ —t“

1

_ M J%[(l—t)“ —t“]q|f’[t(¢(a)) + 1L —t)(p(b)] "t

—+

[t - @0 ]| Ttola) + € -t)(@(b))]* ot

O t— [
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IA

¢p(b)-gp(a) | f !(¢(a))|q

. [a-t)t —t9=]at

O'—;N\H

+[F (b)) [la-t)m —to @ —1)]at

Ct— |

+ [tot — @ —t)ot]at

(o))’

N | 1 e

|-

(b)) [t @-t) - @—ty*=at

+

N | b e

_olb)- (p(a)(ail [1— iD; [ (p(@)] +| f "(o(b))[J:

2a

bulunur. Burada, her A>B >0, p>1 i¢in (A—B)” < A? —BP esitsizligi kullanildu.

3.3. AYRIK KESIRLI INTEGRAL ICiN HERMITE-HADAMARD TiPLi
ESITSIZLIK

Z tamsayilar kiimesi olmak tlizere a,beZ ile a<b ve [a, b]z X ([a, b]m Z) olsun. O
halde

t—b

Tan) = {U u= Tt [a,b], igin}

ifadesini tanimlayalim.

Tap) ifadesinin [01] araligimn bir alt kiimesi olduguna dikkat etmeliyiz. R, Reel

sayilar kiimesinin herhangi bir bos olmayan kapali alt kiimesine, bir zaman skalasi
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olarak adlandirlir. Dolayisiyla, distinebiliriz ki Tp,,;, zaman skalas icerisinde biitiin

izole edilmis noktalar ayn1 zamanda sag ve sol araliklardir. Zaman Skalasi Analizi
hakkinda daha fazla bilgi icin Bohner and Peterson (2001) e bakabilirsiniz.
Simdi, tanim kiimesi Z yani tamsayilar kiimesi ilizerinde olan fonksiyonlar i¢in

konvekslik tanimi1 verilecektir.

Tamm 3.3.1. f:Z —R fonksiyonu her x,yeZ ile x<yve AeT, ;i¢in
f(AX+(@1-A)y)< A (X)+(@-2)f(y)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonu Z {izerinde konvekstir denir.

Tamm 3.3.2. f :Z — R fonksiyonu her a,beZ ile a+ btoplami ¢iftse

2

f(a+bjS f(a)+ f(b)

esitsizligine Jensen esitsizligi ya da midpoint kosulu denir. Verecegimiz ilk teoremin
ispat1 i¢in Ayrik Taylor Teoremi 6nemli bir rol oynar. Asagida Ayrik Taylor Teoremi

verilsin.

Teorem 3.3.3. (Ayrik Taylor Teoremi) [Agarwal (2000)] u(k), N, iizerinde tanimli

olsun. Tim k e N, ve n>1i¢in, N, ={a,a+1 ..... } den,

u(k):_”z(k‘if)“) Sula)e L )ik” (k—(1+1)) A'u(l),

1
i=0

dir.
Simdi, ayrik fonksiyonlar i¢in konveksligin sagladigini asagidaki teoremi vererek ispat
edilecektir.

Teorem 3.3.4. f:Z — R fonksiyonu verilsin. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
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(i) f, Z iizerinde konvekstir.
(i) f , midpoint kosulunu gerektirir.
(iii) Tim te Z icin A f(t)ZO dir.

Ispat. (I):> (ii ) = (iii ):> (I) oldugunu ispat edecegiz.

(i)=(i): abeZ ile a<b ve a+b toplami ¢ift olsun. Bu durum, %ET[a,b]

anlamina gelir. Bunun sonucu olarak, A = % segerek midpoint kosulunu elde ederiz.

(i) den (iii) ye gecisi elde edelim. te Z olsun. [t,t+2]z ayrik araligi distintilsiin.
1 y et 1 .

Thig = O,E,l oldugunu kolayca gorebiliriz. 4= > a=t ve b=t+2 sectigimizde

midpoint kosulunu saglar. Bu durumda,
(t+1)= f[%t+%(t+2)js% (02 1(+2)
elde ederiz. Yukarida ki ifadeyi diizenledigimizde,
flt+1)-2f(t+1)+ f(t)=0
dir. Yani, A’ f(t)>0 dur.
Simdi, (iii ) den (i) ye gegisi ispat edilsin.
X,yeZ ile x<y olsun. Tim A €Ty, i¢in
f(Ax+@—-2)y)< Af (x)+@1-2)f(y)

ispat etmeye ihtiyacimiz var. Oncelikle, Ayrik Ortalama Deger teoremini kullanarak,

3r,ce[x, x,) olacak sekilde

Af (c)g%‘xf(x)m ) (3:31)
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dir. A?f(t)>0 oldugundan Af artandir. Bu demektir ki
Af (7)< AF(x,)
dir. Buradan hareketle, (3.31) esitsizligini kullanarak
f (X, )—(Xo — X)AF (x4 )< F(x,)— (%, — X)AF (7)< f(x)
elde ederiz. Yani
f (%o )— (X, — X)AF (x,)< f(X)
yazabiliriz. Buradan da,
f(x)> f(x, )+ (x—x, )AF(x,) (3.32)

elde edilir.

Simdi de Teorem 3.3.3 de ki Ayrik Taylor teoremini kullanarak; x, da

N

<

f(y)= Zl.;—(y _i)!(O " n (x)+= > (y = (1 +2)Y A2 £ (1)

N

Il
o

acilim1 yapilir. Dolayisiyla, Z iizerinde A*f (t)ZO oldugundan ve Teorem 1.2.7 deki

Ortalama Deger Teoremini kullanarak,

fy)= f(x)+(y—x%)Af (x,) (3.33)

yazabiliriz. Buradan, (3.32) esitsizligini A ile (3.33) esitsizligini 1— A ile garpip ortaya

¢ikan iki esitsizligi taraf tarafa toplandiginda, tim A €Ty, ,; i¢in

f(Ax+1-A)y)< A (x)+@-2)f(y)
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elde edilir. Bu da ispati tamamlar.
Z tizerinde tanimh olan konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizligi
asagida ki teoremde ispatlayacagiz.
Verecegimiz teoremlerin ispati icin asagida verilen zaman skalasi {izerinde integraller

icin degisken degistirme metodu 6nemli rol oynamaktadir.

Teorem 3.3.5. (Zaman Skalas1 Uzerinde Degisken Degistirme Metodu)[Eloe, Sheng
and Henderson (2003)] Varsayalim ki v: T — R kesinlikle artan ve T :v(T) bir zaman
skalas1 olsun. Eger f:T — Rsiirekli bir fonksiyon, v diferansiyellenebilir ve tiirevi

stirekli ise; a,b e T i¢in

[ {0 = [ v 2oRG)
veya

Lo ove=[(rerJs6)

dir.

Simdi zaman skalasinda Hermite-Hadamard esitsizligi verilsin.

Teorem 3.3.6. Farz edelim ki f:Z — Rfonksiyonu [a,b], iizerinde bir konveks

fonksiyon ve a,beZ, a<bile a+btoplami ¢ift olsun. Bu durumda

f(a+bj< ! )U:f(t)AHj:f(t)Vthw. (3.34)

2 ) 2b-a 2

dir.
Ispat. t € T,,)\{01} alalim ve

x=ta+(1—t)ho
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y=@1-tla+tb

seklinde tanimlanilsin.

Kolayca goriiliiyor ki X,y e [a, b]Z ve X+ ytoplamu cifttir. Bunun sonucu ile %e Try]

(veya T ) dir. f, [X, y]z (veya [y, X]Z)ﬁzerinde konveks oldugundan

esitsizligi yazilir. Buradan, x vey’ yi yerlestirdigimizde;

f(a_;bjg%[f(tb +@-t)a)+ F((A-ta+1b)] (3.35)

yazabiliriz. (3.35) esitsizliginin her iki tarafim Ty, tizerinde integre etti§imizde

a+b)~ 1 N
J.T[a,.,] f( ]At < E‘:J.T[a‘b] f (ta + (1— t)b)At + I

f((1—t)a +th)At
. . f(a-ta+w) }

elde edilir.
Simdi ilk olarak,

Iw f(tb + (1—t)a)At

5 a fonksiyonu se¢ilsin. Bu durumda
—a

Integralinin esitini bulalim. v(t) =

f(to+(1—t)a)=(f o)1)

yazilir. v, kesinlikle artandir ve
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v([a,bl, ) =Ty

dir. Teorem 3.3.5 den yararlanarak zaman skalasi {lizerinde degisken degistirme

metodunu kullanarak ve v*(t)=

oldugundan
b-a

jT[a f (th + (1 —t)a)At = —— f (t)At;

olur. Diger integralin ispat1 i¢in;

~ 1
ITM f(ta +(1—t)b)At y AW f(t)Vt, (3.36)

seklinde alinsin. Caputo (2010) tarafindan verilen tanimda, dual zaman skalas1 ifadesini

kullanarak (3.36) ifadesini ispat edecegiz.

v(t) = t= ?) seklinde tanimlayalim. (3.36) ifadesinin sol tarafi i¢in

(fov?)es) = tl(-s)

ve u(s)=-s den

jT[a N (ta + (1—t)o)At

Il Il
55— 5
—_— %

—_ =

o —h

< o)

.=
= =

5T

N
>
wm

(3.37)

I
|
Lo o
—_
—h
(e}
<
iR
S—"
*
—
<
—

S L (R 07

elde ederiz. Ayni zamanda,
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er)o)-uvls) - 2] 222,

a-b a-b

dir ve (u 2o V)V (S) = . 1 >0=u"' ov kesinlikle artandir.
—a

(3.37) igin Teorem 3.3.5 deki degisken degistirme metodunu kullanarak

isteneni elde etmis oluruz.
Ayrica, (3.34) ifadesinin diger tarafindaki esitsizligi ispatlamak i¢in, fonksiyonun

konveksligini kullanarak ispat edecegiz. Bunun igin
f(ta+(1-t)h)<tf(a)+(@-t)f(b)
f(l-tha+th)<(@—t)f(a)+tf (b)
esitsizliklerini yazabiliriz. Bu iki esitsizligi ilk olarak taraf tarafa topladigimizda
fita+(@1-th)+ f(Q-tla+tb)< f(a)+ f(b)

elde ederiz. Elde edilen esitsizligin her iki tarafim T, ;) lizerinde integre ettigimizde

J,. (fla+@-tp)+ F(a-ta+o)aes[ (fa)+ Fo)

[a.p]

yazilir. Yukarida ki benzer ¢oziimlerle

elde edilir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmis olur.
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Simdi de Z iizerinde tammli olan konveks fonksiyonlar i¢in Ayrik Kesirli Integraller

icin Hermite-Hadamard tipli esitsizligi asagida ki teoremde ispatlanilacaktir.

Teorem 3.3.7. Farz edelim ki f:Z—Rfonksiyonu [a,b], iizerinde bir konveks

fonksiyon ve a,beZ, a<bile a+btoplami ¢ift olsun. Bu durumda

dir ve
p=|. (b-a)+(a—1)~ar

ve «a, pozitif bir reel sayidir.

Ispat. te T[avb]\{O,l} ele alinsin.

x=ta+(1-th
y=@1-tla+tb

seklinde tanimlayalim.
Kolayca goriiliiyor ki X, ye[a, b]z ve X+ Yytoplami cifttir. Ayn1 zamanda f
fonksiyonu [x,y], (veya [y,x],) iizerinde konveks ise biz l:%segebiliriz. Bu

durumda

esitsizligini yazariz. Buradan, X vey’ yi yerlestirdigimizde;

f(aT”’] <211 (b +0-ta)+ f(1-ta+ ]
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elde edilir. Yukarida ki esitsizligin her iki tarafim ((b—a)t + (e —1))* ile carpip

daha sonar Ty, tizerinde integre ettiimizde

Lw (b—a)+(a—1)f [a er bj&

<

[ (b-ak+(@-D)" fa+ @-tp)ac

N~

o[ (b-ak+(@-1)= F(a-ta+ tb)Zt}
[as]
elde edilir. Agik olarak ifade edildiginde

J. (b-a)k+(a-1) f(a-va+ )it
(o)

o b A ()]s

esit oldugunu iddia ediyoruz. Iddiamizi ispatlamak igin g(t) = (t —a+ (a —1))“;1

v(t):;)_—jl ve F(t)= f(t)g(t) seklinde tanimlanilsin. Bu durumda

gl () (7 (1)
((0)-a+(@-Df  f(@-tha+tb)

((b-a)+(a-1)*= f(@-t)a+1tb)

FO )= (o o)

oldugunu fark edebiliriz. Integral hesabi icin bir dnceki teoremin ispatinda ki gibi

degisken degistirme metodunu kullanarak,
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jT[a.b] (b-a)t+a —1)* f(1—t)a+th)At

bl
j F(th2 (t)At = ﬁ —a+a -1 (t)
t=a

r —a
:%b—lA f (t)|t:a—a

b-

elde ederiz. Bu durumda iddiamiz ispatlanmis olur. Diger iddiamiz

J (b-akra-17= flasa-tpie=" Dy,

ifadesinin esit oldugunu bulmaktir. Bu iddianin ispati igin [Caputo (2010)] dual zaman

skalasinin sonucu ve bilinen notasyonlar1 kullanilacaktir.

Gergekten, F(t)= f(0)g(t), gt)=(b—t + (e ~1)*, V(t):t;z ve u(s)=~—s den

J (06— a1 fla+ 0-U0)k
= (FovJtat=[ (Fov)«(s)¥s,

yazilir. Ayn1 zamanda,

ter)o-ub)-u 20 -2=2,

a—

dir ve (u 2o V)V (s) = >0=u" ov kesinlikle artandir.

b-a

Teorem 3.3.5 deki degisken degistirme metodunu kullanarak,
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*

[EaEows = [ fovs

Il
S—
o
n
~—+
N
‘H
<
—+

yazabiliriz. Burada integralin iginde F(t) ‘yi geri yerine koydugumuzda ve

b-s+a-1)"=(b-s+a+ 1)‘7l esitligini kullanarak

PRO—vt = 2 Yb-s+a-1=t(s)
8 b-a b-a s=a+l
1 & o]
= Es:aﬂ(b = p(s))" £(s)

r a
= gvaﬂ f (t)lt:b’

elde ederiz. Ikinci iddiamiz1 da ispatlamis oluruz. Yani

a+b < F(a) - o
(222 i Ol V22 0L

esitsizligini elde ederiz.

Ayrica, (3.38) esitsizliginin diger tarafin ispatlamak igin tekrar f fonksiyonun [X, y]Z

tizerinde konveksligini kullanarak,
f(ta+A—th) <tf (a)+@—t)f (b)
F(A—tha+tb)< (L—1)f (a)+1f (b)
esitsizliklerini yazabiliriz. Bu iki esitsizlikleri taraf tarafa topladigimizda

fta+(@L—th)+ f(l-t)a+tb)< f(a)+ f(b)
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elde ederiz. Elde edilen esitsizligin her iki tarafin1 6ncelikle ((b—a)t +(a —1))'1;1 ile

carpip daha sonra Ty, lizerinde integre ettigimizde

f, b-af+a-1= fla+@-tp)at+[  (b-ak+a-1= f(A-ta+b)At

~

<[ (b-ak+a-1((a)+ f )
[a.0]
yazilir. Buradan

[(c) a o M (a)+ f(b)
W_a) [b—lA f (t)lt:a—a +Vaa f (t)lt:b ]— T

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmus olur.

Sonu¢ 3.3.1. Teorem 3.3.7 deki (3.38) esitsizliginde « yerine 1 segersek, Teorem
3.3.6 deki (3.34) esitsizligini elde etmis oluruz.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1. SONUCLAR

(3). Boliim bulgular kisminda; (3.1) Hermite-Hadamard-Fejer Tipli Esitsizlik alt baslikli
calisma, Hermite-Hadamard-Fejer Type Inequality adi altinda “Applied and
Computational Mathematics” adli dergide incelenmektedir. (3.2) Kesirli
Integrallerden Yaralanilarak ¢ —Konveks Fonksiyon Ig¢in Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlik alt baglikli caligma, On Hermite-Hadamard Type Inequalities for ¢ —Convex
Functions Via Fractional Integrals adi altinda “Malaysian Journal of Mathematical
Sciences” adli dergide basilmigtir. Basim bilgileri 9(2): 243-258 (2015) seklindedir.
(3.3) Ayrik Kesirli Integral i¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlik alt baslikl ¢alisma,
Convex Functions On Discrete Time Domains adi altinda “Canadian Mathematical
Bulletin” adli dergide basilmistir. Basim bilgileri http://dx.doi.org/10.4153/CMB-
2015-065-6 seklindedir.

4.2. ONERILER

(3). Boliim altinda bulunan ¢alismalardan hareketle agik problemler verilebilir. Yani,
(3.1) kisminin son teoreminde bazi farkl tiirden konveks fonksiyonlar i¢in Holder ve
power mean esitsizlikleri kullanilarak ve Kesirli integrallerden yararlanilarak Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler elde edilebilir. (3.2) kismin da ise integral i¢cinde farkl

fonksiyonlar alinarak, ¢ —konveks fonksiyonlar i¢in yeni bir lemma elde edilip bu
lemmadan hareketle |f’| nin @ —konveks oldugu kullanilarak kesirli integrallerden

yararlanilarak, Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilebilir. (3.3) alt baslikli
kisimda ise sOyleyebiliriz ki Riizerinde yapilan c¢alismalar uygun kosullarda Z
tizerinde ¢alisilarak discrete konveks fonksiyonlar i¢in dncelikle bir lemma tanimlanip
bu lemmadan hareketle ayrik kesirli integrallerden yararlanilarak yeni tip Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler elde edilebilir. Soylemis oldugumuz bilgilere gore 6rnek

verecek olursak;
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4

seklinde ki lemma uygun sartlara gore ¢6ziimlenip; arkasindan bu lemmaya gore ayrik

konveks fonksiyon tanimindan yararlanilarak Hermite-Hadamard tipli esisizlikler elde

edilebilir.
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