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ÖZET 

KESİRLİ İNTEGRALLER İLE İLGİLİ BAZI EŞİTSİZLİKLER 

 

Hatice YALDIZ 

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 

Doktora Tezi 

Danışman: Doç. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

Eylül 2016, 100 sayfa 

 

Kesirli türev ve kesirli integral kavramları ilk olarak Liouville tarafından ortaya atıldı. 

Bu fikrin temel kaynağı; kesirli türev ve kesirli integral kavramı türev ve integrallerin 

sadece tamsayılar için var mıdır sorusundan yola çıkılarak ortaya çıkmıştır. Daha sonra 

Euler kesirli türevi yeniden ele aldı ve 17. yüzyıldan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, 

Abel, Liouville ve diğer birçok matematikçinin, kesirli mertebe için diferansiyel ve 

integrasyonun genelleştirilmesine dayanan öncü çalışmalarıyla gelişmeye başlanmıştır. 

Keyfi mertebeli diferansiyel ve integrasyon kavramları, tamsayı mertebeli türev ve n-

katlı integralleri birleştiren ve genelleştiren kavramlardır. Buradan hareketle, bu tez dört 

bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde, kesirli integraller hakkında genel bilgiler verilip 

daha sonra temel kavramlardan bahsedilecektir. İkinci bölümde kesirli integraller 

hakkında bilgiler verilecek olup; kesirli integral ve kesirli türevin elde edilişi ve bu konu 

hakkındaki çözüm yöntemleri, üçüncü bölümde ise, eldeki verilerden yararlanılarak üç 

başlık altında toplanan bulgular, son bölümde ise, sonuçlar ve öneriler verilecektir. 

 

Anahtar sözcükler: Ayrık Kesirli İntegral, Ayrık Konveks Fonksiyon,  Konveks 

 

Fonksiyon, Hermite-Hadamard Eşitsizliği, Hermite-Hadamard-Fejer Tipli Eşitsizlik,  

 

Kesirli İntegral, Kesirli Türev, Konveks Fonksiyon. 
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ABSTRACT 

SOME INEQUALITIES ASSOCIATED WITH FRACTIONAL INTEGRALS 

 

Hatice YALDIZ 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

September 2016, 100 pages 

 

Fractional derivatives and fractional integral notions were first raised by Liouville. The 

main source of this idea; fractional derivatives and fractional integral concept has 

emerged from the question: “Is there derivatives and integrals for only integers.” Then, 

Euler dealt with fractional derivatives again and Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, 

Liouville and many other mathematicians have begun to develop the fractional 

derivatives since 17th century as their pioneering work based on differential and 

integration to be generalized to fractional order. Arbitrary order differential and 

integration concepts are the notions which combine and generalize integer-order 

derivatives and n-fold integrals. Thus,  this thesis consists of four chapters. In the first 

chapter, of how the concepts of fractional integral and fractional derivative is given. In 

the second chapter, all the necessary definitions and basic theorems for this study have 

been given. The third section, benefiting from the available data the findings 

summarized under three headings are given. In the fourth chapter, results and 

recommendations will be given. 

 

Keywords: Convex Function, Discrete Convex Function, Discrete Fractional Integral,  

 

 Convex Function, Fractional Derivative, Fractional Integral, Hermite-Hadamard  

 

Inequality, Hermite-Hadamard-Fejer Type Inequality. 
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EXTENDED ABSTRACT 

SOME INEQUALITIES ASSOCIATED WITH FRACTIONAL INTEGRALS 

 

 

Hatice YALDIZ 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

September 2016, 100 pages 

 

1. INTRODUCTION: 

Fractional derivatives and fractional integral notions were first raised by Liouville. The 

main source of this idea; Fractional derivatives and fractional integral concept has 

emerged from the question: “Is there derivatives and integrals for only integers.” Then, 

Euler dealt with fractional derivatives again and Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, 

Liouville and many other mathematicians have begun to develop the fractional 

derivatives since 17th century as their pioneering work based on differential and 

integration to be generalized to fractional order. Arbitrary order differential and 

integration concepts are the notions which combine and generalize integer-order 

derivatives and n-fold integrals.  

The theory of fractional calculus for functions of the natural numbers, however, is far 

less developed. To the author’s knowledge, significant work did not appear in this area 

until the mid-1950’s, with the majority of interest shown within the past thirty years. 

Diaz and Osler published their 1974 paper  introducing a discrete fractional difference 

operator defined as an infinite series, a generalization of the binomial formula for the 

N th -order difference operator N . However, their definition differs fundamentally 

from the one presented in this dissertation (they agree only for integer order 

differences). In 1988, Gray and Zhang  introduced the type of fractional difference 

operator used here; they developed Leibniz’formula, a limited composition rule and a 

version of a power rule for differentiation. However, they dealt exclusively with the 

nabla (backward) difference operator and therefore offer results distinct from those 
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presented in this dissertation, where the delta (forward) difference operator is used 

exclusively. 

A recent interest in discrete fractional calculus has been shown by Atici and Eloe, who 

in [6] discuss properties of the generalized falling function, a corresponding power 

rule for fractional delta-operators and the commutivity of fractional sums. They present 

in “Atıcı and Eloe 2009” more rules for composing fractional sums and differences but 

leave many important cases unresolved. Moreover, Atici and Eloe pay little attention in 

“Atıcı and Eloe 2007-2009”  to function domains or to lower limits of summation and 

differentiation, two details vital for a rigorous and correct treatment of the power rule 

and the fractional composition rules. Their neglect leads to domain confusion and, 

worse, to false or ambiguous claims. 

 

2. MATERIAL AND METHODS: 

The monograph named “Fractional Integrals and Derivatives”  has been published by 

Stefan G. Samko, Anatoly A. Kilbas, Oleg I. Marichev and in this monograph the 

additionally, function types, continous-discontinuity states have been discussed in 

detail. By means monography, fractional integrals have been examined and many 

mathematicians continue to study on different works based on this.  

Gottfried Leibniz and Guilliaume L’Hopital sparked initial curiosity into the theory of 

fractional calculus during a 1695 correspondence on the possible value and meaning of 

noninteger-order derivatives. In one exchange, L’Hopital inquired, "then what would be 

the one-half derivative of x?" to which Leibniz responded that the answer "leads to an 

apparent paradox, from which one day useful consequences will be drawn" (see “Miller 

and Ross 1974” and “Oldham and Spainer 1974”). Leibniz may well have toyed with 

several seemingly correct ways to define a one-half order derivative but was forced to 

cede they lead to unequivalent results. In any case, by the late nineteenth century, the 

combined efforts of a number of mathematicians- most notably Liouville, Grünwald, 

Letnikov and Riemann- produced a fairly solid theory of fractional calculus for 

functions of a real variable. Though several viable fractional derivatives were proposed, 

the so-called Riemann-Liouville and Caputo derivatives are the two most commonly 

used today. Mathematicians have employed this fractional calculus in recent years to 

model and solve a variety of applied problems. Indeed, as Podlubney outlines in 

Podlubny 1999, fractional calculus aids significantly in the fields of viscoelasticity, 

capacitor theory,electrical circuits, electro-analytical chemistry, neurology, diffusion, 
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control theory and statistics. 

 

3. RESULTS AND DISCUSSIONS: 

We briefly summarize; we have established the left hand side of the Hermite-

Hadamard-Fejer type inequalities for the class of functions whose derivatives in 

absolute value at certain powers are convex functions by using fractional integrals. 

We establish integral inequalities of Hermite-Hadamard type involving Riemann-

Liouville fractional integrals for  -convex functions and some new inequalities of 

right-hand side of Hermite-Hadamard type are given for functions whose first  

derivatives absolute values  -convex functions via Riemann-Liouville fractional 

integrals. 

We introduce the definition of a convex real valued function f defined on the set of 

integers, Z . We prove that f is convex on Z  if and only if ∆ 2 f ≥ 0 on Z . As a first 

application of this new concept, we state and prove discrete Hermite–Hadamard 

inequality using the basics of discrete calculus (i.e., the calculus on Z ). Second, we 

state and prove the discrete fractional Hermite–Hadamard inequality using the basics of 

discrete fractional calculus. We close the paper by defining the convexity of a real 

valued function on any time scale. 

 

4. CONCLUSION AND OUTLOOK: 

The goal of this dissertation is to apply the theory of fractional calculus on the 

inequalities. 
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1. GİRİŞ 

1.1. AMAÇ VE KAPSAM 

Kesirli türev ve kesirli integral kavramları ilk olarak Liouville tarafından ortaya atıldı. 

Bu fikrin temel kaynağı; kesirli türev ve kesirli integral kavramı türev ve integrallerin 

sadece tamsayılar için var mıdır sorusundan yola çıkılarak ortaya çıkmıştır. Daha sonra 

Euler kesirli türevi yeniden ele aldı ve 17. yüzyıldan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, 

Abel, Liouville ve diğer birçok matematikçinin, kesirli mertebe için diferansiyel ve 

integrasyonun genelleştirilmesine dayanan öncü çalışmalarıyla gelişmeye başlanmıştır. 

Keyfi mertebeli diferansiyel ve integrasyon kavramları, tamsayı mertebeli türev ve n-

katlı integralleri birleştiren ve genelleştiren kavramlardır. 

Kesirli diferansiyel teorisi çeşitli madde ve işlemlerin kalıtsal özelliklerinin 

tanımlanmasında kullanılabilecek çok iyi bir araçtır. Bu ise tamsayı mertebeli türevlerle 

karşılaştırıldığı zaman, kesirli türevler için önemli bir avantajdır. Kesirli türevlerin bu 

avantajı nesnelerin mekanik ve elektriksel özelliklerinin matematiksel modelleme-

lerinde, akışkanlar teorisi, elektrik devreleri, elektro-analitik kimya gibi diğer birçok 

alanda kullanılmaktadır. 

Analitik eşitsizlikler yaygın olarak matematik ve birçok uygulamalı matematiğin çeşitli 

dallarında gelişiminin arkasındaki temel itici güçlerinden biri olarak kabul edilmektedir. 

Eşitsizlikler ile ilgili çalışmaların son on yıldan fazladır matematiğin birçok farklı 

alanlardaki uygulamalara nasıl büyük bir katkı sağlandığı açıkça ortadadır. 

Şimdi de kesirli hesaplamaların uygulamalı alanlardaki etkisinden bahsedilsin. Kesirli 

hesaplamalar; bildiğimiz hesaplamalardan üç yüzyıl önce var olmasına rağmen bilim ve 

mühendislik toplulukları arasında çok popüler değildir. Bu konunun en çekici yanı, 

kesirli türev ve kesirli integralin yerel (yani nokta) özelliği olmamasıdır. Buradan 

hareketle, kesirli türev ve kesirli integral kavramının yerel olmaması etkisi bizi 

düşündürmüştür. Diğer bir deyişle, bu konu doğanın gerçekliğini daha iyi 

açıklayacaktır. Bunun yanı sıra, bilim ve mühendislik topluluklarında olduğu gibi 

popüler olabilmesi için temel doğayı daha iyi bir yolla anlamak ve tanımlamak için daha 

farklı boyutlar eklenir. Belki de kesirli hesaplamaların kullanışlı olmasının sebebi; 
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doğayı anlamada ve konuşmada daha etkili olmasıdır. Geçtiğimiz üç yüzyılda 

matematikçiler tarafından araştırılmıştır. Son birkaç yıldır mühendislik, bilim ve 

ekonominin bazı uygulama alanlarına taşınmıştır. Buna rağmen son çalışmalarda 

özellikle Fractal Bilim Teorisinin yerel operatörlerdeki kesirli türev tanımı üzerinedir. 

Önümüzdeki on yıl içinde bu konu üzerine uygulamalar görülecektir. Bu çalışma 

okuyucuya doğa kanunlarını açıklamada yardımcı olacaktır.  

30 Eylül 1695 de L’Hospital, Leibniz’e bir mektup yazdı. Mektupta  L’Hospital, 

Leibniz’e fonksiyonun 
 
n

n

x

xf




 ’ci dereceden türev formülünde   

2

1
n ise çözüm nasıl 

olurdu sorusunu yöneltti. Leibniz’in 
2

1
n  durumu mantığa ters düşse de bir gün çok 

kullanışlı sonuçların ortaya çıkacağı cevabını verdi. Üç yüzyıl süren çalışmalarla en az 

yarı doğru üzerinde ispatlandı. Özellikle, yirminci yüzyılda sayısız uygulamalar 

bulundu. Yukarıdaki bilgilerin ışığı altında; bu çalışmada kesirli integraller için yeni 

birçok integral eşitsizlikleri; yani Hermite-Hadamard eşitsizliği, Hermite-Hadamard-

Fejer eşitsizliği gibi integral eşitsizlikleri elde edilecektir. Burada elde edilen sonuçların 

daha önceki çalışmaların bir genellemesi olarak sunulacaktır. 

Şimdi de biraz ayrık kesirli integrallerden bahsedecek olursak, doğal sayıların 

oluşturduğu fonksiyonlar için kesirli analiz teorisi çok fazla gelişmemiştir. Yazarların 

tecrübesi bu alanda 1950’ lerin sonuna kadar çalışmalar oluşturmamıştır. Geçtiğimiz 

otuz yıl içinde bu alana büyük bir ilgi oluşmaya başlanmıştır. 

Diaz ve Olser, 1974 yılında sonsuz bir seri için tanımlanan ayrık kesirli fark operatörü 

içeren, .N dereceden sıralı fark operatörü ( N ) için binom formülünün 

genelleştirilmesini yayınladılar. Fakat, onların tanımı, tezleri içinde ifade edilenden 

farklıydı. (Sadece sıralı fark operatöründe tamsayılar için hem fikirlerdi). 1988 yılında, 

Gray ve Zhang kesirli fark operatörünü tanıttı. Onlar, türev için kuvvet kuralının bir 

versiyonunu ve sınırlı bileşke kuralını Leibnizin formülünden geliştirdiler. Ama, onlar 

özellikle nabla(geri) fark operatörünü ele aldılar ve bundan dolayı delta(ileri) fark 

operatörünü kullandıklarında tezlerinde ifade ettiklerinden farklı sonuçlarla karşılaştılar. 

Ayrık kesirli analizde merak edilenler, Atıcı ve Eloe tarafından falling fonksiyonun 

genelleştirilmesine ait özellikler, kesirli toplamın birleşme özelliği ve kesirli delta 

operatörü için kuvvet kuralı gösterildi. Bu konu üzerinde ki çalışmalar hala devam 

etmektedir.    

Konveks fonksiyonlar için literatürde birçok eşitsizlik elde edilmiştir. Bu eşitsizliklerin 
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en önemlilerinden biri de Hermite-Hadamard eşitsizliğidir. Bu eşitsizlik üzerine  

(Azpeitia 1994; Gill 1997; Dragomir 2000; Kirmaci 2004; Ozdemir et al. 2010 ) 

çalışmaları olmuştur. Ayrıca kesirli integraller için birçok eşitsizlik üzerine çalışmalar 

yapılmıştır. Bunlardan bazıları (Dahmani 2010; Sarikaya et al. 2012; Noor 2014) 

yazarları ve başka birçok araştırmacı tarafından çeşitli genelleştirmeler ve yeni sonuçlar 

elde edilmiştir. 

İntegral ve diferansiyel kavramı elementer kalkülüsdeki çalışmalara benzemektedir. 

Örneğin,   2xxf  fonksiyonunun birinci mertebeden integrali   cxdxxf 
3

3
1 ve 

aynı fonksiyonun ikinci mertebeden integrali  

 

    21

4

12

1
cxcxdxdxxf   

 

dır. Benzer olarak   xxf
dx
d 2 ve   22

2

xf
dx

d dır. Bununla birlikte,  xf  fonksiyonun 


2
1 i mertebeden integrali ve türevi olabilir mi? Nasıl tanımlayabiliriz? 

 

Kesirli Hesaplamaların Başlangıcı 

 

Kesirli hesaplamaların başlangıcı n ci mertebeden bir tamsayı için türevin anlamının   

n  tam sayı olmadığında da olabilir mi sorusunun sorulmasıyla başlamıştır. Bu soru 30 

Eylül 1695 de L'Hopital tarafından ortaya atılmıştır. Bir gün Leibniz mektubunda n

n

Dx

xD
     

şeklinde   xxf   fonksiyonun n ci türevini bu sembol ile gösterilmiştir. L'Hopital da 

adi bir şekilde 
2
1n  olduğunda sonucun ne olacağını sormuş ve Leibniz de cevaben 

"bir paradoks gibi bir gün yararlı bir sonuç olarak ortaya çıkacaktır" demiştir. Bu konu 

birçok büyük matematikçinin ilgisini çekmiştir. Bunlardan bazıları, Euler, Laplace, 

Fourier, Lacroix, Abel, Riemann ve Liouville gibi matematikçilerdir. 

1819 da Lacroix kesirli türev düşüncesini bir makale olarak ilk yayımlayan 

matematikçidir. Onun vermiş olduğu tanımı aşağıdaki şekilde verilsin:  

m  pozitif tamsayı olmak üzere mxy    fonksiyonu alınsın. n ci mertebeden türevini 

Lacroix 

 
nmx

nm

m

dx

yd nm

n

n




  ,
!

!
                                                    (1.1) 
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şeklinde bulmuş ve Legendre’ nin    sembolünü kullanarak genelleşmiş faktöriyel için 

 

 
 

nm

n

n

x
nm

m

dx

yd 






1

1
                                                      (1.2) 

 

şeklinde yazılmıştır. 1m  ve 
2
1n   için Lacroix (1.2) ifadesinden 

 



x

dx

yd 2

2
1

2
1

                                                                       (1.3) 

 

olarak elde etmiştir. Bununla birlikte kesirli operatörlerin ilk kullanımı Lacroix 

tarafından değil Abel tarafından 1823 yılında verilmiştir. Abel tautochrone probleminin 

formülasyonundan ortaya çıkan bir integral denkleminin çözümünde kesirli 

hesaplamalar uygulamıştır. 

Yıllarca birçok matematikçi kendi notasyonlarını ve yaklaşımlarını kullanarak tamsayı 

olmayan mertebeden integral ve türev fikrine uygun birçok tanım vermişlerdir. Bu 

tanımlamalardan en popüler olarak ortaya çıkan Riemann-Liouville nin tanımı olmuştur. 

İlginç olan bir kesirli türevin Riemann-Liouville tanımı Lacroix tarafından elde edilen 

(1.3) denklemine benzer sonuç olmuştur. Riemann-Liouville kesirli integral ve türevin 

tanımına bakmadan önce bazı önemli matematiksel kavramları verilsin: Bunlar sırasıyla 

Gamma, beta, error(hata), Mittag-Leffler ve Mellin-Ross fonksiyonlarıdır. 

 

Gamma Fonksiyonu 

 Rx için 

  dttex xt 1

0





                                                            (1.4) 

 

olarak tanımlanır. Gamma fonksiyonun önemli bir özelliği 

 

   ,1 xxx      
Rx                                                  (1.5) 

        ,!1 xx     Nx                                                    (1.6) 
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dır. (1.6) dan   11   dır. Şimdi   
2
1  olduğu gösterilsin, (1.4) den 

 

                                                    dtte t 2

1

0
2

1 











                                                              

 

yazılır. 2yt    dönüşümü yapılırsa, ydydt 2  olacağından 

 

dye y2

0

2
2

1 











                                                            (1.7) 

 

olur. (1.7) ye denk olarak 

 

dxe x2

0

2
2

1 











                                                            (1.8) 

 

yazılabilir. (1.7) ve (1.8) çarpımından,  

 

                                                     
 

dxdye yx 22

00

2

4
2

1 



















                                                             

 

iki katlı integrale dönüşür. Bu integrali hesaplamak için kutupsal koordinatlara geçilirse,  

                                                     



















 



 rdrde r2

0

2

0

2

4
2

1
                                                            

yani 

 

                                                     









2

1
                                                            

 

elde edilmiş olur. Tam olmayan  Gamma Fonksiyonu 

 

    
 

,
1

, 1

0

dxxe
t

t x

t






 


       0Re                                    (1.9) 
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şeklinde tanımlanır. 

 

Beta Fonksiyonu 

Ryx,  için 

 

    dtttyxB
yx 11

1

0

1,
                                                              (1.10) 

 

olarak tanımlanır. Beta fonksiyonu gamma fonksiyonu cinsinden 

 

 
   
 

,,
yx

yx
yxB




         Ryx,                                        (1.11) 

 

olarak yazılır. 

 

Hata Fonksiyonu 

Rx   için 

 

  dtexErf t

x
2

0

2 




                                                           (1.12) 

 

olarak tanımlanır. Hata fonksiyonun tümleyeni  xErfc  olup 

 

   xErfxErfc 1                                                            (1.13) 

 

dır. 

 

Mittag-Leffler Fonksiyonu 

Mittag-Leffler fonksiyonu xe  üstel fonksiyonun bir genelleştirmesi olup kesirli 

hesaplamalarda önemli bir role sahiptir. Bir ve iki parametreli Mittag-Leffler 

fonksiyonun gösterimi 
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 
 

0,
10













k

x
xE

k

k

                                                           (1.14) 

 

 
 

0,0,
0

, 











k

x
xE

k

k

                                                 (1.15) 

 

kuvvet serisi olarak tanımlanır. (1.15) deki seri (1.14) ün bir genelleştirmesidir. Bu 

genelleştirme 1953 te Agarwal tarafından tanımlanmıştır. (1.15) de verilen tanımın bir 

sonucu olarak, 

 

 
 

 xxExE 





 ,,

1
                                                           (1.16) 

 

     xE
dx

d
xxExE 1,1,,                                                  (1.17) 

 

yazılır. (1.17) eşitliğinden 

 

                                 xExE
x

xE
dx

d
1,,1,

1
   


                                                            

 

dır. Dolayısıyla  yerine 1 yazılırsa 

 

        xExE
x

xE
dx

d
 


,1,, 1

1
                                          (1.18) 

 

olur. Şimdi (1.16) eşitliği ispatlansın. Bunun için (1.15) yardımıyla 

 

 

 
    

       







































k

x
x

k

x
x

k

x

k

x
xE

k

k

k

k

k

k

k

k

01

1

10

,

1

1
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 

 xxE 





 ,

1
 

 

                                                     

elde edilir. Burada   10, E dır.   ve   nın bazı özel değerleri için Mittag-Leffler 

fonksiyonu bilinen bazı fonksiyonlara indirgenir. Örneğin, 

 

 

 
 

 
 

    x

e

k

x

xk

x
E

xErfe
x

E

e
k

x

k

x
xE

xk

k

k

k

c

x

k

k

k

x
k

k

k

k

1

!1

1

2

1

!1

1

00

2,1

20
1,

00

1,1

2

2
1














































 

 

 

dır. 

 

Mellin-Ross Fonksiyonu 

Mellin-Ross fonksiyonu ate nin kesirli integrali bulunduğu zaman ortaya çıkmıştır. Bu 

fonksiyon tam olmayan gamma ve Mittag-Leffler fonksiyonların ikisi ile ilişkilidir. 

Mellin-Ross fonksiyonu 

 

   tetaE at

t ,,                                                               (1.19) 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

 
 

 
 atEt

k

at
taE

k

k

t 1,1

0 1
, 








  



                                      (1.20) 

 

olarakta yazılır. 

  

Riemann-Liouville Kesirli İntegrali 

Burada ilk olarak daha çok kullanılan  xfDxc


, x ekseni boyunca keyfi  ci 

mertebeden  xf  fonksiyonun kesirli integrali olarak tanımlansın. Bu notasyonda   



14 

 

pozitif reel sayı; c  ve x   de integrasyon limitleridir. 

  negatif olmayan bir reel sayı olsun. f ,  


,0J  da noktasal sürekli ve    ,0J  

nın herhangi bir sonlu alt aralığında integrallenebilir olsun. Bu durumda 0t  için  i 

mertebeden f  nin Riemann-Liouville kesirli integrali 

 

 
 

    0,
1 1







 


 dttftxxfD

x

c

xc                                      (1.21) 

 

olarak tanımlanır. (1.21) ifadesi birçok yolla elde edilebilir. Diferansiyel denklemler 

teorisinde kullanılan bir yaklaşım göz önüne alınsın. Bunun için 

 

     

        0,...,0,0 1 





cycycy

xfxy

n

n

                                     (1.22) 

 

başlangıç değer problemi göz önüne alınsın. 

 

 
 
 !1

,

1








n

tx
txH

n

                                                               (1.23) 

 

Cauchy fonksiyonunu kullanacak olursak, 

 

 

 
 
 

 dttf
n

tx
xy

nx

c
!1

1








                                                          (1.24) 

 

nın (1.22) denkleminin bir tek çözümü olduğu iddia edilsin. Bunu göstermek için 

tümevarım yöntemi kullanılsın: 

1n  için 

 

      0,'  cyxfxy                                                          (1.25) 

 

olur. (1.25) denklemini çözersek, 
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                                             
 
 

 dttf
tx

dtty

x

c

x

c
!11

11

'








                                        

 

olup   0cy   den 

 

                                                       dttfxy

x

c

                                       

 

elde edilir.  n  için (1.24) ifadesini doğru olduğunu kabul edilsin ve  1n   için doğru 

olduğu gösterilsin. 

 

     

        0...'

1





cycycy

xfxy

n

n

                                     (1.26) 

 

denklemi göz önüne alınsın.       
 xyxy

nn '1    olduğundan    xyxu '  alınırsa 

(1.26) denklemi 

 

    

       0... 1 





cucucu

xfxu

n

n

                                     (1.27) 

 

olur. O halde  n   için doğru olduğundan, 

 

 

                                              
 
 

  dzdttf
n

tz
dtty

nz

ct

x

cz

x

c


























!1

1

                                      

 

integral sınırının değişimi için Dirichlet formülü kullanılırsa, 

 

   
 
 

  dtdztf
n

tz
cyxy

nx

cz

z

ct























 !1

1
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 

 dttf
n

tx
nx

c
!


                                        

 

olur. Burada    0cy   olduğundan 

 

                                                  
 

 dttf
n

tx
xy

nx

c
!


                                                            

 

elde edilir ki bu da (1.24) denkleminin bir çözümüdür. (1.22) de   xf ,  y ’nin n ci 

mertebeden türevi olduğundan  xf  in n ci mertebeden integrali olarak   xy ’i 

gösterebiliriz. Yani 

 

 
 

   dttftx
n

xfD
n

x

c

n

xc

1

!1

1  


                                                 (1.28) 

 

yazılır. Son olarak,  n   yerine herhangi bir     reel sayısını ve faktöriyel yerine de 

gamma fonksiyonu yazılırsa (1.28) ifadesi (1.21) Riemann-Liouville kesirli integral 

tanımına dönüşür.   

Burada 0c   olduğundan  D   notasyonu kullanılacaktır. 

 

Örnek 1.1.1.   ,0Re  1  olmak üzere  xD    hesaplayınız. 

Çözüm. Riemann-Liouville kesirli integral tanımından 

 

                                  

 
 

 

 
    













































x

t
uxduxuxu

dttx
x

t

dtttxxD

x

x

,1
1

1
1

1

11
1

0

1

1

0

1

0














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 
 

 
 

 
 





























 

xBx

duuux

1

1
,1

1

1
1 1

1

0

                                                          

 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

 
 

,
1

1 



 




 xxD     0,1,0  x                  (1.29) 

 

dır. Benzer olarak,  ci mertebeden  k   sabitinin kesirli integrali 

 

 



x

k
kD

1


                                                         (1.30) 

 

dır. Özel olarak  
2

1   ise 

 

                                                         

 
 

 
 

 
  





5

2

7

2

3

2

5

1

2

3

0

15

163

3

42

2
1

2

5

2

1

2

3

2

1

2

1

2

1

x
xxD

x
xxD

x
xxD

























                                                          

 

yazılabilir. 

                                                                                                             

Yukardaki örneklerden genellikle kesirli integrallerin hesaplanmasının kolay olduğu 

görülür. Ancak bu doğru değildir. Gerçekten, bazı kesirli integralleri; üslü ifadeler, 

sinüs ve cosinüs gibi elementer fonksiyonlar bile büyük işlevsel fonksiyonlara yol 

açabilir. Şimdi bunlarla ilgili olarak aşağıdaki örnekler verilebilir. 
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a  sabit olmak üzere,    atetf   fonksiyonu ele alınsın. (1.21) tanımı kullanarak, 

 

 
  0,

1 1

0







 


 dyeyteD ay

t

at
                                              (1.31) 

 

yazılır. Burada  ytx    dönüşümü yapılırsa, (1.31) ifadesi 

 

 
0,1

0




 

 


 dxex
e

eD ax

tat
at

                                                 (1.32) 

 

olur. Açıkça, (1.32) ifadesi bir elementer fonksiyon değildir. (1.19) ve (1.20) Mellin-

Ross fonksiyonlar cinsinden (1.32) ifadesi 

 

                                            atEtaEeD t

at

1,1, 

  
                                                       

 

şeklinde yazılabilir. Benzer olarak, kesirli integrallerin tanımının direk uygulamasıyla 

ve bazı değişken değiştirmelerle, aşağıdaki sonuçlar verilebilir: 

 

                                

 
 

    

 
 

     ,0Re,,sin
1

sin

0Re,,cos
1

cos

1

0

1

0





























aSdyytayatD

aCdyytayatD

t

t

t

t

                                                      

 

Özellikle,  
2

1   alırsak  

 

                         ,
2



at
x            dttxsdttxc

xx

2

0

2

0

sin  vecos                                                             

  

olmak üzere, 
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 

          atxsatxc
a

aCatD

atErfeaaEeD

t

at

t

at

sincos
2

,
2

1
cos

,
2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

























                                                          

 

                                     atxsatxc
a

aSatD t cossin
2

,
2

1
sin2

1












                                                          

 

yazılır. Bazı durumlarda, diğer trigonometrik fonksiyonların kesirli integrallerinin 

hesaplaması için basit trigonometrik özdeşlikler kullanılır. Örneğin, 

 

                                         xxx 22 sin211cos22cos                                                            

 

için 

 

                           

Dcos2
at t

21


1
2

C t, 2a

Dsin2
at t

21


1
2

C t, 2a
                                                          

 

yazılır. 

Daha çok kesirli integraller Riemann versiyonu 

 

                                    
 

   dxxfxttfD

t

c

xc

11  


 



                                                         

 

ve Liouville versiyonuda 

 

                                
 

   dxxfxttfD

t

x

11 





 


 



                                                  

  

ile gösterilir.  0c   için 
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                                
 

   dxxfxttfD

t

x

1

0

0

1  


 



                                               

 

ifadesine Riemann-Liouville kesirli integrali denir.     ve     skaler sayıları için 

 

                                                     tDgtDftgtfD                                                   

 

olduğu kolayca gösterilir. Benzer olarak kesirli integraller de lineerlik özelliği kolayca 

gösterilebilir. 

Kesirli integrallerinin elde edilişi için farklı bir yöntem olarak aşağıdaki şekilde de elde 

edilebilir. Bunun için n  tane integrali alarak 

 

   dttfdxdxdxtfD
nx

c

x

c

x

c

x

c

n

xc 



121

...321                                            (1.33) 

 

şeklinde yazılsın. (1.33) deki  f   fonksiyonu  bx    için   bc,   üzerinde sürekli olduğu 

kabul edilsin. (1.33) ifadesi   txK n ,  ,  xn,   ve  t   in bir fonksiyonu olan bir çekirdek 

olmak üzere 

 

   dttftxKn

x

c

,                                                                        (1.34) 

 

şeklinde bir tek integral olarak yazılabilir.  n   tam sayı olmadığında bile   txK n ,   

anlamlı fonksiyon olacağı gösterilsin. Böylece,  0Re    tüm     için   tfDxc

 ’i 

 

                                         dttftxKtfD

x

c

xc ,





                                                  

 

şeklinde tanımlansın. 

Şimdi bunları ispatlamak için  bx    olmak üzere   txG ,  ,     bcbc ,,    üzerinde 

sürekli ise 
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                                          111 ,,
1

dxtxGdtdttxGdx

x

t

x

c

x

c

x

c

                                                    

 

 

yazılabilir. Özel olarak     tftxG ,1   ise 

 

                                    



c

x

dx 1 

c

x1

ftdt 

c

x

ftdt

t

x

dx 1



c

x

x tftdt

                                                 

 

yazılır. Böylece iki integral bir tek integrale dönüşmüş olur. 3n   ise bu durumda 

 

                                          











 

 dttftxdxtfD

x

c

x

c

xc 11

3
1

                                                 

 

olur. Benzer işlemler altında 

 

                                     

     

 
 dttf

tx

dxtxdttftfD

x

c

x

t

x

c

xc

2

2

11

3











                                                 

 

olacaktır. Dolayısıyla bu işlem  n  kez uygulandığında (1.33) ifadesi  

 

                                           
 
 !1

,

1








n

tx
txK

n

n                                                   

 

olmak üzere (1.34) indirgenmiş olacaktır. Böylece 

 

 

 
 

   dttftx
n

tfD
n

x

c

n

xc

11  


                                                 (1.35) 

 



22 

 

olarak yazılır. (1.35) ifadesinin sağ taraf sıfırdan büyük her  n   reel sayısı için anlamlı 

olacağından   ci mertebeden  f ’nin kesirli integralini 

 

                                     
 

    ,
1 1

dttftxtfD

x

c

xc

 


 



   0Re                                 

 

yazabiliriz. 

Şimdi lineer diferansiyel denklemler teorisindeki yaklaşımlar yöntemiyle kesirli 

integralini yeniden elde edilsin. Bunun için   xPi   bir  I   aralığında sürekli 

fonksiyonlar olmak üzere 

 

    01

1 ... DxPDxPDL n

nn  
                                                 (1.36) 

 

 

lineer diferansiyel operatörü ele alınsın. Bu durumda  f , I  aralığında sürekli ve  C ,  

I   da keyfi bir nokta ise 

 

   

  10,0 



nkcyD

xfxLy

k

                                                 (1.37) 

 

lineer diferansiyel sistemini göz önüne alınsın. (1.37) denkleminin  Ix   için bir tek 

çözümünün  LH ,   ile ilgili bir taraflı Green fonksiyonu olmak üzere 

 

       dfxHxy

x

c

,                                                  (1.38) 

 

verilsin. 

  0xLy   homojen denkleminin herhangi temel çözüm kümesi      xx n ,...,1   ise  

H   Green fonksiyonu 
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                      
 

 

     

     
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
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21
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1
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............
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1
,






                                                   

 

yazılır. Burada  W   Wronskian determinant olup 

 

 

                                         

     
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





n

nnn

n

n

n

n

DDD

DDD

DDD

W

1

2

1

1

1

2

2

1

2

21

21

...

............
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...
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

                                                   

 

 

dır. Şimdi kabul edilsin ki  L , n -inci mertebeden bir operatör olsun. Yani 

 

                                                                 
nDL                                                   

 

olsun. Bu durumda (1.37) denklemi 

 

   

  10,0 



nkcyD

xfxyD

k

n

                                                 (1.39) 

 

ve   12 ,...,,,1 nxxx   de    0xyD n   denkleminin temel çözüm kümesidir. Böylece  

 ,xH   bir taraflı Green fonksiyonu olarak  
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 

 
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 !1...000

...............
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W
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olur.   W   Wronski determinant ise 

 

 

                                  
 

  

 !1...000

...............

21...200

1...210

...1

3

2

12







 





n

nn

n

W n

n

n







                                      

 

dır. Buradan kolayca görülür ki Wronski determinant     den bağımsız olup  

 

                                                           !!1!
1

0






nkW
n

k

                                      

 

olur.   ,xH ; x ’in,  1n -inci  dereceden bir polinomu olarak yazılabilir. Bu 

fonksiyonun katsayıları 

 

                                                
 
 

    
 !1

1
!!21

!!1

1 1
1






 


n
n

n

n
n

                                      

 

dır. Ancak direk bir hesaplamayla   2,..,1,0  nk   için  

 

 

                                                            0, 






xk

k

xH
x

                                      

 

dır. Böylece 

 
 

  1

!1

1
,







n
x

n
xH                                                    (1.40) 

 

olur. (1.38) ve (1.39) dan 
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n

xy
n

x
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1 
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
                                       (1.41) 
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yazılır. f , y ’nin  n ci türevi olduğu için (1.41) ifadesini f ’in  n ci integrali olarak 

 

   
 

   dttftx
n

tfDxy
n

x

c

n 11  


                                       (1.42) 

 

yazılır. (1.42)  ifadesinin sağ tarafı   n , pozitif tam sayı ve  0Re n   içinde anlamlıdır. 

 Dolayısıyla elementer Laplace dönüşümünden biliyoruz ki (1.39) denklemi   sY   ve 

 sF ,  ty  ve  tf  in Laplace dönüşümleri olmak üzere  

 

                                                                      sFsYsn                                        

 

yazılır. Böylece 

 

                                                                        sFssY n                                      

 

olup konvolüsyon teoremi yardımıyla 

 

                                               
 

     dft
n

ty
n

t
1

0

1 



                                       

 

bulunur. Burada tekrar Riemann-Liouville kesirli integralini elde etmiş oluruz. 

 

Kesirli Türev 

 
dx

dD    türev operatörü ise  Zn   için   xfD n ,   xf   in  n ci mertebeden türevi 

olarak bilinir. Bununla birlikte, n  pozitif tam sayı değilse  0Re    için  D   sembolü 

kullanılacaktır. 

Kabul edelim ki  0Re    olsun.  n ,  Re  dan büyük en küçük tam sayı ve    n   

olsun. Bu durumda  1Re0  v   dır.  0x   için   ci mertebeden   xf   in kesirli 

türevini 

 

    xfDDxfD xc

n

xcxc

                                                      (1.43) 
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olarak tanımlanacaktır. 

Örneğin,  0c   ve  1   için    xxf    ise (1.43) ifadesinde  

 

    xDDxfD x

n

xx

 000                                                      (1.44) 

 

olur. O halde ilk olarak  0x ,  0Re    için 
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                                              (1.45) 

 

dır. Böylece (1.44) de yerine yazılırsa 
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bulunur.    n   olduğundan (1.46) ifadesi 

 

 
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1
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 xxDx    0,0Re  x                     (1.47) 

 

yazılır. (1.45) ve (1.47) karşılaştırıldığında  ,1  0x   ve herhangi bir  u   için 
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olarak yazabiliriz. 

Şimdi (1.43) kesirli türevin varlığı sorusuna geri dönülsün. 

 

 
 

   dttftxxfD

x

c

xc

11  


 
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                                          (1.49) 

 

Riemann kesirli integrali  0Re    ve  f   parçalı sürekli ise vardır.  Bununla birlikte, 

bu kesirli türevin varlığını garanti etmek için yeterli değildir.  Örneğin, f  sürekli ancak 

türevli olmasın (Weierstrass tipindeki fonksiyonlar gibi) ve  1   olsun. Bu durumda 

 

                                                    dttfxfD

x

c

xc 
1                                      

 

dır.  1   ise  2n   (   n   olduğundan) ve (1.43) den  

 

                                             xDfdttfDxfDDxfD

x

c

xcxcxc  
 2121                                      

 

olur. Ancak hipotezden   xf   türevlenemezdir. 

Diğer yandan,  ,f  n inci  mertebeden sürekli türevlere sahip ise (1.43) ifadesi  0x   

için vardır. 

Bu iddiayı ispat etmek için (1.49) ifadesinde  


 1   olmak üzere 

 

yxt                                                                      (1.50) 

 

değişken değiştirmesi yapılsın. O halde (1.49) ifadesi 

 

                                             
 

 

 dyyxfxfD

cx

xc









 





0
1

1
                                      

 

 

olarak yazılır. Buradan da   xfD n   sürekli olarak kabul edildiğinde  cx    için 
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           
 

 
 

 

 dyyxf
x

cx
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cfD
xfDD

n

ncx
kn

k

k

xc

n

c
















 










00 1

1

1
                                      

 

vardır. 

1.2. GENEL KAVRAMLAR 

Tanım 1.2.1. (Konveks Küme) L  bir lineer uzay  LA   ve  Ayx ,   keyfi olmak 

üzere 

   AyxzLzB  10     ,1:   

 

ise  A   kümesine konveks küme denir. Eğer  Bz   ise   yxz   1   eşitliğinde  

x   ve  y ' nin katsayıları  için    11     bağıntısı her zaman doğrudur. Bu sebeple 

konveks küme tanımındaki   1 ,    yerine  1    şartını sağlayan ve negatif 

olmayan   ,   reel sayılarını alabiliriz. Geometrik olarak  B   kümesi uç noktaları  x   

ve  y   olan bir doğru parçasıdır. Bu durumda sezgisel olarak konveks küme, boş 

olmayan ve herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasını ihtiva eden kümedir 

(Bayraktar 2000). 

 

  

                                             Şekil 1.1. Konveks Küme 

 

                                       Şekil 1.2. Konveks Olmayan Küme 
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Tanım 1.2.2. ( J -Konveks Fonksiyon) I , R 'de bir aralık ve RIf :  bir 

fonksiyon olmak üzere her  Iyx ,   için  

 

   
22

yfxfyx
f










 
 

 

şartını sağlayan  f   fonksiyonuna  I   üzerinde Jensen anlamında konveks veya  J  

konveks fonksiyon denir (Mitrinović 1970). 

 

Tanım 1.2.3. (Kesin J -Konveks Fonksiyon) I , R 'de bir aralık ve RIf :  bir 

fonksiyon olmak üzere her  Iyx ,  ve yx    için  

 

   
22

yfxfyx
f










 
 

oluyorsa  f   fonksiyonuna  I   üzerinde kesin  J  konveks fonksiyon denir. 

(Mitrinović 1970). 

 

Tanım 1.2.4. (Konveks Fonksiyon) I , R 'de bir aralık ve RIf :  bir fonksiyon 

olmak üzere her  Iyx ,  ve  1,0  için  

 

          yfxfyxf   11                                      (1.51) 

 

 

şartını sağlayan  f   fonksiyonuna  konveks fonksiyon denir. Eğer (1.51) eşitsizliği 

yx   ve  1,0  için kesin ise bu durumda  f   fonksiyonuna  kesin konvekstir denir.  

(Pečarić 1992). 

I   üzerinde tanımlı bir f   fonksiyonunun kesin konveksliğinin geometrik anlamı  

  afa,   ve    bfb,   noktalarını içeren  I   üzerindeki doğru parçasının  f 'nin 

grafiğinin üst kısımda yer almasıdır. (Bakınız Şekil 1.3) 
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                            Şekil 1.3. Aralık Üzerinde Konveks Fonksiyon 

 

Tanım 1.2.5.  nnE RR :  bir operatör olmak üzere her Myx , ve  1,0  için 

 

  MEE yx   1  

 

oluyorsa  nM R   kümesine  E   konveks küme denir. (Youness 1999). 

 

Önerme 1.2.1. Her nM R  konveks kümesi E konvekstir. nnE RR:   özdeş 

operatörü verildiğinde ispat açıktır. 

 

Tanım 1.2.6. nnE RR :  bir operatör olmak üzere her Myx , ve  1,0,   için 

 

     MEyEx yx   1  

 

oluyorsa  nM R   kümesine güçlü E konveks küme denir. (Youness ve Emam 

2005). 

 

Önerme 1.2.2. )(ME  kümesi konveks ve MME )( olsun. Bu durumda, M kümesi 

E konvekstir. 
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İspat. Varsayılsın ki Myx ,  olsun. Bu durumda,   )()(, MEyExE   dir. )(ME nin 

konveksliğinden her bir 10    için 

 

MMEyExE  )()()()1(   

elde edilir. O halde,  M   kümesi E  konvekstir. 

E  konveks olup konveks olmayan kümelere örnek verilebilir, Önerme 1.2.2 için bir 

örnek verilebilir. 

 

Örnek 1.2.1. 22: RR E  fonksiyonu    yyxE ,0,   olarak verilsin. Bu durumda, 

0,, 321   ile 13
1   ii   olmak üzere M  kümesi 

 

     

          

          1,23,00,0,:,

3,01,20,0,:,

321

2

321

2









yxyx

yxyxM

R

R
 

 

                                                  Şekil 1.4. Örnek Çizim 

 

şeklinde tanımlansın. O halde M  kümesi E konvekstir. Fakat konveks değildir. 
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Örnek 1.2.2. 22: RR E  fonksiyonu    3/43/,3/3/2, xyxyyxE   olacak 

şekilde tanımlı olsun. Örnek 1.2.1 de verilen M  kümesi göz önüne alınırsa MME )(  

dir. Ayrıca bu küme konveks fakat  E konveks değildir. Çünkü 10    için 

 

    MEE  )1,2(13,0   

dir. (bkz Şekil 1.4) 

 

Tanım 1.2.7. M , E konveks bir küme ve  M   üzerinde  nnE RR :   bir operatör 

olmak üzere her  Myx ,   ve   1,0   için  

 

        
yxyx EfEfEEf   11  

 

oluyorsa  RR  nM   fonksiyonuna E   konveks fonksiyon denir (Youness 1999). 

 

Uyarı 1.2.1. Her konveks fonksiyon M  konveks küme üzerinde, E konveks 

fonksiyondur. Burada E  nin özdeş fonksiyon olarak alınması yeterlidir.  

 

Örnek 1.2.3. 
nM R  olacak şekilde 

 

               1,23,00,0,:, 321

2 aaayxyxM  R  

0ia   verilsin. 13
1   ii a  ve    yyxE ,0,    olacak şekilde 22: RR E  

fonksiyonu tanımlı olsun. Bu fonksiyon RR 2:f  ile tanımlı 

 










ise,   1  ,

ise,   1  ,
),(

3

3

yxy

yx
yxf  

M  üzerinde E  konvekstir. Fakat konveks değildir. 

 

Teorem 1.2.1. (Hermite-Hadamard Eşitsizliği) I , R 'de bir aralık, Iba ,  ve ba   
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olmak üzere RR If :  konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde  

 

   
   

2

1

2

bfaf
dxxf

ab

ba
f

b

a













 
                                      (1.52) 

 

olur  (Pečarić 1992). 

 

Teorem 1.2.2. (Hölder Eşitsizliği)   naaa ,...,1  ve  nbbb ,...,1  reel veya kompleks 

sayıların iki n lisi olsun. Bu takdirde  

 

                                                        1
11


qp
                                      

olmak üzere 

(a) 1p  ise, 

                                         ,

1

1

1

11

qqn

k

k

ppn

k

k

n

k

kk baba



























 



                                        

 

(b) 0p  veya 0q  ise, 

                                         
qqn

k

k

ppn

k

k

n

k

kk baba

1

1

1

11



























 



                                        

 

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitronović 1970). 

 

Teorem 1.2.3. (İntegraller İçin Hölder Eşitsizliği) 1p ve 1
11


qp
 olsun. f  ve ,g  

 ba,  aralığında tanımlı reel fonksiyonlar,  
p

f  ve 
q

g ,  ba,  aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise 

                                         

                                                  



























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q
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p
dxxgdxxfdxxgxf
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eşitsizliği geçerlidir  (Mitronović 1970). 

Benzer şekilde iki katlı integraller için Hölder eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

 

         




























b

a

qb

a

q
b

a

pb

a

p
b

a

b

a

dxdyyxgdydxyxfdxdyyxgyxf .,,,,

11

 

 

Ayrıca Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan power mean eşitsizliği de aşağıdaki gibi 

ifade edilir. 

 

Sonuç 1.2.1. (Power Mean Eşitsizliği) 1q olsun. f ve ,g   ba,  aralığında tanımlı reel 

fonksiyonlar,  f  ve 
q

g ,  ba,  aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise 

 

           





























b

a

qb

a

q
qb

a

dxxgxfdxxfdxxgxf

11
1

 

 

eşitsizliği geçerlidir. 

Benzer şekilde, iki katlı integraller için power mean eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade 

edilebilir: 

           


























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
b

a

qb

a

q
b

a

qb
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b
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b
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dxdyyxgyxfdydxyxfdxdyyxgyxf .,,,,,

11
1

 

 

Reel sayılar için temel eşitsizliklerden bir tanesi de üçgen eşitsizliğidir. 

 

Teorem 1.2.4. (Üçgen Eşitsizliği İntegral Versiyonu) f ,   ba,  aralığında sürekli  reel 

değerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 

 

    

b

a

b

a

dxxfdxxf        ba   

 

eşitsizliği geçerlidir (Mitronović 1993). 
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Tanım 1.2.8. Bir RZ :f    fonksiyonu için,  ve  operatörleri her Zt  olmak 

üzere, 

 

                                             tftftf  1                                       

 

ve 

                                             1 tftftf ,                                      

 

şeklinde tanımlıdır. Hatırlatalım  ki     tftf 2  dir. 

 

Tanım 1.2.9.  , Gamma fonksiyonudur ve falling faktöriyel  

 

                                            
   

 







1

1

t

t
t                                       

 

olarak tanımlıdır.  ,...,...,1,01 kt    olduğunu varsayarsak, bu durumda 

  0t dır ve R,s olmak üzere aşağıdaki özdeşlikler sağlanır. 

 i    1  
  

 ii  
1


 ss  

 iii      sss 
1   

 dır (Atıcı ve Eloe 2007). 

 

Tanım 1.2.10. ( . Nabla Kesirli Toplamı) R \ 0,1,2...,   den 

 

 
  
 

 











t

as

a sf
st

tf






1

 

 

dır (Atıcı ve Eloe 2007). 

 

Tanım 1.2.11. ( . Delta Kesirli Toplamı) R \ 0,1,2...,   den 
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 
   

 
 
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






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b

ts

b sf
ts

tf








1

 

 

dır (Atıcı ve Eloe 2007). 

 

Tanım 1.2.12.  , reel bir sayı olsun. Bu durumda Rt \ 0,1,2...,   ve 00   dan 

 

 
 t

t
t






  

 

ifadesi t  in  rising olarak bilinir (Atıcı ve Eloe 2007). 

 

Teorem 1.2.6. (Ortalama Değer Teoremi) f ,   ba,  aralığında sürekli  ve  ba,  açık 

aralığında diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise, 

 

 
   

ab

afbf
cf




'

 

 

olacak şekilde  ba,  aralığında en az bir c sayısı vardır. 

 

Teorem 1.2.7. ( T  üzerinde Ortalama Değer Teoremi) f ,   ba,  aralığında sürekli  ve 

 ba,  üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde  ba,,   varsa 

 

 
   

   



 f

ab

afbf
f  

 

ifadesi sağlanır (Bohner ve Peterson 2001). 
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2. KESİRLİ İNTEGRAL 

2.1. RİEMANN-LİOUVİLLE KESİRLİ İNTEGRALİ 

Birinci kısımdaki açıklamalardan sonra, kesirli integral kavramı, kesirli analizin 

matematiksel gelişimi ile başlar. Fonksiyonların sınıfını dikkatlice belirleyen bu 

operatör fonksiyoneller için Riemann-Liouville kesirli integrallerin resmi bir tanımı ile 

başlamıştır. Çok sayıda örnekler, bazı önemsiz ve çok temel olmayan ifadeler verilmiş 

ve tartışılmıştır. Bu analiz   aEt ,  ,  aCt ,   ve   aS t ,   gibi bazı yeni fonksiyonlar, 

fonksiyonel hesabı ve kısmi diferansiyel denklemlerde önemli bir rol oynamaktadır. (Bu 

fonksiyonların bazı özellikleri de ayrıntılı olarak verilecektir.) 

Bazı teknikler daha karmaşık fonksiyonların kesirli integrallerinin hesaplanmasında 

kolaylık sağlamıştır. İleri ki bölümlerde Dirichlet formulü ve bunun sonuçları ile bazı 

analizleri düşünülür. En önemlisi kesirli integraller için üslü ifade kuralının 

kullanılmasıdır. Yani, tüm ve pozitif sayısı için     
m

ttt DDD 00   gösterilecektir. 

Ayrıca bu özellik elementer olmayan fonksiyonların kesirli integrallerini elde etmek için 

kullanılacaktır. 

 

Kesirli İntegralin Tanımı 

Daha önce belirttiğimiz gibi amacımız Riemann-Liouville kesirli integralini çeşitli 

yönleriyle araştırmaktadır. 

x   pozitif bir sayı ve  f  de   x,0   de sürekli olsun. Bu durumda  1   ise   xt ,0   

için 

 

    


dft

t
1

0


                                                    (2.1) 

 

Riemann integrali olarak vardır. Elbette (2.1) daha genel sonuçlar altında var olacaktır. 

Örneğin, f ,  x,0  üzerinde sürekli ve 1Re0    ise orjinin bir komşuluğunda 
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01    için t  gibi davranıyorsa (2.1) genelleşmiş Riemann integrali vardır. 

Bununla birlikte aşağıdaki tanım bizim amacımız için yeterince geniştir. 

 

Tanım 2.1.1. 0Re   ve f ,  


,0J  aralığında  parçalı sürekli ve   ,0J ’un 

herhangi sonlu alt aralığında integrallenebilir olsun. Bu durumda, 0t  için  f ’in    

i mertebeden kesirli integrali 

 

 
 

    


 dfttfD

t

t

1

0

0

1  


                                       (2.2) 

 

ile tanımlanır.  

Bu tanımdan  bahsedilsin. Yukarıda ifade edildiği gibi eğer  1Re0     ise (2.2) bir 

genelleşmiş integraldir. Orjinin bir komşuluğunda ( 01    )  t   veya  tln   gibi 

davranan fonksiyonları karşılamak için  f ’in   


,0J   aralığında sadece parçalı 

sürekli olması gerekir. Tanımda tanımlanan fonksiyonların sınıfı  C   ile gösterilecektir. 

Örneğin,  1  ,  ta 0  ,    
attf    gibi fonksiyonlar bu  C   sınıfına girecek 

şekilde genişletilebilir. Yine bir örnek olarak,  1  ,    ttf    ise bu durumda 

 

 

 
 

0,
1

1
0 




  tttDt







                                        (2.3) 

 

dır. 

 Re   negatif olabileceğinden, kesirli integralin tanımından  0t   uyarısının neden 

önemli olduğu örnekte görülür. (Elbette,  0   ise (2.3) ifadesi  J  de süreklidir) 

Kesirli hesap ile ilgili olmayan küçük matematiksel komplikasyonları önlemek için ve 

genellikle daha az hatayla pratik olması açısından     reel olarak kabul edilecektir. 

Zaman zaman  0  yerine formüllerde sadece 0Re   geçerli olduğunu göstereceğiz. 

(2.2) ifadesi Stieltijes integrali olarak  
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                                                    
 

   


 dftfD

t

t 


0

0
1

1
                                     

 

yazılır. Burada 

 

     t                                                      (2.4) 

 

 t,0   üzerinde monoton artan fonksiyondur.  f ,   t,0   sürekli ise birinci ortalama 

değer teoreminden bazı   tx ,0   için 

 

                                                                   ttfdf

t


0

                                      

 

olur. Böylece 

 

  0 lim 0
0




tfDt

t

                                                      (2.5) 

 

dır. Eğer f  sürekli değilse, (2.5) in doğru olması gerekmez. Gerçekten, 0 ,  1   

için (2.3) ifadesinden  

 

                                                     


















0,           

0,1

0,            0

 lim 0
0






 tDt

t
                                      

 

dır. 

Ayrıca, (2.3) ifadesinden f ’in sürekli olması bile 0t  da  tfDt


0 ’nin 

diferansiyellenebilirliğini garanti etmez. (Örneğin,  0   ve  1   olsun) 

Zaman zaman  C ’in bazı alt sınıflarını dikkate almak uygun olabilir. Örneğin daha 

sonraki bölümlerde  t  analitik ve 1  olmak üzere  tt   şeklindeki fonksiyonlar 

içeren bir fonksiyonlar sınıfı tanımlanacaktır. Böyle durumlarda f  üslü mertebeden 
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olması gerekir. Esas olarak (2.2) ifadesindeki integrali ele almaktan daha önce yapıldığı 

gibi  
tD0   üzerinde indisleri  0   ile  t   arasındaki indisleri kaldırarak basitleştireceğiz. 

Kesirli İntegrallerin Bazı Örnekleri 

Kesirli integrallerin teorik analizine girişmeden önce bir kaç elementer fonksiyonun 

kesirli integrali hesaplanılsın. (2.3) ifadesinde 

 

 
 

,
1

1 



 




 ttD    0,1,0  t                      (2.6) 

 

olduğunu göstermiştik. Özellikle, 0  ise sabit K  nın  i mertebeden kesirli 

integrali 

 

 
,

1




t

K
KD




   0                                             (2.7) 

dır. 

a  sabit olmak üzere   atetf    fonksiyonu ele alınsın.  C,ate   sınıfında olduğu 

aşikardır. O halde, 

 

 
  ,

1 1

0




 deteD a

t

at  


        0                                (2.8) 

 

dır. (2.8) ifadesinde   tx   değişken değiştirmesi yapılırsa, 

 

 
,1

0

dxex
e

eD ax

tat
at 


 


   0                                       (2.9) 

 

olur. Açıkça, (2.9) bir elementer fonksiyon değildir. Ancak tam olmayan gamma 

fonksiyonu olarak bilinen işlevsel bir fonksiyon ile ilgilidir. 0Re   için  t,    

gamma fonksiyonu 
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 
 




 


de

t
t

t




 1

0

1
,                                              (2.10) 

 

olarak tanımlanabilir. Böylece (2.9) ifadesini 

 

 

 ateteD atat ,                                                         (2.11) 

 

olarak yazabiliriz. 

(2.11) ifadesinin sağ tarafı üstel ifadenin kesirli integrali olduğundan, bu fonksiyon 

kesirli hesaplamalarda ortaya çıkması şaşırtıcı olmayacaktır. O halde   aEt ,  

 

   atetaE at

t ,,                                                    (2.12) 

 

olarak tanımlanır. 

Kesirli integralin tanımının direk uygulanmasından 

 

 
  ,cos

1
cos 1

0




 dtaatD

t




 

     0                                  (2.13) 

 

ve 

 
 

  ,sin
1

sin 1

0




 dtaatD

t




 

    0                                    (2.14) 

 

yazılır. (2.13) ve (2.14) ifadelerinin sağ taraflarını sırasıyla,   aCt ,   ve   aSt ,   

olarak tanımlanır. Böylece (2.12), (2.13) ve (2.14) den  0   için 

 

 

 

 aSatD

aCatD

aEeD

t

t

t

at

,sin

,cos

,

























                                                      (2.15) 
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şeklinde formulize  edilebilir. Özel olarak , 
2
1   için   xErf   hata fonksiyonu olmak 

üzere  


at
x

2
   ve   xc   ve   xs   sıklık integralleri olmak üzere 

 

        xsatxcat
a

aCatD t sincos
2

,
2

1
cos2

1












                           (2.16) 

 

ve 

 

        xsatxcat
a

aSatD t cossin
2

,
2

1
sin2

1












                            (2.17) 

 

yazılır. Diğer yandan, 

 

 

 
  !1234

1

sin

34

0

2

0













nn

x

dttxs

n
n

n

x

                   ve                 

 

 
  !214

1

cos

14

0

2

0

nn

x

dttxc

n
n

n

x












 

 

 

                                                        
a

dxx aaa 2
1

0

sin
sin






                                       

 

trigonometrik fonksiyonların kesirli integrallerini hesaplamak için bazı basit 

trigonometrik özdeşliklerden yararlanılır. Örneğin, 

 

                                             22 sin211cos22cos                                        

 

dan, 

 
 aC

t
atD t 2,

2

1

12
cos 2 




 




                                     (2.18) 

 

ve 
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 
 aC

t
atD t 2,

2

1

12
sin 2 




 


                                      (2.19) 

 

bulunur. Şimdi  0 ta   için     tatf    fonksiyonu ele alınsın.  Cf    olup 

tanımdan 

 

 
 

    


 dattaD

t








1

0

1
                                     (2.20) 

 

yazılır. (2.20) integralinde  









a

t
x   dönüşümü yapılırsa, 

 

                                      
 

 
  dxxx

ta
taD

a

t

11

0

1




 



 







                                     

 

elde edilir. Ancak sağdaki integral tam olmayan beta fonksiyonu olup 

 

      
 

   


 





a

tBtataD
1

                                 (2.21) 

 

 

yazılır. Özel olarak  1a  ,  
2
1   ve  

2
1   alırsak, direk integralde 

 

,
1

1
ln

1

1

1
2

1

t

t

t
D











   10  t                                       (2.22) 

 

bulunur. Şimdi,   xxf ln  fonksiyonu ele alınsın. Cf    olup   i mertebeden 

kesirli integrali 

                                           
 

  ,ln
1

ln
1

0




 dttD

t
 


     0                                    
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dır. Burada  tx   değişken değiştirmesi yapılırsa, 

 

   
  xdxx

t
t

t
tD ln1ln

1
ln

1
1

0

 





 






                           (2.23) 

 

olur.   beta fonksiyonu ve  F   digamma fonksiyonu olmak üzere 

 

        

   
 
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
















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





 ln 

,ln1
11

1

0

x

x
x

dx

d
xF

FFBxdxxx 


                                      (2.24) 

 

dır. Böylece  (2.24) de  1   alırsak,    Euler sabiti olmak üzere 

 

 

 
  1ln

1
ln 


 




 Ft

t
tD                                      (2.25) 

 

elde edilir. Özel olarak  
2
1   ise,    4ln2

2
3  F   ve  

 

 24ln
2

ln
2
1

2
1




t
t

tD


                                                           (2.26) 

 

olur. 

Şimdi,    tetf
1

   fonksiyonu göz önüne alınsın. Bu fonksiyon  0t   da analitik 

değildir.  1  ,    t

a

ettf


    şeklinde daha genel bir fonksiyonun kesirli integrali 

hesaplansın. Tanımda,  0   ve  0t   için 

 

                                               
 

  


 detetD
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


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1
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olur.  
1


x

t
   değişken değiştirmesi yapılırsa,  0  ,  1  ,  0t   için 

                                        

D te


a
t 

1



0



x1
1x1e

a
t dx

                                     

 

dır. (Kummer fonksiyonu) 

Bir  f   fonksiyonunun kesirli integralini hesaplamak için genelde 

 

    ,
1

0




dft

t


    0                                                (2.27) 

 

integralini hesaplayabilme yeteneğine bağlıdır. Ancak, (2.27) deki    1



t   çekirdeğin 

doğasından dolayı en az çaba ile fonksiyonlarının büyük bir sınıfının kesirli integralini 

hesaplamak için bize imkan verecek bazı analitik teknikler geliştirilmesi için yardımı 

olur. Şimdi böyle bir teknik ele alınsın. 

f   in kesirli integralindeki   tf   fonksiyonunun  t   kez olan integral kuvvetinin kesirli 

integralini ifade edecek bir sistem oluşturalım, yani 

 

   aEatEteD tt

at ,1,  
                                            (2.28) 

 

olduğunu göstermeliyiz. 

Cf    ise kesirli integralin tanımından 

 

  
 

     0,
1 1

0







 


 dftttfD

t

                            (2.29) 

 

yazılır. (2.29) ifadesinde   f   yerine       ftt    alırsak, 

 

 

      tfDtftDttfD 1                                               (2.30) 
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elde edilir.    atetf    olması  halinde (2.30)  ifadesi (2.28) ifadesine dönüşür. Benzer 

olarak (2.30) ifadesinden 

 

                                       ,,1,cos aCatCattD t  
   0                                   

 

ve 

                                      ,,1,sin aSatSattD t  
   0                                     

 

bulunur. Dolayısıyla,  (2.30) ifadesini aşağıdaki şekilde genelleştirebiliriz.  Zp   ise 
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   0                             (2.31) 

 

vardır. Burada 
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ifadesini kullanırsak, 
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                      (2.32) 

 

elde edilir.  Zn   ise 

 

                              
 
 

 
 

 
  







 




















n

nz

zn

nz

nzn

z

n

z nn 1
1

!
1

1!

1
                                      

 

bağıntısı kullanılarak, (2.32) ifadesi 
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       tfDtD
k

tftD kpk
p

k

p 


















0

                                 (2.33) 

 

olarak elde edilir. 

Örneğin, 

                                      
 

     akEtk
k

p
etD t

kpk
p

k

atp ,1
1

0












 





 


                                       

 

bulunur. 

Teknikleri daha da geliştirerek daha karmaşık fonksiyonların kesirli integrallerini 

hesaplamamızda bize kolaylık sağlayacaktır. Örneğin,  0   ve  1   için 

 

                                                        aEED tt ,,                                         

 

olduğu gösterilsin. 

Şimdi,  integrasyonun alt sınırının sıfır olmadığında kesirli integraller için bir kaç örnek 

verilsin. f , ),[ c   üzerinde         tfDDtRtfD pp

p

     sınıfına ait bir 

fonksiyon olmak üzere 

 

 
 

    ,
1 1




 dfttfD

t

c

tc

 


     tc  0,0                     (2.34) 

 

olarak ele alınsın. O halde   xt  1   değişken değiştirmesi yapılırsa, (2.34) ifadesi  

t

ct 
   olmak üzere 

 
 

 dxtxtfx
t

tfDtc 


 


1

0







                                          (2.35) 

 

olur. Örneğin,  0c   ise  1   ve  0c   ise     keyfi olmak üzere    ttf    

fonksiyonu ele alınsın. Bu fonksiyon (2.35) da yerine yazarsak, 
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 

  dxxx
t

tDtc










 




 11

0

                                      

 

olur. Buradan da sağdaki integral tam olmayan beta fonksiyonu olduğundan 

 

 
 1, 





 





 B

t
tDtc                                                      (2.36) 

 

dır.  0c   ise (2.36) ifadesi (2.3) ifadesine dönüşür. 

Ayrıca (2.35) ifadesinden 

 

 

       

       aSacaCacatD

aSacaCacatD

aEeeD

ctcttc

ctcttc

ct

acat

tc

,cos,sinsin

,sin,coscos

,































                           (2.37) 

 

yazılır. 

 

2.2. AYRIK  KESİRLİ İNTEGRAL 

Bu bölümde, Ayrık Delta ve Ayrık Nabla integralleri hakkında temel tanım ve teoremler 

verilecektir. İlk olarak Ayrık Delta integralini vererek başlayacağız. 

 

Tanım 2.2.1. (Ayrık Delta İntegral)  RN af :  ve adc N,  olsun. Bu durumda,  

 

                                       











 







.,0

,
:

1

cd

cdtf
ttf

d

ct

d

c

         

dır. 

Şimdi de Ayrık Delta integrali için temel özelliklerini aşağıdaki teorem ile verilsin. 

  

Teorem 2.2.1. RN agf :,  ve adcb N,, ,  dcb   ve R  olsun. Bu 

durumda, 
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 i       

c

b

c

b

ttfttf ;  

 ii            

c

b

c

b

c

b

ttgttfttgtf ;  

 iii    

b

b

ttf ;0  

 iv          

d

b

c

b

d

c

ttfttfttf ;  

 v      

c

b

c

b

ttfttf ;  

 vi  Eğer 
c

bt N için      

t

b

ssftF :  ise 
1


c

bt N  için  

   tftF   

dir.  

 vii   1,...,1,  dcct  için     tgtf   ise 

    ttgttf

c

b

c

b

   

dir. 

 

Teorem 2.2.2. (Kısmi İntegrasyon) RN avu :,  verilmiş fonksiyonlar ve  

acb N, ,  cb   olsun. Bu durumda, 

             ttutvtvtuttvtu

c

b

c

b

c

b
    

ve 

             ttutvtvtuttvtu

c

b

c

b

c

b
    

dir. 

 

Tanım 2.2.2.  RN 
b

af :  olsun. 
1


b

at N   için    tftF   ise  tF  ye 
b

aN  de 

 tf  nin anti türevi denir. 
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Teorem 2.2.3. RN 
b

af : ,  tG , 
b

aN  de  tf  nin anti türevi ise     ctGtF   de 

 tf  nin bir genel anti türevidir. 

 

Teorem 2.2.4. c  keyfi bir sabit olmak üzere aşağıdakiler gerçeklenir:  

 i      ,
1

1 1
ct

n
tt

nn







   ;0Nn  

 ii      ,,sinh
1

,cosh cat
p

tat pp    ;1,0 p  

 iii      ,,cosh
1

,sinh cat
p

tat pp    ;1,0 p  

 iv      ,,sin
1

,cos cat
p

tat pp    ;,0 ip   

 v      ,,cos
1

,sin cat
p

tat pp    ;,0 ip   

 vi        ;,, 1 cathath nn  

 vii       ,
1

1 1
ct

r
tt

rr







   ;1r   

 viii  ,
1

c
r

t
t

r

t




















  

 ix  ,
1

c
t

tr
t

t

tr





















 
  

 

Tanım 2.2.3.  Eğer RN af :  ise 

 

    ctFttf   

 

dir. Buradan  c  keyfi bir sabittir. Buna  f in delta belirsiz integrali denir.  

 

Teorem 2.2.5. (İntegral Hesabın Temel Teoremi)  RN 
b

af : ,  tF ,  tf  nin 

b

aN  de herhangi bir antidifference olsun. Bu durumda, 

 



51 

 

         aFbFtFttFttf
b

a

b

a

b

a

   

dır. 

 

Teorem 2.2.6. RN af :  olsun. Bu durumda, 

 

 
 

       





t

a a

t

a

n

n

a

n ft
n

f
n1 1

.
!1

1
...... 11

1

112

 

  

 

dır. 

 

Tanım 2.2.4.  RN af :  ve ,0 ,N  aNN  1  olacak şekilde bir pozitif 

tamsayı olsun. Bu durumda,  üncü kesirli farkı  Nat N  olmak üzere 

 

     tftf
N

a

N

a

 
 :  

şeklinde tanımlanır. 

Bu durumda, herhangi bir 0N N  için, at N  olmak üzere 

 

       

   tftf

tftftf
N

a

a

NN

a

N

a








 0
:

 

 

dir. (Bohner ve Peterson 2001) 

Örnek. Tanım 2.2.4 ü kullanarak, 12
1

0  i hesaplayınız. 
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 


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



























2

3
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2
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2

2
111

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

0

1

0

1

0

t

t

t

t

t








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Teorem 2.2.7.  (Varlık-Teklik Teoremi) RN 0:, fq ,  0  ve ,ZN  

NN  1  olsun. Bu durumda, 

 

        0, N  ttfNtytqtyN 


                                                  (2.38) 

      10,  NiAity i                                            (2.39) 

 

başlangıç değer probleminin  NN   de bir tek çözümü vardır. Burada iA  ler 

10  Ni  de verilen sabitlerdir. 

 

Teorem 2.2.8.  (Kesirli Toplam Kuvvet Kuralı) ,0  0  olsun. Eğer at N  ise 

 at N  için 

 

 
 

 
  




 

 



 atata

1

1
                                    (2.40) 

 

dır. 

 

Teorem 2.2.9.  (Kesirli Farkta Kuvvet Kuralı)  RN af : ,  at N  için 

 

 
 

 
  




 

 



 atata

1

1
                                    (2.41) 

 

dır. Burada ,0  0 dır. 

 

Teorem 2.2.10.  (Kesirli Toplamların Birleşimi)  ,f  aN  da tanımlı olsun. ,    

pozitif sabitler olmak üzere  at N  için 

 

            tftftf aaaaa















                           (2.42) 

 

dır.  
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Şimdi de Ayrık Nabla integralinden bahsedilsin. 

 

Tanım 2.2.5. (Ayrık Nabla İntegral)  RN af :  ve adc N,  olsun. Bu durumda,  

 

                                        











 

 

.,0

,
:

1

cd

cdtf
ttf

d

ct

d

c

         

 

dır. 

Şimdi de Ayrık Nabla integrali için temel özellikleri bir teorem altında verilsin. 

 

Teorem 2.2.11. RN agf :,  ve adcb N,, ,  dcb   ve R  olsun. Bu 

durumda, 

 

 i       

c

b

c

b

ttfttf ;  

 ii            

c

b

c

b

c

b

ttgttfttgtf ;  

 iii    

b

b

ttf ;0  

 iv          

d

b

c

b

d

c

ttfttfttf ;  

 v      

c

b

c

b

ttfttf ;  

 vi  Eğer 
c

bt N için      

t

b

ssftF :  ise 
c

bt 1N  için  

   tftF   

dir.  

 vii   1,...,1,  dcct  için     tgtf   ise 

    ttgttf

c

b

c

b

   

dir. 
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Teorem 2.2.12. (Kısmi İntegrasyon) RN avu :,  verilmiş fonksiyonlar ve  

acb N, ,  cb   olsun. Bu durumda, 

             ttutvtvtuttvtu

c

b

c

b

c

b
    

ve 

             ttutvtvtuttvtu

c

b

c

b

c

b
    

dir. 

 

Tanım 2.2.6.  RN 
b

af :  olsun. 
b

at 1N   için    tftF   ise  tF  ye 
b

aN  de 

 tf  nin bir nabla anti türevi denir. 

 

Teorem 2.2.13.  Eğer RN 
b

af : ,  tG ,  tf  nin 
b

aN  deki bir nabla  anti türevi  ise 

    ctGtF   de  tf  nin bir genel nabla anti türevidir. 

 

Teorem 2.2.14. Aşağıdakiler integraller vardır. 

 

 i  ,
1

ct tt 


 


 




  ;1  

 ii      ,
1

1 1
ct

r
tt

rr







    ;1r  

 iii      ,,cosh
1

,sinh cat
p

tat pp    ;1r  

 iv      ,,
1

, catE
p

tatE pp    ;1,0p  

 v      ,,sinh
1

,cosh cat
p

tat pp    ;1,0 p  

 vi      ,,cosh
1

,sinh cat
p

tat pp    ;1,0 p  

 vii      ,,sin
1

,cos cat
p

tat pp    ;,0 ip   
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 viii      ,,cos
1

,sin cat
p

tat pp    ;,0 ip   

 

Teorem 2.2.15. (Nabla Analizin Temel Teoremi)  RN 
b

af : ,  tF ,  tf  nin 
b

aN  

de herhangi bir nabla anti türevi olsun. Bu durumda, 

 

                                 aFbFtFttFttf
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dır. 

 

Teorem 2.2.16. RN 1: af  verilmiş olsun. 1Nn  için 
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n  dir. 

 

Tanım 2.2.7.  Kesirli nabla integrali için RN 1: af  ve R  olsun. Bu durumda 
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t
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a   





,: 1  

dir. 

Örnek. Tanım 2.2.7 ü kullanarak 1


 a  i hesaplayınız. O halde, 
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dır.     
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3. BULGULAR  

Bu bölümde, üç alt başlık altında araştırmada elde edilen bazı bulgulara yer verilecektir. 

İlk olarak, kesirli integrallerden yararlanılarak kesirli integraller için Hermite-

Hadamard-Fejer tipli eşitsizliğe; ikinci olarak, kesirli integrallerden yararlanılarak  

 konveks fonksiyon için Hermite-Hadamard tipli eşitsizliğe; üçüncü olarak ise de 

öncelikle ayrık konveks tanımının  ardından ayrık bölge üzerinde Hermite-Hadamard 

tipli eşitsizlik ve sonunda ise ayrık bölge üzerinde ayrık kesirli integraller için Hermite-

Hadamard tipli eşitsizliği içeren tanım, teoremler ve ispatları verilmiştir.  

Şimdi bulgularımız için yararlanmış olduğumuz bazı lemma ve teoremler verilsin. 

Dragomir ve Agarwal (1998); (1.52) ifadesinin sağ kısmı ile alakalı aşağıdaki eşitliği 

ispatlamıştır. 

 

Lemma 3.1.  RRIf : , Iba ,   ile ba  olmak üzere f fonksiyonu I  

( I , I nın içi) üzerinde diferansiyellenebilir bölge içinde olsun.   baLf ,  ise, bu 

durumda  aşağıdaki eşitlik sağlanır. 
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











dtbttaft
ab

dxxf
ab

bfaf b

a

                                     (3.1) 

 

Şimdi de Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafı için bulunan ve (3.1) eşitliğinden 

yararlanılarak aşağıda ki teorem verildi. 

 

Teorem 3.1. RRIf : , Iba ,  ile ba   olmak üzere f fonksiyonu I  

( I , I nın içi) üzerinde diferansiyellenebilir bir bölge içinde olsun. f  ,  ba,  üzerinde 

konveks ise bu durumda,  
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   .)()(

8
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1

2
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bfaf
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dxxf

ab

bfaf b

a









                        (3.2) 

 

dır. (3.2) eşitsizliğine literatürde  trapezoid eşitsizlik adı verilir. Şimdi de benzer olarak 

literatürde  midpoint eşitsizliği olarak adlandırılan eşitsizlik aşağıda ki teoremde verildi. 

 

Teorem 3.2. RRIf : , Iba ,  ile ba   olmak üzere f fonksiyonu I  

( I , I nın içi) üzerinde diferansiyellenebilir bir bölge içinde olsun. f  ,  ba,  üzerinde 

konveks ise bu durumda,  
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                        (3.3) 

 

dır. 

Fejer (1906)  tarafından Hermite-Hadamard eşitsizliğinin ağırlıklı Fejer tipli eşitsizliği 

ispatlandı. Bu teorem aşağıda verildi.  

 

Teorem 3.3.   RR,: baf  fonksiyonu konveks fonksiyon ve    Rbaw ,:   

fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve  
2

ba
x


   ye göre simetrik 

(    xbawxw  ) olsun. Bu durumda, 
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f
2

1

2
         

                              

eşitsizliğine ağırlıklı Fejer tipli eşitsizlik adı verilir. 

Kırmacının (2004)  bulduğu lemma  aşağıda verilmiştir. 

 

Lemma 3.2. RR: If  fonksiyonu I ( I ; I nın içi) üzerinde diferan-

siyellenebilir ve Iba ,   ile  ba    olsun.   baLf ,'   ise, 
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                                     (1.21) 

 

ifadesi  sağlanır.  

Aşağıda ki verilen tanım sağ ve sol taraflı Riemann-Liouville kesirli integral tanımıdır. 

 

Tanım  3.1. ],[1 baLf   olsun. 0 ile 0a  olmak üzere fJ a


  ve fJ b


  ile verilen 

sağ ve sol Riemann-Liouville kesirli integralleri  sırasıyla 
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x
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



  ,)(
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1
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1
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şeklinde tanımlıdır. Burada )(  ifadesi Gamma fonksiyonu ve  

)()()( 00 xfxfJxfJ ba    dir. 

Şimdi de yüksek lisans tezimin son kısmı olan ve aynı zamanda indeksli bir dergide 

yayımlanmış çalışma içindeki lemma ve teorem verilsin. 

 

Lemma 3.3.    Rbaf ,:   ba   ile  ba,  aralığı üzerinde diferansiyellenebilir  bir  

bölge olsun.   baLf ,  ise, bu durumda kesirli integraller için aşağıdaki eşitsizlik 

sağlanır. 
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Teorem 3.4.   Rbaf ,:   ba 0  ile  baLf ,1  ve pozitif fonksiyon olsun. f , 

],[ ba  üzerinde konveks ise, bu durumda 0  ise kesirli integraller için aşağıdaki 

eşitsizlik sağlanır. 

 

  
 

     
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bfaf
afJbfJ
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


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 

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


                    (3.5) 

 

Sarıkaya ve arkadaşları (2013), ilk kez (3.3) de ki  Riemann-Liouville kesirli integralleri 

için Hermite-Hadamard tipli eşitsizliğini bulmuştur. 

konveks  fonksiyon Youness (1999) tarafından aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır. 

 

Tanım 3.2.    baba ,,: R   ve   Rbaf ,: fonksiyonu ],[ ba  üzerinde 

konveks  fonksiyon olsun. Her ],[, bayx   ve ]1,0[  için aşağıdaki eşitsizlik 

sağlanır. 

 

                                       )()1()())1(( yfxfyxf                                         

 

Yukarıdaki tanımda   xx   seçersek, bilinen konveks eşitsizlik tanımı elde edilir. 

Aşağıda ki verilen teorem konveks  fonksiyon için Hermite-Hadamard tipli 

eşitsizliktir. 

 

Teorem 3.5. ba  , Jba , , J  bir  aralık ve RJ:  sürekli artan fonksiyon  olsun. 

RRIf :  fonksiyonu  baI ,  üzerinde    -konveks fonksiyon, bu durumda 
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dır. 
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3. 1. HERMİTE-HADAMARD-FEJER TİPLİ EŞİTSİZLİK 

Bu çalışmada   amacımız  Riemann-Liouville kesirli integrali için Hermite-Hadamard-

Fejer  tipli eşitsizlikler elde etmek için bir özdeşlik verip, bu özdeşlik üzerine 

istediğimiz tipte yeni eşitsizlikler elde edilecektir. 

Şimdi yukarıda verilen çalışmalardan yararlanılarak bulunmuş olan lemma ve ispatı 

aşağıda verilsin.  

   Rbag ,:  sürekli fonksiyonu için    ,sup , xgg bat
  olsun. 

 

Lemma 3.1.1.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba, üzerinde diferansiyellenebilir ve  

  baLf ,'  , ba   olsun.   Rbag ,:  fonksiyonu integrallenebilirse, 0  için 
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dır. Burada  ,  gamma fonksiyonudur.  

İspat.  Kısalık için  (3.7) eşitliğinin sağ tarafına I  denilsin. Buradan, 
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yazılır. Bu durumda, kısmi integrasyon yardımıyla, 
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ve benzer şekilde, 

 

  

         

       

        dttftgtbat

ba
fdssgsbdssgas

dttfdssgsbdssgasI

b

ba

b

ba

b

ba

t

b

t

b

b

ba

11

2

1

2

1

2

11

2

2

2


























 









































                    (3.10) 

 

 

olur. Burada (3.9)  ve  (3.10) numaralı eşitlikleri toplayıp; (3.8) numaralı eşitlikte yerine 

yazılırsa, 
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elde edilir. (3.11) eşitliğini     ,
1

    ile çarptığımızda istenilen lemma yani (3.7) 

eşitliği elde edilir. 

 

Teorem 3.1.1.   Rbaf ,:   fonksiyonu  ba,  üzerinde diferansiyellenebilir ve  

  baLf ,'  , ba   olsun. 'f ,  ba,  aralığında konveks ve   Rbag ,:  
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dır. 

İspat.  Lemma 3.1.1 den yararlanarak,  
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yazılır. 'f ,  ba,    aralığında konveks olduğundan ve  bat ,  için 
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olup ve benzer şekilde 
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 (3.15) 

 

 

bulunur. Buradan da, (3.14) ve (3.15) ifadelerini toplayıp  (3.13) de yerleştirdiğimizde 

(3.12) eşitsizliği elde edilir. 
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3.2. KESİRLİ İNTEGRALLERDEN YARARLANILARAK  KONVEKS 

FONKSİYON İÇİN HERMİTE-HADAMARD TİPLİ  EŞİTSİZLİK 

Bu çalışmada   amacımız   -konveks fonksiyonlar  kullanılarak,  Riemann-Liouville 

kesirli integrali için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikleri vererek ve daha sonra yeni 

integral eşitsizlikleri elde etmek için önemli bir özdeşlik verilecektir. Bu özdeşlik 

yardımıyla önemli genelleştirmeler yapılacaktır. 

 

Teorem  3.2.1.    ba  , Jba ,   olmak üzere J  bir  aralık  ve RJ:   sürekli 

artan fonksiyon olsun. RRIf :  fonksiyonu  baI ,  üzerinde    -konveks 

fonksiyon olsun. Bu durumda  0  olmak üzere kesirli integraller için aşağıdaki 

eşitsizlik sağlanır. 
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İspat.  f , ],[ ba  üzerinde   -konveks fonksiyon ise, 
2

1 ile )](),([)(),( bayx    

olmak üzere   

 

  
         

22

yfxfyx
f

 








 
                                      (3.17) 

 

dır.      ,)1( btatx          btaty   )1(   olarak seçelim. O halde (3.17) 

ifadesi 
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olur. Burada (3.18)  ifadesini  1t  ile çarpar  ve daha sonra t ’ye göre ]1,0[  aralığında 

integre edilirse, 
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olup buda birinci kısmın ispatı olur. 

İkinci kısmın ispatı için,  1,0t  ve f  fonksiyonu    -konveks fonksiyon ise 
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yazılabilir. Yukarıda ki bu eşitsizlikler taraf tarafa toplanırsa, 
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elde ederiz.  Burada (3.19) eşitsizliğinin her iki tarafını  1t  ile çarpar ve daha sonra t  

ye göre ]1,0[  aralığında integre edilirse,  
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elde edilir. 

 

Hatırlatma 3.2.1. Teorem 3.2.1 de 1  aldığımızda, (3.16) eşitsizliği Teorem 3.5 de 

ki (3.6) eşitsizliğine dönüşür. 

Hermite-Hadamard tipli eşitsizliğin sağ tarafı için yeni sonuçlar elde etmemize yardımcı 

olacak önemli bir özdeşliği aşağıdaki lemma ile verilsin. 

 

Lemma 3.2.1. Jba , , ba 0 olmak üzere J   bir  aralık ve RJ:   sürekli 

artan fonksiyon olsun. Ayrıca RRIf :  fonksiyonu I ( I ’nın içi) üzerinde 

diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Iba )(),(   için  )(),(1 baLf   ise, 0  

için aşağıdaki eşitlik sağlanır. 
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İspat. Lemma’ nın ispatını yapmak için, 
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integralini çözmek yeterli olacaktır. Kısmi integrasyon yardımıyla 
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ve benzer şekilde 
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bulunur. Dolayısıyla, (3.22) ve (3.23) eşitliklerini (3.21) de yerleştirdiğimizde ve verilen 

tanımlardan, 
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elde edilir. Eşitliğin her iki tarafını 
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 ile çarptığımızda ispat tamamlanır.  

Bu Lemma’yı kullanarak aşağıda kesirli integral eşitsizlikleri elde edilecektir. 

 

Teorem 3.2.3. Jba , , ba 0  olmak üzere J   bir aralık ve RJ:   sürekli 

artan fonksiyon olsun. Ayrıca RRIf :  fonksiyonu I ( I ’nın içi) üzerinde 

diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Iba )(),(   için  )(),(1 baLf    ve 
q

f  ,  

 ba,  aralığında   -konveks ,  1q  ise, 0  için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 
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İspat. İlk olarak ispatı  1q  için ele alınsın. Lemma 3.2.1 ve f   nin   -konveks 

olduğu kullanılarak, 
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yazılır. Dolayısıyla, 1K  ve 2K ’yi ayrı ayrı hesaplanılsın. Böylece, 
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elde edilir. Buradan da (3.26) ve (3.27) ifadelerini (3.25) de yerleştirdiğimizde, 
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elde edilir.  

Şimdi de ispatı 1q  için ele alınsın. Lemma 3.2.1 ve power mean eşitsizliğini 

kullandığımızda, 
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olur. 
q

f  ,   -konveks olduğundan  
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elde ederiz. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.2.4. Jba , , ba 0 olmak üzere J   bir  aralık ve RJ:   sürekli 

artan fonksiyon olsun. Ayrıca RRIf :  fonksiyonu I ( I ’nın içi) üzerinde 

diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Iba )(),(   için  )(),(1 baLf    ve 
q

f  ,  

 ba,  aralığında   -konveks ,  1q  ise, 0  ve 111 
qp

 için aşağıdaki eşitsizlik 

sağlanır. 
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İspat. Lemma 3.2.1 deki (3.20) ifadesi 
q

f  ,   -konveks olduğunu ve Hölder 

eşitsizliği  kullanılarak, 
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elde edilir. Burada, her 0 BA , 1p  için ppp BABA  )(  eşitsizliği  

kullanıldı. 
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Teorem 3.2.5. Jba , , ba 0  olmak üzere J   bir aralık ve RJ:   sürekli 

artan fonksiyon olsun. Ayrıca RRIf :  fonksiyonu I ( I ’nın içi) üzerinde 

diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Iba )(),(   için  )(),(1 baLf    ve 
q

f  ,  

 ba,  aralığında   -konveks ,  1q  ise, 0  için aşağıdaki kesirli integraller için 

eşitsizlik sağlanır. 
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İspat. Lemma 3.2.1 deki (3.20) ifadesi,
q

f  ,   -konveks olduğunu ve Hölder 

eşitsizliği kullanılarak, 
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bulunur. Burada, her 0 BA , 1p  için ppp BABA  )(  eşitsizliği kullanıldı. 

 

3.3. AYRIK KESİRLİ İNTEGRAL İÇİN HERMİTE-HADAMARD TİPLİ  

EŞİTSİZLİK 

Z  tamsayılar kümesi olmak üzere Zba,   ile ba    ve   
Z

ba, ; (   Zba, ) olsun. O 

halde 

 

                                          












 içinbat

ba

bt
uuba ZT ,;.                                     

 

ifadesini tanımlayalım. 

 ba.T  ifadesinin  1,0  aralığının bir alt kümesi olduğuna dikkat etmeliyiz. R , Reel 

sayılar kümesinin herhangi bir boş olmayan kapalı alt kümesine, bir zaman skalası 



76 

 

olarak adlandırılır. Dolayısıyla,  düşünebiliriz ki   ba.T , zaman skalası içerisinde bütün 

izole edilmiş noktalar aynı zamanda sağ ve sol aralıklardır. Zaman Skalası Analizi 

hakkında daha fazla bilgi için Bohner and Peterson (2001) e bakabilirsiniz. 

Şimdi, tanım kümesi Z  yani tamsayılar kümesi üzerinde olan fonksiyonlar için 

konvekslik tanımı verilecektir. 

 

Tanım 3.3.1. RZ :f  fonksiyonu  her Zyx,  ile yx  ve  yx,T için  

 

                                             yfxfyxf   1)(1                                      

 

eşitsizliğini sağlıyorsa f  fonksiyonu Z  üzerinde  konvekstir denir. 

 

Tanım 3.3.2. RZ :f  fonksiyonu  her Zba,  ile ba  toplamı çiftse 

 

                                                        
   
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








 
                                    

 

eşitsizliğine Jensen eşitsizliği ya da midpoint koşulu denir. Vereceğimiz ilk teoremin 

ispatı için Ayrık Taylor Teoremi önemli bir rol oynar. Aşağıda Ayrık Taylor Teoremi 

verilsin. 

 

Teorem 3.3.3. (Ayrık Taylor Teoremi) [Agarwal (2000)]  ku , aN  üzerinde tanımlı 

olsun. Tüm ak N  ve 1n  için,  .....1,  aaaN  den, 

 

                             
  

 
 

     















1

0

,1
!1

1

!

n

i

nk

al

nli

i
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dır. 

Şimdi, ayrık fonksiyonlar için konveksliğin  sağladığını aşağıdaki teoremi vererek ispat 

edilecektir. 

 

Teorem 3.3.4.  RZ :f  fonksiyonu verilsin. Aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 
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 i  f , Z  üzerinde konvekstir.  

 ii f , midpoint koşulunu gerektirir. 

 iii  Tüm Zt  için   02  tf  dır. 

İspat.        iiiiiii   olduğunu ispat edeceğiz. 

   :iii    Zba,  ile ba   ve ba   toplamı çift olsun.  Bu durum,  ba,
2

1
T  

anlamına gelir. Bunun sonucu olarak, 
2

1
  seçerek midpoint koşulunu elde ederiz. 

 ii  den  iii  ye geçişi elde edelim. Zt olsun.  Z2, tt  ayrık aralığı düşünülsün. 

 








 1,
2

1
,02,ttT  olduğunu kolayca görebiliriz. 

2

1
 , ta   ve 2 tb  seçtiğimizde 

midpoint koşulunu sağlar. Bu durumda, 

 

                                             2
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1
2
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1
1 








 tftfttftf                                       

 

elde ederiz. Yukarıda ki ifadeyi düzenlediğimizde, 

 

                                                       0121  tftftf                                       

 

dır. Yani,   02  tf  dır. 

Şimdi,  iii  den  i  ye geçişi ispat edilsin. 

Zyx,  ile  yx   olsun. Tüm  yx,T  için  

 

                                              yfxfyxf   11                                      

 

ispat etmeye ihtiyacımız var. Öncelikle, Ayrık Ortalama Değer teoremini kullanarak, 

 0,, xxc   olacak şekilde 

 

   
   

 f
xx

xfxf
cf 






0

0                                            (3.31) 
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dır.   02  tf  olduğundan f  artandır. Bu demektir ki 

 

                                                                  0xff                                         

 

dır. Buradan hareketle, (3.31) eşitsizliğini kullanarak 

 

                                         xffxxxfxfxxxf  00000                                 

 

elde ederiz. Yani 

 

                                                xfxfxxxf  000                                       

 

yazabiliriz. Buradan da, 

 

         000 xfxxxfxf                                                   (3.32) 

  

elde edilir. 

Şimdi de Teorem 3.3.3 de ki Ayrık Taylor teoremini kullanarak; 0x  da 
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açılımı yapılır. Dolayısıyla,  Z  üzerinde   02  tf  olduğundan ve Teorem 1.2.7 deki 

Ortalama Değer Teoremini kullanarak, 

 

         000 xfxyxfyf                                          (3.33) 

 

yazabiliriz. Buradan, (3.32) eşitsizliğini   ile (3.33) eşitsizliğini 1  ile çarpıp ortaya 

çıkan iki eşitsizliği taraf tarafa toplandığında, tüm  yx,T  için 

 

                                                      yfxfyxf   11                                       
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elde edilir. Bu da ispatı  tamamlar. 

Z  üzerinde tanımlı olan konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli eşitsizliği 

aşağıda ki teoremde ispatlayacağız. 

Vereceğimiz teoremlerin ispatı için aşağıda verilen zaman skalası üzerinde integraller 

için değişken değiştirme metodu önemli rol oynamaktadır. 

 

 Teorem 3.3.5. (Zaman Skalası Üzerinde Değişken Değiştirme Metodu)[Eloe, Sheng 

and Henderson  (2003)] Varsayalım ki RT : kesinlikle artan ve  TT :
~

 bir zaman 

skalası olsun. Eğer RT :f sürekli bir fonksiyon, v  diferansiyellenebilir ve türevi 

sürekli ise; Tba, için 

 

                                                
 

 

   
b

a

b

a
ssftttf






~1                                       

 

veya 

 

                                     
 
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 ssftttf

b

a

b

a   




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dır. 

Şimdi zaman skalasında Hermite-Hadamard eşitsizliği verilsin. 

 

Teorem  3.3.6. Farz edelim ki RZ :f fonksiyonu  Zba,  üzerinde bir konveks 

fonksiyon ve Zba, ,  ba  ile ba  toplamı çift olsun. Bu durumda 
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ttfttf

ab

ba
f

b

a

b

a








 



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 
                      (3.34) 

 

dır. 

İspat.  bat ,T \ 1,0  alalım ve 

 

                                  bttax  1                                       
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                                 tbaty  1                                       

 

şeklinde tanımlanılsın. 

Kolayca görülüyor ki  Zbayx ,,   ve yx  toplamı çifttir. Bunun sonucu ile  yx,
2

1
T  

(veya  xy,T ) dır. f ,  Zyx,  (veya  Zxy, ) üzerinde konveks olduğundan  
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eşitsizliği yazılır. Buradan, x  ve y ’ yi yerleştirdiğimizde; 

 

        tbatfattbf
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f 
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
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11
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1

2
                             (3.35) 

 

yazabiliriz. (3.35) eşitsizliğinin her iki tarafını  ba,T  üzerinde integre ettiğimizde 
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elde edilir. 

Şimdi ilk olarak, 
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 
 
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tattbf
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~
1

T
                                          

 

integralinin eşitini bulalım.  
ab

at
t




  fonksiyonu seçilsin. Bu durumda 
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yazılır.  , kesinlikle artandır ve 
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                                                       baba ,, T                                          

 

dir. Teorem 3.3.5 den yararlanarak zaman skalası üzerinde değişken değiştirme 

metodunu kullanarak ve  
ab

t


 1
  olduğundan 
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olur. Diğer integralin ispatı için; 
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                                (3.36) 

 

şeklinde alınsın. Caputo (2010)  tarafından verilen tanımda, dual zaman skalası ifadesini 

kullanarak (3.36) ifadesini ispat edeceğiz. 

 
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bt
t




  şeklinde tanımlayalım. (3.36) ifadesinin sol tarafı için  
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 elde ederiz. Aynı zamanda, 
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dır ve       11 0
1  


 u
ab

su  kesinlikle artandır.  

(3.37) için Teorem 3.3.5 deki değişken değiştirme metodunu kullanarak 
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isteneni elde etmiş oluruz. 

Ayrıca, (3.34) ifadesinin diğer tarafındaki eşitsizliği ispatlamak için, fonksiyonun 

konveksliğini kullanarak ispat edeceğiz. Bunun için 
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eşitsizliklerini yazabiliriz. Bu iki eşitsizliği ilk olarak taraf tarafa topladığımızda 
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elde ederiz. Elde edilen eşitsizliğin her iki tarafını  ba,T  üzerinde integre ettiğimizde 
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yazılır. Yukarıda ki benzer çözümlerle 
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elde edilir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur. 
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Şimdi de Z  üzerinde tanımlı olan konveks fonksiyonlar için Ayrık Kesirli İntegraller 

için Hermite-Hadamard tipli eşitsizliği aşağıda ki teoremde ispatlanılacaktır. 

 

Teorem  3.3.7. Farz edelim ki RZ :f fonksiyonu  Zba,  üzerinde bir konveks 

fonksiyon ve Zba, ,  ba  ile ba  toplamı çift olsun. Bu durumda  
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dır  ve 
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ve  ,  pozitif bir reel sayıdır. 

İspat .  bat ,T \ 1,0  ele alınsın.  
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şeklinde tanımlayalım. 

Kolayca görülüyor ki  Zbayx ,,   ve yx  toplamı çifttir. Aynı zamanda f  

fonksiyonu  Zyx, (veya  Zxy, ) üzerinde konveks ise biz 
2
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durumda  
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eşitsizliğini yazarız. Buradan, x  ve y ’ yi yerleştirdiğimizde; 
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elde edilir. Yukarıda ki  eşitsizliğin  her iki tarafını      1
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elde edilir. Açık olarak ifade edildiğinde 
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eşit olduğunu iddia ediyoruz. İddiamızı ispatlamak için      1
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olduğunu fark edebiliriz. İntegral hesabı  için bir önceki teoremin ispatında ki gibi 

değişken değiştirme metodunu kullanarak, 
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elde ederiz. Bu durumda iddiamız ispatlanmış olur. Diğer iddiamız 
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ifadesinin eşit olduğunu bulmaktır. Bu iddianın ispatı için [Caputo (2010)] dual zaman 

skalasının sonucu ve bilinen notasyonları kullanılacaktır.  
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yazılır. Aynı zamanda, 
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su  kesinlikle artandır.  

Teorem 3.3.5 deki değişken değiştirme metodunu kullanarak, 
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yazabiliriz. Burada integralin içinde  tF  ‘yi geri yerine koyduğumuzda ve 
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elde ederiz. İkinci iddiamızı da ispatlamış oluruz. Yani 
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eşitsizliğini elde ederiz. 

Ayrıca, (3.38) eşitsizliğinin diğer tarafını ispatlamak için tekrar f fonksiyonun  Zyx,  

üzerinde konveksliğini kullanarak, 
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elde ederiz. Elde edilen eşitsizliğin her iki tarafını öncelikle      1
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yazılır. Buradan 
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elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 

 

Sonuç 3.3.1.  Teorem 3.3.7  deki (3.38) eşitsizliğinde   yerine 1 seçersek, Teorem 

3.3.6 deki (3.34) eşitsizliğini elde etmiş oluruz. 

 



88 

 

 

4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

4.1.  SONUÇLAR 

(3). Bölüm bulgular kısmında; (3.1) Hermite-Hadamard-Fejer Tipli Eşitsizlik alt başlıklı 

çalışma, Hermite-Hadamard-Fejer Type Inequality adı altında  “Applied and 

Computational Mathematics” adlı dergide incelenmektedir. (3.2) Kesirli 

İntegrallerden Yaralanılarak   Konveks Fonksiyon İçin Hermite-Hadamard Tipli 

Eşitsizlik alt başlıklı çalışma, On Hermite-Hadamard Type Inequalities for  Convex 

Functions Via Fractional Integrals adı altında “Malaysian Journal of Mathematical 

Sciences” adlı dergide basılmıştır. Basım bilgileri 9(2): 243-258 (2015) şeklindedir. 

(3.3) Ayrık Kesirli İntegral İçin Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlik alt başlıklı çalışma, 

Convex Functions On Discrete Time Domains adı altında “Canadian Mathematical 

Bulletin”  adlı dergide basılmıştır. Basım bilgileri http://dx.doi.org/10.4153/CMB-

2015-065-6 şeklindedir. 

 

4.2. ÖNERİLER 

(3). Bölüm altında bulunan çalışmalardan hareketle açık problemler  verilebilir. Yani,  

(3.1) kısmının son teoreminde bazı farklı türden konveks fonksiyonlar için Hölder ve 

power mean eşitsizlikleri kullanılarak ve kesirli integrallerden yararlanılarak Hermite-

Hadamard tipli eşitsizlikler elde edilebilir. (3.2)  kısmın da ise integral içinde farklı 

fonksiyonlar alınarak,   konveks fonksiyonlar için yeni bir lemma elde edilip  bu 

lemmadan  hareketle f  nin    konveks olduğu kullanılarak kesirli integrallerden 

yararlanılarak, Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler elde edilebilir. (3.3) alt başlıklı 

kısımda ise söyleyebiliriz ki R üzerinde yapılan çalışmalar uygun koşullarda Z  

üzerinde çalışılarak discrete konveks fonksiyonlar için öncelikle bir lemma tanımlanıp 

bu lemmadan hareketle ayrık kesirli integrallerden yararlanılarak yeni tip Hermite-

Hadamard tipli eşitsizlikler elde edilebilir.  Söylemiş olduğumuz bilgilere göre örnek 

verecek olursak; 

http://dx.doi.org/10.4153/CMB-2015-065-6
http://dx.doi.org/10.4153/CMB-2015-065-6
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şeklinde ki lemma uygun şartlara göre çözümlenip; arkasından bu lemmaya göre ayrık 

konveks fonksiyon tanımından yararlanılarak  Hermite-Hadamard tipli eşisizlikler elde 

edilebilir.  
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