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ÖZET 

HEMEN HEMEN KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLARIN  

YARI-İNVARYANT ALTMANİFOLDLARI 

 

Kadir MEŞELİ 

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi  

Danışman: Prof. Dr. Nesip AKTAN 

Şubat 2016, 42 sayfa 

 

 

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmı olup, bu bölüm 

konuyla ilgili literatür bilgisi içermektedir. İkinci bölümde temel tanım ve kavramlar 

verilmiştir. Üçüncü bölümde hemen hemen kosimplektik manifoldların yarı-invaryant 

altmanifoldları tanıtılmış, çeşitli özellikleri verilmiş ve integrallenebilme koşulları 

araştırılmıştır. Ayrıca altmanifoldun karışık total geodezik olmasının koşulu verilmiştir. 

Son bölüm ise sonuç ve önerilere ayrılmıştır. 

 

Anahtar sözcükler: Hemen hemen kosimplektik manifold, Yarı-invaryant altmanifold 

İntegrallenebilme koşulları 
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ABSTRACT 

SEMI-INVARIANT SUBMANIFOLDS OF ALMOST COSYMPLECTIC 

MANIFOLDS 

 

Kadir MEŞELİ 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 

Master of Science Thesis  

Supervisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN 

February 2016, 42 pages 

 

This thesis consists of four chapters. The first chapter is introduction. This chapter 

provides a general knowledge of literature. In the second chapter, we give the basic 

definitions and concepts. In the third chapter we introduce semi-invariant submanifolds 

of almost cosymplectic manifolds and we give several properties and search 

integrability conditions. We also focus mixed totally geodesic of semi-invariant 

submanifolds of an almost cosymplectic manifold. The last chapter is devoted into 

results and suggestions. 

   

Keywords: Almost cosymplectic manifold, Semi-invariant submanifold, Integrability 

conditions 
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EXTENDED ABSTRACT 

SEMI-INVARIANT SUBMANIFOLDS OF ALMOST COSYMPLECTIC 

MANIFOLDS 

 

Kadir MEŞELİ 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 

Master of Science Thesis  

Supervisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN 

February 2016, 42 pages 

 

1. INTRODUCTION: 

A normal almost contact metric manifold is said to be cosymplectic if its fundamental 2-

form and contact form are both closed. Cosymplectic manifolds and their submanifolds 

have been studied by D.E.Blair [1],  G.D.Ludden [2], S.I.Goldberg [3], S.S.Eum, 

K.Yano and U-H.Ki [4] and others.   

The notion of an almost cosymplectic manifold was introduced by Goldberg and Yano 

in 1969 [3]. The simplest examples of such manifolds are those being the product 

(possibly local) of almost Kaehlerian manifolds and the real line R or the circle S
1
 . In 

particular, cosymplectic manifolds in the sense of Blair [1] are of this type. The notion 

of CR-submanifold of a Kaehler manifold was introduced by Bejancu [5]. Later CR-

submanifolds of a Sasakian manifold was studied by Shadid, Sharfuddin and Husain [6], 

Kobayashi [6], Matsumoto [8] and many others. Submanifolds of cosymplectic 

manifolds have been studied by Ludden [2], A.Cabras, A. Ianus and G.H.Pitis [9].  

Later the subject was considered for Riemannian manifolds with an almost contact 

structure. In this sense A. Bejancu and N. Papaghiuc study semi-invariant submanifolds 

of a Sasakian space form[10-13] and C.L. Bejan, A. Cabras and P. Matzeu study them 

on cosymplectic manifolds[14-15].   
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2. MATERIAL AND METHODS: 

In this study by using the basis of studies mentioned above, we introduce some 

fundamental concept  of manifold theory. In the first subsection we give some basic 

properties of Riemannian manifolds. In subsection two we introduce to almost contact 

metric manifolds and in the last  subsection we give  submanifolds.  

 

3. RESULTS AND DISCUSSIONS: 

In this section, we introduce properties of  semi-invariant submanifolds of an almost 

cosymplectic manifold. Then we rewiew basic formulas and definitions for almost 

cosymplectic manifolds and we define semi-invariant submanifolds of an almost 

cosymplectic manifold. We obtain some basic results for semi-invariant submanifolds 

of an almost cosymplectic manifold. We investigate the integrability of the distributions 

in the definition of a semi-invariant submanifold. Then we focus mixed totally geodesic 

of semi-invariant submanifolds of an almost cosymplectic manifold.  

 

4. CONCLUSION AND OUTLOOK: 

In this study we have some basic results for semi-invariant submanifolds of an almost 

cosymplectic manifold and we investigate the integrability of the distributions. Semi-

invariant submanifolds of almost cosymplectic manifolds are open problems, so very 

importent results can be obtained. 

Keywords: Almost cosymplectic manifold, Semi-invariant submanifold, Integrability 

conditions 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 5 

 

 

1. GİRİŞ 

Manifold teorisinde hemen hemen değme manifoldları çok önemli bir yere sahiptir. İlk 

olarak, 1959 yılında J.Gray tek boyutlu manifoldlar üzerinde yaptığı çalışmada 1)( nU  

yapısal grubunun  bir indirgenmesiyle hemen hemen değme yapıları tanımlamıştır. Buna 

göre,  )12( n boyutlu bir hemen hemen değme yapısı  









I2

1)(
  

denklemlerini sağlayan 1) , 1( tipinde bir  tensör alanı, bir   vektör alanı ve bir   ile 

oluşturulan  ),,(   üçlüsüyle ifade edilir. 1960 yılında Sasaki ),,(  hemen hemen 

değme yapısı üzerinde  

       

 

)()(),(),(

),()(

YXYXgYXg

XgX








 

ifadeleriyle verilen uygun bir g metriği tanımlamış ve yapıyı tam olarak ifade etmiştir. 

1961 yılında Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen değme manifoldlar için normallik 

şartının J  kompleks yapısının integrallenebilmesi olduğunu göstermiştir. 

Hemen hemen değme yapıya bağlı kalarak Goldberg ve Yano 1969 yılında 

kosimplektik manifoldu tanımlamışlardır.İleriki yıllarda ise özellikle Olszak 

kosimplektik manifoldlar üzerine birçok çalışma yapmıştır[16-17]. 

Sonraki yıllarda ise A. Bejancu, N. Papaghiuc, C. L. Bejan, A. Cabras, ve P. Matzeu  

Sasakian manifoldlarının yarı-invaryant altmanifoldları üzerine çalışmalar 

yapmışlardır[10-15]. 

Bu tez çalışmasında hemen hemen kosimplektik manifoldların yarı-invaryant alt 

manifoldları üzerine çalışılmış ve çeşitli özellikler elde edilmiştir.  

Birinci bölüm olan giriş bölümünde  konuyla ilgili literatür bilgisi verilmiştir. 

İkinci bölümde temel tanım ve kavramlar verilmiştir. Bu bölümün alt bölümlerinde 
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sırasıyla Riemann manifoldları, hemen hemen değme metrik manifoldları ve alt 

manifoldlar ile ilgili temel bilgiler verilmiştir.  

Üçüncü bölümde hemen hemen kosimplektik manifoldların yarı-invaryant 

altmanifoldları tanıtılmış, çeşitli özellikler elde edilmiş  ve integrallenebilme koşulları 

araştırılmıştır. Ayrıca altmanifoldun karışık total geodezik olmasının koşulu verilmiştir. 

 Son bölüm ise sonuç ve önerilere ayrılmıştır. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde, diğer bölümlerde çalışmamız için gerekli olan temel kavramlar verilmiştir.  

2.1. RİEMANN MANİFOLDLARI 

Tanım 2.1.1. M , n boyutlu, diferensiyellenebilir C  bir manifold olsun. M  

üzerindeki C  vektör alanlarının uzayı )(M  ve M ’den R ' ye C fonksiyonların 

uzayı ),( RMC  olmak üzere, M  üzerinde  

),()()(: RMCMMg   

şeklinde tanımlanan pozitif, simetrik ve 2 lineer g  Riemann metriği ile birlikte 

M ’ye bir Riemann manifoldu adı verilir ve ),( gM  şeklinde gösterilir[18]. 

M  manifoldunun herhangi iki p  ve q  noktası için; M  üzerinde bu noktaları 

birleştiren bir eğri bulunabilirse M ’ye bağlantılı manifold adı verilir[19]. 

Tanım 2.1.2.  M , n boyutlu,  diferensiyellenebilir bir manifold ve M  üzerindeki 

YXYXYX

MMM





),(),(

)()()(: 
 

dönüşümü  ),()(,, RMMZYX  Cgf,    ve  için 

(i)         ZXYXZYX  )(                          

(ii)       ZYgZXfZgYfX                         

(iii)      YfXYXffYX )()(                           

özelliklerini sağlıyor ise  ’ya M  üzerinde bir Afin Koneksiyon adı verilir[20]. 

Tanım 2.1.3. ),( gM , n boyutlu bir Riemann manifoldu ve   ’da M  üzerinde 

tanımlanan bir afin koneksiyonu olmak üzere;  

(i)   YXXYYX ,                           )(, MYX    

(ii) ),(),(),( ZXYgZYXgZYXg                                )(,, MZYX     

şartlarını sağladığında  ’ya M  üzerinde sıfır torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya 

M ’nin Levi-Civita Koneksiyonu adı verilir[20]. 
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Tanım 2.1.4. ),( gM , n boyutlu bir Riemann manifoldu ve  ’da M  üzerinde 

tanımlanan Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere )(,, MZYX   için; 

 
     ),,(),,(),,(

),(),(),(),(2

YXZgZXYgZYXg

YXZgXZYgZYXgZYXg





                      
 

ile tanımlanan ifadeye Kozsul formülü adı verilir[20]. 

Tanım 2.1.5. ),( gM , n boyutlu bir Riemann manifoldu, )(,, MZYX   ve  ’da 

M  üzerindeki  Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere  

)()()()(: MMMMR    

 ZYXZXYZYXZYXR ,),(                               (2. 1) 

ile tanımlanan R  fonksiyonu M üzerinde )3,1( tipinde bir tensör alanıdır ve M ’nin 

Riemann eğrilik tensörü olarak adlandırılır. Ayrıca  

),),((),,,( WZYXRgWZYXR       

tensörüne M ’nin Riemann-Christoffel eğrilik tensörü adı verilir[19]. 

)(,,, MWVZYX   ve   için Riemann eğrilik tensörü R  olmak üzere  

(i)     ZXYRZYXR ),(),(     

(ii)     0),(),(),(  YXZRXZYRZYXR  

(iii)    ),),((),),(( VWYXRgWVYXRg     

(iv)    ),),((),),(( YXWVRgWVYXRg   

özelliklerine sahiptir[19]. 

Tanım 2.1.6. M , n boyutlu, diferensiyellenebilir bir manifold ve M  üzerinde 

),( sr tipinde simetrik bir tensör A  olsun. Bu durumda, 1  a   b   s  reel sayıları  

ve keyfi bir  r  değeri için; 

)()(: 2 MM ss  C
r
ab

 

Ag r

s

r

s

ii
jqpj

qp

qpii

jj
...

.........
,

,...

...
1

21

1

21 


b.bileşena.bileşen

A)(Cab  

biçiminde tanımlanan abC   operatörüne a. ve b. bileşenlere göre A tensörünün 

metrik kontraksiyonu adı verilir. Böylece kontraksiyon operatörü, ),( sr tipindeki bir 

tensörü  )1,1( sr tipinde bir tensöre dönüştürür [20]. 
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Tanım 2.1.7. ),( gM , n boyutlu bir Riemann manifoldu ve   neee ,...,2,1    

lokal  ortonormal vektör alanları )(M nin bir bazı olmak üzere 

),()()(: RMCMMS     

)(,),),

1

((),(),( MYXieYX
n

i
ieRgYXSYX 



  ;                     (2. 2) 

şeklinde tanımlı )2,0( tipindeki S  tensör alanına, M  üzerinde Ricci eğrilik tensörü 

adı verilir. Ayrıca Q  Ricci operatörü 

),(),( YXSYQXg   

biçiminde tanımlanır[21]. 

Tanım 2.1.8. ),( gM , n boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Mp  

noktasındaki MpT  tanjant uzayının 2 boyutlu alt uzayı  olmak üzere; 

WV ,   tanjant vektörleri üzerine kurulan paralelkenarın alanı; 

02),(),(),(),(  WVgWWgVVgWVQ  

olmak üzere; 

),( WVK
W)Q(V,

V)  W)W,g(R(V,
    

ifadesine  ’nin kesitsel eğriliği denir ve )(K ile gösterilir[19]. 

Tanım 2.1.9. 2),,( ngM     boyutlu bir Riemann manifoldu ve S ’de M ’nin 

Ricci tensörü olsun. Böylece, M  üzerinde bir RM : fonksiyonu için;     

),(),( YXgYXS         ;   )(, MYX   

eşitliği sağlanıyorsa M ’ye  bir Einstein manifold adı verilir[22]. 

M  üzerinde bir birim tanjant vektör alanı U olmak üzere, A   1 formunu 

)(),( XAUXg       

biçiminde tanımlayalım. Burada U  vektör alanına A   1 formunun üreteci adı verilir. 

Eğer ngM   ),( boyutlu Riemann manifoldunun Ricci tensörü )(,, MYXS   ) için; 

)()(),(),( YAXbAYXagYXS        ;     ),(, RMCba   

koşulunu sağlıyorsa M ’ye yarı-Einstein manifold adı verilir [23]. 

Eğer 0b ise ),( gM  manifoldu bir Einstein manifolda dönüşür. 
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M  üzerinde birim tanjant vektör alanları U  ve V  olmak üzere, A ve B  

1 formlarını 

),()( UXgXA      ve ),()( VXgXB   

biçiminde tanımlayalım. Burada U  vektör alanı A   1-formunun, V  vektör alanı ise B  

1 formunun  üreteci olup U  ile V  birbirlerine dik vektör alanlarıdır. 

Eğer ),( gM  n boyutlu Riemann  manifoldunun S  Ricci  tensörü  )(, MYX   

için  

)()()()(),(),( YBXcBYAXbAYXagYXS         ,  ),(,, RMCcba                  (2.3)  

koşulunu sağlıyorsa  M ’ye  Genelleştirilmiş Yarı-Einstein Manifold denir[24].   

Eğer 0c  ise ),( gM  manifoldu yarı-Einstein manifolda dönüşür. 

Tanım 2.1.10. ),( gM , n boyutlu bir Riemann manifoldu ve  neee ,...,2,1  lokal 

 ortonormal vektör alanları )(M nin bir bazı olmak üzere; 

),(
1

ii

n

i

eeSr 


                                                     (2.4) 

fonksiyonuna M ’nin skaler eğrilik fonksiyonu adı verilir[22].                                     

Tanım 2.1.11. ),( gM , n boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eğer, M ’nin 

kesitsel eğrilik fonksiyonu sabit ise M ’ye sabit eğrilikli uzay denir ve )(cM  ile 

gösterilir[20]. 

Sonuç 2.1.12. ),( gM , n boyutlu, c  sabit eğrilikli bir Riemann manifoldu olsun. 

Bu durumda M ’nin R  eğrilik tensörü, )(,,, MWZYX   için; 

 ),(),(),(),(),,,( WYgZXgWXgZYgcWZYXR   

biçimindedir[20]. 

Tanım 2.1.13. Sabit eğrilikli, tam, bağlantılı manifoldlara uzay form adı verilir 

ve  n boyutlu bir M  uzay formu )(cM  ile gösterilir. Eğer; 

0c      ise nEcM )(        Öklid uzayı, 

r

1
c

2
   ise )()( rnScM    küresi, 
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r2

1-
c     ise  )()( rnHcM      Hiperbolik Uzay 

dır[25]. 

Tanım 2.1.14. ),( gM , n boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M  üzerinde 

L  ve N  tensörlerini sırasıyla )(, MYX   için; 

)(
)2.(22

1
YX,rY)S(X,Y)L(X, g

n

n

n 



  

ve  

),(),( YXLYNXg   

biçiminde tanımlayalım. Böylece )(,, MZYX   için Weyl konformal eğrilik 

tensörü ve D  tensörü sırasıyla; 

NYZXgNXZYgYZXLXZYLZYXRZYXC ),(),(),(),(),(),(   

ve 

),)((),)((),,( ZXLYZYLXZYXD   

ile tanımlanır [26]. 

Eğer M manifoldu üzerinde n  3 için 0c ve 3n için 0D  oluyorsa 

M ’ye düzlemsel konformaldir denir[22]. 

Tanım 2.1.15. M , 2n  boyutlu, bağlantılı bir Riemann manifoldu olsun. A ,  

M  üzerinde tanımlı )2,0( tipinde simetrik bir tensör alanı olmak üzere 

A   endomorfizmi )(,, MZYX   için; 

)()()()(: MMMMA    

YZXAXZYAZYAX ),(),()(                                                                                               

biçiminde tanımlanır. Eğer gA   alınırsa  (2. 7)  denklemi 

YZXgXZYgZYgX ),(),()(    

biçimine indirgenir.  

Bundan sonra )( YgX  yerine kısaca )( YX   kullanılacaktır[21]. 

M  Riemann manifoldu üzerinde 1k  olmak üzere ),0( k tipinde  bir T  tensör   

alanı ve )2,0( tipinde simetrik bir A  tensör alanı  verildiğinde T ’nin  kovaryant 

türevi  T; 
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k

i
k,...,XiXX,...,XTk,...,X,XXTX                                      

k,...,X,XXTX;Xk,...,X,XXT

1
121

2121

            

ile TR   ve  ),( TAQ  tensörleri de sırası ile; 

)),(,...,2,1(

...),...,2,1),((),;,...,2,1)((

kXYXRXXT

kXXXYXRTYXkXXXTR





                                                  
 

ve 

))(,...,2,1(

...),...,2,1)((),;,...,2,1)(,(

kXYAXXXT

kXXXYAXTYXkXXXTAQ





                                                    
 

biçiminde tanımlanır[21]. 

Tanım 2.1.16. ),( gM , n boyutlu Riemann manifoldu üzerinde ),0( k tipinden 

)1( k  bir T  tensör alanının kovaryant türevi T olsun. Eğer T  tensör alanı, 

)(,,...,1,1, MkYkXYXX   için;   

),...,2,1();,...,2,1)((),...,2,1();,...,2,1)(( kXXXTXkYYYTkYYYTXkXXXT   

koşulunu sağlıyorsa T ’ye rekürent tensör alanı adı verilir[27].  

Burada  M  ,   Riemann manifoldu üzerindeki Levi-Civita koneksiyonudur. 

Tanım 2.1.17. ),( gM , n boyutlu bir Riemann manifoldu üzerinde ),0( k tipinden 

)1( k  bir T  tensör alanının kovaryant türevi T  olsun. Eğer T  tensör alanı, 

)(,...,,,, 11 MYXYXYX kk    ve  için; 

),...,1(),;,...,1)(2(),...,1(),;,...,1)(2( kXXTYXkYYTkYYTYXkXXT   

koşulunu sağlıyorsa T ’ye 2-rekürent tensör alanı adı verilir[27]. 

Burada  , M  Riemann manifoldu üzerindeki Levi-Civita koneksiyonudur . 

Bu tanıma denk olarak bir Mp  noktasının bir  W  komşuluğunda sıfırdan farklı bir 

2 rekürent T tensör alanı için, W  kümesi üzerinde  

 TT2


eşitliği sağlanır.  

Burada )2,0(,   tipinde bir tensördür[27]. 
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Eğer T  tensör alanı M  üzerinde, )(,...,,,, 11 MYXYXYX kk    ve için; 

),...,1(),;,...,1)((),;,...,1)(2(

),...,1(),;,...,1)((),;,...,1)(2(

kXXTYXkYYTYXkYYT

kYYTYXkXXTYXkXXT








 

koşulunu sağlıyorsa T ’ye genelleştirilmiş 2 rekürent tensör alanı adı verilir[27]. 

Bu tanıma denk olarak bir Mp  noktasının bir W  komşuluğunda sıfırdan farklı bir 

genelleştirilmiş  2 rekürent  T  tensör alanı için, W  kümesi üzerinde  

  TTT2
 

eşitliği sağlanır.  

Burada )2,0(,   tipinde bir tensör ve    bir 1 formdur[27].  

Tanım 2.1.18. ),( gM , n boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M ’nin R  eğrilik 

tensörü  )(,, MZYX   için; 

0),)(  WZYRX(             

koşulunu sağlıyorsa M ’ye  lokal simeteiktir denir[28]. 

2.2. HEMEN HEMEN DEĞME MANİFOLDLAR 

Bu bölümde hemen hemen değme manifoldlarla ilgili temel kavramlarlar verilmiştir. 

Tanım 2.2.1.  1)(2n  ,M boyutlu bir manifold,  ,, ’da M  üzerinde sırasıyla 

)1,1(   tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve 1-form olsunlar. Eğer  ,,  için  M  

üzerinde herhangi bir vektör alanı X olmak üzere  

  I2              ve          1)(                       (2.5)       

eşitlikleri  sağlanıyorsa (  ,, ) üçlüsüne M   üzerinde bir hemen hemen değme yapı 

ve bu yapıyla birlikte M ’ye bir hemen hemen değme manifold denir[26]. 

Teorem 2.2.1.  (  ,, ) hemen hemen değme yapısı ile birlikte verilen  M  manifoldu 

üzerinde  

nrank 2)(

0

0













 

 

 

                                   (2.6) 

eşitlikleri sağlanır[26]. 
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Tanım 2.2.2.  1)(2n  boyutlu M  hemen hemen değme manifoldu  üzerinde 

)(, MYX   ve )(M   için  

       

 

)()(),(),(

),()(

YXYXgYXg

XgX








                        (2.7) 

koşullarını sağlayan bir g  metriği varsa ),,,( g dörtlüsüne bir hemen hemen değme 

metrik yapı, bu yapı ile birlikte M ’ye de hemen hemen değme metrik manifold adı 

verilir[26]. 

Teorem 2.2.2.  1)(2n  boyutlu M  hemen hemen değme manifoldu  üzerinde  

)(, MYX   için ; 

 )()(),(),( YXYXgYXg            (2.8) 

olacak şekilde bir g  Riemann metriği  daima vardır[26]. 

Sonuç 2.2.1.  1)(2n  boyutlu M  hemen hemen değme manifoldu  üzerinde 

)(, MYX   için ; 

 ),(),( YXgYXg             (2.9) 

dir.  

Bu da  ’nin g ’ye göre anti-simetrik bir tensör alanı olduğunu gösterir[26]. 

Teorem 2.2.3.   1)(2n  boyutlu M  hemen hemen değme manifoldu  üzerinde bir   

kontakt yapısı verildiğinde, )(, MYX   için ; 

  ),(),( YXdYXg    

olacak şekilde bir ),,,( g  hemen hemen değme metrik yapısı vardır[26]. 

Tanım 2.2.3. M  üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı ),,,( g  olmak 

üzere )(, MYX   için ; 

),(),( YXgYX                                             (2.10) 

şeklinde tanımlı   dönüşümüne,  hemen hemen değme metrik yapısının temel 

2 formu denir[26]. 
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Tanım 2.2.4. M  bir reel diferansiyellenebilir  manifold olsun. Eğer her Mp noktası 

için  IJ 2
 olacak şekilde MpT  tanjant uzayının bir J endomorfizmi mevcut ise , 

M  üzerindeki J  tensör alanına bir hemen hemen kompleks yapı adı verilir.  

Bir J  hemen hemen kompleks yapısı ile birlikte verilen manifolda bir hemen hemen 

kompleks manifold denir. 

M  üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı ),,,( g ile verilsin. O zaman 

RM  üzerinde herhangi bir vektör alanı  )(
dt

d
fX,  şeklinde yazılabilir. Burada X , M  

manifolduna teğet bir vektör alanı;  ,t R ’nin bir koordinatı ve 
dt

d
f , RM   üzerinde bir 

C  fonksiyondur. 

),,,( g , M  üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapı olsun. Böylece RM   

üzerindeki bir hemen hemen kompleks yapı  

)()(
dt

d
(X),f-X

dt

d
fX, J  

biçiminde tanımlanır.  

Buradan  IJ 2
 olduğu gösterilebilir[26]. 

Tanım 2.2.5. M  diferansiyellenebilir bir manifold olmak üzere, M  üzerinde 

1) , 1( tipinde bir tensör alanı F  olsun. )(, MYX   için ; 

       FYXFYFXFFYFXYXFYXNF ,,,,),( 2       

şeklinde tanımlı FN  tensör alanına F  tensör alanının Nijenhuis torsiyon tensörü adı 

verilir. 

J , M  
üzerindeki  bir   hemen hemen kompleks yapı olmak üzere JF  olarak alınırsa 

       
       JYXJYJXJJYJXYX

JYXJYJXJJYJXYXJYXNJ

,,,,

,,,,),( 2





                
    

eşitliği elde edilir[26]. 

Tanım 2.2.6. ),( JM  bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eğer M  üzerinde ise 

0JN   ise  J  dönüşümüne integrallenebilirdir denir[26]. 
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Tanım 2.2.7. Eğer M
2n

R üzerindeki bir J  hemen hemen kompleks yapısı 

integrallenebilir ise ),,(  hemen hemen değme yapısına normaldir denir[26]. 

Önerme 2.2.1. M
2n +1

  üzerindeki bir ),,(   hemen hemen değme yapısının normal 

olması için gerek ve yeter şart  

         ),(2,,,,2 YXdYXYXYXYX      (2.11) 

ifadesinin  sıfıra eşit olması yani  

0),(2),(   YXdYXN  

eşitliğinin sağlanmasıdır[26]. 

Tanım 2.2.8. ),,,,( 12 gM n   bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. d  dış 

türev operatörü olmak üzere bu yapı 

0d          ve        0d  

şartlarını sağlıyorsa M  manifolduna  hemen hemen kosimplektik manifold denir. Eğer 

bir M  hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik 

manifold denir[16]. 

Teorem 2.2.3. ),,,,( 12 gM n   bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. 

12 nM  manifoldunun bir kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter şart 

      ve kovaryant türevlerinin sıfıra eşit olmasıdır[16]. 

Önerme 2.2.2. M  bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Bu durumda Levi-

Civita koneksiyonu her ZYX ,,  vektör alanı için  

     XZYNgZYg X  ,,,2         (2.12) 

eşitliği ile ifade edilir. Burada D  dağılımı integrallenebilir olduğundan, her DX  için, 

0L  ve   DX , dir[29]. 

Önerme 2.2.3. Bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D  dağılımının integral 

altmanifoldlarının Kaehler yapıda olması için gerek ve yeter şart her YX , vektör alanı 

için 

    AXYYAXgYX  )(,          (2.13) 

olmasıdır.  
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Burada XAX   ve  Lh
2

1
  olarak alınmıştır[30]. 

Bu koşul  

    hXYYhXgYX )(,                             (2.14) 

şeklinde de yazılabilir[31]. 

Önerme2.2.4. M  bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. M  üzerinde (1,1)-

tipli A  tensör alanı A  şeklinde tanımlanırsa  A  bir simetrik operatördür ve  

(i) 0)( A  

(ii) 0 AA    

(iii) 0)( Atr  

(iv) hXX    

ifadeleri sağlanır[29]. 

Önerme 2.2.5. M  bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. M  üzerinde (1,1)-

tipli  h  tensör alanı  Lh
2

1
  şeklinde tanımlanırsa h  bir simetrik operatördür ve 

(i) 0)( h  

(ii) 0 hh    

(iii) 0trh  

(iv)  0)( htr   

ifadeleri sağlanır[32]. 

Önerme 2.2.6.  M  bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. R , Riemann eğrilik 

tensörü ve  S , Ricci tensör alanı olmak üzere M  üzerindeki herhangi YX , vektör 

alanları için 

     YhXhYXR XY  ,  

   XhXhXR   2,  

    XhXRXR 22,,    

XhdivXS ))((),(    

)(),( 2htrS   

eşitlikleri sağlanır[29]. 
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Önerme 2.2.7. M  bir kosimplektik manifold ve M
~

, D  dağılımının bir integral 

manifoldu olsun. Bu durumda M
~

’nin total geodezik olması için gerek ve yeter şart   

h ’nin sıfır olmasıdır[29]. 

2.3. ALTMANİFOLDLAR 

Tanım 2.3.1. M , n boyutlu bir manifold, M
~

ise  )( dn boyutlu manifold olsun. 

Mp noktası için M
~

 üzerinde bir U
~

, M  üzerinde bir U  komşuluğu mevcut ve  

 0~
1

~~
 (m)dnx...(m)nx:UmU  

ise M ’ye M
~

’nin bir altmanifoldu adı verilir. Burada  dnx,...,x 
~

1
~

 koordinat sistemi  

U
~

’da  nx,...,1x ’de U  üzerinde koordinat sistemleridir[20]. 

Tanım 2.3.2.  M  ve M
~

 sırası ile n  ve  )( dn boyutlu Riemann manifoldları olmak 

üzere M , M
~

’nin altmanifoldu ve  ile 
~

 sırası ile  M  ve M
~

’de kovaryant türevler 

olsun. Böylece YX , ; M  üzerinde vektör alanları olmak üzere Gauss eşitliği 

),(
~

YXBYY XX                                                         

şeklindedir. Burada B ’ye,  M ’nin 2.temel formu  adı verilir. Eğer  )(, MYX   için 

0),( YXB  ise M  manifolduna  total geodeziktir denir[22]. 

Tanım 2.3.3. M ve M
~

 sırası ile n  ve  )( dn boyutlu Riemann manifoldları olmak 

üzere M , M
~

’nin altmanifoldu olsun. M ’ye normal bir birim vektör alanı N  olsun. 

NX
~

 nin  teğet ve normal bileşenleri sırasıyla XAN -  ve NX
 olmak üzere  

(M)(M)(M)x:A    

dönüşümü iyi tanımlıdır. Böylece  

NXA XNX
  -N

~
     

biçiminde Weingarten eşitliği elde edilir. Burada NA  ‘ye şekil operatörü, 
 ’e de 

 M’ nin MT  normal demetindeki (normal) koneksiyon adı verilir. 

M ’nin şekil operatörü NA  ile ikinci temel form B arasında; 

g(AX, Y)  g(B(X, Y), N) 

bağıntısı vardır[22]. 
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3.BULGULAR VE TARTIŞMA 

Bu bölümde hemen hemen kosimplektik manifoldların yarı-invaryant altmanifoldları 

tanıtılmış, çeşitli özellikleri verilmiş ve integrallenebilme koşulları araştırılmıştır. 

3.1. HEMEN HEMEN KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLARIN  

       YARI-İNVARYANT ALTMANİFOLDLARI 

Bu kısımda hemen hemen kosimplektik manifoldların yarı-invaryant altmanifoldları ile 

ilgili gerekli literatür bilgisi, bazı yardımcı teoremler ve ispatları verilmiştir. 

Tanım 3.1.1. Bir M
~

hemen hemen kosimplektik manifoldunun bir altmanifoldu M  

olsun. Eğer M ’de diferansiyellenebilir dağılımların bir  DD  ,  ortogonal çifti için  

(i)   DDTM  

(ii) D  dağılımı    ’ye göre invaryanttır , yani      dir. için  xDxDMx    

(iii)  D  dağılımı  ’ye göre anti-invaryanttır  yani için  Mx  

      dir.   MxTxD  

ifadeleri sağlanıyorsa M ’ye yarı-invaryant denir. 

DD    ve dağılımlarına sırasıyla yatay ve dikey dağılımlar denir. Bir M  yarı-invaryant 

altmanifoldunda  Mx için 0


xD  ve 0xD  olduğunda  M ’ye sırasıyla 

invaryant  ve  anti-invaryant denir. M  manifoldu ne invaryant ne de anti-invaryant ise 

bu durumda M ’ye  has yarı-invaryant altmanifold denir [33]. 

 

Şimdi ileride kullanacağımız bazı ifadeleri verelim. 

M  ve M
~

 manifoldları üzerindeki metrikler için aynı g sembolü kullanılır.  

TM nin DD    ve  dağılımlarının projeksiyon morfizmlerini sırasıyla P ve Q ile 

gösterirsek TMX   ve  TMN için 

 )(XQXPXX            (3.1) 

DNCNN             (3.2) 
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ve 

fXtXhX                         (3.3) 

dir. 

Burada CN ve tX sırasıyla N  ve hX ’in teğet kısımlarını, DN ve fX ise N ve hX ’in 

normal kısımlarını göstermektedir. 

Tanım 3.1.2. M  ve M
~

 Riemann manifoldları olmak üzere M , M
~

’nın altmanifoldu 

olsun.   ve 
~

 sırasıyla M  ve M
~

’nın Levi-Civita koneksiyonları olmak üzere Gauss 

ve Weingarten eşitlikleri sırasıyla   

),(
~

YXBYXX  Y                           (3.4) 

NXA XNX
  -N

~
                                       (3.5) 

şeklinde tanımlıdır. Burada B  ikinci temel form, NA   şekil operatörü,   de  

M ’nin MT  normal demetindeki (normal) koneksiyonudur[22]. 

Sonuç 3.1.1. TMYX  ,  ve TMN  için 

   ),(,, YXAgNYXBg N                        (3.6) 

dir[33]. 

İspat: N XXN NXA   ~
 olduğundan 

 YN,XXN NgYXAg   ~
),(  

                                      YN,Y, XX gNg   ~
 

                  YN,-0  Xg 
~

 

                  Y  XNg 
~

,  

                  Y)B(X,Y   XNg ,  

                  Y)B(X,Y)  ,(, NgNg X   

                 Y))B(X,  ,(Ng  
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Şimdi herhangi TMYX , için  

XAPYYXu QYX  ),(         (3.7) 

alarak aşağıdaki yardımcı teoremleri verelim. 

Yardımcı Teorem 3.1.1. M  manifoldu, M
~

 hemen hemen kosimplektik manifoldunun 

yarı-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

PtXYYPYXuP X )()),((                   (3.8) 

QtXYYXCBYXuQ )().()),((                       (3.9) 

fXYYXDBYQQYPYXB XX )(),(),(                    (3.10) 

         tXYYhXgYXu  ,,                               (3.11) 

İspat:  

 (3.1) kullanılarak 

 )()( YQYPYYYQYPYY   

             QYPYY    

elde edilir. Buradan 

YYY XXX 
~~

)
~

(    

              YQYPY XX 
~

)(
~

  

olup (3.4) kullanılırsa  

 ),(
~~

)
~

( YXBYQYPYY XXXX    

    ),()(
~~

YXBYQYPY XXX       (3.12) 

elde edilir. 

DPYDPYTMY    ve  

olur ve bu ifade (3.4)’te ki ),(
~

YXBYXX  Y  ’de yazılırsa   

),(
~

PYXBPYXX   PY        (3.13) 

MTQYDQYTMY     ve  olup (3.5) kullanılırsa 

NXA XNX
  -N

~
 

QYXA XQYX  
  -QY

~
       (3.14) 

elde edilir. 
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(3.13) ve (3.14) ifadeleri (3.12)’de yazılırsa  

),(),(
~

)
~

( YXBYQYXAPYXBPYY XXQYXX    
  (3.15) 

olur. 

TMY  için  )(YQYPYY   olduğundan TMPYX   için 

 )( PYPYQPYPPY XXXX       (3.16) 

XA QY TM için  

  )( XAXQAXPAXA QYQYQYQY       (3.17) 

ve yine TMYX  için 

 )( YYQYPY XXXX   

 YQYP XX           (3.18) 

elde edilir. 

Diğer taraftan (3.2) kullanılırsa   TMN için DNCNN   olup buradan 

),(),(),( YXDBYXCBYXB         (3.19) 

dir. 

Böylece (3.15) ifadesinde (3.16), (3.17), (3.18) ve (3.19) yazılırsa  

  XQAXPAPYXBPYPYQPYPY QYQYXXXX   ),()
~

(  

                  ),(),( YXDBYXCBYQYPXAQY XXQYX        (3.20) 

elde edilir. 

Diğer taraftan (3.1), (3.2) ve (3.3) ifadeleri (2.14)’te yazılırsa   

    hXYYhXgQXYPXYYX )(,)()(
~

   

     QtXYPtXYYhXgQXYPXY )()(,)()(    

                 fXYtXY )()()(          (3.21) 

elde edilir. 

(3.20) ve (3.21) deki  TMD   veD , , ’e ait bileşenleri karşılıklı eşleştirirsek istenenler 

elde edilir. 
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Yardımcı Teorem 3.1.2. M  manifoldu, M
~

 hemen hemen kosimplektik manifoldunun 

yarı-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda TMX   ve TMN  için 

aşağıdaki  eşitlikler geçerlidir: 

)()()( XAPCNPXAP DNXN         (3.22) 

  NXACN DNX
 XCQ        (3.23) 

0)  CNXA XDN(         (3.24) 

NDDNXAQCNXB XXN
  )(),(        (3.25) 

İspat: (3.1), (3.2) ifadeleri ile (3.4) ve (3.5)’teki Gauss ve Weingarten denklemlerini 

kullanalım. 

MTN  için DNCNN  olduğundan DX  olmak üzere  

)(
~

)(
~

)(
~

)(
~

DNCNDNCNN XXXX    

TMCN olduğundan  

),()()(
~

CNXBCNCN XX   

ve MTDN  olduğundan  

)(
~

DNXA XDNX
  -(DN)  

olur. Böylece  

)(),()()(
~

DNXACNXBCNN XDNXX
  -  

elde edilir. 

TMCNX  )( ve TMXADN   olduğundan (3.1)’den 

 ))(()()()( CNCNQCNPCN XXXX   

ve 

 )( XAXQAXPAXA DNDNDNDN   

olur. Böylece  

),())(()()()(
~

CNXBCNCNQCNPN XXXX    

                )()( DNXAXQAXPA XDNDNDN
      (3.26) 

elde edilir. 

Diğer taraftan, (2.14) nedeniyle 

    hXNNhXgNX )(,
~
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dir. TMhX  ve MTN   olduğundan 0),( NhXg  olur. 

 

Ayrıca 0),()(   NgN  olduğundan  

  0
~

 NX  

olur. Böylece  

NNN XXX 
~

)
~

()(
~

  

              NX
~

0   

              NX
~

  

              )( NXA XN
  -  

              NXA XN
  )(  

elde edilir. 

TMXAN  olduğundan (3.1)’den  

 )( XAXQAXPAXA NNNN   

          XQAXPA NN    

olur. Böylece  

NXQAXPAN XNNX
  )(

~
 

elde edilir. 

MTNX
  olduğundan (3.2) nedeniyle 

NDNCN XXX
   

dir. Böylece  

NDNCXQAXPAN XXNNX
   )(

~
     (3.27) 

elde edilir. 

(3.26)  ve (3.27)’de  TMD   veD , , ’e ait bileşenleri karşılıklı eşleştirirsek istenenler 

elde edilir. 
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Yardımcı Teorem 3.1.3. M  manifoldu, M
~

 hemen hemen kosimplektik manifoldunun 

yarı-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdaki  eşitlikler geçerlidir: 

   (D)X         CfXtXX               (3.28) 

   )(DX         CfXtXX        (3.29) 

DfXXB  ),(0                             (3.30) 

 

İspat: TMX  için (3.2), (3.3) ve (3.4) ifadeleri kullanılırsa  

         hXXBXX   ,
~

 

                            fXtX    

                           DfXCfXtX    

olur . Son elde edilen  

   DfXCfXtXXBX   ,  

ifadesinde teğet ve normal kısımlar karşılıklı eşlenirse istenen eşitliklere ulaşılır. 

Yardımcı Teorem 3.1.4. M  manifoldu, M
~

 hemen hemen kosimplektik manifoldunun 

yarı-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda )(,  DYX  için  

XAYA YX            (3.31) 

olur. 

İspat: )(,  DYX  ve )(TMZ   için (3.4) ve (3.6) kullanılırsa 

)),,((),( XZYBgZYAg X    

                       ),
~

( XYg Z   

                       ),
~

( XYg Z   

                       ),)
~

(
~

( XYYg ZZ    

                       ),
~

( XYg Z  

                       )
~

,( XYg Z   

                       )),(,( XZBYg   

                       ),( ZXAg Y  

olup, istenen elde edilir. 
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Yardımcı Teorem 3.1.5. M  manifoldu, M
~

 hemen hemen kosimplektik manifoldunun 

yarı-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda )()(  DDU V    ve  için  

)(DU     )(  DV  

  )(, DU       )(,  DV   

olur. 

İspat: )()(  DDU V   ve  için 

0),(),(),(    UgUgUg  

ve 

),(),(),(),( 2 VUgVUgVUgVUg     

                      ),( VUg    

                      ),( VUg    

                      ),( VUg   

                      0  

olur. Dolayısıyla  )(DU   dir. Benzer şekilde )(  DV  olduğu ispat edilir. 

Diğer taraftan,  (3.28) ve (3.29) kullanılarak 

  0),(),,(   UgUg U  

ve 

  0),(),(),,(  VUgVgVUg U   

olup ispat tamamlanır. 

Yardımcı Teorem 3.1.6. M  manifoldu, M
~

 hemen hemen kosimplektik manifoldunun 

yarı-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda )(, MYX  için 

),(),( YtXgtYXg           (3.32) 

0 CfXXttX           (3.33) 

0 XfDfX           (3.34) 

ifadeleri sağlanır. 

İspat: h  simetrik olduğundan  

),(),( YhXghYXg   
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),(),(),( YfXgYtXgfYtYXg   

),(),(),(),( YfXgYtXgfYXgtYXg   

yazılır ve (3.32) elde edilir. 

Şimdi Önerme 2.2.5.’te h  yerine hX  alıp daha sonra (3.2) ile (3.3) ifadelerini 

kullanırsak  

00    hXhXhX  

00   hXDhXChXhXhX   

                                         0  fXtXDhXChX  

    0  fXtXDfXDtXCfXCtX  

0  fXtXDfXCfXDtXCtX  

0 XfDfXCfXXttX   

elde edilir. 

Bu ifadedeki teğet ve normal kısımlar karşılıklı eşlenirse ispat tamamlanır. 

 

3.2. HEMEN HEMEN KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLARIN                             

       YARI-İNVARYANT ALTMANİFOLDLARI ÜZERİDEKİ      

       DAĞILIMIN İNTEGRALLENEBİLİRLİĞİ 

 

Bu bölümde hemen kosimplektik manifoldunların  yarı-invaryant  altmanifoldlarının 

dağılımının integrallenebilirliği incelenmiştir. 

Teorem 3.2.1. M  manifoldu, M
~

 hemen hemen kosimplektik manifoldunun yarı-

invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda D  dağılımı integrallenemezdir. 

İspat: )(, DYX  için 

  ),(),(),.(  XgYgYXg YX   

                 ),(),(  YX XgYg   

                 ),(),( CfYtYXgCfXtXYg    

                 ),(),(),(),( CfYXgtYXgCfXYgtXYg    

                 ),(),( CfYtYXgCfXtXYg    

                 ),(),( YtXgXtYg    

                 ),(),( YtXgXtYg    
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                 ),(),( YtXgXtYg    

                 ),( tXXtYg    

                 ),( CfXYg  

                 0  

olur. Dolayısıyla D  dağılımı integrallenemezdir. 

Sonuç 3.2.1.  DD  dağılımı integrallenemezdir. 

Teorem 3.2.2.  M  manifoldu, M
~

 hemen hemen kosimplektik manifoldunun yarı-

invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda  D ’nin integrallenebilmesi için 

gerek ve yeter şart  

),(),( YXBYXB          (3.35) 

olmasıdır. 

İspat: (3.10)’dan,  D ’nin integrallenebilmesi için gerek ve yeter şart  

  0,),(),(  YXQXYBYXB   

ifadesinin sağlanmasıdır. Dolayısıyla 

),(),( XYBYXB    

olur. 

Teorem 3.2.3.  M  manifoldu, M
~

 hemen hemen kosimplektik manifoldunun yarı-

invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda D  dağılımı integrallenebilirdir. 

İspat: (3.7) den )(,  DYX için 

XAYXu QY),(  

elde edilir. 

(3.8)’e   ’yi uygularsak )(,  DYX  

)( XAPYP YX                   (3.36) 

olur.Yardımcı Teorem 3.1.4.’ün  sonucu olarak (3.36) 

  0),( YXP  

şeklini alır ki bu da   )(,  DYX olduğunu ispatlar. 

 



 29 

3.3. KARIŞIK TOTAL GEODEZİK YARI-İNVARYANT ALTMANİFOLDLAR 

Tanım 3.3.1. M manifoldu, M
~

 hemen hemen kosimplektik manifoldunun yarı-

invaryant bir altmanifoldu olsun. DX   ve DY  için eğer 0),( YXB  ise M ’ye 

karışık total geodeziktir denir[29]. 

Teorem 3.3.1. M  manifoldu, M
~

 hemen hemen kosimplektik manifoldunun yarı-

invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda M ’nin karışık total geodezik olması için 

gerek ve yeter şart  

  (  ),(X                        ))(  TMVDDXAV                  (3.37) 

ve  

  (  ),(X                       ))(   TMVDDXAV                  (3.38) 

olmasıdır. 

 

İspat:  XAV ’i göz önüne alalım. )()  DYTMVDX       ve(  , )( olsun. Bu 

durumda  

),()),,(( YXAgVYXBg V  

                          )(0 DXAV   

olur. 

Diğer taraftan,  eğer )(DXAV   ise 

)),,((),( VYXBgYXAg V   

                     0),(0  YXB  

olup  (3.37)  ispatlanır. 

Benzer şekilde (3.38)’da ispatlanır. 
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada hemen hemen kosimplektik manifoldların yarı-invaryant altmanifoldları 

ile ilgili çeşitli özellikler elde edilmiş ve integrallenebilme koşulları incelenmiştir. Son 

olarak da altmanifoldun karışık total geodezik olmasının koşulu verilmiştir. Özel 

koşullar altında araştırma yapılırsa çeşitli özellikler elde edilebilir. 
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