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OZET

HEMEN HEMEN KOSIMPLEKTIK MANIFOLDLARIN
YARI-INVARYANT ALTMANIFOLDLARI

Kadir MESELI
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Nesip AKTAN
Subat 2016, 42 sayfa

Bu tez calismasi dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim giris kismi olup, bu boliim
konuyla ilgili literatiir bilgisi icermektedir. Ikinci béliimde temel tanim ve kavramlar
verilmistir. Ugiincii boliimde hemen hemen kosimplektik manifoldlarin yari-invaryant
altmanifoldlar1 tamitilmis, ¢esitli 6zellikleri verilmis ve integrallenebilme kosullari
arastirilmistir. Ayrica altmanifoldun karisik total geodezik olmasinin kosulu verilmistir.
Son boliim ise sonug ve Onerilere ayrilmigtir.

Anahtar sozciikler: Hemen hemen kosimplektik manifold, Yari-invaryant altmanifold
Integrallenebilme kosullar:



ABSTRACT

SEMI-INVARIANT SUBMANIFOLDS OF ALMOST COSYMPLECTIC
MANIFOLDS

Kadir MESELI
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN
February 2016, 42 pages

This thesis consists of four chapters. The first chapter is introduction. This chapter
provides a general knowledge of literature. In the second chapter, we give the basic
definitions and concepts. In the third chapter we introduce semi-invariant submanifolds
of almost cosymplectic manifolds and we give several properties and search
integrability conditions. We also focus mixed totally geodesic of semi-invariant
submanifolds of an almost cosymplectic manifold. The last chapter is devoted into
results and suggestions.

Keywords: Almost cosymplectic manifold, Semi-invariant submanifold, Integrability
conditions



EXTENDED ABSTRACT

SEMI-INVARIANT SUBMANIFOLDS OF ALMOST COSYMPLECTIC
MANIFOLDS

Kadir MESELI
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN
February 2016, 42 pages

1. INTRODUCTION:

A normal almost contact metric manifold is said to be cosymplectic if its fundamental 2-
form and contact form are both closed. Cosymplectic manifolds and their submanifolds
have been studied by D.E.Blair [1], G.D.Ludden [2], S.I.Goldberg [3], S.S.Eum,
K.Yano and U-H.Ki [4] and others.

The notion of an almost cosymplectic manifold was introduced by Goldberg and Yano
in 1969 [3]. The simplest examples of such manifolds are those being the product
(possibly local) of almost Kaehlerian manifolds and the real line R or the circle S . In
particular, cosymplectic manifolds in the sense of Blair [1] are of this type. The notion
of CR-submanifold of a Kaehler manifold was introduced by Bejancu [5]. Later CR-
submanifolds of a Sasakian manifold was studied by Shadid, Sharfuddin and Husain [6],
Kobayashi [6], Matsumoto [8] and many others. Submanifolds of cosymplectic
manifolds have been studied by Ludden [2], A.Cabras, A. lanus and G.H.Pitis [9].

Later the subject was considered for Riemannian manifolds with an almost contact
structure. In this sense A. Bejancu and N. Papaghiuc study semi-invariant submanifolds
of a Sasakian space form[10-13] and C.L. Bejan, A. Cabras and P. Matzeu study them

on cosymplectic manifolds[14-15].



2. MATERIAL AND METHODS:

In this study by using the basis of studies mentioned above, we introduce some
fundamental concept of manifold theory. In the first subsection we give some basic
properties of Riemannian manifolds. In subsection two we introduce to almost contact

metric manifolds and in the last subsection we give submanifolds.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

In this section, we introduce properties of semi-invariant submanifolds of an almost
cosymplectic manifold. Then we rewiew basic formulas and definitions for almost
cosymplectic manifolds and we define semi-invariant submanifolds of an almost
cosymplectic manifold. We obtain some basic results for semi-invariant submanifolds
of an almost cosymplectic manifold. We investigate the integrability of the distributions
in the definition of a semi-invariant submanifold. Then we focus mixed totally geodesic

of semi-invariant submanifolds of an almost cosymplectic manifold.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

In this study we have some basic results for semi-invariant submanifolds of an almost
cosymplectic manifold and we investigate the integrability of the distributions. Semi-
invariant submanifolds of almost cosymplectic manifolds are open problems, so very
importent results can be obtained.

Keywords: Almost cosymplectic manifold, Semi-invariant submanifold, Integrability
conditions



1. GIRIS
Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlari ¢ok 6nemli bir yere sahiptir. Ilk

olarak, 1959 yilinda J.Gray tek boyutlu manifoldlar iizerinde yaptigi ¢aligmada U (n) x1

yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme yapilari tanimlamistir. Buna

gore, (2n+1) —boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

n(&)=1
PP =—1+n®¢

denklemlerini saglayan (1,1)—tipinde bir ¢ tensor alani, bir & vektor alani ve bir 7 ile
olusturulan (¢, &,7) Ugliisiiyle ifade edilir. 1960 yilinda Sasaki (¢, &,77) hemen hemen

degme yapisi iizerinde

n(X)=9(X,$)
g(@X, oY) =g(X,Y)—n(X)n(Y)

ifadeleriyle verilen uygun bir g metrigi tanimlamig ve yapiy1 tam olarak ifade etmistir.
1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen degme manifoldlar i¢in normallik

sartinin J kompleks yapisinin integrallenebilmesi oldugunu gostermistir.

Hemen hemen degme yapiya baghh kalarak Goldberg ve Yano 1969 yilinda
kosimplektik manifoldu tamimlamislardir.ileriki  yillarda ise 6zellikle Olszak

kosimplektik manifoldlar iizerine bir¢ok ¢alisma yapmistir[16-17].

Sonraki yillarda ise A. Bejancu, N. Papaghiuc, C. L. Bejan, A. Cabras, ve P. Matzeu
Sasakian  manifoldlarinin  yari-invaryant  altmanifoldlar1  {izerine  g¢alismalar

yapmislardir[10-15].

Bu tez ¢alismasinda hemen hemen kosimplektik manifoldlarin yari-invaryant alt

manifoldlar tizerine ¢alisilmis ve ¢esitli 6zellikler elde edilmistir.
Birinci boliim olan giris boliimiinde konuyla ilgili literatiir bilgisi verilmistir.

Ikinci boliimde temel tanim ve kavramlar verilmistir. Bu béliimiin alt bdliimlerinde



sirastyla Riemann manifoldlari, hemen hemen degme metrik manifoldlart ve alt
manifoldlar ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

Ugiincii  bélimde hemen hemen kosimplektik manifoldlarn  yari-invaryant
altmanifoldlar1 tanitilmis, cesitli 6zellikler elde edilmis ve integrallenebilme kosullar

arastirilmistir. Ayrica altmanifoldun karisik total geodezik olmasinin kosulu verilmistir.

Son boliim ise sonug ve Onerilere ayrilmistir.



2.MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, diger boliimlerde calismamiz igin gerekli olan temel kavramlar verilmistir.

2.1. RIEMANN MANiFOLDLARI

Tamm 2.1.1. M, n—boyutlu, diferensiyellenebilir C* bir manifold olsun. M
iizerindeki C™ vektér alanlarinin uzay1 (M) ve M *den R'ye C™ fonksiyonlarin
uzayt C*(M,R) olmak iizere, M iizerinde

g: 2(M)x (M) —>C%(M,R)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik ve 2—lineer g Riemann metrigi ile birlikte
M -ye bir Riemann manifoldu ad1 verilir ve (M, g) seklinde gosterilir[18].

M manifoldunun herhangi iki p ve ( noktasi igin; M tizerinde bu noktalar

birlestiren bir egri bulunabilirse M ye baglantilt manifold ad1 verilir[19].

Tamim 2.1.2. M, n—boyutlu, diferensiyellenebilir bir manifold ve M tizerindeki

Viy(M)x x(M)— x(M)
(X,Y) > V(X,Y)=VxY

déniisimiic VX,Y,Z € (M) ve Vf,ge C®(M,R) i¢in
(i) Vx(Y+Z)=VxY+VxZ

(i) Vix4+grZ=1VxZ+gVyZ

iy  Vx(fY)=fvxY +X(f)Y

Ozelliklerini sagliyor ise V°ya M iizerinde bir Afin Koneksiyon adi verilir[20].

Tanmm 2.1.3. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve V°'da M iizerinde
tanimlanan bir afin koneksiyonu olmak iizere;

(i) VxY-VyX=[X,Y] vV X,Y € y(M)

(i) Xg(Y,Z)=9(VxY,Z)+9(Y,VxZ) VXY, Zey(M)
sartlarim1 sagladiginda V’ya M iizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya

M ’nin Levi-Civita Koneksiyonu ad verilir[20].



Tanmm 2.1.4. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve V°da M iizerinde
tanimlanan Levi-Civita koneksiyonu olmak tizere ¥V X,Y,Z € (M) igin;

29(VxY,Z)=Xg(Y,Z)+Yg(Z, X)-2g(X,Y)
—g(X.,[Y,Z) - g(v,[X,z) + 9(z.[X,Y)

ile tanimlanan ifadeye Kozsul formiilii ad1 verilir[20].

Tamim 2.1.5. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu, Vv X,Y,Z € y(M) ve Vda
M iizerindeki Levi-Civita koneksiyonu olmak tizere

R: x(M)x 2(M)x (M) — x(M)

R(X,Y)Z:vayz—VyVXZ—V[X,y]Z (2.1)
ile tamimlanan R fonksiyonu M tizerinde (1,3) —tipinde bir tensor alanidir ve M nin

Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir. Ayrica
R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W)

tensoriine M ’nin Riemann-Christoffel egrilik tensorii adi verilir[19].

X,Y,Z,V veW € (M) i¢in Riemann egrilik tensorii R olmak tzere
(i) R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z

(i)  R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0

(i)  g(R(X,YV,W)=—g(R(X,Y)W,V)

(iv)  g(R(X,Y)V,W)=g(R(V,W)X,Y)

ozelliklerine sahiptir[19].

Tamim 2.1.6. M , n—boyutlu, diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerinde
(r,s) —tipinde simetrik bir tensér A olsun. Bu durumda, 1< a < b <s reel sayilar
ve keyfi bir r degeri igin;

Cip  Xs(M) =y »(M)

C A |1|r: — p,q il"'ir .
( ab )Jl---Js—Z Zg Ajl... P .. q Js_o
P.q abilesen b.bilesen

bi¢iminde tanimlanan Cgp, operatSrine a. ve b. bilesenlere gére A tensoriiniin

metrik kontraksiyonu adi verilir. Boylece kontraksiyon operatori, (r,s)—tipindeki bir

tensorii (r —1,s —1) —tipinde bir tensore doniistiirtr [20].



Tamm 2.1.7. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e1,e2,...,en}

lokal ortonormal vektor alanlart (M) nin bir baz1 olmak {izere

S: 7(M)x y(M) —C®(M,R)
n

(X,Y) = S(X,Y) = Zg(R(ej, X)Y. &) ;XY e x(M) (2.2)
=1

seklinde tanimli (0,2) —tipindeki S tensor alanina, M {izerinde Ricci egrilik tensori

adr verilir. Ayrica Q Ricci operatorii

9(QX,Y) =S(X,Y)

bigiminde tanimlanir[21].

Tamm 2.1.8. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. pe M

noktasindaki TpM tanjant uzayinin 2 —boyutlu alt uzayr [I olmak iizere;
V,W €[] tanjant vektorleri lizerine kurulan paralelkenarin alani;

QV,W) = g(V,V)gW,W) - g(V,W)? =0

olmak tizere;

_ gRV, WW, V)
Q(V, W)

ifadesine [T 'nin kesitsel egriligi denir ve K(I]) ile gosterilir[19].

KV, W)

Tanmim 2.1.9. (M, g), n>2 boyutlu bir Riemann manifoldu ve S’de M ’nin
Ricci tensori olsun. Boylece, M {izerinde bir A: M — R fonksiyonu i¢in;
S(X,Y)=49(X,Y) VXY e x(M)

esitligi saglaniyorsa M ’ye bir Einstein manifold adi verilir[22].

M {izerinde bir birim tanjant vektor alant U olmak tizere, A 1—formunu

g(X,U) = A(X)

bi¢iminde tanimlayalim. Burada U vektor alanina A 1—formunun iireteci adr verilir.
Eger (M, g) n—boyutlu Riemann manifoldunun Ricci tensérii S,V X,Y € y(M)) igin;
S(X,Y)=ag(X,Y)+bA(X)A() ;. a,beC(M,R)

kosulunu sagliyorsa M ’ye yari-Einstein manifold adi verilir [23].

Eger b=0ise (M, g) manifoldu bir Einstein manifolda doniistir.



M iizerinde birim tanjant vektor alanlart U ve V olmak tlizere, Ave B
1—formlarini

AX)=9g(X,U) ve B(X)=g(X,V)

bi¢iminde tanimlayalim. Burada U vektor alan1 A 1-formunun, V' vektor alani ise B

1—-formunun fireteci olup U ile V birbirlerine dik vektor alanlaridir.

Eger (M,g) n—boyutlu Riemann manifoldunun S Ricci tensorii V X,Y € y(M)
i¢in

S(X,Y)=ag(X,Y)+bA(X)A(Y)+cB(X)B(Y) , a,b,ceC(M,R) (2.3)
kosulunu sagliyorsa M ’ye Genellestirilmis Yari-Einstein Manifold denir[24].

Eger c=0 ise (M, g) manifoldu yari-Einstein manifolda donisiir.

Tamm 2.1.10. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e1,e2,....en} lokal

ortonormal vektor alanlart (M) nin bir bazi olmak iizere;

n

r=2>5( ) (2.4)
i=1

fonksiyonuna M -nin skaler egrilik fonksiyonu adi verilir[22].

Tamm 2.1.11. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger, M ’nin
kesitsel egrilik fonksiyonu sabit ise M ’ye sabit egrilikli uzay denir ve M(c) ile

gosterilir[20].

Sonug 2.1.12. (M, g), n—boyutlu, ¢ sabit egrilikli bir Riemann manifoldu olsun.
Bu durumda M nin R egrilik tensort, V X,Y,Z,W € y(M) igin;
R(X,Y,Z,W)=cig(Y,Z)g(X,W) - g(X,Z)g(Y,W)}

bi¢imindedir[20].

Tamim 2.1.13. Sabit egrilikli, tam, baglantili manifoldlara uzay form adi verilir

ve n—boyutlu bir M uzay formu M (c) ile gosterilir. Eger;
c=0 ise M(c)=E"  Oklid uzayy,

1 . n .
c=— Ise M(c) =S (r) Kkiiresi,

r

10



c :'; ise M(c)=H n(r) Hiperbolik Uzay

T

dir[25].

Tanim 2.1.14. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde
L ve N tensorlerini sirasiyla V X,Y € (M) i¢in;

n
2.(n-2)

LX,Y) = —é S(X,Y) + rg(X,Y)

ve
g(NX,Y) = L(X,Y)
bigiminde tanimlayalim. Boylece V X,Y,Z € (M) i¢in Weyl konformal egrilik

tensorii ve D tensorii sirastyla;

C(X,Y)Z =R(X,Y)Z+L(Y,Z)X —L(X,Z2)Y +g(Y,Z)NX —g(X,Z)NY

ve

D(X,Y,Z) = (Vx L)Y, Z) - (Vy L)(X, Z)

ile tanimlanir [26].

Eger M manifoldu tizerinde n>3 igcin c=0ve n=3igin D =0 oluyorsa

M -ye diizlemsel konformaldir denir[22].

Tamm 2.1.15. M, n> 2 boyutlu, baglantili bir Riemann manifoldu olsun. A,

M fizerinde tanimli (0,2) —tipinde simetrik bir tensér alami olmak iizere

A A endomorfizmi V X,Y,Z € y(M) igin;

AA (M) x 2 (M) x z(M) = (M)

(XAAY)Z=AY,Z)X - A(X,Z)Y

bigiminde tanimlanir. Eger A= g alinirsa (2. 7) denklemi

(XAgY)Z=9(Y,Z)X -g(X,2Z)Y

bi¢imine indirgenir.

Bundan sonra (X ng Y)yerine kisaca (X AY) kullamlacaktir[21].

M Riemann manifoldu tizerinde k >1 olmak tizere (0,Kk) —tipinde bir T tensor
alam1 ve (0,2) —tipinde simetrik bir A tensér alami verildiginde T ’nin  kovaryant

tirevi VT;

11



(VT XX1.X2,.. Xk X )= (VX TN X1.X2,... Xk )
k

=Vx (T(X1X2,-.. Xk ))—_ZlT(Xl,...,vx XXk )
i=

ile R-T ve Q(AT) tensorleri de sirasi ile;

(R-T)XL, X2, Xk X, Y) = =T (R(X,Y) X1, X200ey XK ) = oo
—T(X1, X2, R(X,Y) Xk )

ve

QA T)(XL, X2 e Xk X, Y) = =T (X AAY)XL, X200y XK ) =
—T(X1, X200 (X AAY)XK)

bi¢iminde tanimlanir[21].

Tamim 2.1.16. (M, g), n—boyutlu Riemann manifoldu iizerinde (0, k) —tipinden
(k>1) bir T tensor alaninin kovaryant tirevi VT olsun. Eger T tensor alani,
VX, X1,Y1,.. Xk, Yk € (M) igin;

(VT)(X1, X2y Xk X)T (Y1, Y2,.., YK) = (VT)(Y1, Y2,.... Yk X)T (X1, X2,..., Xk)

kosulunu sagliyorsa T ’ye rekiirent tensor alani adi verilir[27].

Burada V, M Riemann manifoldu iizerindeki Levi-Civita koneksiyonudur.

Tanmm 2.1.17. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu tizerinde (0, k) —tipinden
(k>1) bir T tensoér alamimin kovaryant tirevi VT olsun. Eger T tensor alani,

VXY, X1,Y1, X Ve Y € (M) igin;

(V)Xo Xk X YT (Ao Yie) = (V2T )Y Yics XY )T (XL, Xk

kosulunu sagliyorsa T ’ye 2-rekiirent tensor alani adi verilir[27].

Burada V, M Riemann manifoldu tizerindeki Levi-Civita koneksiyonudur -

Bu tanima denk olarak bir pe M noktasinin bir W komsulugunda sifirdan farkli bir
2 —rekiirent T tensor alani igin, W kiimesi tizerinde

\vZ .

esitligi saglanir.

Buraday, (0,2) — tipinde bir tensordiir[27].
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Eger T tensor alan1t M {izerinde, VX,Y, X1,Y,..., Xk ve Y € (M) i¢in;

(VET)(XLyees Xk XY ) = (VT @ B)(XL,eees Xk X, YT (V1,0 Vi)
= (V2T Vi XY ) = (VT @ @) (Yoo Yic; XY )T (XL XK )

kosulunu sagliyorsa T ’ye genellestirilmis 2 — rekiirent tensor alani adi verilir[27].

Bu tanima denk olarak bir pe M noktasinin bir W komsulugunda sifirdan farkli bir
genellestirilmis 2 —rekiirent T tensor alani igin, W kiimesi tizerinde

VT VT ®¢+T Oy

esitligi saglanir.

Burada v, (0,2) — tipinde bir tensor ve ¢ bir 1— formdur{27].

Tammm 2.1.18. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M ’nin R egrilik
tensori V X,Y,Z € y(M) i¢in;
(VxR)(Y,Z)W =0

kosulunu sagliyorsa M ’ye lokal simeteiktir denir[28].

2.2. HEMEN HEMEN DEGME MANIFOLDLAR
Bu boliimde hemen hemen degme manifoldlarla ilgili temel kavramlarlar verilmistir.

Tammm 2.2.1. M, (2n+1) boyutlu bir manifold, ¢,&,7°da M {izerinde sirasiyla
(1,1) —tipinde bir tensor alani, bir vektor alani ve 1-form olsunlar. Eger ¢, &, igin M

tizerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak tizere

(&) =1 ve @l =—l+n®¢ (2.5)

esitlikleri saglaniyorsa (¢, &,7n) tcliisine M iizerinde bir hemen hemen degme yapi

ve bu yapiyla birlikte M ’ye bir hemen hemen degme manifold denir[26].

Teorem 2.2.1. (¢,&,n7) hemen hemen degme yapist ile birlikte verilen M manifoldu
lizerinde
9s =0

Hop=0 (2.6)
rank(e) =2n

esitlikleri saglanir[26].
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Tammm 2.2.2. (2n+1) boyutlu M hemen hemen degme manifoldu tzerinde
vX,Y € y(M) ve £ € y(M) igin

n(X)=9(X,$)
g(@X, oY) =g(X,Y)—n(X)n(Y)

kosullarini saglayan bir g metrigi varsa (¢, &, n, g) dortliisiine bir hemen hemen degme

2.7)

metrik yapi, bu yapi ile birlikte M ye de hemen hemen degme metrik manifold adi
verilir[26].

Teorem 2.2.2. (2n+1) boyutlu M hemen hemen degme manifoldu {izerinde
vX,Y € y(M) igin ;
9(eX,9Y) =9g(X,Y)—n(X)n(Y) (2.8)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir[26].

Sonu¢ 2.2.1. (2n+1) boyutlu M hemen hemen degme manifoldu {izerinde
vX,Y € y(M) ig¢in ;

g(eX,Y) =—g(X,9Y) (2.9)
dir.

Bu da ¢ nin g ye gore anti-simetrik bir tensor alan1 oldugunu gosterir[26].

Teorem 2.2.3. (2n+1) boyutlu M hemen hemen degme manifoldu {izerinde bir 7
kontakt yapisi verildiginde, VX,Y € y(M) igin ;

9(X,¢Y) =dn(X,Y)
olacak sekilde bir (¢, &,77,9) hemen hemen degme metrik yapisi vardir[26].

Tammm 2.2.3. M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢,&,77,9) olmak
tizere VX,Y € (M) i¢in ;
P(X,Y)=9g(eX,Y) (2.10)

seklinde tanimli ¢ doniisiimiine, hemen hemen degme metrik yapisinin temel

2 —formu denir[26].
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Tamim 2.2.4. M bir reel diferansiyellenebilir manifold olsun. Eger her p € M noktasi
icin J 2 _ | olacak sekilde TpM  tanjant uzaymn bir J endomorfizmi mevcut ise ,
M {izerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1 ad1 verilir.

Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile birlikte verilen manifolda bir hemen hemen

kompleks manifold denir.

M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (@,&,7,9)ile verilsin. O zaman
M x Riizerinde herhangi bir vektor alan1 (X, f %) seklinde yazilabilir. Burada X, M
manifolduna teget bir vektor alani; t, R ’nin bir koordinati ve f % , M xR iizerinde bir
C* fonksiyondur.
(p,£,17,9), M {izerinde bir hemen hemen degme metrik yap1t olsun. Boylece M xR
tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1
I ) = (X -0 )

TR S R ™
bigiminde tanimlanir.

Buradan J2 = | oldugu gosterilebilir[26].

Tammm 2.2.5. M diferansiyellenebilir bir manifold olmak {izere, M {iizerinde
(@,1) —tipinde bir tensor alan1 F olsun. vX,Y € y(M) igin ;

Ng (X,Y)=F2[X,Y]+[FX,FY]-F[FX,Y]- F[X,FY]

seklinde tanimli Ng tensor alanmna F tensor alaninin Nijenhuis torsiyon tensori adi

verilir.

J, M iizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1 olmak iizere F = J olarak alinirsa

N;(X,Y)=J2[X,Y]+[3x, Iy ]-3[ax,Y]-3[X,I¥]
=—[X,Y]+[3X,3¥]-3[IX,Y]-3[X,IY]

esitligi elde edilir[26].

Tanim 2.2.6. (M, J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger M {izerinde ise

Nj =0 ise J doniigiimiine integrallenebilirdir denir[26].

15



Tanim 2.2.7. Eger M 2 Riizerindeki bir J hemen hemen kompleks yapisi

integrallenebilir ise (¢, &,77) hemen hemen degme yapisina normaldir denir[26].

Onerme 2.2.1. M ™ *! iizerindeki bir (@,&,m) hemen hemen degme yapisinin normal
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

P?[ XY ]+ X, oY |- p[X, Y |- o[ X, @Y ]+ 2d (X, Y )& (2.12)
ifadesinin sifira esit olmas1 yani

N, (X,Y)+2d7(X,Y)E=0

esitliginin saglanmasidir[26].

Tamm 2.2.8. (M 2n+1,(p,§,77, g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. d dis
tiirev operatorii olmak iizere bu yap1

dp=0 ve dn=0
sartlarint sagliyorsa M manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir. Eger
bir M hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik
manifold denir[16].

Teorem 2.2.3. (M 2n+l,(/),§,n,g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M 2"*! manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi ig¢in gerek ve yeter sart

Vo ve Vnkovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir[16].

Onerme 2.2.2. M bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Bu durumda Levi-

Civita koneksiyonu her X,Y,Z vektor alan1 i¢in

29((Vx@)Y,Z)=g(N(Y,Z),¢X) (2.12)
esitligi ile ifade edilir. Burada D dagilimi integrallenebilir oldugundan, her X € D igin,

L:n =0 ve [X,£]e Ddir[29].

Onerme 2.2.3. Bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D dagiliminin integral

altmanifoldlarinin Kaehler yapida olmasi igin gerek ve yeter sart her X,Y vektor alani
i¢in
(Vx @)Y ==g(pAX,Y )& +n(Y)pAX (2.13)

olmasidir.
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Burada AX =-Vyx <& ve h= %(Lé:go) olarak alinmistir[30].

Bu kosul

(Vo) =g(hX,Y s —n(Y)hX (2.14)
seklinde de yazilabilir[31].

Onerme2.2.4. M bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. M iizerinde (1,1)-

tipli A tensor alant A=-V¢ seklinde tanimlanirsa A bir simetrik operatordiir ve
(i) A()=0
(i) Acp+@oA=0
(i) tr(A)=0
(iv) Vix & =—ghX
ifadeleri saglanir[29].

Onerme 2.2.5. M bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. M iizerinde (1,1)-

tipli h tensor alam1 h= %(qu)) seklinde tanimlanirsa h bir simetrik operatordiir ve

(i) h(£)=0

(if) hop+@oh=0

(iii) trh=0

(iv) tr(gh) =0
ifadeleri saglanir[32].

Onerme 2.2.6. M bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. R, Riemann egrilik

tensorii ve S, Ricci tensor alani olmak lizere M fiizerindeki herhangi X,Y vektor

alanlar1 i¢in
R(X,Y)E=(Vygh)X —(Vy gh)Y
R(X,&)E =—h2X + [V )X
R(E X )& - gR(&,pX )¢ =2h°X
S(X,&) =—(div(gh)) X

5(¢,8) =-tr(h?)
esitlikleri saglanir[29].
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Onerme 2.2.7. M bir kosimplektik manifold ve M, D dagiliminin bir integral

manifoldu olsun. Bu durumda M ’nin total geodezik olmasi igin gerek ve yeter sart

h nin sifir olmasidir[29].

2.3. ALTMANIFOLDLAR

Tamm 2.3.1. M, n—boyutlu bir manifold, M ise (n+d)—boyutlu manifold olsun.
Vp € M noktasi i¢in M iizerinde bir U, M iizerinde bir U komsulugu mevcut ve

U = fm e U (M) =..= Xnq(m) =0}

ise M >ye M ’nin bir altmanifoldu ad: verilir. Burada {X|,....Xn4+q | koordinat sistemi

U *da {xl A } ’de U {izerinde koordinat sistemleridir[20].

Tamm 2.3.2. M ve M sirastile n ve (n+d)—boyutlu Riemann manifoldlar: olmak

tzere M M ’nin altmanifoldu ve Vile V sirasiile M ve M ’de kovaryant tiirevler

olsun. Boylece X,Y ; M iizerinde vektdr alanlar1 olmak iizere Gauss esitligi

VyY =VyY +B(X,Y)

seklindedir. Burada B ’ye, M ’nin 2.temel formu adi verilir. Eger VX,Y € y(M) igin
B(X,Y)=0 ise M manifolduna total geodeziktir denir[22].

Tamm 2.3.3. Mve M sirast ile n ve (n+d) —boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak

uzere M, M ’nin altmanifoldu olsun. M ’ye normal bir birim vektor alan1 N olsun.
6)( N nin teget ve normal bilesenleri sirastyla - Ay X ve Vi N olmak iizere

At z(M)xy(M)— (M)

doniistimil 1yi tanimlidir. Boylece

VyN=-AyX+VxN

bi¢ciminde Weingarten esitligi elde edilir. Burada Ay ‘ye sekil operatorii, v1ede

M’ nin T=M normal demetindeki (normal) koneksiyon adi verilir.

M °nin sekil operatorii Ay ile ikinci temel form B arasinda;
9(AxX, Y) =g(B(X,Y),N)

bagintisi1 vardir[22].
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3.BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde hemen hemen kosimplektik manifoldlarin yari-invaryant altmanifoldlari

tanitilmis, cesitli 6zellikleri verilmis ve integrallenebilme kosullari arastirilmigtir.

3.1. HEMEN HEMEN KOSIiMPLEKTIiK MANIiFOLDLARIN
YARI-INVARYANT ALTMANIFOLDLARI

Bu kisimda hemen hemen kosimplektik manifoldlarin yari-invaryant altmanifoldlar: ile

ilgili gerekli literatiir bilgisi, baz1 yardimc1 teoremler ve ispatlari verilmistir.

Tamm 3.1.1. Bir M hemen hemen kosimplektik manifoldunun bir altmanifoldu M
olsun. Eger M °de diferansiyellenebilir dagilimlarin bir D, D+ ortogonal ¢ifti icin
(i) TM=D@® D @{s}
(if) D dagimi ¢ ’ye gore invaryanttir, yani VX € M i¢in pDy = Dy dir.
(iii) D dagilimi ¢ ’ye gore anti-invaryanttir yani VX € M icin
@Dy~ = TyM - dir.

ifadeleri saglaniyorsa M ’ye yari-invaryant denir.

Dve D+ dagilimlarina sirasiyla yatay ve dikey dagilimlar denir. Bir M yari-invaryant

altmanifoldunda Vvx e M i¢in DXL =0 ve Dy =0 oldugunda M ’ye sirasiyla

invaryant ve anti-invaryant denir. M manifoldu ne invaryant ne de anti-invaryant ise

bu durumda M ’ye has yari-invaryant altmanifold denir [33].

Simdi ileride kullanacagimiz bazi ifadeleri verelim.

M ve M manifoldlari iizerindeki metrikler icin ayn1 g sembolii kullanilir.

TM nin Dve D+ dagilimlarinin projeksiyon morfizmlerini sirasiyla P ve Q ile

gosterirsek VX € TM ve VN e TM Li(;in
X =PX +QX +n(X)& (3.1)
¢oN =CN + DN (3.2)
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ve
hX =tX + fX (3.3
dir.

Burada CN ve tX sirastyla ¢N ve hX ’in teget kisimlarini, DN ve X ise ¢N ve hX ’in

normal kisimlarini gostermektedir.

Tammm 3.1.2. M ve M Riemann manifoldlar1 olmak iizere M , M ’nin altmanifoldu

olsun. V ve V sirasiyla M ve M ’nmn Levi-Civita koneksiyonlar1 olmak iizere Gauss

ve Weingarten esitlikleri sirastyla

VyY=VyY+B(X,Y) (3.4)
VyN=-AyX+VxN (3.5)
seklinde tanimlidir. Burada B ikinci temel form, Ay sekil operatorii, Ve de

M nin T=M normal demetindeki (normal) koneksiyonudur[22].

Sonu¢ 3.1.1. ¥X,Y eTM ve N eTM ™ icin
g(B(X,Y)N)=g(AyX,Y) (3.6)
dir[33].

ispat: AyX =VxN—VyN oldugundan
g(ANx,Y)zg(viNﬁxN,Y)
—glviN.Y)-g[@xN.Y)
~0-g(VyN,Y)
=g(N,§xY)
=g(N,Vx Y+B(X,Y))

=g(N,Vx V) +9g(N,BX.Y))
=9g(N,B(X.,Y))
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Simdi herhangi X,Y € TM igin
u(X,Y)=VxePY — Ay X (3.7)

alarak asagidaki yardimci teoremleri verelim.

Yardima Teorem 3.1.1. M manifoldu, M hemen hemen kosimplektik manifoldunun

yari-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler gecerlidir:

P(u(X,Y))=gPVxY —n(Y)PtX (3.8)
Q(u(X,Y)) =CB(X.Y)-n(Y)QtX (3.9)
B(X,¢PY)+Vyx ¢QY =¢QV y Y + DB(X,Y)—n(Y) fX (3.10)
u(X,Y))e = g(hX,Y ) =Y Jn(tx ) (3.11)
Ispat:

(3.1) kullanilarak

Y =PY +QY +7(Y)S = @Y =¢PY +¢QY +71(Y)pS
= oY =@PY +¢QY

elde edilir. Buradan

(Vxo)Y =VxoY —pVxY

=Vx (#PY +gQY) -V x Y
olup (3.4) kullanilirsa
(V@)Y =Vx@PY +Vx QY —p(Vx Y +B(X,Y))
=V @PY +Vyx QY —p(VxY)—gB(X.Y) (3.12)

elde edilir.

YeTM = PY e DvegPY €D
olur ve bu ifade (3.4)’te ki Vy Y =VyY +B(X,Y) *de yazilirsa

Vy @PY =V gPY +B(X,PY) (3.13)
Y eTM = QY e D" ve QY eT*M olup (3.5) kullanilirsa

VyN=-AyX+VxN

Vx QY =- Ay X +Vx QY (3.14)

elde edilir.
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(3.13) ve (3.14) ifadeleri (3.12)’de yazilirsa

(Vx@)Y =Vy gPY +B(X,@PY)— Aoy X + VX gQY — gV x Y —gB(X.Y) (3.15)

olur.

Y eTMicin Y =PY +QY +7(Y)< oldugundan Vy gPY € TM i¢in

VX @PY =PV gPY +QV x gPY +7(V x gPY)E (3.16)
Axgy X € TM i¢in
Apay X =PAqy X +QAsqy X +11(Asqy X)E (3.17)

veyine ¢VyY € TM i¢in
PV xY =PV xY +QV Y +17(V x Y) S

=PV xY +eQV Y (3.18)
elde edilir.

Diger taraftan (3.2) kullanilirsa YN e TM L icin ¢N =CN + DN olup buradan
#B(X,Y)=CB(X,Y)+DB(X,Y) (3.19)
dir.
Boylece (3.15) ifadesinde (3.16), (3.17), (3.18) ve (3.19) yazilirsa
(Vx@)Y =PV gPY +QVy gPY +75(Vx ¢PY )£+ B(X,gPY) - PAgy X —QAqy X
+VREQY —n(Aoy X JE-gPV XY —gQV Y ~CB(X,Y)~DB(X,Y) (3.20)
elde edilir.
Diger taraftan (3.1), (3.2) ve (3.3) ifadeleri (2.14)’te yazilirsa
(Vo) ==n(V)gPX —7(Y)gQX + (X, Y )& (Y )hX
=—1(Y)gPX —7(Y)gQX +g(hX,Y )& —7(Y)PtX —7(Y)QtX
—n(Y)nxX)&—n(Y) X (3.21)

elde edilir.

(3.20) ve (3.21) deki D, ¢, Dt veTM e ait bilesenleri karsilikl eslestirirsek istenenler

elde edilir.
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Yardimar Teorem 3.1.2. M manifoldu, M hemen hemen kosimplektik manifoldunun

yari-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda VX eTM ve NeTM* icin

asagidaki esitlikler gecerlidir:

PP(ANX)+P(VxCN) =P(Apy X) (3.22)
Q(VxCN —Apy X )=CVxN (3.23)
n(Apny X =V xCN) =0 (3.24)
B(X,CN) +¢Q(Ay X) + V3 DN =DV N (3.25)

Ispat: (3.1), (3.2) ifadeleri ile (3.4) ve (3.5)’teki Gauss ve Weingarten denklemlerini

kullanalim.
VNeT*+M icin @¢N =CN + DN oldugundan X € D olmak iizere
Vy (@N)=Vy (CN+DN)=Vy (CN)+V (DN)
CN €TM oldugundan
Vx (CN) =V (CN) +B(X,CN)
ve DN eT+M oldugundan
Vy (DN)=- Apy X +V (DN)
olur. Boylece
Vi (@N) =V (CN)+B(X,CN)- Apy X +Vx (DN)
elde edilir.
Vx (CN)eTMve Apy X € TM oldugundan (3.1)’den
Vx (CN) =PV (CN)+QV x (CN)+7(Vx (CN))S
ve
Apn X =PApn X +QApN X +7(Apn X)&
olur. Boylece

Vx (@N) =PV x (CN)+QV x (CN) +77(V x (CN))& +B(X,CN)

—PApN X —QApn X —17(Apy X)E +V (DN) (3.26)
elde edilir.

Diger taraftan, (2.14) nedeniyle
(7 x 0N = g(hX, N)z - 7(N)hX
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dir. hX eTMve N eT*M oldugundan g(hX,N)=0 olur.

Ayrica n(N) =g(N,<&) =0 oldugundan
(6)( gD)N :0
olur. Boylece
VX (@N)=(Vx@)N +@Vx N
=0+¢6x N
=pVxN
_ i
—(D(- AN X +VX N)
_ I
=—p(ANX)+pVx N
elde edilir.
Ay X € TM oldugundan (3.1)’den
PAN X = PPAN X + QAN X +1(Ay X) S
= GPAN X +gQAY X
olur. Boylece
Vx (0N) =—gPAY X —gQAY X + @V N
elde edilir.
Vx N e TM oldugundan (3.2) nedeniyle
V% N=CVx% N +DVxN
dir. Boylece
Vy (N) =—gPAy X — QA X +CVx N + DV N (3.27)
elde edilir.

(3.26) ve (3.27)’de D, ¢, Dt veTM* e ait bilesenleri karsilikl1 eslestirirsek istenenler

elde edilir.
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Yardima Teorem 3.1.3. M manifoldu, M hemen hemen kosimplektik manifoldunun

yari-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler gegerlidir:

Vx&=—gX —CX VX el(D) (3.28)
Vx&=—@dX -CiX  vXeIl([DT) (3.29)
VeE=0  B(X,&)=-DIX (3.30)

Ispat: VX e TMicin (3.2), (3.3) ve (3.4) ifadeleri kullanilirsa
Vx&=Vx&+B(X,£)=—ehX
=X —¢fX
=—@X —CfX — DfX
olur . Son elde edilen
Vx &+B(X,&)=—¢tX —CfX — DX

ifadesinde teget ve normal kisimlar karsilikli eslenirse istenen esitliklere ulasilir.

Yardimer Teorem 3.1.4. M manifoldu, M hemen hemen kosimplektik manifoldunun
yari-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda vX,Y eF(DJ‘) i¢in

ApxY = Ay X (3.31)

olur.

ispat: VX,Y eT(DV) ve Z eT(TM) icin (3.4) ve (3.6) kullanilirsa
9(AxY.Z)=g(B(Y,Z),¢X)

=g(VzY.9X)

=-g(pV2Y,X)

=—g(Vz9Y —(Vz9)Y,X)

=—g(Vz9Y,X)

=g(¢Y,VzX)

= g(¢Y.B(Z, X))

=9g(Ay X,2)

olup, istenen elde edilir.
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Yardima Teorem 3.1.5. M manifoldu, M hemen hemen kosimplektik manifoldunun

yari-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda VYU TI'(D) ve VVeF(DL) icin

v eI(D) VeV el (DY)
U, &ler(D) V,&ler(dh)
olur.

ispat: U eT(D) ve VeTl(DV) igin

ve

(VU V) =&(U.V)-gU,V V) =g(p°U,V,V)
=-g(pU., 0V V)
==g(pU,VeoV)
=9(VeoU,oV)

=0
olur. Dolayisiyla V ézU eI'(D) dir. Benzer sekilde V §V eF(Dl) oldugu ispat edilir.
Diger taraftan, (3.28) ve (3.29) kullanilarak
g(U.c}&)=g(Vys-vU,6)=0
ve
g(U.¢lV)=g(VuéV)-g(V U, V) =0

olup ispat tamamlanur.

Yardimer Teorem 3.1.6. M manifoldu, M hemen hemen kosimplektik manifoldunun

yari-invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda vX,Y eT'(M) igin

g(X,tY)=g(tX,Y) (3.32)
X +tpX +CIX =0 (3.33)
DfX + fgX =0 (3.34)

ifadeleri saglanir.

Ispat: h simetrik oldugundan

g(X,hY)=g(hX,Y)
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g(X,tY + fY)=g(tX,Y)+g(fX,Y)
9(X,tY)+g(X, fY) =g(tX,Y)+g(fX,Y)
yazilir ve (3.32) elde edilir.

Simdi Onerme 2.2.5.te h vyerine hX alip daha sonra (3.2) ile (3.3) ifadelerini
kullanirsak
@poX +hop=0=@ohX +hXop=0
= @ohX +hX cp=0=ChX + DhX +hXp=0
= ChX + DhX +tX@+ X =0

= CtX +CfX + DtX + DIX +tXp+ X =0

= CtX + DtX +CfX + DIX +tXp+ X =0

= X +teX +CfIX + DIX + fpX =0
elde edilir.

Bu ifadedeki teget ve normal kisimlar karsilikli eslenirse ispat tamamlanr.

3.2. HEMEN HEMEN KOSIMPLEKTIiK MANIiFOLDLARIN
YARI-INVARYANT ALTMANIFOLDLARI UZERIDEKI
DAGILIMIN iNTEGRALLENEBILIRLIiGI

Bu boliimde hemen kosimplektik manifoldunlarin  yari-invaryant altmanifoldlarinin

dagiliminin integrallenebilirligi incelenmistir.

Teorem 3.2.1. M manifoldu, M hemen hemen kosimplektik manifoldunun yari-

invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda D dagilimi integrallenemezdir.

Ispat: VX,Y e'(D)igin

g(XY]&)=9(VxY.&)-9(Vy X&)
==g(Y,Vx &) +9(X,Vy$)
=—g(Y,—¢tX —CfX) + g(X,—gtY —CfY)
=g(Y,¢X) +9g(Y,CfX) - g(X,etY) - g(X,CfY)
= g(Y,AX +CfX) —g(X, @Y +CfY)
=—g(Y,tepX) + g(X,teY)
=-g(tY,X)+g(tX,¢Y)
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=—g(Y,teX) - g(¢tX,Y)
=—g(Y,tepX +¢tX)
=—g(¥,CX)

#0

olur. Dolayisiyla D dagilim1 integrallenemezdir.

Sonu¢ 3.2.1. D® D+ dagilimi integrallenemezdir.

Teorem 3.2.2. M manifoldu, M hemen hemen kosimplektik manifoldunun yari-
invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda D @ {&}’nin integrallenebilmesi igin
gerek ve yeter sart

B(X,@Y)=B(¢X,Y) (3.35)
olmasidir.

Ispat: (3.10)’dan, D® {5} ‘nin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart

B(X,¢Y)—B(Y,pX)=¢Q[X,Y]=0
ifadesinin saglanmasidir. Dolayisiyla
B(X,9Y)=B(Y,¢X)

olur.

Teorem 3.2.3. M manifoldu, M hemen hemen kosimplektik manifoldunun yari-

invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda D+ dagilimi integrallenebilirdir.

ispat: (3.7) den X,Y eI(DV)icin

u(X.,Y) =—Aqy X

elde edilir.

(3.8)’e ¢ ’yiuygularsak vX,Y eF(Dl)

PVxY =gP(Ay X) (3.36)
olur.Yardimei Teorem 3.1.4.in sonucu olarak (3.36)

P(X,Y)=0

seklini alir ki bu da [X ,Y] € F(DL) oldugunu ispatlar.
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3.3. KARISIK TOTAL GEODEZIK YARI-INVARYANT ALTMANIFOLDLAR

Tamm 3.3.1. M manifoldu, M hemen hemen kosimplektik manifoldunun yari-

invaryant bir altmanifoldu olsun. X €D ve Y € D+ icin eger B(X,Y)=0 ise M *ye

karisik total geodeziktir denir[29].

Teorem 3.3.1. M manifoldu, M hemen hemen kosimplektik manifoldunun yari-
invaryant bir altmanifoldu olsun. Bu durumda M ’nin karisik total geodezik olmasi igin

gerek ve yeter sart

A, X eT'(D) VX el(D), Vel(TM1) (3.37)
ve

A, X e[(DV) VX el(D1), Vel (M) (3.38)
olmasidir.

Ispat: A, X i gdz 6niine alalim. X e (D), V el(TM) ve Y er(D1)olsun. Bu

durumda
9(B(X,Y).V)=g(As X.Y)

=0 A/ X eI(D)
olur.

Diger taraftan, eger Ay X eI'(D) ise

9(As X,Y)=g(B(X,Y),V)
=0<B(X,Y)=0
olup (3.37) ispatlanir.

Benzer sekilde (3.38)’da ispatlanir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada hemen hemen kosimplektik manifoldlarin yari-invaryant altmanifoldlari
ile ilgili cesitli 6zellikler elde edilmis ve integrallenebilme kosullar1 incelenmistir. Son
olarak da altmanifoldun karisik total geodezik olmasinin kosulu verilmistir. Ozel

kosullar altinda arastirma yapilirsa ¢esitli 6zellikler elde edilebilir.

30



5. KAYNAKLAR

[1] Blair D.E., The theory of quasi-sasakian structure, J.Differential Geometry 1(1967)
331-345.

[2] Ludden G.D., Submanifolds of cosymplectic manifolds, J.Differential Geometry
4(1970) 237-244.

[3] Goldberg S.I., Yano K., Integrability of almost contact structure, Pasific J.Math.
31(1969) 373-382.

[4] Yano K., Eum S.S., Ki H-H., On transversal hypersurfaces of an almost contact
manifold, Kodai Math. Sem. Rep., 24(1972) 459-470.

[5] Bejancu A., CR-submanifolds of a Kaehler manifold, Proc. Amer. Math. Soc.,
(69)(1978) 135-142.

[6] Shahid M. H, Sharfuddin A., Husain S.I., CR-submanifolds of a Sasakian manifold,
Review Research Fac. Sc., Yogoslavia,15(1985) 203-178.

[7] Kobayashi M., CR-submanifolds of a Sasakian manifold, Tensor N. S., 35(1981)
297-307.

[8] Matsumoto K., On contact CR-submanifolds of Sasakian manifolds, Inter J. Math. §
Math. Sci, 16(1983) 313-326.

[9] Cabras A., lanus A. and Pitis GH., Extrinsic spheres and parallel submanifolds in
cosymplectic manifolds Math, J. Toyama Univ., 17(1994) 31-53.

[10] Bejancu A. and Papaghiuc N., Semi-invariant submanifolds a Sasakian manifold,
An. Sti. Univ. 'Al. I. Cuza' lasi Sect. la Mat., 27(1981) 163-170.

[11] Bejancu A. and Papaghiuc N., Semi-invariant submanifolds a Sasakian space form,
Collog. Math., 48(1984) 77-88.

[12] Papaghiuc N., Almost semi-invariant submanifolds in Sasakian Space forms, An.
Stint. Univ. Iasi. Mat., 29(1983) 5-10.

[13] Papaghiuc N., Some theorems on semi-invariant submanifolds of a Sasakian
manifold, An. Stint. Univ. Al I. Cuza Ias. Mat., 32(1986) 73-76.

[14] C.-L., Almost semi-invariant submanifolds of a cosymplectic manifold, An. Sti.
Univ. 'Al. I. Cuza' lasi Sect. la Mat., 31(1985) 149-156.

31



[15] Cabras A. and Matzeu P., Almost semi-invariant submanifolds of a cosymplectic
manifold, Demonstratio Math., 19(1986) 395-401.

[16] Olszak Z., On almost cosymplectic manifolds, Kodai Math, 4(2) (1981) 239-250.

[17] Olszak Z., Locally conformal almost cosymplectic manifolds, Coll. Math., 57
(1989) 73-87.

[18] Kobayashi, S., Nomizu, K., Foundations of differential geometry, John Wiley and
Sons, Inc., New York (1996).

[19] O’Neill, B., Elementary differential geometry, Academic Press, New York-
London (1996).

[20] O'neill B., Semi Riemannian Geometry, A. Press, London, (1983).

[21] Deszcz, R., “On pseudosymmetric spaces” Bull. Soc. Math. Belg. Ser. A 44, (1992)
1-34.

[22] Chen, B.Y, Geometry of submanifolds, Pure and Applied Mathematics, No. 22.
Marcel Dekker, Inc., New York, (1973).

[23] Chaki, M. C. and Maity, R. K., ©’On quasi Einstein manifolds’’, Publ. Math.
Debrecen 57 (2000), no. 3-4, 297-306.

[24] De, U. C.and Ghosh, G. C., “’On generalized quasi Einstein manifolds’’,
Kyungpook Math. J. 44 (2004), no. 4, 607-615.

[25] De, U. C. and Guha, N., “’On generalised recurrent manifolds’’, Proc. Math.
Soc. 7 (1991) 7-11.

[26] Yano, K. and Kon, M., Structures on manifolds, Series in Pure Mathematics, 3.
World Scientific Publishing Co., Singapore, (1984).

[27] Roter, W., ©’On conformally recurrent Ricci-recurrent manifolds’’, Collog.
Math., 46 (1982) 45-57.

[28] Chaki, M. C., ©’On pseudo symmetric manifolds’’, An. Stiint. Univ. Al. I. Cuza
lasi Sect. | a Mat. 33 (1987), no. 1, 53-58.

[29] Oztiirk, H., Murathan, C., Aktan, N. ve Turgut Vanli, A., ‘‘Almost a-cosymplectic
f-manifolds’’, Analele Stiintiface Ale Universitati Al. I. Cuza Din lasi (S.N)
Matematica Tomul LX (2014) f.1.

32



[30] Olszak Z., Dacko P., On conformally flat almost cosymplectic manifolds with
Keahlerian leaves, Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino, (56) 1 (1998) 89-103.

[31] Kupeli Erken,l., Murathan, C., Dacko, P., Almost a-paracosymplectic manifolds,
Submitted. Avaliable in arXiv:1402.6930v1[math.DG] (2014)

[32] Blair D. E., Contact manifolds in Riemannian Geometry, Springer-Verlag,
NewYork (1970).

[33] Matsumoto, K., Shadid, M.H. ve lon, M., Semi-Invariant Submanifolds of Certain
Almost Contact Manifolds (1993)

33



Kisisel Bilgiler
Soyadi, ad1

Uyrugu

Dogum tarihi ve yeri
Telefon

E-posta

Egitim

Derece
Yiksek Lisans
Lisans

Lise

Is Deneyimi
Yil
2001-2002
2002-2005
2005-2009
2009-2010
2010-2014
2014-2016

Yabanc: Dil

Ingilizce (KPDS : 67)

Yayinlar

OZGECMIS

: MESELI, Kadir

: T.C.

: 26.08.1979 / BILECIK

: 0(530) 31549 75

. kadirmeselill@gmail.com

Egitim Birimi
Diizce U. / Matematik B.
Pamukkale U. / Matematik B.

Bilecik Anadolu Lisesi

Yer

Bilecik Dodurga C.P.L.

Mus Siitliice Ik gretim Okulu
Kayseri Incili [lkégretim Okulu
Akcakoca Osmaniye [lkdgretim Okulu
Akcakoca Anadolu Ogretmen Lisesi
Akcakoca Sosyal Bilimler Lisesi

Mezuniyet tarihi
2016

2001
1997

Gorev
Matematik Ogretmeni
Matematik Ogretmeni
Matematik Ogretmeni
Matematik Ogretmeni
Matematik Ogretmeni

Matematik Ogretmeni

1. Aktan N., Meseli K., Hemen Hemen Kosimplektik Manifoldlarin Yari-invaryant

Altmanifoldlar;, Akdeniz Universitesi 28.Ulusal Matematik Sempozyumu, Antalya,

(2015)

34



