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OZET

KONVEKS DONUSUMLER iCiN
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Fen Bilimleri Enstitiist, Matematik Anabilim Dall
Yiksek Lisans Tezi
Dangman: Dog. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Temmuz 2015, 44 sayfa

Bu calsmada, reel sayilarin bir arginda tirevinin mutlak dgri s-konveks olan rassal
degiskenli olasilik ygunluk fonksiyonlari icin bazi yenisisizlikler gelistirilmi stir.
Burada elde edilen sonuclar, daha 6nce bunlarila yigpilmis calsmalarin genellgi-
rilmis halleridir.

Anahtar sozcukler: Hermite-Hadamard sésizligi, Trapezoid gitsizligi, s-konveks

fonksiyon, Holder Kitsizligi, Varyans.



ABSTRACT

ON INTEGRAL INEQUALITIES FOR CONVEX FUNCTION

Lokman GOKCE
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciencepattenant of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
July 2015, 44 pages

In this paper, we improve some new inequalitiesdmdom variables whose probability
density functions whose their derivatives absohre s-convex on the interval of real
numbers. The results presented here would prowtensions of those given in earlier
works.

Keywords: Hermite-Hadamard inequality, Trapezoidal inequalgyconvex function,
Holder inequality, Variance.



EXTENDED ABSTRACT

ON INTEGRAL INEQUALITIES FOR CONVEX FUNCTION
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Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
July 2015, 44 pages

1. INTRODUCTION:

Distribution functions and density functions provicomplete descriptions of the
distribution of probality for a given random vari@bHowever, they do not allow us to
easily make comparisons between two diferent distions. The set of moments that
uniquely characterizes the distribution under raabte conditions are useful in making
comparisons. Knowing the probability function, wancdetermine moments if they
exist. Applying the mathematical inequalities, soesimations for the moments of

random variables were recently studied.

2. MATERIAL AND METHODS:
s-convex functions have been introduced by Breckn@Breckner 1978) and they play
an important role in optimization theory and mathé&oal economics. Various

properties and applicatins of them can be foun@®@nagomir and Fitzpatrik 1999).

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

Over the past two decades or so, the field of inktiegs has undergone explosive
growth. Concerning numerous analytic inequalitingyarticular a great many research
papers have been written related to the inequaliiesociated to the names of
Trapezoid, Ostrowski, Hermite-Hadamard and HOold&r.number of surveys and

monographs published during the past few yearsritdescmuch of the progress.



4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

In this thesis, using functions whose derivativdsadute values are s-convex
functions, we obtained new inequalities relatedj¢aeralized trpezoid type Ostrowski

type integral inequalities for s-conveks functiomes probablity theory.



1. GIRIS

1.1. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Verilen bir rassal désken icin dg&ilim fonksiyonlari ve ygunluk fonksiyonlarinin ta-
nimlarini verec@z. Ancak bunlar, iki farkli d@lim arasinda karlastirma yapmak igin
bir kolaylik sglamaz. Uygursartlar altinda dalimi karakterize eden momentler kime-
si, kasilastirma yapmak icin kullaghdir. Bilinen bir olasilik fonksiyonu i¢cin moment-
ler mevcutsa bunlar belirleyebiliriz. Matematikssitsizlikler uygulanarak, rassal de-
giskenlerin momentleri igin son zamanlarda bazi taenimcelendi. (N.S. Barnett, P.
Cerone, S.S. Dragomir, J. Roumeliotis, 2001)

Tanim 1.1.1. (Ornek Uzay)Bir deneyin tim mimkin sonuglarinin kiimestraeek

uzaydenir. (Cengiz, 1984).

Tanim 1.1.2. (Olay) Bir 6rnek uzayin her bir alt kimesine lakay denir. (Cengiz,
1984).

Tanim 1.1.3. (Rassal D#&sken) Bir 6rnek uzaydaki her olaya sayisal bigde atayan
bir fonksiyondur. Rassal @akenler X, Y, Z ... gibi buytk harflerle gosterilir. BiX
rassal dgiskeninin mumkun dgerlerinin sayisi sayilabilir is&¥'e kesikli rassal dgis-
ken denir. Bir X rassal d@skeninin mumkuin dgerleri bir araliktan ya da araliklarin

birlesiminden olguyorsaX'e surekli rassal dgiskendenir. (Cengiz, 1984).

Tanim 1.1.4. (Olasilik Yg@unluk Fonksiyonu) X sirekli bir rassal digsken olsun.

Ozel bir X = x noktasindaki olasgi P(X = X) ile gosterelimX rassal dgiskeninina
ve b degerleri arasinda olma olagii
P(a< X<B=Ras Xs b=[ { xd

integraliyle tanimlanir. BuradakifonksiyonunaX’in olasilik ygunluk fonksiyonude-

nir. Bir f fonksiyonunun, biX rassal dgiskeninin olasilik ygunluk fonksiyonu ola-



bilmesi iginsu sartlar sglanmalidir:
herxigin f(x)=0 ve I_m f(X)dx=1.
(Cengiz, 1984).

Tanim 1.1.5 (Birikimli Dagilim Fonksiyonu) X surekli rassal d@skeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu olmak tzere

FY=P(X<®=[_ f(Ya
biciminde tanimlanai fonksiyonunaX rassal dgiskeninin birikimli dagilim fonksiyo-
nu denir. (Cengiz, 1984).

Tanim 1.1.6. (Beklenen Dger) Bir rassal dgiskenin veya bir fonksiyonun beklenen
degeri, deziskenin veya fonksiyonun bitin olasigeeleri Gzerinden alinan ortalama

degerdir. f(X)veE(X), Xin sirasiyla olasilik ygunluk fonksiyonu ve beklenen g

ri olmak tzere

E(X) =) xf(®, xkesikli rassal d#sken ise

E(X) = j xf( ¥ dx, x stirekli rassal dasken ise

—00

biciminde tanimlanir. (Cengiz, 1984)

Tanim 1.1.7. (Moment)Bir rassal dgiskenin ygunlugunun kesin bigimini belirleyen
bayukliklere moment denir. BiX rassal dgiskeninin x=a noktasi etrafindaki-inci

momenti

H(8)=> (x=a)" f(¥, xkesikli rassal dgisken ise

U(a) = j (x—a)" f( ¥ dx xstrekli rassal désken ise

biciminde tanimlanir. (Cengiz, 1984)

E(X) = i olsun. x= u beklenen dgeri etrafindaki birinci ve ikinci momentlere baka-

[im:

() = [ (= f(dx= [ XY e[ L x de p=p=0 ve



(W)= [ (x= ) 1(9dx= | X (3 dx2u| xC xdxp= E - € K=var( )

olur. Goruldigu gibi beklenen dger etrafindaki ikinci moment varyansi verir.
Tanim 1.1.8. (Konveks Fonksiyon), R de bir aralik vef :1 - R bir fonksiyon ol-
mak lzere hex, yOI | ve a [0,1] igin,

flax+(1-a)y)sa f(X)+(@0-a)f(y)

sartini sglayanf fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (Pecaridige 1992).

Tanim 1.1.9. (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) R, =[0,»), f :R, - R ve

O<s<1lolsun.a®+ B°=1 olmak tzere heu VR, ve hera,=0 igin,

f(au+pv)<a®f(u+8°1(V

esitsizligi saglaniyorsaf fonksiyonuna birinci anlamda-konveks fonksiyon denir.
(Breckner 1978).

Tanim 1.1.10. {kinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) R, =[0,»), f :R, - R ve

O<s<lolsuna + B =1, a,f=0 olmak Uzere heu VR, icin,

f(au+pv)<a®f(u+B°1(V

esitsizligi sagglaniyorsaf fonksiyonuna ikinci anlamdstkonveks fonksiyon denir.
Yukarida verilen her iks-konvekslik tanimi das=1 i¢in bilinen konveksfie donigur.
(Hudzik ve Maligranda 1994).

Tanmim 1.1.11. (Mutlak Stireklilik) | =[a,b] bigiminde bir aralik,f :1 - R bir fonk-
siyon olsun.k =1,2,... ,n olmak Uzere| aralginin gagidaki sarti sglayan sonlu sayi-
daki (a,h,) alt araliklar dizisi bulunabiliyorsifonksiyonunal =[a,b] tzerinde mut-
lak sureklidir denir:

D |f(b) - f(a)|<e ssitsizligini saslayan here>0 sayisina karlik >’ |b —a|<d
k=1 k=1

olacak bicimde bird >0 sayisI bulunabilir. (Carter ve Brunt, 2000).

Teorem 1.1.12. Integral Analizinin Temel Teoremi) | :[a,b] aralginda tanimli reel



degerli f fonksiyonunu alalimSu tg¢sart birbirine denktir:
(1) f fonksiyonu|[a,b| tizerinde mutlak sreklidir.
(2) f fonksiyonu [a, b] Uzerindeki hemen hemen her noktaéla tirevine sahip,f’

fonksiyonu [a,b] tzerinde Lebesgue anlaminda integrallenebilir @ex[a,b] igin
f(x) = f(a)+LX /(%) dx dir.

(3) Her xO[a,b] icin f(x)= f(a)+J.aX g(¥ d» olacak bicimde Lebesgue anlaminda

integrallenebilir birg fonksiyonu vardir. (Carter ve Brunt, 2000).

Teorem 1.1.13. Integraller icin Ucgen Kitsizligi) f fonksiyonu [a b] aralginda

integrallenebilir olsun. Bu durumo’g f (x)d{ <[] #(] d»dir.

Ispat. a,a,,..., reel sayilari iginja, +a, +---+ g <|a| +| a| +---+| a| Ucgen itsiz-
ligini biliyoruz. [a,b] aralginin bir parcalagt [x,, x], [X, %], ... , [X, %] ve
IPl|=max{x - x_,: i=1,2,.. 1} olsun. Heri=1,2,.. h igin bir X O[x_, x] noktas|

alarak " (X )(% = x,) =Y f(x)Ax Riemann toplamini okuralim. Ucgen sitsiz-
i=1 i=1

liginden, limit 6zelliklerinden vé integrallenebilir ikedf| nin de integrallenebilir olu-

sundan

17 fooay :‘nmz (XA

elde edilir. (Mitrinovic, 1970).

<lim > € 0[ax=[] () d

Teorem 1.1.14. (Young Kitsizligi) a,b=0, p,q>0 reel saylar olmak Uzere
1+1:1ise,
P q

a® Db

abs —+—
P q

dir. Esitlik durumunun sglanmasi icin gerek ve yetgart a® = b olmasidir.

Ispat. a=0veyab=0 halinde sitsizligin dogrulugu aciktir. a,b>0 kabul edelim.



1+—1:1 esitligi, p>1, g>1 ve (p—-1(q-1)=1 olmasini gerektirir. Dolayisiyla
q

p

u=t"" < t=t""dir. Olusan dikdortgenin alanab dir. Buradan

a P p
abs [" 1 dt+| " du= 2+ 2 elde edilir. (Mitrinovic, 1970).
0 0 p q

Teorem 1.1.15. (Artan Fonksiyonlarigin Young Esitsizligi) f reel dggerli fonksiyonu,

¢ >0 icin [0,c] aralginda surekli, kesin monoton artan ¥€0) = 0 olsun. Bu durumda
her ald[0,c], bO[0, f(c)] icin absj: f(X dx+J.:] f*( 3 d» dir. Esitlik durumunun
sglanmasi icin gerek ve yetgart f(a) = b olmasidir.

Ispat. Dikdortgenin alaniyla, integrallerin beligiti bolgelerin alanlari toplamini kas

lastirmak yeterlidir. (Mitrinovic, 1970).
Teorem 1.1.16. (Holder Kitsizligi) f veg, [a, b] aralginda integrallenebilir iki fonksi-

A1 1A
yon olsun. p, g > 0 reel sayilar olmak Gzere-+—=1 ise,
P q

1

.[:|f(X)g(X)| dXS(J-:| f( ))|p d))p (J-:| g Xq d);

100 _|a(y]
[ lelg

111, = (171 9P 0. ol = [lacaF o4 air

dir. Esitlik durumu, her xO[a B icin iken sglanir. Burada

. - mP . . o
Ispat. m, n=>0sayilan icin, mn<—+— seklinde yazilabilen Youngs#sizliginde
q

I LIC I ) MCEETMLCTES
1, ol [lhely 115 P lel @

her iki tarafinin[a, b] Uzerinde integralini alirsak

olur. Bu aitsizligin

secersek:

1

lrooaeal ([ 1P (] 6% o

10



(Mitrinovic, 1970).

Teorem 1.1.17. (Trapezoid Tipli Kitsizlik) f :[a bl - R fonksiyonu (a,b) aralgin-
da diferansiyellenebilir olsun. Ayrlchf | fonksiyonu[a, b] Uzerinde integrallenebilir

ve konveks bir olsun. Bu durumda

U:“X“X‘b;f[ f(a+ (o] ©=1 f’;a>|+| (o))

(Pachpatte, 2005).

Teorem 1.1.18. (Hermite-Hadamard Kitsizligi) f:[ab] - R fonksiyonu[a, b] ara-

liginda konveks olsun. Bu durumda

f(a+bjs 1 Ibf(X)dXS f(a)+ f(b)
2 b-a-a 2

dir. Ayricaf fonksiyonu konkav olursasiesizlik tersine doner. (Pachpatte 2005).

Teorem 1.1.19. (Ostrowski Kitsizigi) f:[a, b] - R fonksiyonu (a,b) aralginda

tirevienebilir ve het 0 (a, b) icin |f'(t))<M olsun. Bu durumda hexO[a, b igin

‘f(x)—leaj: f(t)dt

SFJr(x—(aHb)/z)2
4

b-a M
(b-af }( i

esitsizligi saglanir. 1/ 4sabiti, mimkin olan en iyi gerdir. Esitsizlikte 1/4 ten daha
kiguk bir sayl yazilamaz.
Ostrowski gitsizliginin kolay bir ispati literatird&ontgomery 6zdé gi olarak bilinen

£(X) :leaj: f(t)dt+éj: o(x 9 (9 dt, xO[a, b

O0zdsligi kullanilarak elde edilebilir. Burada(x, t) ¢ekirdesi

t—a, astsx

)=
POx9 {t—b, Xx<t<b

11



biciminde tanimlannstir. (Barnett ve Dragomir, 2002).

Teorem 1.1.20.f :[a,b] -~ R fonksiyona,b| iizerinde mutlak stirekli bir fonksiyon

olsun. HerxO[a, b icin

‘f(x)—bflaf: f(t)dt‘

F+(x—(a+ b) / 2)?

2 b2y }(b—a)” fl.. fOL[aH ise

1 x—aV" (b-x)"]" ¥ .
(p+1)1’p{(b—aj +(bTaj :l (b-a) P”f”q, fDLq[a,ki ise

1+—1: 1p> !
1
—+
E

esitsizlikleri vardir. Burada| 0| (r O[Le]), L [ab] tstindeki akilmis Lebesgue

IN

x—(a+h)/2
b-a

it #oufas se

normudur.1/4, 1/(p+1)"" ve 1/2 sabitleri en iyi sabitlerdir. (Barnett ve Dragomir
2002).

Teorem 1.1.21.f :[a,b] - R fonksiyonu r-H Hélder tipli, yani hex, yO[a i igin
| (x)- f(y)|< H|x-y olsun. Buradar 0(0,1], H >0 sabitlerdir. Bu durumda her

xO[a b icin,

0= el 2 (222 (2 g

esitsizligi sgglanir. Ayrlca%1 en iyi sabittir.
r

r =1 alinirsa, yanif Lipschitz sureklilgine sahipse bu durumda Ostrowskitszligi-

nin Lipschitzyen fonksiyonlar icin bir versiyonuaml H yerineL alinarak)

‘f(x)—bflaj': f(t)dt

1 (x—(@+b)/2) |,
SLJ{—b—a ”(b aL

12



yazilir. Burada% en iyi sabittir. (Barnett ve Dragomir, 2002).

Eger sinirh varyasyonld fonksiyonuna surekliliksarti eklenirse gagidaki sonug veri-

lir:
Teorem 1.1.22. f :[a, b] — R bir sinirli varyasyon fonksiyon olsun ve toplam yas-

yonu dd T ile gosterelim. Bu halde hetO[a, b] icin

‘f(x) —j f(t)d4 {

esitsizligi sgglanir. Burada% en iyi sabittir. (Barnett ve Dragomir, 2002).

1.2. BIRIKIML I DAGILIM FONKS IYONLARI iCIN OSTROWSKI TiPLI BiR
ESITSIZL iK

F(x) =Pr(X < x) birikimli dagilim fonksiyonuna sahiiX rassal dgiskeni [a, b] arali-
ginda dgerler alsin. Aagidaki teorem sganir:

Teorem 1.2.1.X ve F daha yukarida tanimlgg@dmizin gibi olsun. HerxD[a,b] icin
asagidaki sitsizlik saglanir:

b- E(X)|

e [[2x (a+ b Pr(Xs %+ [ sgn( x)F(t)d]

(X2 X+ (x= dPr( X< ¥]

1+|x—(a+b)/2|.

5" -3 (1.1)

ispat. p:[a b’ - R,
t-b, x<t<b

o 1) = {t—a, ast< x 12)

cekirdegini g6z 6nune alalim. Bu halde herhangi bifl[a,b] igin j: p(x, ) dF(t)

Riemann-Stieltjes integrali vardir ve kismi integyan ile

13



[T p(xtdr(h=["(t-a dry+[ (- B dR)=(b- 2 K - EXd (1.3)

yazilabilir. Diger taraftan

E(X):= [ tdF() = tF()) ~ [ F(p ot

=bF(b)-aF(9-| F(ydt=b-[ A)d (1.4)

esitli gi vardir.Simdi (1.3) ve (1.4) gtliklerini kullanarak herxD[a,b] icin
(b-a)F(Y+ E¥-b=| 1§ x} K} d (1.5)

elde edilir.

simdi A, :a=x" < XV <...< %" < %7 = [ dizisinin, n -  igin v(A,) - 0 olan bir

parcalany oldugunu varsayalim. Burada
v(4,):= max{xi‘fl’ -x":i=0,1,.. h—- }.

biciminde tanimlanmaktadir.

p:[a b - R fonksiyona,b| iizerinde siirekli ves:[a,b] -~ R monoton azalmayan

ise f: p(X)dv(X Riemann-Stieltjes integrali vardir ve
o3| =[ gm & e)[v( ) -v( )]
(v(x2)-v ("))

JRECEZE) (1.6)

n-

< lim
V(An)Hoo

p(qﬁ(”))

1
=0

(1.6) sitsizligini kullanarak

17 pOx DaF(o) =| [ (1= @ drCy+ (- 1y dr)

< +

[ t-=aydr(y

IXGEELT

14



< ['jt-a|dF(y+ [ |t-H dR(Y
:j:(t—a)dF(t)+L"(b— ) dF( Y
:a—@Fmg—ﬁFmdhﬂrDFWK+ﬁF@dt
=[2x-(a+b)] F(9-[ F(yat+[ Ry

=[2x- (a+ b)) F(%+ . sgn(t- x)F (D). (7

(1.5) 6zdsligini ve (1.7) sitsizligini kullanarak (1.1) gtsizliginin ilk kismini elde ede-

riz. Burada biliyoruz ki
b X b
quu—xw¢xn=4;F¢ij F (t)dt.

F, [a, b] Uzerinde monoton azalmayan bir fonksiyon @lahdan

ﬁmezu—@H@:o

ﬁmesw—@H@:by

esitsizlikleri vardir. Dolayisiyla hex[a, b igin

j:sgn(—x)F ¢ dt< b— x
elde edilir. Boylece
[2x- (a+ b)] F(x)+stgn(t— X)F)ds[ 2 (ar b} F(X+ (b 3

=(b=x)A-F(X)+(x-a KX
=(b-XPr(X= X+ (x= @Pr(Xs 3

olup (1.1) sitsizliginin ikinci kismi da ispatlanir. Nihayetinde,

(b= XPr(Xz X+ (x- §Pr(Xs ¥< max b x x H Pr(>%& % Pr(x ¥

a+b

1
=—(b-a)+|x-
>0-3)

olup (1.1) in son kismi da ispatlanir.
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(1.1) sitsizliginin % yerine birc >0 sabiti icin sg@landgini kabul edelim. Bu durumda

her xO[a, b] icin

b—E(X)|< 1
b-a |~ b-a

Pr(X < x)- [[ 2x- (a+ b Pr(Xs %+ [ sgn( x)F(t)d]

<

bi'a[(b—x)Pr(Xz X+ (x= @Pr( X< ¥]

SC+W (1.8)
-a

olur. X rassal dgiskeni icin F :[a,b] - R birikimli dagilim fonksiyonunu

F(%) 0, x= 0is
X) =
1, x0O(0] is
biciminde tanimlayalmE(X) =0, I:sgnU: ¢ Xdt=1dir. (1.8) dex=0 icin 1< c+%

elde ederiz. Bu isec:%nin en iyi deger oldysunu gosterir. (Barnett ve Dragomir,

2002).

Uyari 1.2.2. Pr(X = X) = 1~ P{ X< X esitli gini (1.1) de kullanirsak hexO[a, ] igin

Pr(X = x)- E(bx_); al| < bf a[[ 2x- (a+ b] Pr(Xs %+ [ sgnt- x)F (t)d}

<

bfa[(b—x)Pr(XE X+ (x= @Pr( X< ¥]

L1, [x=(at b)/2|'

5" 63 (1.9)

esitsizlikleri vardir. (Barnett ve Dragomir, 2002).
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Uyari 1.2.3.Asagidaki 6zel durumlar ilgingtir:

atb, E(X)—-4g ¢b at b 1
Pr(X < - <| sgnt—-———|F ¢ gdt<—. 1.10
(X ===)-== <], 59 2}()12 (1.10)
atb, b-H X)| _¢b ar b 1
Pr(X = - <| sgnt-———|F ( dt<—. 1.11
‘( ). jagr[ 2)”’2 (1.11)
(Barnett ve Dragomir, 2002).
Sonug 1.2.4Yukaridaki kabuller altinda
i{a—“’—E(x)}s Pr(Xs ar b) 1 { arb E(x)}+1. (1.12)
b-al 2 2 Jb—a 2
Ispat. (1.10) agitsizliginden
_£+ws PI’(X Sibjsi'+w
2 b-a 2 2 b- a
yazabiliriz. Ayrica
_1 . b-E(X)_-btar2b-2EX_ li a b—E(X)]
2 b-a 2(b- a) b— 2
1,b-E(X) =1+ b- §(X) _1 :1+_16{ib_ E(X)}
2 b-a 2(b—a) 2 b- 2
oldugundan istenensésizlik hemen elde edilir.
Uyar 1.2.5.1> >0 olsun ve
E) 22 P a-e)b-a) (1.13)
oldugunu kabul edelim. Bu durumda
Pr(x < aZbJS£ @)1

olur. Gergekten (1.13) gmndginda (1.12) nin gatarafindan

Pr(Xsa+bjs 1 {a"Lb—E(X)}lswﬂ:g
2 b-a| 2 (b-a)

17



sonucuna ukariz. (Barnett ve Dragomir, 2002).

Uyar 1.2.6.Ayrica

a

E(X) < ;b—a(b—a) (115

ise, (1.12) nin @taraﬁndanPr(X <2r bj > 1 [a+ b_ E(X)} zm =¢ olup
2 b-al 2 (b—a)

Pr(Xsa;bjy, 0[0,1 (1.16)

olur. (Barnett ve Dragomir, 2002).

Sonug 1.2.7Teorem 1.2.1icsartlar altinda hexO(a, b) igin,

1 o 1+sgnf-x) 1 o[ & sgnE x
b_xja[ > }F(t)dtz Pr(X = x)= 2 aj[ > }F(t)dt. (1.17)

Ispat. (1.1) sitsizliginden

Pr(X < x)-

b-E(X) _ 1
b-a

— a[[ 2x- (a+ b Pr(xs %+ [ sgnt- x)F(t)d]

yazariz. Bu gtsizlik

(b-a)Pr(X< x-[2x- (a+r B Pr(X< X< b H )<)+Jj sgn(t XN F(D¢
esitsizligine denktir. Yani

2(b-a)Pr(X< )< b- E( X)+ jb sgn( X)F(t)d.

b— E( X):f: F(?) dt oldugundan yukaridaki gtsizlikten, (1.17) nin ilk kismini elde

ederiz.ikinci kisimda da benzer glinceyle

b-E(X) o
b-g >

elde edilir. (Barnett ve Dragomir, 2002).

Pr(X < x)- bf a[[ 2x- (a+ b] Pr(Xs %+ [ sgnt- x)F(t)d}
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Sonu¢ 1.2.8(1.17) dex=(a+ b)/ 2 koyulursa,

leaj:[hsgn(— @+b)/2)F ¢xt= P{ X= @+ b)/2

1 b
zb_aja[l—sgn(—(a+b)/2]F¢)dt (1.18)

elde edilir. (Barnett ve Dragomir, 2002).

1.3. BETA RASSAL DEGISKENT ICIN UYGULAMALAR
X rassal dgisken ve(p,q) parametreleri

XPH(L- X

B(p, 0)

f(xp o= ; 0<x<1

biciminde tanimh olasilik ygunluk fonksiyonuna sahip is& 'e beta rassal ggskeni

denir. Buradap, q>0 ve B(p, ¢) = j: ™ (1- t)*" dt olarak tanimli beta fonksiyonudur.

E(X) = —— [} x0e (- pt e B L9)

B(p. 9 B(pa

oldugundan

_p
E(X) =
p+q

olur.

X, (p,q) parametreli bir beta rassalgigkeni olsun. (1.1) den, het0[0,1] igin

Pr(X < x)- g s1+ x—E
p+q 2 2

Pr(X = x)- P s1+ x—E
p+q 2 2

Prix <1/2)-—3 <1
p+q 2

Pr(X >1/2)-——
p+q

IN
N[~

bulunur. (Barnett ve Dragomir, 2002).

19



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. OLASILIK YO GUNLUK FONKSIYONU L, [ab], p>1 UZAYINA AiT
OLAN RASSAL DE GISKENER iCiN OSTROWSKI TiPLi BiR ESITSiZL iK

Teorem 2.1.1. X, f :[a, b] OR - R, olasilik yagunluk fonksiyonuna ve
F(x) = Pr(X < x) birikimli dagilim fonksiyonuna sahip bir rassalglgken olsun.p>1
ve 1/p+1/g=1 olmak tzeref OL [a,b] ise, herxO[a,b| icin asagidaki itsizlik
saglanir:

(1+q)/q (t+a)/a
Pr(X < x)— b-E(X) < ” f”P (b= 2™ Kx;aaj +(L:] }

b-a |  g+1 b- b-

A _ g)Ye
<l -2 (2.1)

ispat. Holder aitsizliginden x, yO[ &, 1 icin,
y Ve 1
[rard spe Yy, @2

Lo

b 1/p
olur. Burada| f| , L,[a.b] uzayi Uzerindeﬂf”p::(L|f(t)|pdt) biciminde tanimla-

[F(x) - F(y)|=

[y dt‘ <

nan algiimis p-normudurr =1/q0(0,1), 0<H :||f||p olsun. (2.2) gtsizligi bize
F ()} dénisumiinin herxO[a, 1] igin r-H Holder tipli, yani
IF(x) = F(y)|< H|x=y (2.3)
oldugunu gosterir.
(2.2) aitsizliginin yO[a, b| tzerinden integrali alinirsa hesD[a, b] icin

1
b-a

R O A R e AR A

=[x ey [Ty 9 oy
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1 ” . ” |:(X_ a)1/q+1 .\ (b_ X)1/q+lj|
1/g+1 1/g+1

1/q 1/q+1 b_ 1/g+1
ez (28] e

olur. E(X) = b—j: F(?) dt oldugunu (2.4) de kullanirsak (2.1}itsizliginin ilk kismi

( X — a}l/qﬂ ( b_ XJl/q+1
Z =2+ <1
b-a b- a

olup (2.1) sitsizliginin ikinci kismi da ispatlanir. (Barnett ve Dragon2002).

elde edilir. HerxO[a, b igin

Uyari 2.1.2.(2.1) aitsizligi her xO[a, b icin,

(I+a)/q (I+q)/q
prix 2 - E =A< 4 (o kx%j e }

b-a | g+l b b-

q
—+1||f||p(b_a)l/q. (25)

esitsizligine denktir. (Barnett ve Dragomir, 2002).

Sonug 2.1.3Yukaridaki kabuller altinda
q + .
~ gl (o= 3 < B9 < @] ] (b g (2.6)

Ispat. a< E( X) < b oldugunu biliyoruz. (2.1) dex = a secgersek

|b—E(X)|
b-a | q+1

], -2
veya
- i _ Alg+
b E(X)sq+1||f||p(b 9

olur. Bu ise (2.6) gtsizliginin ilk kismini verir.Simdi de (2.1) dex=b secersek

b- E(X)|
b-a |_q+1

1- ], &-a"

veya
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— i _ Alg+l
E(X) asq+1|| f||p(b 9

olup (2.6) sitsizliginin ikinci kismi da ispatlanmiolur.(Barnett ve Dragomir, 2002)
Uyari 2.1.4.Holder integral g@tsizliginden
1= f @dt=< (b- )" ],
olup
1], 2 =g

yazilir. Simdi ||f||p dezerinin ¢ok biiyiik olmagani kabul edebiliriz.

1
|| || q+1 (b a)l/q m

olsun. Bu halde
q _ A\lt+lg
at ol fl, (- < b

_m” f”p (b_ a)l+1/q > a

olur. Bu bize (2.7) gtsizligi sazlandiginda (2.6) gitsizliginin a< E(X) < b den daha
dar old@gunu gosterir. (Barnett ve Dragomir, 2002).

Sonug 2.1.5Yukaridaki kabuller altinda

- 1/q_1
00~ 23009 011, (o 911 9)

Ispat. (2.6) dan

o-220- S, omas m 0 Psa- 2200 L], (o9
veya

b;_ 1+1/q _ +b _ b- a g 1+1/q

2= ], - B0~ 2P At g (b 5
yazilabilir. Buradan
_at 1+1g _ _a: l/q 1
R L e P R RUSEAE
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elde edilerek (2.8)sétsizligi ispatlanir.

Asagidaki sonug bizeE(X) beklenen dgerinin, aralgin orta noktasi olaifa+b)/2 ye
yakin olmasi igin,||f||p tiirinden ( >1) yeterli birsart bulma imkani sgar. (Barnett

ve Dragomir, 2002).

Sonug 2.1.6X ile f yukaridaki gibi ves >0 olsun. EBer

1], s T s 20D
2q (b a.)l/q q(b_ al+1/q

ise, bu durumdasagidaki sitsizlik sgzlanir:

+
a bSE.

‘E(X)—

Sonug 2.1.7.X ile f yukaridaki gibi olsun. dagidaki sitsizlik sgglanir

Pr(x_a ak

1 q oy L _att
2) ‘Sz”‘*(q+1)”f”p(ID a)lub—a‘E(X) 21'

Ispat. (2.1) sitsizliginde x = (a+ b)/ 2 yazilirsa

a+b) b- E(X)|
pr(xs 2) e | Tl -

1/q

olur. Bu sitsizlige denk olarak

atb) 1 1 Iq
S A .

yazilir. Ucgen sitsizliginden

Pr(x < a+bj—1‘
2

2

Pr(Xsa+bj—£+—1(E(X)—ibj+ 1 E(X)—ikT
2 b-a 2 2

1

[ ], (b=a)™ + =

2”‘*(q+1) ‘E(X)' zb‘
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olup istenen sonuca ylar. (Barnett ve Dragomir, 2002).
Son olarak gagidaki sonu¢ da gganir:

Sonug 2.1.8Yukaridaki kabuller altinda

+b|< q
2 |7 2@+

E(X) -2 | 1], (b= ¥+ (b- 3

Pr( xs & bj—%
2

Bu sonucun ispati énceki sonuca benzer bicimdealafuigi icin detaylara girmeden
birakiyoruz.

esitsizligi saglanir.(Barnett ve Dragomir, 2002).

2.2. OLASILIK YO GUNLUK FONKSIYONU L,[ab] UZAYINDA OLAN
RASSAL DEGISKENLER iCIN OSTROWSKI TiPLi BiR ESITSiZL iK

Xrassal dgiskeni f :[a, bl -» R olasilik ygunluk fonksiyonuna veF (x) = Pr(X < x)

birikimli dagilhm fonksiyonuna sahip olsun.sagidaki teorem sganir.

Teorem 2.2.1.f OL,[a,b] ve | f| =supq.y f €)< olsun. HerxO[a, b igin

P(x < -25= 0 | 2o BB (- g f, @9
O e e el G TR} 210

esitsizlikleri gecerlidir. Buraddl/ 4 en iyi sabittir.

ispat. x, yO[ a H olsun. Bu durumda

[F(x) - F(y)|=

I} fodfs|xe o 1,

olur. Bu iseF nin[a,b| tizerinde| f|_-Lipschitzyen oldgunu gosterir.

p:[a b’ - Rolmak tizere

t—-a, astsx

t)=
P(x 9 {t—b, X<t<b

cekirdegini géz oniine alalim. Herhangi bixO[a,b] icin Ly p(x t)dF() Riemann-
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Stieltjes integrali vardir ve kismi integrasyonrnfaiiinden

[0 p(x9dr(y=(b-a Ry-]. Ry d (2.11)
E(X)=b-[ F(pdt 21

esitlikleri elde edilebilir. (2.21) ve (2.12) den hai][a, b igin,

(b-a)F()+ B X~ b= 1t x} df } (2.13)

simdi A, :a=x" < X" <...< %" < %" = [ dizisinin, n - o i¢in v(A,) - 0 olan bir

parcalang oldugunu varsayalim. Burada

v(A,)=max{x® - X" :i=01,.. n- }

i+1

biciminde tanimlanmaktadir.

p:[a b - R fonksiyonunun[a,b| iizerinde Riemann integrali olsun ve[a,b] - R

L-Lipschitzyen L bir sabit) ise

dm 3 e v()-v( #)]

i=0

< jim § p(a<“>)(xrz—%m)[“(‘;;l?j;(f )J

IECEEE

(X2 =%") =7 /3] o . (2.14)

— oo 4

) n-1 ")

(2.14) aitsizligini p(x, )} ve F icin uygularsak hexO[a, b| igin

Ub p(x, ) dr(o[<| £, [] p(x 9]

¢ ][} ¢-ayd+ [ (b= y

1 , b’
:[Z(b—a) +[x—a; } }II fl..

Son olarak (2.13) 6zglieginden herxO[a, b] igin
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‘F() b- E(X)‘ [1 (x- (a+ B /2y

b-a)| f

yazilarak (2.9) ispatlaniPr(X = x)=1- Pr(X < x) oldugu kullanilirsa (2.10) elde edi-
lir. 1/4 Un en iyi sabit oldgunu ispatlayalim. (1.19k#sizliginin bir ¢ >0 ic¢in sglan-

digini kabul edelim. Yani,

P(X < @-%‘s{cﬂx_éigf) }(b— 3| 1. (2.15)

olsun. X rassal dgiskeninin olasilik ygunluk fonksiyonununf :[0,] -~ R, f(t)=1

biciminde oldgunu varsayalim. Bu halde,

Pr(X = x)= x, x0[0,1], E(x):%, 1], =1

bulunur. (2.15) ten, hexO[a, b igin

X——

A3
<cH x-=
2 2

- 1 . . .
olmahdir. XZOSEQI“I’SGCZZ bulunur. Boylece istenen sonug ispatlagtmi (Barnett

ve Dragomir, 2002).
Yukaridaki teoremX in beklenen dgeri icin bazi ilging sonuclar verir.

Sonug 2.2.2Yukaridaki kabuller altindgu ssitsizlikler vardir:
1 2 1 2
b—i(b—a) || f||w <SH X< a+—2( b- & || ﬂw. (2.16)

Ispat. a< E(X) < b oldugunu biliyoruz. (2.9) dax = a segersek

(b 3 1], -

=

26



Yani,
1 2
b—E(X)sE(b— 2] || 11|w
olup (2.16) eitsizliginin ilk kismi elde edilirSimdi de (1.19) dax =b secersek
b-E(X)|1
-2 E) 6 1)
b-a |2
olup buradan
1 2
E(X)—asz(b—a |1l

yazilir. Béylece (2.16) nin ikinci kismi da eldeleds olur. (Barnett ve Dragomir,
2002).

Uyari 2.2.3.1:f: f (x)dx< (b- @| f|, oldugunu biliyoruz. Buna gére

1
fll. 2——
” ||oo>b_a

olur. || f | degerinin cok buytik olmagini kabul edelim ve

2
b-a

], = (2.17)

diyelim. Bu durumda
1 2
a+>(b- 9 | fl.<b
1
b_E(b_ a)2|| f||m > a

olur. Bu bize (2.17) sdanirken (2.16) gtsizliginin daha dar bicimde yazilabileggi

gOstermektedir.(Barnett ve Dragomir, 2002).
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Sonug 2.2.4Yukaridaki kabuller altinda

a+bl_(b-3’ 1
E(X)-= |_ 5 (||f||w b_aj. (2.18)

Ispat. (2.16) aitsizliginden

a+b 1

b— (b a)||f|| E(X)—a+b a+b1

(o ¥ L

olup

1 a+b 1 1
L s eo-22<dim (1 4, -

1 2 3
0= (1fl

elde edilir. Bu gitsizlik tam olarak (2.18) dir.

Bu sonug,||f|, veya E(X) beklenen dgeri aralgin orta noktasi olar(a+b)/2 ye

yakinken, yeterli kgullar bulmak icin mekanizma glar.(Barnett ve Dragomir, 2002).

Sonug 2.2.5X ile f yukaridaki gibi ves >0 olsun.

[t < & (2.19)

b a (b a°
ise

+
abS

‘E(X)—

olur. (Barnett ve Dragomir, 2002).
Ayrica Teorem 2.2.1'inggidaki sonucu sdanir.

Sonug 2.2.6.X ile f yukaridaki gibi olsun. Bu durumda

Pr(x <2 bj—l
2

2

1 1 a+
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3 1
< 0-3) (RiN > (2.20)

Ispat. (2.9) dax=(a+ b)/2 secersek

Pr(x < a+bj— b- H¥
< .

<
2 (b-a) |

Z6-a) 1),

olur. Bu ise gagidaki eitsizlige denktir:

atb) 1 1 at by _1
Pr(Xs ' j-§+r(5( )—_j‘ 2ol 1.

Ucgen sitsizliginden ve (2.8) gtsizliginden

Pr(x < a+bj—1
2 ) 2

= Pr(x < a+b}—1 +—1(E(X)— i bj——l( E(X)-2 bj‘
2 b 2 b- a

2 -a 2
< Pr(Xsa+bj——+ (E(X)— ar bj ot (E(X)—ibj‘
2 b-a 2 b- a 2
s%(b—a)” f||m+ | )—a+b <5 (b= 3] . _;

elde edilir. (Barnett ve Dragomir, 2002).

Uyar 2.2.7.Benzer bir sonucPr(X > a; bj icin uygulanarak elde edilir. (Barnett ve

Dragomir, 2002).

Sonug 2.2.8.X ile f yukaridaki gibi olsun. Bu durumda

Pr( X< a; b}—% . (2.21)

‘E(X)—a b s%(b— 97| 1. +(b- 3

Ispat. Yukaridaki sonugta yagimiz islemlerle benzer bigcimde
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1 E(X)—a+b
b-a 2

< +

=

Pr(x < a+bj—1+—l (E(X)— ar bj
2 ) 2 b-a 2

Pr(Xs a+bj——j
2

elde edilir.(Barnett ve Dragomir, 2002).

<5 6-3)| 1], +

Uyari 2.2.9. f fonksiyonu[a,b| tizerinde siirekli olsun. Bu durumBa(a, b) tizerinde

diferansiyellenebilir olup Ostrowskiisizliginden herxO[a, b| igin

-] P <] 2+ DD g

(2.12) 6zdgligini kullanarak, olasilik ygunluk fonksiyonlari[a,b] tzerinde sirekli

olan rassal daskenler icin gecerli olan (2.9) ve (2.10jitsizliklerini hatirlatalim.

(Barnett ve Dragomir, 2002).

Teorem 2.2.10.(p,q) parametreli birX beta rassal ggskeni igin olasilik ygunluk

fonksiyonu

f(x pﬂ)?%; 0<x<1

olmak lizere

0< p<1licin|f( O,p,q)|, =

- -1 (a-D*
p.a2ien| 1 0.p.a)], =5 PO
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xP(x-1)"*

} =oo olur.
B(p, 9

ispat. 0< p<Zlicin||[f( O,p,q)|, = sup{

x0(0,1]

df o p A A= A7 oo g, SR
dx  B(p9g [-(p+q-2)x+ (p-1)] dir. - -0

olmasi igin gerek ve yetaart x, =(p-1)/(p+ g—2) olmasidir. Ayrica(0,x,) arali-
df(x, p. 9
dx

p, > 1olsun.

ginda >0 ve (x,,1) aralginda

drix p 9 <0dir. Boylece
dx

(p-)""(q-)**
B(p, o)( pt+ o-2)""?

[fCO,p,a), = f(%, pa)=

elde edilir.(Barnett ve Dragomir, 2002).

Teorem 2.2.11.(p, g) O[L,0)x[ L) olmak lizereX, (p,q) parametreli bir beta rassal

degiskeni olsun. HerxJ[0,]] icin

IN

Pr(X < x)-—J L{X_}T (P~ (- l)q‘j_z
p+a |4 B(p, 9(pr g 2"

(p- 1" (@1
B(p, o)( p+ o 2"

X

Pr(X = x)—L
ptq |4

IN

| =
+
VRN
>

|
N
~

ve Ozel olarak

Pr(x Slj_ q SED (p_l)p_l(q_l)q_j_z
2) p+q 4 B(pg(p+ g 2™

Pr(x 21)_ p SED (p_l)p_l(q_l)q_j_z
2) p+q 4 B(pg(p+ g 2™

esitsizlikleri vardir. ispati Teorem 2.2.10’den kolayca elde edilir, detaylgirmiyoruz.
(Barnett ve Dragomir, 2002).
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3. BULGULAR VE TARTI SMA

Gergel sayilarin bir argh I; a,b001 (a<b); f:[a,bj0OR - R, | Gzerinde konveks

fonksiyonuX ile gosterilen rassal @sgkenin olasilik fonksiyonu olsurX rassal dgis-

keninin keyfi bir X noktasindaki  r-inci momenti t=0)
Mr(x):_[:(u— X" f(ydy r=0,1,2,.. seklinde tanimlanir. Ayrica'in ortalama ve

varyanslari

Mo(¥)= [ F(u)du, M, () =[] (u= %) (1) du, M,(x) = || (u= ¥? (U dt

biciminde tanimhidir. Belirli bir dglimin r-inci momenti referans alinirken bu glam
icin kullanilan integralin yakinsak olgunu varsayagaz.

w:[a b - R negatif olmayan véa, b] Uzerinde surekli bir fonksiyon olmak tzere,

b
Ha(F) = [ WO T ()l
tanimlamasini yapalim.

Barnett ve Drogomir surekli bir rassalgagkenin varyans ve beklenengdei icin caitli

b
sinirlar elde ettilerm, :_[ uf(u) du olmak tzere sonlu bir aralik Gzerinde
a

[[t-m)? f(9at+(m-B(m- a=["(+ £ P E)c
0zdsli gini tanimladilar. (Barnett ve Drogomir, 2001).

Tanim 3.1.1. s[J(0,1] bir gergel sayi olsun.f :[0,0) - [0,0) fonksiyonu her
X, yO[0,o) ve a]0,]] i¢cin f(ax+1-a)y)<sa®f(X)+@L-a)® f(y) oluyorsaf ye
ikinci tur s-konveks fonksiyon denir ya da K? sinifina aittir denir. (Hudzik ve

Maligranda, 1994).

Drogomir ve Fitzpatrick 1999'da, Hadamarsgit&zliginin bir varyantini ikinci tirs-
konveks fonksiyonlar icin ispatladi. (Drogomir viezpatrick, 1999.)
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Teorem 3.1.2.s[1(0,1] ve a,b[0,»), a<b olmak tzeref :[0,») - [0,0) fonksi-
yonunun ikinci tirs-konveks oldgunu kabul edelim.f DLl([a, b])ise, bu durumda

asagldaki sitsizlik sgslanir:

s1c[ath 1 ¢b f(a)+ f(b
2 f( > ]sb_a]af(x)dxsT. (3.1)

(3.1) de ikinci sitsizlikteki k :%1 sabiti mimkin olan en iyi gerdir. (Drogomir ve
S

Fitzpatrick, 1999.)

Lemma 3.1.3. X, bir f olasilik ygunluk fonksiyonunun rassal gigkeni olsun.

f:1 OR - R, fonksiyonul® Uzerinde iki kez diferansiyellenebilir v blJ 1°, a<b
olsun. f" fonksiyonu[a, b] Uzerinde mutlak surekli vw:[a, b] - R negatif olmayan,

[a, b] Uzerinde surekli bir fonksiyon olsuns&gidaki 6zdslik saglanir:

ML(¥) F'09+ My F(9 =4, ( ) = [T R(x Y F(Y ol (32)

BuradaP,(x t) cekirdezi,

]t(u—t)w(u)du a< < X ise
P,(x1t):= i
]b(u—t)\A/(u)du X< € b ise

seklinde tanimlidir. (Sarikaya ved]i2014).

Teorem 3.1.4.Lemma 3.1.3’Un tungartlarinin sglandgini kabul edelim. Buna ilave

olarak| f"| fonksiyonunun[a, b] Uzerinde s-konveks olgunu varsayalim. Bu durumda

her xO[a, b] icin asagidaki asitsizlik saglanir:

M, () /09 + M F(9 = 44, ( T)]

||\N||[a,x],oo s+3 ' (X_ a)s+3 "
< 2(b_a)s](b—a) B;%Z(s, s+1) f (aj+?| f (b]]

N ”\N“[x,b],oo ((b— X)>*

2(b-a)y°( s+3 [F"(@)[+(b=%"" B_,(3, s+ 1) f'(d]
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[Wha . s b-%"), .,
SMH(b_ a) B;%:(S, S+ 1)+?]| f' ()

b-

_ s+3 (X a)5+3
+((b a)B,_, (3 st j| f (bj]
Buradasd(0,1], || = s[up?|w(tj ve B,,

B(mn=[ t7@-9"d, mn>0, 0<x<1
biciminde tanimlanan tam olmayan beta fonksiyonudur

Ispat. (3.2) 6zdgli ginden, modiil 6zelliklerinden we dénisiimiinin sinirl olsundan
M, (%) /09 + Mo F(X) = £4,,( T)

Il IINI[xb]

ax1 I(t a)?| £ (t)| dt+ j(b 9| (9| dt

yazilir. | f"(t)| fonksiyonu[a,b] tizerinde s-konveks olgundan

b=t  t- b-t\, .. t-a\’ ..
‘f (b—an’ b_ijs(b_aj|f(a)|+(?a | (b (3.3)

esitsizligini yazariz. (3.3) den,

M (%) /(9 + My (%) = 24, ( T)]

"W”[“])((b B3, s+ 1) f (3] + O a)s+3|f(dj

ba s+3

[ W (b x)5+3 s
s (@) + (6= 4" B3, 5+1) f(dj

”\N”[a,b],oo I o3 (b-x°°) .
S2(b—a)s _E(b‘a) B .3 st)+ ot 3 J| (g

b-a

b-a

_ \st3 (X_a)s+3 "
+((b 8B, (3 st j| f(bj}

elde ederiz ve ispat tamamlanir.
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Sonug 3.1.5Teorem 3.1.4'deki ayni kabuller altind&(x) =1 igin asagidaki sitsizlik

saglanir:

("“b jf(x)+f(x)——j f(t)d{

e (b-%"") ¢
Z(b > [ (0-2)"" B, (3 st 1)+ =0 jlf(ai
+((b— 3B, (3 5+ 9+ 25 "")mjl f'(bi} (3.4)

Uyari 3.1.6.(3.4) sitsizliginde s=1 alinirsa

a+b ' _ipe
( —x)f(x)+f(x) b—aL f(t)d{

2
1 _y(x=aP  (b=xX'-(x ") .,
= 2b-ay H(b I3t 4 j'f (3)

_ 4 _ _ 4 3
NCSL M Col NN Co |
4 3
olur. Bu aitsizlik Sarikaya tarafindan 2014’de ispatlagtimi

Sonug 3.1.7.Teorem 3.1.4’deki ayni kabuller altinda(x) =1 ve x=(a+b)/2 iken
asagidaki sitsizlik saglanir:

a+b 1 b
‘f (TJ_EL f (t)dt

RS 1 [ (@)[+] " (b)]
<(b-4a) (82(3, S+1)+(s+3)25+3]( > J (3.5)

Uyari 3.1.8.(3.5) aitsizliginde s=1 alirsak,

a+b 1 b
fl — |———| f(@)dt<
‘ ( 2 j b—aJ.a ®

(b— & (| f" (@) +| f"(b)
24 2

esitsizligi elde edilir. (Sarikaya, 2012).
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Teorem 3.1.8.Lemma 3.1.3'Un tungartlarinin sglandgini kabul edelim. Buna ilave
olarak [a,b] tzerinde,q>1 icin |f"|' s-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda her

xO[a b icin asagidaki asitsizlik saglanir:

M (%) /(9 + My (%) = 4, ( )|

< ”VV”[a,x],ooS (X_ a.) f |:(b_ a) _( b- )) | f"(a)|q +ﬂ| f"(b)|qj|q
s 1 s+1 s+1
2(b-2a)* (2p+1P

o, (0= 3% =0 878
o + {2870 8%y }

1

+ ”\N”[xb]oo (b‘X)Z+ {(b )95+1
2(b-a)" (2p+1)°

[Whe . 2T (b-a)"" - (b= R 1, 0 e
= s {( ) { s+1 |f (a)| + s+l |f(@| }
2(b-a)! (2p+ )P

+b-% {(b S|+ 22008 |f(olq}q}
Buradas((0,1], _+_c11_1 ve|w|, = s[up])|w(tj dir.

Ispat. Teorem 3.1.4lin ispatina benzer yontemlerle ve Biogitsizliginden

M (%) 00+ Mo (3= 14, )

”W”ax] J’ (t- ) |f"(t)| dt+||V\'“[xb] j (b- t) | f"(t)| dt
”W" ax] (J’ (t—a) dt)p (J':| fn(t)|q dt)q
+||\N||[;,b], (I (b—1)?° dt)p (J‘ | £ (t)|q dt)q

yazarlz.| f"(t)|q fonksiyonu[a, b] Uzerinde s-konveks olgundan

b-t t b=t\° .0, va (=AY c, i
‘f(ma+b—1bj [b_aj|f(a)| +(?a | /(b (3.6)
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esitsizligi vardir. Boylece (3.6) dan

M (%) 00+ Mo (9= 14, )

[Wla g (=2 (o[ b=t 0 (-
= 2 1 L{(b—aj |f (a)| +(b—

(2p+1)°

ajs| f"(b)|q} dt]q
a

N T q J L)
A X)lfx{(b j|f(a)| ( j|f(b)|}

(2p+1)°

alk

Mo (x-2) *{(b—@ ~(b- ) |f"(a>|q+ﬁ|f"<b>|‘*}
s+l

= - s+1
2b-a) (2p+1)°

1

(b_ as'—l_(x_ a&l " q a
o

+ ”V\,”[x,b],ooS (b‘X)Z+ {(b )OSH

1

2(b-a)? (2p+1)°

(@ +

1

< ”\N”S[a,b],oo l{(x a) p{(b a)° +§-b X)° |f'(a)|q (X 3 (T A (DP}
2(b-a)' (2p+1)°

o7 A (g 2972087 |f(t»|“”

Bdylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.1.9Teorem 3.1.8ipartlari altindaw(x) =1alinirsa,

(azb—xJ F1(X) + f(x)——j £(1) d{

1
<

s, 1
2(0-2a)" (2p+1)°

1

5| (b=a)™ — (b= X" .,/ ta g
{<x o+ [ 780 g O 8y
+(b-X) P{(b X)S+|f(a)|q (b- 5" +(1X 97 |f(blq}} (3.7)
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Uyari 3.1.10.(3.7) des=1 alinirsa,

(azb ) F(x)+ f(x)——j (1 d{

1
- 1 1

2(b-a)* (2p+1)°

x{(x—a)ﬁp{(b_a) ;(b_ )9 | f"(a)|q + ( X_Za | f"(l‘_)|q:|q

Qalkr

+(b—x)2+P[—(b‘2X) @+ 730 |f"(@|‘*}

elde edilir. (Sarikaya, 2014).

Sonug 3.1.11Teorem 3.1.8'irsartlar altindaw(x) =1, x=(a+ b)/2 alinirsa

f(aJ’bj L "t at
2 b-ala

(b-a)°

8(4p+2)° (s+ 1y

[l ror 2]

+le+1| t"(a)’ +( JI f"(b)l"}q (3.8)

Uyari 3.1.12.(3.8) aitsizliginde s=1 alinirsa

a+b 1
‘f (Tj ea f(t)dt

(b= {3|f"<a>|“ d f"<b>|T {| (a)'+3 f”(b»T
4 4

1
16(2p+ 1P

elde edilir. (Sarikaya, 2012)
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Teorem 3.1.13Lemma 3.1.3 Un tungartlarinin sglandgini kabul edelim. Buna ilave

olarak [a,b] tzerinde,q>1 icin |f"|' s-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda her

xO[a b] icin asagidaki asitsizlik saglanir:
M, (%) £'(3) + My £(2) = 24, ( )

s

2(2p+1)

@) +| £(b)|° T

s+1

(b-a) [ (x- 3+ (b= 37]r {

Buradas0(0,], %+é =1 ve ], = suplw(di.

Ispat.Lemma 3.1.3'ten, (3.6) dan, modil dzelliklerindenHolder gitsizliginden

ML (%) 09+ Mo (9= 4, )

1 1

S:I:(I;(u—t)m(u)du)p dt+J:(f(u—)v(1& dl)l }p(“ TOF c)f*

1

T . P o1 [P 1
o Moo =2 Ml (- %% } (f:“"(t)lq dt)p

2P 2p+1 2 2p+1

B 1
Mg (-2 Mg (b= wﬂ"

2P 2p+1 2 2p+1
{jb{( ) (@) + ( ) |f"(b)|q}dtJ
a,bj 2 +1 2p+1 f’ ! ' (b "l
”W”[ Jo I CLE )q[(x " (b 37 ] P (a)|si|1 ()|}
2(2p+1)p
elde edilir.

Sonu¢ 3.1.14Teorem 3.1.13'deki kabuller altindgx) =1 alinirsa

a+b , 1 b
(T—xj f/(X)+ f(x)—ﬁja f(t)d{
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< J; T [(X— a)2p+1_(b_ )92p+1:|6

2(2p+1) b-a)’

e (3.9)

{If"(a>l“+l f"<b>IT_

Sonug 3.1.15Teorem 3.1.13'deki kabuller altind&(x) =1, x=(a+ b)/ 2 alinirsa

a+b 1 ¢b
‘ f (TJ_E j f (t)dt

s+1

S {|f"(a)| +| (o) T_ (3.10)

8(2p+ 1)

Uyari 3.1.16.(3.10) das=1 alinirsa

(b= {I (@) +| f"(b)l"}“

a+b 1 ¢b
f| — |———— | f(t)dt
‘ ( 2 J b—aJ.a ® 2

8(2p+ 1)

olur. (Sarikaya, 2012)
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Trapezoid gtsizligi ve Ostrowski gitsizligi esitsizligi son zamanlarda matemgti
bircok alaninda oldukca yaygin Beekilde kullanilmaya bganan ve bir ¢cok asairma-
cinin da ilgisini cekmsitir. Bu alanlardan birisi de olasilik ve istatistiik Buradaki ama-
cimiz bu seitsizliklerin olasilik teorisinde ne tur uygulamalgapilabilecgini goster-
mektir. Ayrica bir cok yeni sonuclar elde ederekdmmuclari da uluslar arasi prestijli
bir dergide de yayinlattik. Lemma 3.1.3'de v@nohiz 6zdsligi ve s-konveks fonksi-
yonlari kullanilarak elde efiimiz sonuclarin daha da genstieimesi 6zellikle h-
konveks fonksiyonlar icinde yapilabilir. B8r konvekslik tirleri icin de yenis#sizlik-

ler elde edilebilir. Bu anlamda bu gahalar acik problem olarak okuyuculara ve

arggtirmacilara birakilngtir.
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6. EKLER

EK-1. YAYIN B IiLGiSI

Bu tezin olgumunda 6énemli rol oynayan s-konveks fonksiyonurakuldigi olasilik
yogunluk fonksiyonu icin elde effimiz bazi gitsizlikler asagidaki dergide belirtildii

gibi basim gamasindadir:

1) M. Z. Sarikaya and L. Gokce, Some inequalities ttoe probablity density
funcions using s-convex function, Caspian Jourfighgplied Math. Basimda,
(2015)
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