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ÖZET 

 
 

KONVEKS DÖNÜŞÜMLER İÇİN 

İNTEGRAL E ŞİTSİZL İKLER İ 

 

Lokman GÖKÇE 
Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 
Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Doç. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 
Temmuz 2015, 44 sayfa 

 

Bu çalışmada, reel sayıların bir aralığında türevinin mutlak değeri s-konveks olan rassal 

değişkenli olasılık yoğunluk fonksiyonları için bazı yeni eşitsizlikler geliştirilmi ştir. 

Burada elde edilen sonuçlar, daha önce bunlarla ilgili yapılmış çalışmaların genelleşti-

rilmiş halleridir. 

Anahtar sözcükler: Hermite-Hadamard eşitsizliği, Trapezoid eşitsizliği, s-konveks 

fonksiyon, Hölder Eşitsizliği, Varyans. 
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ABSTRACT 

ON INTEGRAL INEQUALITIES FOR CONVEX FUNCTION 

 

Lokman GÖKÇE 
Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 
Master of Science Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 
July 2015, 44 pages 

 

In this paper, we improve some new inequalities for random variables whose probability 
density functions whose their derivatives absolute are s-convex on the interval of real 
numbers. The results presented here would provide extensions of those given in earlier 
works. 
 
Keywords: Hermite-Hadamard inequality, Trapezoidal inequality, s-convex function, 

Hölder inequality, Variance. 
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EXTENDED ABSTRACT 

ON INTEGRAL INEQUALITIES FOR CONVEX FUNCTION 

 
Lokman GÖKÇE 
Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 
Master of Science Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 
July 2015, 44 pages 

 

1. INTRODUCTION: 

Distribution functions and density functions provide complete descriptions of the 

distribution of probality for a given random variable. However, they do not allow us to 

easily make comparisons between two diferent distributions. The set of moments that 

uniquely characterizes the distribution under reasonable conditions are useful in making 

comparisons. Knowing the probability function, we can determine moments if they 

exist. Applying the mathematical inequalities, some estimations for the moments of 

random variables were recently studied. 

 

2. MATERIAL AND METHODS: 

s-convex functions have been introduced by Breckner in (Breckner 1978) and they play 

an important role in optimization theory and mathematical economics. Various 

properties and applicatins of them can be found in (Dragomir and Fitzpatrik 1999). 

 

3. RESULTS AND DISCUSSIONS: 

Over the past two decades or so, the field of inequalities has undergone explosive 

growth. Concerning numerous analytic inequalities, in particular a great many research 

papers have been written related to the inequalities associated to the names of 

Trapezoid, Ostrowski, Hermite-Hadamard and Hölder. A number of surveys and 

monographs published during the past few years described much of the progress. 
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4. CONCLUSION AND OUTLOOK: 

 

In this thesis, using functions whose derivatives absolute values are  s-convex 

functions, we obtained new inequalities related to generalized trpezoid type Ostrowski 

type integral inequalities for s-conveks functions via probablity theory. 
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1. GİRİŞ 

 

1.1. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

 

Verilen bir rassal değişken için dağılım fonksiyonları ve yoğunluk fonksiyonlarının ta-

nımlarını vereceğiz. Ancak bunlar, iki farklı dağılım arasında karşılaştırma yapmak için 

bir kolaylık sağlamaz. Uygun şartlar altında dağılımı karakterize eden momentler küme-

si, karşılaştırma yapmak için kullanışlıdır. Bilinen bir olasılık fonksiyonu için moment-

ler mevcutsa bunları belirleyebiliriz. Matematiksel eşitsizlikler uygulanarak, rassal de-

ğişkenlerin momentleri için son zamanlarda bazı tahminler incelendi. (N.S. Barnett, P. 

Cerone, S.S. Dragomir, J. Roumeliotis, 2001) 

Tanım 1.1.1. (Örnek Uzay) Bir deneyin tüm mümkün sonuçlarının kümesine örnek 

uzay denir. (Cengiz, 1984). 

Tanım 1.1.2. (Olay) Bir örnek uzayın her bir alt kümesine bir olay denir. (Cengiz, 

1984). 

Tanım 1.1.3. (Rassal Değişken) Bir örnek uzaydaki her olaya sayısal bir değer atayan 

bir fonksiyondur. Rassal değişkenler X, Y, Z … gibi büyük harflerle gösterilir. Bir X 

rassal değişkeninin mümkün değerlerinin sayısı sayılabilir ise X’e kesikli rassal değiş-

ken denir. Bir X rassal değişkeninin mümkün değerleri bir aralıktan ya da aralıkların 

birleşiminden oluşuyorsa X’e sürekli rassal değişken denir. (Cengiz, 1984). 

Tanım 1.1.4. (Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu) X sürekli bir rassal değişken olsun. 

Özel bir X x=  noktasındaki olasılığı ( )P X x=  ile gösterelim. X rassal değişkeninin a 

ve b değerleri arasında olma olasılığı 

( ) ( ) ( )
b

a
P a X b P a X b f x dx< < = ≤ ≤ = ∫  

integraliyle tanımlanır. Buradaki f fonksiyonuna X’in olasılık yoğunluk fonksiyonu de-

nir. Bir f  fonksiyonunun, bir X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu ola-
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bilmesi için şu şartlar sağlanmalıdır: 

her x için ( ) 0f x ≥     ve    ( ) 1f x dx
∞

−∞
=∫ . 

(Cengiz, 1984). 

Tanım 1.1.5 (Birikimli Dağılım Fonksiyonu) X sürekli rassal değişkeninin olasılık 

yoğunluk fonksiyonu f olmak üzere 

( ) ( ) ( )
x

F x P X x f t dt
−∞

= ≤ = ∫  

biçiminde tanımlanan F fonksiyonuna X rassal değişkeninin birikimli dağılım fonksiyo-

nu denir. (Cengiz, 1984). 

Tanım 1.1.6. (Beklenen Değer) Bir rassal değişkenin veya bir fonksiyonun beklenen 

değeri, değişkenin veya fonksiyonun bütün olası değerleri üzerinden alınan ortalama 

değerdir. ( )f X ve ( )E X , X’in sırasıyla olasılık yoğunluk fonksiyonu ve beklenen değe-

ri olmak üzere 

( ) ( )
x

E X xf x=∑ ,  x kesikli rassal değişken ise 

( ) ( )E X xf x dx
∞

−∞

= ∫ ,  x sürekli rassal değişken ise 

biçiminde tanımlanır. (Cengiz, 1984) 

Tanım 1.1.7. (Moment) Bir rassal değişkenin yoğunluğunun kesin biçimini belirleyen 

büyüklüklere moment denir. Bir X rassal değişkeninin x a=  noktası etrafındaki r-inci 

momenti 

( ) ( ) ( )r
r

x

a x a f xµ = −∑ ,  x kesikli rassal değişken ise 

( ) ( ) ( )r
r a x a f x dxµ

∞

−∞

= −∫ ,  x sürekli rassal değişken ise 

biçiminde tanımlanır. (Cengiz, 1984) 

( )E X µ=  olsun. x µ=  beklenen değeri etrafındaki birinci ve ikinci momentlere baka-

lım: 

1
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0x f x dx xf x dx f x dxµ µ µ µ µ µ

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= − = − = − =∫ ∫ ∫
 
ve 
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2 2 2 2 2
2( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) var( )x f x dx x f x dx xf x dx E X E X Xµ µ µ µ µ

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= − = − + = − =∫ ∫ ∫
 

olur. Görüldüğü gibi beklenen değer etrafındaki ikinci moment varyansı verir. 

Tanım 1.1.8. (Konveks Fonksiyon) I, R  de bir aralık ve :f I → R  bir fonksiyon ol-

mak üzere her ,x y I∈  ve [0,1]α ∈  için, 

( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x y f x f yα α α α+ − ≤ + −  

şartını sağlayan f  fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (Pecaric ve diğ. 1992). 

Tanım 1.1.9. (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) [0, )+ = ∞R , :f + →R R  ve 

0 1s< ≤  olsun. 1s sα β+ =  olmak üzere her ,u v +∈R  ve her , 0α β ≥  için, 

( ) ( ) ( )s sf u v f u f vα β α β+ ≤ +  

eşitsizliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. 

(Breckner 1978). 

Tanım 1.1.10. (İkinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) [0, )+ = ∞R , :f + →R R  ve 

0 1s< ≤  olsun. 1α β+ = , , 0α β ≥  olmak üzere her ,u v +∈R  için, 

( ) ( ) ( )s sf u v f u f vα β α β+ ≤ +  

eşitsizliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. 

Yukarıda verilen her iki s-konvekslik tanımı da 1s=  için bilinen konveksliğe dönüşür. 

(Hudzik ve Maligranda 1994). 

Tanım 1.1.11. (Mutlak Süreklilik) [ ],I a b=  biçiminde bir aralık, :f I → R  bir fonk-

siyon olsun. 1,2, ,k n= …  olmak üzere, I aralığının aşağıdaki şartı sağlayan sonlu sayı-

daki ( ),k ka b  alt aralıklar dizisi bulunabiliyorsa f fonksiyonuna [ ],I a b=  üzerinde mut-

lak süreklidir denir:  

1

( ) ( )
n

k k
k

f b f a ε
=

− <∑
 
eşitsizliğini sağlayan her 0ε >  sayısına karşılık 

1

n

k k
k

b a δ
=

− <∑  

olacak biçimde bir 0δ >  sayısı bulunabilir. (Carter ve Brunt, 2000). 

Teorem 1.1.12. (İntegral Analizinin Temel Teoremi) [ ],I a b=  aralığında tanımlı reel 
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değerli f fonksiyonunu alalım. Şu üç şart birbirine denktir: 

(1) f fonksiyonu [ ],a b  üzerinde mutlak süreklidir. 

(2) f fonksiyonu [ ],a b  üzerindeki hemen hemen her noktada f ′  türevine sahip, f ′  

fonksiyonu [ ],a b  üzerinde Lebesgue anlamında integrallenebilir ve her [ ],x a b∈  için 

( ) ( ) ( )
x

a
f x f a f x dx′= + ∫  

dir. 

(3) Her [ ],x a b∈  için ( ) ( ) ( )
x

a
f x f a g x dx= + ∫  olacak biçimde Lebesgue anlamında 

integrallenebilir bir g fonksiyonu vardır. (Carter ve Brunt, 2000). 

Teorem 1.1.13. (İntegraller İçin Üçgen Eşitsizliği) f fonksiyonu [ , ]a b  aralığında 

integrallenebilir olsun. Bu durumda ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫

 
dir. 

İspat. 1 2, , , na a a…  reel sayıları için 1 2 1 2n na a a a a a+ + + ≤ + + +⋯ ⋯  üçgen eşitsiz-

liğini biliyoruz. [ , ]a b  aralığının bir parçalanışı 0 1[ , ]x x , 1 2[ , ]x x , … , 1[ , ]n nx x−  ve 

{ }1max :  1,2, ,i iP x x i n−= − = …  olsun. Her 1,2, ,i n= …  için bir *
1[ , ]i i ix x x−∈  noktası 

alarak * *
1

1 1

( )( ) ( )
n n

i i i i i
i i

f x x x f x x−
= =

− = ∆∑ ∑
 
Riemann toplamını oluşturalım. Üçgen eşitsiz-

liğinden, limit özelliklerinden ve f integrallenebilir iken f
 
nin de integrallenebilir olu-

şundan 

* *

0 0
1 1

( ) lim ( ) lim ( ) ( )
n nb b

i i i ia aP P
i i

f x dx f x x f x x f x dx
→ →= =

= ∆ ≤ ∆ =∑ ∑∫ ∫  

elde edilir. (Mitrinovic, 1970). 

Teorem 1.1.14. (Young Eşitsizliği) , 0a b≥ , , 0p q >  reel sayılar olmak üzere 

1 1
1

p q
+ =  ise, 

p qa b
ab

p q
≤ +  

dir. Eşitlik durumunun sağlanması için gerek ve yeter şart p qa b=  olmasıdır. 

İspat. 0a = veya 0b =  halinde eşitsizliğin doğruluğu açıktır. , 0a b >  kabul edelim. 
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1 1
1

p q
+ =

 
eşitli ği, 1p > , 1q >  ve ( 1)( 1) 1p q− − =  olmasını gerektirir. Dolayısıyla 

1 1p qu t t t− −= ⇔ =  dir. Oluşan dikdörtgenin alanı ab dir. Buradan 

1 1

0 0

p qa bp q a b
ab t dt u du

p q
− −≤ + = +∫ ∫

 
elde edilir. (Mitrinovic, 1970). 

Teorem 1.1.15. (Artan Fonksiyonlar İçin Young Eşitsizliği) f reel değerli fonksiyonu, 

0c >  için [0, ]c  aralığında sürekli, kesin monoton artan ve (0) 0f =  olsun. Bu durumda 

her [0, ]a c∈ , [0, ( )]b f c∈  için 1

0 0
( ) ( )

a b
ab f x dx f x dx−≤ +∫ ∫  

dir. Eşitlik durumunun 

sağlanması için gerek ve yeter şart ( )f a b=  olmasıdır. 

İspat. Dikdörtgenin alanıyla, integrallerin belirttiği bölgelerin alanları toplamını karşı-

laştırmak yeterlidir. (Mitrinovic, 1970). 

Teorem 1.1.16. (Hölder Eşitsizliği) f ve g, [ , ]a b  aralığında integrallenebilir iki fonksi-

yon olsun. , 0p q >  reel sayılar olmak üzere 
1 1

1
p q

+ =  ise, 

( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
b b bp qp q

a a a
f x g x dx f x dx g x dx≤∫ ∫ ∫  

 

dir. Eşitlik durumu, her [ , ]x a b∈  için 
( ) ( )

p q

p q

p q

f x g x

f g
=  iken sağlanır. Burada 

( )
1

( )
b p p

p a
f f x dx= ∫ , ( )

1

( )
b q q

q a
g g x dx= ∫

 
dir. 

İspat. , 0m n≥ sayıları için, 
p qm n

mn
p q

≤ +  şeklinde yazılabilen Young eşitsizliğinde 

( )

p

f x
m

f
=  ve 

( )

q

g x
n

g
=  seçersek 

( ) ( ) ( ) ( )
p q

p q

p q p q

f x g x f x g x

f g f p g q
≤ +  olur. Bu eşitsizliğin 

her iki tarafının [ , ]a b  üzerinde integralini alırsak 

 

( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
b b bp qp q

a a a
f x g x dx f x dx g x dx≤∫ ∫ ∫ . 
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(Mitrinovic, 1970). 

Teorem 1.1.17. (Trapezoid Tipli Eşitsizlik) : [ , ]f a b → R  fonksiyonu ( , )a b  aralığın-

da diferansiyellenebilir olsun. Ayrıca f ′  fonksiyonu [ , ]a b  üzerinde integrallenebilir 

ve konveks bir olsun. Bu durumda 

[ ] ( ) ( )2
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 8

b

a

b a f a f bb a
f x dx f a f b

′ ′− +−− + ≤∫ . 

(Pachpatte, 2005). 

Teorem 1.1.18. (Hermite-Hadamard Eşitsizliği) : [ , ]f a b → R  fonksiyonu [ ],a b  ara-

lığında konveks olsun. Bu durumda 

1 ( ) ( )
( )

2 2

b

a

a b f a f b
f f x dx

b a

+ +  ≤ ≤  − 
∫  

dir. Ayrıca f fonksiyonu konkav olursa eşitsizlik tersine döner. (Pachpatte 2005). 

Teorem 1.1.19. (Ostrowski Eşitsiziği) [ ]: ,f a b →R  fonksiyonu ( , )a b  aralığında 

türevlenebilir ve her ( , )t a b∈  için ( )f t M′ ≤  olsun. Bu durumda her [ ],x a b∈  için 

2

2

1 1 ( ( ) / 2)
( ) ( ) ( )

4 ( )

b

a

x a b
f x f t dt b a M

b a b a

 − +− ≤ + − − − 
∫  

eşitsizliği sağlanır. 1/ 4sabiti, mümkün olan en iyi değerdir. Eşitsizlikte 1/ 4 ten daha 

küçük bir sayı yazılamaz. 

Ostrowski eşitsizliğinin kolay bir ispatı literatürde Montgomery özdeşliği olarak bilinen 

 

1 1
( ) ( ) ( , ) ( )

b b

a a
f x f t dt p x t f t dt

b a b a
′= +

− −∫ ∫ , [ ],x a b∈  

 

özdeşliği kullanılarak elde edilebilir. Burada( , )p x t  çekirdeği 

 

,    
( , ) :

,    

t a a t x
p x t

t b x t b

− ≤ ≤
=  − < ≤
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biçiminde tanımlanmıştır. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

Teorem 1.1.20. [ ]: ,f a b →R  fonksiyonu[ ],a b  üzerinde mutlak sürekli bir fonksiyon 

olsun. Her [ ],x a b∈  için 

1
( ) ( )

b

a
f x f t dt

b a
−

− ∫  

[ ]

[ ]

2

2

1/1 1
1/

1/

1 ( ( ) / 2)
( ) ,    ,  ise

4 ( )

1
( ) ,    ,  ise

( 1)

                                                                      

pp p
p

qp q

x a b
b a f f L a b

b a

x a b x
b a f f L a b

p b a b a

∞∞

+ +

 − + ′ ′+ − ∈ − 

 − −    ′ ′+ − ∈    + − −     ≤

[ ]11

1 1
                1,  1

1 ( ) / 2
,    ,  ise

2

p
p q

x a b
f f L a b

b a










+ = >

  − +  ′ ′+ ∈  − 

 

 

eşitsizlikleri vardır. Burada   
r

⋅ ( [ ]1,r ∈ ∞ ), [ ],rL a b  üstündeki alışılmış Lebesgue 

normudur. 1/ 4, 1/1/ ( 1) pp +  ve 1/ 2 sabitleri en iyi sabitlerdir. (Barnett ve Dragomir, 

2002). 

Teorem 1.1.21. [ ]: ,f a b →R  fonksiyonu r-H Hölder tipli, yani her [ ], ,x y a b∈  için 

( ) ( )
r

f x f y H x y− ≤ −  olsun. Burada ( ]0,1r ∈ , 0H >  sabitlerdir. Bu durumda her 

[ ],x a b∈  için, 

1 1
1

( ) ( ) ( )
1

r r
b r

a

H x a b x
f x f t dt b a

b a r b a b a

+ + − −   − ≤ + −    − + − −     
∫  

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca 
1

1r +
 en iyi sabittir. 

1r =  alınırsa, yani f  Lipschitz sürekliliğine sahipse bu durumda Ostrowski eşitsizliği-

nin Lipschitzyen fonksiyonlar için bir versiyonu olan (H yerine L alınarak) 

 

2
1 1 ( ) / 2

( ) ( ) ( )
4

b

a

x a b
f x f t dt b a L

b a b a

 − + − ≤ + −  − −   
∫  
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yazılır. Burada 
1

4
 en iyi sabittir. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

Eğer sınırlı varyasyonluf fonksiyonuna süreklilik şartı eklenirse aşağıdaki sonuç veri-

lir: 

Teorem 1.1.22. [ ]: ,f a b →R bir sınırlı varyasyon fonksiyon olsun ve toplam varyas-

yonu da
b

a
∨  ile gösterelim. Bu halde her [ ],x a b∈  için 

1 1 ( ) / 2
( ) ( ) ( ) ( )

2

bb

a a

x a b
f x f t dt b a f

b a b a

 − + − ≤ + − − − 
∫ ∨  

eşitsizliği sağlanır. Burada 
1

2
 en iyi sabittir. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

1.2. BİRİKİML İ DAĞILIM FONKS İYONLARI İÇİN OSTROWSKİ TİPLİ BİR 

EŞİTSİZL İK 

( ) Pr( )F x X x= ≤  birikimli dağılım fonksiyonuna sahip X rassal değişkeni [ , ]a b  aralı-

ğında değerler alsın. Aşağıdaki teorem sağlanır: 

Teorem 1.2.1. X ve F daha yukarıda tanımladığımızın gibi olsun. Her [ ],x a b∈  için 

aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

[ ]( ) 1
Pr( ) 2 ( ) Pr( ) sgn( ) ( )

b

a

b E X
X x x a b X x t x F t dt

b a b a

−  ≤ − ≤ − + ≤ + −
  − − ∫  

                         
( ) ( )1

( ) Pr ( )Prb x X x x a X x
b a

≤ − ≥ + − ≤  −
 

                                  

( ) / 21

2 ( )

x a b

b a

− +
≤ +

−
.                                                      (1.1) 

İspat. [ ]2
: ,p a b → R , 

,    
( , ) :

,    

t a a t x
p x t

t b x t b

− ≤ ≤
=  − < ≤

                                         (1.2) 

çekirdeğini göz önüne alalım. Bu halde herhangi bir [ ],x a b∈  için ( , ) ( )
b

a
p x t dF t∫

Riemann-Stieltjes integrali vardır ve kısmi integrasyon ile 
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( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b x b b

a a x a
p x t dF t t a dF t t b dF t b a F x F t dt= − + − = − −∫ ∫ ∫ ∫        (1.3) 

 

yazılabilir. Diğer taraftan 

 

( ) : ( ) ( ) ( )
b bb

aa a
E X tdF t tF t F t dt= = −∫ ∫  

                                                    
( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a
bF b aF a F t dt b F t dt= − − = −∫ ∫              (1.4) 

 

eşitli ği vardır. Şimdi (1.3) ve (1.4) eşitliklerini kullanarak her [ ],x a b∈  için 

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a
b a F x E x b p x t F t dt− + − = ∫                            (1.5) 

elde edilir. 

 

Şimdi ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1: n n n n

n n na x x x x b−∆ = < < < < =⋯  dizisinin, n → ∞  için ( ) 0nν ∆ →  olan bir 

parçalanış olduğunu varsayalım. Burada 

( ) { }( ) ( )
1: max : 0,1, , 1n n

n i ix x i nν +∆ = − = −…  

biçiminde tanımlanmaktadır. 

 

[ ]: ,p a b →R
 
fonksiyonu[ ],a b  üzerinde sürekli ve [ ]: ,a bν →R  monoton azalmayan 

ise ( ) ( )
b

a
p x d xν∫  

Riemann-Stieltjes integrali vardır ve 

( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

0

( ) ( ) lim
n

nb n n n
i i ia

i

p x d x p x x
ν

ν ξ ν ν
−

+∆ →∞ =

 = − ∑∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

( ) ( ) ( )
1

0

lim
n

n
n n n

i i i
i

p x x
ν

ξ ν ν
−

+∆ →∞ =

≤ −∑  

( ) ( )
b

a
p x d xν= ∫ .                                                        (1.6) 

(1.6) eşitsizliğini kullanarak 

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b x b

a a x
p x t dF t t a dF t t b dF t= − + −∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
x b

a x
t a dF t t b dF t≤ − + −∫ ∫  
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( ) ( )
x b

a x
t a dF t t b dF t≤ − + −∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
x b

a x
t a dF t b t dF t= − + −∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x bx b

a xa x
t a F t F t dt b t F t F t dt= − − − − +∫ ∫  

[ ]2 ( ) ( ) ( ) ( )
x b

a x
x a b F x F t dt F t dt= − + − +∫ ∫  

[ ]2 ( ) ( ) sgn( ) ( )
b

a
x a b F x t x F t dt= − + + −∫ .                   (1.7) 

 

(1.5) özdeşliğini ve (1.7) eşitsizliğini kullanarak (1.1) eşitsizliğinin ilk kısmını elde ede-

riz. Burada biliyoruz ki 

sgn( ) ( ) ( ) ( )
b x b

a a x
t x F t dt F t dt F t dt− = − +∫ ∫ ∫ . 

F , [ ],a b  üzerinde monoton azalmayan bir fonksiyon olduğundan 

 

( ) ( ) ( ) 0
x

a
F t dt x a F a≥ − =∫  

( ) ( ) ( )
b

x
F t dt b x F b b x≤ − = −∫  

 

eşitsizlikleri vardır. Dolayısıyla her [ ],x a b∈  için 

sgn( ) ( )
b

a
t x F t dt b x− ≤ −∫  

elde edilir. Böylece 

[ ] [ ]2 ( ) ( ) sgn( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
b

a
x a b F x t x F t dt x a b F x b x− + + − ≤ − + + −∫  

( )(1 ( )) ( ) ( )b x F X x a F x= − − + −  

( ) Pr( ) ( ) Pr( )b x X x x a X x= − ≥ + − ≤  

olup (1.1) eşitsizliğinin ikinci kısmı da ispatlanır. Nihayetinde, 

 

{ }[ ]( )Pr( ) ( )Pr( ) max , Pr( ) Pr( )b x X x x a X x b x x a X x X x− ≥ + − ≤ ≤ − − ≥ + ≤  

1
( )

2 2

a b
b a x

+= − + −  

olup (1.1) in son kısmı da ispatlanır. 
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(1.1) eşitsizliğinin 
1

2
 yerine bir 0c >  sabiti için sağlandığını kabul edelim. Bu durumda 

her [ ],x a b∈  için 

[ ]( ) 1
Pr( ) 2 ( ) Pr( ) sgn( ) ( )

b

a

b E X
X x x a b X x t x F t dt

b a b a

−  ≤ − ≤ − + ≤ + −
  − − ∫  

                                     
( ) ( )1

( ) Pr ( )Prb x X x x a X x
b a

≤ − ≥ + − ≤  −
 

                                     

( ) / 2

( )

x a b
c

b a

− +
≤ +

−
                                                                 (1.8) 

olur. X rassal değişkeni için [ ]: ,F a b →R  birikimli dağılım fonksiyonunu 

( ]
0,           0 ise

( ) :
1,      0,1  ise

x
F x

x

=
=  ∈

 

biçiminde tanımlayalım. ( ) 0E X = , 
1

0
sgn( ) ( ) 1t F t dt =∫  

dir. (1.8) de 0x =  için 
1

1
2

c≤ +  

elde ederiz. Bu ise 
1

2
c = nin en iyi değer olduğunu gösterir. (Barnett ve Dragomir, 

2002). 

Uyarı 1.2.2. ( ) ( )Pr 1 PrX x X x≥ = − ≤  eşitli ğini (1.1) de kullanırsak her [ ],x a b∈  için 

[ ]( ) 1
Pr( ) 2 ( ) Pr( ) sgn( ) ( )

b

a

E X a
X x x a b X x t x F t dt

b a b a

−  ≥ − ≤ − + ≤ + −
  − − ∫  

                                     
( ) ( )1

( ) Pr ( )Prb x X x x a X x
b a

≤ − ≥ + − ≤  −
 

                                     

( ) / 21

2 ( )

x a b

b a

− +
≤ +

−
.                                                               (1.9) 

eşitsizlikleri vardır. (Barnett ve Dragomir, 2002). 
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Uyarı 1.2.3. Aşağıdaki özel durumlar ilginçtir: 

( ) 1
Pr( ) sgn ( )

2 2 2

b

a

a b E X a a b
X t F t dt

b a

+ − + ≤ − ≤ − ≤ −  
∫ .                     (1.10) 

( ) 1
Pr( ) sgn ( )

2 2 2

b

a

a b b E X a b
X t F t dt

b a

+ − + ≥ − ≤ − ≤ −  
∫ .                     (1.11) 

(Barnett ve Dragomir, 2002). 

Sonuç 1.2.4. Yukarıdaki kabuller altında 

1 1
( ) Pr ( ) 1

2 2 2

a b a b a b
E x X E x

b a b a

+ + +     − ≤ ≤ − +    − −     
.                   (1.12) 

İspat. (1.10) eşitsizliğinden 

1 ( ) 1 ( )
Pr

2 2 2

b E X a b b E X
X

b a b a

− + − − + ≤ ≤ ≤ + − − 
 

yazabiliriz. Ayrıca 

1 ( ) 2 2 ( ) 1
( )

2 2( ) 2

b E X b a b E X a b
E X

b a b a b a

− − + + − + − + = = − − − −  
, 

1 ( ) ( ) 1 1
1 1 ( )

2 2( ) 2 2

b E X b E X a b
E X

b a b a b a

− − + + = + − = + − − − −  
 

olduğundan istenen eşitsizlik hemen elde edilir. 

Uyarı 1.2.5. 1 0ε≥ ≥  olsun ve 

( ) (1 )( )
2

a b
E X b aε+≥ + − −                                        (1.13) 

olduğunu kabul edelim. Bu durumda 

Pr
2

a b
X ε+ ≤ ≤ 

 
                                               (1.14) 

olur. Gerçekten (1.13) sağlandığında (1.12) nin sağ tarafından 

1 ( 1)( )
Pr ( ) 1 1

2 2 ( )

a b a b b a
X E X

b a b a

ε ε+ + − −   ≤ ≤ − + ≤ + =   − −   
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sonucuna ulaşırız. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

Uyarı 1.2.6. Ayrıca 

( ) ( )
2

a b
E X b aε+≤ − −                                               (1.15) 

ise, (1.12) nin sağ tarafından 
1 ( )

Pr ( )
2 2 ( )

a b a b b a
X E X

b a b a

ε ε+ + −   ≤ ≥ − ≥ =   − −   
 olup 

Pr
2

a b
X ε+ ≤ ≥ 

 
, [ ]0,1ε ∈                                     (1.16) 

olur. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

Sonuç 1.2.7. Teorem 1.2.1’in şartları altında her ( ),x a b∈  için, 

1 1 sgn( ) 1 1 sgn( )
( ) Pr( ) ( )

2 2

b b

a a

t x t x
F t dt X x F t dt

b x x a

+ − − −   ≥ ≥ ≥   − −   
∫ ∫ .     (1.17) 

İspat. (1.1) eşitsizliğinden 

[ ]( ) 1
Pr( ) 2 ( ) Pr( ) sgn( ) ( )

b

a

b E X
X x x a b X x t x F t dt

b a b a

−  ≤ − ≤ − + ≤ + −
  − − ∫  

yazarız. Bu eşitsizlik 

[ ]( )Pr( ) 2 ( ) Pr( ) ( ) sgn( ) ( )
b

a
b a X x x a b X x b E X t x F t dt− ≤ − − + ≤ ≤ − + −∫  

eşitsizliğine denktir. Yani 

2( )Pr( ) ( ) sgn( ) ( )
b

a
b a X x b E X t x F t dt− ≤ ≤ − + −∫ . 

( ) ( )
b

a
b E X F t dt− = ∫  

olduğundan yukarıdaki eşitsizlikten, (1.17) nin ilk kısmını elde 

ederiz. İkinci kısımda da benzer düşünceyle 

[ ]( ) 1
Pr( ) 2 ( ) Pr( ) sgn( ) ( )

b

a

b E X
X x x a b X x t x F t dt

b a b a

−  ≤ − ≥ − − + ≤ + −
  − − ∫  

elde edilir. (Barnett ve Dragomir, 2002). 
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Sonuç 1.2.8. (1.17) de ( ) / 2x a b= +  koyulursa, 

[ ] ( )1
1 sgn( ( ) / 2) ( ) Pr ( ) / 2

b

a
t a b F t dt X a b

b a
+ − + ≥ ≥ +

− ∫  

[ ]1
1 sgn( ( ) / 2) ( )

b

a
t a b F t dt

b a
≥ − − +

− ∫                             (1.18) 

elde edilir. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

1.3. BETA RASSAL DEĞİŞKENİ İÇİN UYGULAMALAR 

X rassal değişken ve( , )p q  parametreleri 

1 1(1 )
( ; , ) :

( , )

p qx x
f x p q

B p q

− −−= ;  0 1x< <  

biçiminde tanımlı olasılık yoğunluk fonksiyonuna sahip ise X ’e beta rassal değişkeni 

denir. Burada , 0p q >  ve 
1 1 1

0
( , ) (1 )p qB p q t t dt− −= −∫  olarak tanımlı beta fonksiyonudur. 

1 1 1

0

1 ( 1, )
( ) (1 )

( , ) ( , )
p q B p q

E X x x x dx
B p q B p q

− − += ⋅ − =∫  

olduğundan 

( )
p

E X
p q

=
+

 

olur. 

X, ( , )p q  parametreli bir beta rassal değişkeni olsun. (1.1) den, her [ ]0,1x∈  için 

1 1
Pr( )

2 2

q
X x x

p q
≤ − ≤ + −

+
 

1 1
Pr( )

2 2

p
X x x

p q
≥ − ≤ + −

+
 

1
Pr( 1/ 2)

2

q
X

p q
≤ − ≤

+
 

1
Pr( 1/ 2)

2

p
X

p q
≥ − ≤

+
 

bulunur. (Barnett ve Dragomir, 2002).
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

2.1. OLASILIK YO ĞUNLUK FONKS İYONU [ ],pL a b , 1p >  UZAYINA A İT 

OLAN RASSAL DEĞİŞKENER İÇİN OSTROWSKİ TİPLİ BİR EŞİTSİZL İK 

Teorem 2.1.1. X, [ ]: ,f a b +⊂ →R R  olasılık yoğunluk fonksiyonuna ve 

( ) Pr( )F x X x= ≤  birikimli dağılım fonksiyonuna sahip bir rassal değişken olsun. 1p >
ve 1/ 1/ 1p q+ =  olmak üzere [ ],pf L a b∈  ise, her [ ],x a b∈  için aşağıdaki eşitsizlik 

sağlanır: 

 
(1 )/ (1 )/

1/( )
Pr( ) ( )

1

q q q q
q

p

b E X q x a b x
X x f b a

b a q b a b a

+ + − − −   ≤ − ≤ − +    − + − −     
 

1/( )
1

q

p

q
f b a

q
≤ −

+
.                                                   (2.1) 

İspat. Hölder eşitsizliğinden [ ], ,x y a b∈  için, 

1/ 1/
1/

( ) ( ) ( ) ( )
q py y y p q

px x x
F x F y f t dt dt f t dt x y f− = ≤ ≤ −∫ ∫ ∫              (2.2) 

olur. Burada 
p

f , [ ],pL a b  uzayı üzerinde ( )1/

: ( )
pb p

p a
f f t dt= ∫  biçiminde tanımla-

nan alışılmış p-normudur. ( )1/ 0,1r q= ∈ , 0
p

H f< =  olsun. (2.2) eşitsizliği bize 

( )F ⋅  dönüşümünün her [ ],x a b∈  için r-H Hölder tipli, yani 

 

( ) ( )
r

F x F y H x y− ≤ −                                               (2.3) 

olduğunu gösterir. 

(2.2) eşitsizliğinin [ ],y a b∈  üzerinden integrali alınırsa her [ ],x a b∈  için 

1/1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

b b b q

pa a a
F x F y dy F x F y dy f x y dy

b a b a b a
− ≤ − ≤ −

− − −∫ ∫ ∫  

                                                 1/ 1/1
( ) ( )

x bq q

p a x
f x y dy y x dy

b a
 = − + −
  − ∫ ∫  
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1/ 1 1/ 11 ( ) ( )

1/ 1 1/ 1

q q

p

x a b x
f

b a q q

+ + − −= + − + + 
 

                                                 
1/ 1 1/ 1

1/( )
1

q q
q

p

q x a b x
f b a

q b a b a

+ + − −   = − +    + − −     
       (2.4) 

olur. ( ) ( )
b

a
E X b F t dt= − ∫  

olduğunu (2.4) de kullanırsak (2.1) eşitsizliğinin ilk kısmı 

elde edilir. Her [ ],x a b∈  için 

1/ 1 1/ 1

1
q q

x a b x

b a b a

+ +− −   + ≤   − −   
 

olup (2.1) eşitsizliğinin ikinci kısmı da ispatlanır. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

Uyarı 2.1.2. (2.1) eşitsizliği her [ ],x a b∈  için, 

(1 )/ (1 )/
1/( )

Pr( ) ( )
1

q q q q
q

p

E X a q x a b x
X x f b a

b a q b a b a

+ + − − −   ≥ − ≤ − +    − + − −     
 

1/( )
1

q

p

q
f b a

q
≤ −

+
.                                                  (2.5) 

eşitsizliğine denktir. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

Sonuç 2.1.3. Yukarıdaki kabuller altında 

1 1/ 1 1/( ) ( ) ( )
1 1

q q

p p

q q
b f b a E X a f b a

q q
+ +− − ≤ ≤ + −

+ +
               (2.6) 

İspat. ( )a E X b≤ ≤  olduğunu biliyoruz. (2.1) de x a=  seçersek 

1/( )
( )

1
q

p

b E X q
f b a

b a q

− ≤ −
− +

 

veya 

1/ 1( ) ( )
1

q

p

q
b E X f b a

q
+− ≤ −

+
 

olur. Bu ise (2.6) eşitsizliğinin ilk kısmını verir. Şimdi de (2.1) de x b=  seçersek 

1/( )
1 ( )

1
q

p

b E X q
f b a

b a q

−− ≤ −
− +

 

veya 
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1/ 1( ) ( )
1

q

p

q
E X a f b a

q
+− ≤ −

+
 

olup (2.6) eşitsizliğinin ikinci kısmı da ispatlanmış olur.(Barnett ve Dragomir, 2002) 

Uyarı 2.1.4. Hölder integral eşitsizliğinden 

1/1 ( ) ( )
b q

pa
f t dt b a f= ≤ −∫  

olup 

1/

1

( ) qp
f

b a
≥

−
 

yazılır. Şimdi 
p

f  değerinin çok büyük olmadığını kabul edebiliriz. 

1/

1

1 ( ) qp

q
f

q b a
≤

+ −
                                                (2.7) 

olsun. Bu halde 
1 1/( )

1
q

p

q
a f b a b

q
++ − ≤

+
 

1 1/( )
1

q

p

q
b f b a a

q
+− − ≥

+
 

olur. Bu bize (2.7) eşitsizliği sağlandığında (2.6) eşitsizliğinin ( )a E X b≤ ≤  den daha 
dar olduğunu gösterir. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

Sonuç 2.1.5. Yukarıdaki kabuller altında 

1/ 1
( ) ( ) ( )

2 1 2
q

p

a b q
E X b a f b a

q

 +− ≤ − − − + 
.                       (2.8) 

İspat. (2.6) dan 

1 1/( ) ( )
2 1 2

q

p

a b q a b
b f b a E X

q
++ +− − − ≤ −

+
1 1/( )

2 1
q

p

a b q
a f b a

q
++≤ − + −

+
 

veya 

1 1/ 1 1/( ) ( ) ( )
2 1 2 2 1

q q

p p

b a q a b b a q
f b a E X f b a

q q
+ +− + −− − ≤ − ≤ − + −

+ +
 

yazılabilir. Buradan 

1 1/ 1/ 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 1 2
q q

p p

a b q b a q
E X f b a b a f b a

q q
+  + −− ≤ − − = − − − + + 
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elde edilerek (2.8) eşitsizliği ispatlanır. 

Aşağıdaki sonuç bize ( )E X  beklenen değerinin, aralığın orta noktası olan ( ) / 2a b+  ye 

yakın olması için, 
p

f  türünden ( 1p > ) yeterli bir şart bulma imkanı sağlar. (Barnett 

ve Dragomir, 2002). 

Sonuç 2.1.6.X  ile f  yukarıdaki gibi ve 0ε >  olsun. Eğer 

1/ 1 1/

1 1 ( 1)

2 ( ) ( )q qp

q q
f

q b a q b a

ε
+

+ +≤ ⋅ +
− −

 

ise, bu durumda aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

( )
2

a b
E X ε+− ≤ . 

Sonuç 2.1.7. X  ile f  yukarıdaki gibi olsun. Aşağıdaki eşitsizlik sağlanır 

1/
1/

1 1
Pr ( ) ( )

2 2 2 ( 1) 2
q

q p

a b q a b
X f b a E X

q b a

+ + ≤ − ≤ − + −  + − 
. 

İspat. (2.1) eşitsizliğinde ( ) / 2x a b= +  yazılırsa 

1/
1/

( )
Pr ( )

2 2 ( 1)
q

q p

a b b E X q
X f b a

b a q

+ − ≤ − ≤ −  − + 
 

olur. Bu eşitsizliğe denk olarak 

1/
1/

1 1
Pr ( ) ( )

2 2 2 2 ( 1)
q

q p

a b a b q
X E X f b a

b a q

+ +   ≤ − + − ≤ −   − +   
 

yazılır. Üçgen eşitsizliğinden 

1
Pr

2 2

a b
X

+ ≤ − 
 

 

1 1 1
Pr ( ) ( )

2 2 2 2

a b a b a b
X E X E X

b a b a

+ + +     = ≤ − + − − −     − −     
 

                

1 1 1
Pr ( ) ( )

2 2 2 2

a b a b a b
X E X E X

b a b a

+ + +   ≤ ≤ − + − + −   − −   
 

                

1/
1/

1
( ) ( )

2 ( 1) 2
q

q p

q a b
f b a E X

q b a

+≤ − + −
+ −
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olup istenen sonuca ulaşılır. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

Son olarak aşağıdaki sonuç da sağlanır: 

Sonuç 2.1.8. Yukarıdaki kabuller altında 

1 1/
1/

1
( ) ( ) ( ) Pr

2 2 ( 1) 2 2
q

q p

a b q a b
E X f b a b a X

q
++ + − ≤ − + − ≤ − +  

 

eşitsizliği sağlanır.(Barnett ve Dragomir, 2002). 

Bu sonucun ispatı önceki sonuca benzer biçimde yapılabildiği için detaylara girmeden 
bırakıyoruz. 

2.2. OLASILIK YO ĞUNLUK FONKS İYONU [ ],L a b∞  UZAYINDA OLAN 

RASSAL DEĞİŞKENLER İÇİN OSTROWSKİ TİPLİ BİR EŞİTSİZL İK 

X rassal değişkeni : [ , ]f a b → R  olasılık yoğunluk fonksiyonuna ve ( ) Pr( )F x X x= ≤  

birikimli dağılım fonksiyonuna sahip olsun. Aşağıdaki teorem sağlanır. 

Teorem 2.2.1. [ ],f L a b∞∈  ve [ , ]sup ( )t a bf f t∈∞
= < ∞  olsun. Her [ ],x a b∈  için 

2

2

( ) 1 ( ( ) / 2)
( ) ( )

4 ( )

b E X x a b
P X x b a f

b a b a ∞

 − − +≤ − ≤ + − − − 
                           (2.9) 

2

2

( ) 1 ( ( ) / 2)
( ) ( )

4 ( )

E X a x a b
P X x b a f

b a b a ∞

 − − +≥ − ≤ + − − − 
                         (2.10) 

eşitsizlikleri geçerlidir. Burada 1/ 4 en iyi sabittir. 

İspat. [ ], ,x y a b∈ olsun. Bu durumda 

( ) ( ) ( )
y

x
F x F y f t dt x y f

∞
− = ≤ −∫  

olur. Bu ise F nin[ ],a b  üzerinde f
∞

-Lipschitzyen olduğunu gösterir. 

[ ]2
: ,p a b → R olmak üzere 

,    
( , ) :

,    

t a a t x
p x t

t b x t b

− ≤ ≤
=  − < ≤

 

çekirdeğini göz önüne alalım. Herhangi bir [ ],x a b∈  için ( , ) ( )
y

x
p x t dF t∫  

Riemann-
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Stieltjes integrali vardır ve kısmi integrasyon formülünden 

 

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
p x t dF t b a F x F t dt= − −∫ ∫                                (2.11) 

( ) ( )
b

a
E X b F t dt= − ∫                                                (2.12) 

eşitlikleri elde edilebilir. (2.21) ve (2.12) den her [ ],x a b∈  için, 

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a
b a F x E X b p x t dF t− + − = ∫                                (2.13) 

Şimdi ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1: n n n n

n n na x x x x b−∆ = < < < < =⋯  dizisinin, n → ∞  için ( ) 0nν ∆ →  olan bir 

parçalanış olduğunu varsayalım. Burada 

( ) { }( ) ( )
1: max : 0,1, , 1n n

n i ix x i nν +∆ = − = −…  

biçiminde tanımlanmaktadır. 

[ ]: ,p a b →R
 
fonksiyonunun [ ],a b  üzerinde Riemann integrali olsun ve [ ]: ,a bν →R

L-Lipschitzyen (L bir sabit) ise 

( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

0

( ) ( ) lim
n

nb n n n
i i ia

i

p x d x p x x
ν

ν ξ ν ν
−

+∆ →∞ =

 = − ∑∫  

                       
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

1( ) ( ) ( )
1 ( ) ( )

0 1

lim
n

n nn
i in n n

i i i n n
i i i

x x
p x x

x xν

ν ν
ξ

−
+

+∆ →∞ = +

 −
 ≤ −
 −
 

∑  

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

0

lim ( ) ( )
n

n bn n n
i i i a

i

L p x x L p x d x
ν

ξ ν
−

+∆ →∞ =

≤ − =∑ ∫ .                          (2.14) 

(2.14) eşitsizliğini ( , )p x ⋅  ve F  için uygularsak her [ ],x a b∈  için 

( , ) ( ) ( , )
b b

a a
p x t dF t f p x t dt

∞
≤∫ ∫  

                                                                    
( ) ( )

x b

a x
f t a dt b t dt

∞
 = − + −
  ∫ ∫  

                                                                    

2
21

( )
4 2

a b
b a x f

∞

 + = − + −  
   

. 

Son olarak (2.13) özdeşliğinden her [ ],x a b∈  için 
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2

2

( ) 1 ( ( ) / 2)
( ) ( )

4 ( )

b E X x a b
F x b a f

b a b a ∞

 − − +− ≤ + − − − 
 

yazılarak (2.9) ispatlanır. Pr( ) 1 Pr( )X x X x≥ = − ≤  olduğu kullanılırsa (2.10) elde edi-

lir. 1/ 4 ün en iyi sabit olduğunu ispatlayalım. (1.19) eşitsizliğinin bir 0c >  için sağlan-

dığını kabul edelim. Yani, 

2

2

( ) ( ( ) / 2)
( ) ( )

( )

b E X x a b
P X x c b a f

b a b a ∞

 − − +≤ − ≤ + − − − 
                 (2.15) 

olsun. X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonunun [ ]: 0,1f →R , ( ) 1f t =  

biçiminde olduğunu varsayalım. Bu halde, 

Pr( )X x x≥ = ,  [ ]0,1x∈ ,  
1

( )
2

E X = ,  1f
∞

=  

bulunur. (2.15) ten, her [ ],x a b∈  için 

2
1 1

2 2
x c x

 − ≤ + − 
 

 

olmalıdır. 0x = seçilirse 
1

4
c ≥  bulunur. Böylece istenen sonuç ispatlanmıştır. (Barnett 

ve Dragomir, 2002). 

Yukarıdaki teorem, X in beklenen değeri için bazı ilginç sonuçlar verir. 

Sonuç 2.2.2. Yukarıdaki kabuller altında şu eşitsizlikler vardır: 

2 21 1
( ) ( ) ( )

2 2
b b a f E X a b a f

∞ ∞
− − ≤ ≤ + − .                     (2.16) 

İspat. ( )a E X b≤ ≤  olduğunu biliyoruz. (2.9) da x a=  seçersek 

( ) 1
( )

2

b E X
b a f

b a ∞

− ≤ −
−

. 
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Yani, 

21
( ) ( )

2
b E X b a f

∞
− ≤ −  

olup (2.16) eşitsizliğinin ilk kısmı elde edilir. Şimdi de (1.19) da x b=  seçersek 

( ) 1
1 ( )

2

b E X
b a f

b a ∞

−− −
−

 

olup buradan 

21
( ) ( )

2
E X a b a f

∞
− ≤ −  

yazılır. Böylece (2.16) nın ikinci kısmı da elde edilmiş olur. (Barnett ve Dragomir, 

2002). 

Uyarı 2.2.3. 1 ( ) ( )
b

a
f x dx b a f

∞
= ≤ −∫  olduğunu biliyoruz. Buna göre 

1
f

b a∞
≥

−
 

olur. f
∞ değerinin çok büyük olmadığını kabul edelim ve 

2
f

b a∞
≤

−
                                                   (2.17) 

diyelim. Bu durumda 

21
( )

2
a b a f b

∞
+ − ≤  

21
( )

2
b b a f a

∞
− − ≥  

olur. Bu bize (2.17) sağlanırken (2.16) eşitsizliğinin daha dar biçimde yazılabileceğini 

göstermektedir.(Barnett ve Dragomir, 2002). 
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Sonuç 2.2.4. Yukarıdaki kabuller altında 

2( ) 1
( )

2 2

a b b a
E X f

b a∞

+ −  − ≤ − − 
.                               (2.18) 

İspat. (2.16) eşitsizliğinden 

2 21 1
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2

a b a b a b
b b a f E X a b a f

∞ ∞

+ + +− − − ≤ − ≤ − + −  

olup 

2 21 1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2

a b
b a f E X b a f

b a b a∞ ∞

+   − − − ≤ − ≤ − −   − −   
 

elde edilir. Bu eşitsizlik tam olarak (2.18) dir. 

Bu sonuç, f
∞  veya ( )E X  beklenen değeri aralığın orta noktası olan ( ) / 2a b+  ye 

yakınken, yeterli koşullar bulmak için mekanizma sağlar.(Barnett ve Dragomir, 2002). 

Sonuç 2.2.5.X  ile f  yukarıdaki gibi ve 0ε >  olsun. 

2

1 2

( )
f

b a b a

ε
∞

≤ +
− −

                                          (2.19) 

ise 

( )
2

a b
E X ε+− ≤  

olur. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

Ayrıca Teorem 2.2.1’in aşağıdaki sonucu sağlanır. 

Sonuç 2.2.6. X  ile f  yukarıdaki gibi olsun. Bu durumda 

1 1 1
Pr ( ) ( )

2 2 4 2

a b a b
X b a f E X

b a∞

+ + ≤ − ≤ − + −  − 
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3 1
( )

4 2
b a f

∞
≤ − − .                                          (2.20) 

İspat. (2.9) da ( ) / 2x a b= +  seçersek 

( ) 1
Pr ( )

2 ( ) 4

a b b E x
X b a f

b a ∞

+ − ≤ − ≤ −  − 
 

olur. Bu ise aşağıdaki eşitsizliğe denktir: 

1 1 1
Pr ( ) ( )

2 2 2 4

a b a b
X E X b a f

b a ∞

+ +   ≤ − + − ≤ −   −   
. 

Üçgen eşitsizliğinden ve (2.8) eşitsizliğinden 

1
Pr

2 2

a b
X

+ ≤ − 
 

 

1 1 1
Pr ( ) ( )

2 2 2 2

a b a b a b
X E X E X

b a b a

+ + +     = ≤ − + − − −     − −     
 

1 1 1
Pr ( ) ( )

2 2 2 2

a b a b a b
X E X E X

b a b a

+ + +     ≤ ≤ − + − + −     − −     
 

1 1 3 1
( ) ( ) ( )

4 2 4 2

a b
b a f E X b a f

b a∞ ∞

+≤ − + − ≤ − −
−

. 

elde edilir. (Barnett ve Dragomir, 2002). 

Uyarı 2.2.7. Benzer bir sonuç Pr
2

a b
X

+ ≥ 
 

 için uygulanarak elde edilir. (Barnett ve 

Dragomir, 2002). 

Sonuç 2.2.8. X  ile f  yukarıdaki gibi olsun. Bu durumda 

21 1
( ) ( ) ( ) Pr

2 4 2 2

a b a b
E X b a f b a X

∞

+ + − ≤ − + − ≤ − 
 

.                   (2.21) 

İspat. Yukarıdaki sonuçta yaptığımız işlemlerle benzer biçimde 
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1
( )

2

a b
E X

b a

+−
−

 

1 1 1
Pr ( ) Pr

2 2 2 2 2

a b a b a b
X E X X

b a

+ + +     ≤ ≤ − + − + ≤ −     −     
 

1 1
( ) Pr

4 2 2

a b
b a f X

∞

+ ≤ − + ≤ − 
 

 

elde edilir.(Barnett ve Dragomir, 2002). 

Uyarı 2.2.9. f  fonksiyonu [ ],a b  üzerinde sürekli olsun. Bu durumda F, ( , )a b  üzerinde 

diferansiyellenebilir olup Ostrowski eşitsizliğinden her [ ],x a b∈  için 

2

1 1 ( ( ) / 2)
( ) ( ) ( )

4 ( )

b

a

x a b
F x F t dt b a f

b a b a ∞

 − +− ≤ + − − − 
∫ . 

(2.12) özdeşliğini kullanarak, olasılık yoğunluk fonksiyonları [ ],a b  üzerinde sürekli 

olan rassal değişkenler için geçerli olan (2.9) ve (2.10) eşitsizliklerini hatırlatalım. 

(Barnett ve Dragomir, 2002). 

Teorem 2.2.10. ( , )p q  parametreli bir X beta rassal değişkeni için olasılık yoğunluk 

fonksiyonu 

1 1(1 )
( ; , ) :

( , )

p qx x
f x p q

B p q

− −−= ;  0 1x< <  

olmak üzere 

0 1p< < için (  , , )f p q
∞

⋅ = ∞  

, 1p q ≥ için
1 1

2

( 1) ( 1)
(  , , )

( , )( 2)

p q

p q

p q
f p q

B p q p q

− −

+ −∞

− −⋅ =
+ −

. 
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İspat. 0 1p< < için
1 1

(0,1]

( 1)
(  , , ) sup

( , )

p q

x

x x
f p q

B p q

− −

∞
∈

 −⋅ = = ∞ 
 

 olur. 

, 1p q > olsun. [ ]
2 2( , , ) (1 )

( 2) ( 1)
( , )

p qdf x p q x x
p q x p

dx B p q

− −−= − + − + − dir. 
( , , )

0
df x p q

dx
=

olması için gerek ve yeter şart 0 ( 1) / ( 2)x p p q= − + −  olmasıdır. Ayrıca 0(0, )x  aralı-

ğında 
( , , )

0
df x p q

dx
>  ve 0( ,1)x  aralığında 

( , , )
0

df x p q

dx
< dır. Böylece 

1 1

0 2

( 1) ( 1)
(  , , ) ( , , )

( , )( 2)

p q

p q

p q
f p q f x p q

B p q p q

− −

+ −∞

− −⋅ = =
+ −

 

elde edilir.(Barnett ve Dragomir, 2002). 

Teorem 2.2.11. [ ) [ )( , ) 1, 1,p q ∈ ∞ × ∞  olmak üzere X, ( , )p q  parametreli bir beta rassal 

değişkeni olsun. Her [ ]0,1x∈  için 

2 1 1

2

1 1 ( 1) ( 1)
Pr( )

4 2 ( , )( 2)

p q

p q

q p q
X x x

p q B p q p q

− −

+ −

  − − ≤ − ≤ + − ×  + + −   
 

2 1 1

2

1 1 ( 1) ( 1)
Pr( )

4 2 ( , )( 2)

p q

p q

p p q
X x x

p q B p q p q

− −

+ −

  − − ≥ − ≤ + − ×  + + −   
 

ve özel olarak 

1 1

2

1 1 ( 1) ( 1)
Pr

2 4 ( , )( 2)

p q

p q

q p q
X

p q B p q p q

− −

+ −

− − ≤ − ≤ ⋅  + + − 
 

1 1

2

1 1 ( 1) ( 1)
Pr

2 4 ( , )( 2)

p q

p q

p p q
X

p q B p q p q

− −

+ −

− − ≥ − ≤ ⋅  + + − 
 

eşitsizlikleri vardır. İspatı Teorem 2.2.10’den kolayca elde edilir, detaylara girmiyoruz. 

(Barnett ve Dragomir, 2002). 



 32 

3. BULGULAR VE TARTI ŞMA  

 

Gerçel sayıların bir aralığı I; ,a b I∈  (a b< ); :[ , ]f a b +⊂ →R R  I üzerinde konveks 

fonksiyonu X ile gösterilen rassal değişkenin olasılık fonksiyonu olsun. X rassal değiş-

keninin keyfi bir x noktasındaki r-inci momenti ( 0r ≥ ) 

( ) ( ) ( ) ,  0,1,2,
b r

r a
M x u x f u du r= − =∫ … şeklinde tanımlanır. Ayrıca X’in ortalama ve 

varyansları 

0( ) ( )
b

a
M x f u du= ∫ , 1( ) ( ) ( )

b

a
M x u x f u du= −∫ , 2

2( ) ( ) ( )
b

a
M x u x f u du= −∫  

biçiminde tanımlıdır. Belirli bir dağılımın r-inci momenti referans alınırken bu dağılım 

için kullanılan integralin yakınsak olduğunu varsayacağız. 

: [ , ]w a b → R negatif olmayan ve [ , ]a b  üzerinde sürekli bir fonksiyon olmak üzere, 

( ) ( ) ( )
b

aw f w t f t dtµ = ∫  

tanımlamasını yapalım. 

Barnett ve Drogomir sürekli bir rassal değişkenin varyans ve beklenen değeri için çeşitli 

sınırlar elde ettiler. 1 ( )
b

a
m uf u du= ∫  

olmak üzere sonlu bir aralık üzerinde 

2
1 1 1( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

b b

a a
t m f t dt m b m a t a t b f t dt− + − − = − −∫ ∫  

özdeşliğini tanımladılar. (Barnett ve Drogomir, 2001). 

Tanım 3.1.1. (0,1]s∈  bir gerçel sayı olsun. : [0, ) [0, )f ∞ → ∞  fonksiyonu her 

, [0, )x y∈ ∞  ve [0,1]α ∈  için ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )s sf x y f x f yα α α α+ − ≤ + −  oluyorsa f ye 

ikinci tür s-konveks fonksiyon denir ya da f, 2
sK  sınıfına aittir denir. (Hudzik ve 

Maligranda, 1994). 

Drogomir ve Fitzpatrick 1999’da, Hadamard eşitsizliğinin bir varyantını ikinci tür s-

konveks fonksiyonlar için ispatladı. (Drogomir ve Fitzpatrick, 1999.) 
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Teorem 3.1.2. (0,1]s∈  ve , [0, )a b∈ ∞ , a b<  olmak üzere : [0, ) [0, )f ∞ → ∞  fonksi-

yonunun ikinci tür s-konveks olduğunu kabul edelim. ( )1 [ , ]f L a b∈ ise, bu durumda 

aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

1 1 ( ) ( )
2 ( )

2 1

bs

a

a b f a f b
f f x dx

b a s
− + +  ≤ ≤  − + 

∫ .                          (3.1)      

(3.1) de ikinci eşitsizlikteki 
1

1
k

s
=

+
 sabiti mümkün olan en iyi değerdir. (Drogomir ve 

Fitzpatrick, 1999.) 

Lemma 3.1.3. X, bir f olasılık yoğunluk fonksiyonunun rassal değişkeni olsun. 

:f I +⊂ →R R  fonksiyonu oI  üzerinde iki kez diferansiyellenebilir ve , oa b I∈ , a b<  

olsun. f ′′  fonksiyonu [ ],a b  üzerinde mutlak sürekli ve [ ]: ,w a b →R  negatif olmayan, 

[ ],a b  üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun. Aşağıdaki özdeşlik sağlanır: 

1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
b

wawM x f x M f x f P x t f t dtµ′ ′′+ − = ∫ .                    (3.2) 

Burada ( , )wP x t  çekirdeği, 

( ) ( ) ,        ise
( , ) :

( ) ( ) ,        ise

t

a
w t

b

u t w u du a t x
P x t

u t w u du x t b

 − ≤ <= 
 − ≤ ≤


∫

∫
 

şeklinde tanımlıdır. (Sarikaya ve diğ, 2014). 

Teorem 3.1.4. Lemma 3.1.3’ün tüm şartlarının sağlandığını kabul edelim. Buna ilave 

olarak f ′′  fonksiyonunun [ ],a b  üzerinde s-konveks olduğunu varsayalım. Bu durumda 

her [ ],x a b∈  için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

            1 0( ) ( ) ( ) ( )wM x f x M f x fµ′ + −  

            

[ ]
3

, , 3 ( )
( ) (3, 1) ( ) ( )

2( ) 3

s
a x s

x as
b a

w x a
b a B s f a f b

b a s

+
∞ +

−
−

 −′′ ′′≤ − + + − + 
 

           

[ ]
3

, , 3( )
( ) ( ) (3, 1) ( )

2( ) 3

s
x b s

b xs
b a

w b x
f a b x B s f b

b a s

+
∞ +

−
−

 − ′′ ′′+ + − + − + 
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[ ]
3

, , 3 ( )
( ) (3, 1) ( )

2( ) 3

s
a b s

x as
b a

w b x
b a B s f a

b a s

+
∞ +

−
−

 − ′′≤ − + + − + 
 

          

3
3 ( )

( ) (3, 1) ( )
3

s
s

b x

b a

x a
b a B s f b

s

+
+

−
−

 − ′′+ − + +  +   
. 

Burada ( ]0,1s∈ , 
[ ],

sup ( )
t a b

w w t
∞

∈
=  ve xB , 

1 1

0
( , ) (1 )

x m n
xB m n t t dt− −= −∫ ,   , 0m n> ,  0 1x< ≤  

biçiminde tanımlanan tam olmayan beta fonksiyonudur. 

İspat. (3.2) özdeşliğinden, modül özelliklerinden ve w dönüşümünün sınırlı oluşundan 

                 1 0( ) ( ) ( ) ( )wM x f x M f x fµ′ + −  

                

[ ] [ ], , , ,2 2( ) ( ) ( ) ( )
2 2

x xa x x b

a a

w w
t a f t dt b t f t dt

∞ ∞′′ ′′≤ − + −∫ ∫  

yazılır. ( )f t′′
 
fonksiyonu [ ],a b  üzerinde s-konveks olduğundan 

( ) ( )
s s

b t t a b t t a
f a b f a f b

b a b a b a b a

− − − −     ′′ ′′ ′′+ ≤ +     − − − −     
                    (3.3) 

eşitsizliğini yazarız. (3.3) den, 

               1 0( ) ( ) ( ) ( )wM x f x M f x fµ′ + −  

               

[ ]
3

, , 3 ( )
( ) (3, 1) ( ) ( )

2( ) 3

s
a x s

x as
b a

w x a
b a B s f a f b

b a s

+
∞ +

−
−

 −′′ ′′≤ − + + − + 
 

              

[ ]
3

, , 3( )
( ) ( ) (3, 1) ( )

2( ) 3

s
x b s

b xs
b a

w b x
f a b x B s f b

b a s

+
∞ +

−
−

 − ′′ ′′+ + − + − + 
 

              

[ ]
3

, , 3 ( )
( ) (3, 1) ( )

2( ) 3

s
a b s

x as
b a

w b x
b a B s f a

b a s

+
∞ +

−
−

 − ′′≤ − + + − + 
 

              

3
3 ( )

( ) (3, 1) ( )
3

s
s

b x

b a

x a
b a B s f b

s

+
+

−
−

 − ′′+ − + +  +   
 

elde ederiz ve ispat tamamlanır. 
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Sonuç 3.1.5. Teorem 3.1.4’deki aynı kabuller altında ( ) 1w x =  için aşağıdaki eşitsizlik 

sağlanır: 

                    

1
( ) ( ) ( )

2

b

a

a b
x f x f x f t dt

b a

+  ′− + −  − 
∫  

                   

3
31 ( )

( ) (3, 1) ( )
2( ) 3

s
s

x as
b a

b x
b a B s f a

b a s

+
+

−
−

 − ′′≤ − + + − + 
 

3
3 ( )

( ) (3, 1) ( )
3

s
s

b x

b a

x a
b a B s f b

s

+
+

−
−

 − ′′+ − + +  +   
.                                          (3.4) 

Uyarı 3.1.6. (3.4) eşitsizliğinde 1s=  alınırsa 

                   

1
( ) ( ) ( )

2

b

a

a b
x f x f x f t dt

b a

+  ′− + −  − 
∫  

                  

3 4 4

2

1 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2( ) 3 4

x a b x x a
b a f a

b a

 − − − − ′′≤ − + −  
 

                  

4 4 3( ) ( ) ( )
( )

4 3

x a b x b x
b a

− − − −+ + − 


 

olur. Bu eşitsizlik Sarıkaya tarafından 2014’de ispatlanmıştır. 

Sonuç 3.1.7. Teorem 3.1.4’deki aynı kabuller altında ( ) 1w x =  ve ( ) / 2x a b= +  iken 

aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

                  

1
( )

2

b

a

a b
f f t dt

b a

+  −  − 
∫  

3
1 3
2

( ) ( )1
( ) (3, 1)

( 3)2 2s

f a f b
b a B s

s +

′′ ′′  + 
≤ − + +  +   

.                             (3.5) 

Uyarı 3.1.8. (3.5) eşitsizliğinde 1s=  alırsak, 

2 ( ) ( )1 ( )
( )

2 24 2

b

a

f a f ba b b a
f f t dt

b a

′′ ′′ + + − − ≤    −   
∫  

eşitsizliği elde edilir. (Sarıkaya, 2012). 
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Teorem 3.1.8. Lemma 3.1.3’ün tüm şartlarının sağlandığını kabul edelim. Buna ilave 

olarak [ ],a b  üzerinde, 1q >  için 
q

f ′′  s-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda her 

[ ],x a b∈  için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

1 0( ) ( ) ( ) ( )wM x f x M f x fµ′ + −  

[ ]

1 12
1 1 1

, ,

1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
2( ) (2 1)

s s sp qq qa x

s

q p

w x a b a b x x a
f a f b

s s
b a p

+
+ + +

∞  − − − − −′′ ′′≤ + + + − +
 

[ ]

1 12
1 1 1

, ,

1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
2( ) (2 1)

s s sp qq qx b

s

q p

w b x b x b a x a
f a f b

s s
b a p

+
+ + +

∞  − − − − −′′ ′′+ + + + − +
 

[ ]

1
1 1 1 12, ,

1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1
2( ) (2 1)

s s s q
q qa b p

s

q p

w b a b x x a
x a f a f b

s s
b a p

+ + ++∞   − − − − ′′ ′′≤ − +  + + − +
 

1
1 1 1 12 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

s s s qq qp b x b a x a
b x f a f b

s s

+ + ++


 − − − − ′′ ′′+ − +  + +  


. 

Burada ( ]0,1s∈ , 
1 1

1
p q

+ =  ve 
[ ],

sup ( )
t a b

w w t
∞

∈
=

 
dir.  

İspat. Teorem 3.1.4’ün ispatına benzer yöntemlerle ve Hölder eşitsizliğinden 

                1 0( ) ( ) ( ) ( )wM x f x M f x fµ′ + −  

                

[ ] [ ], , , ,2 2( ) ( ) ( ) ( )
2 2

x ba x x b

a x

w w
t a f t dt b t f t dt

∞ ∞′′ ′′≤ − + −∫ ∫  

               

[ ] ( ) ( )
1 1

, , 2( ) ( )
2

x x qp qa x p

a a

w
t a dt f t dt

∞ ′′≤ −∫ ∫  

                

[ ] ( ) ( )
1 1

, , 2( ) ( )
2

b b qp qx b p

x x

w
b t dt f t dt

∞ ′′+ −∫ ∫  

yazarız. ( )
q

f t′′
 
fonksiyonu [ ],a b  üzerinde s-konveks olduğundan 

( ) ( )
q s s

q qb t t a b t t a
f a b f a f b

b a b a b a b a

− − − −     ′′ ′′ ′′+ ≤ +     − − − −     
                     (3.6) 
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eşitsizliği vardır. Böylece (3.6) dan 

1 0( ) ( ) ( ) ( )wM x f x M f x fµ′ + −  

[ ]

11
2

, ,

1

( )
( ) ( )

2
(2 1)

s s qp x q qa x

a
p

w x a b t t a
f a f b dt

b a b a
p

+
∞   − − −   ′′ ′′≤ +      − −      +

∫  

[ ]

11
2

, ,

1

( )
( ) ( )

2
(2 1)

s s qp b q qx b

x
p

w b x b t t a
f a f b dt

b a b a
p

+
∞   − − −   ′′ ′′+ +      − −      +

∫  

[ ]

1 12
1 1 1

, ,

1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
2( ) (2 1)

s s sp qq qa x

s

q p

w x a b a b x x a
f a f b

s s
b a p

+
+ + +

∞  − − − − −′′ ′′= + + + − +
 

[ ]

1 12
1 1 1

, ,

1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
2( ) (2 1)

s s sp qq qx b

s

q p

w b x b x b a x a
f a f b

s s
b a p

+
+ + +

∞  − − − − −′′ ′′+ + + + − +
 

[ ]

1
1 1 1 12, ,

1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1
2( ) (2 1)

s s s q
q qa b p

s

q p

w b a b x x a
x a f a f b

s s
b a p

+ + ++∞   − − − − ′′ ′′≤ − +  + + − +
 

1
1 1 1 12 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

s s s qq qp b x b a x a
b x f a f b

s s

+ + ++


 − − − − ′′ ′′+ − +  + +  


. 

Böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 3.1.9. Teorem 3.1.8’in şartları altında ( ) 1w x = alınırsa, 

1
( ) ( ) ( )

2

b

a

a b
x f x f x f t dt

b a

+  ′− + −  − 
∫  

1
1

1

2( ) (2 1)
s

q pb a p
+

≤
− +

 

1
1 1 1 12 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

s s s q
q qp b a b x x a

x a f a f b
s s

+ + ++  − − − − ′′ ′′× − +  + + 
 

1
1 1 1 12 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

s s s qq qp b x b a x a
b x f a f b

s s

+ + ++


 − − − − ′′ ′′+ − +  + +  


.                    (3.7) 
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Uyarı 3.1.10. (3.7) de 1s=  alınırsa, 

              

1
( ) ( ) ( )

2

b

a

a b
x f x f x f t dt

b a

+  ′− + −  − 
∫  

             

1 1
1

1

2( ) (2 1)q pb a p
+

≤
− +

 

            

1
1 2 2 22 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2

q
q qp b a b x x a

x a f a f b
+  − − − − ′′ ′′× − +  
 

 

            

1
1 2 2 22 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2

qq qp b x b a x a
b x f a f b

+


 − − − − ′′ ′′+ − +  
  



 

elde edilir. (Sarıkaya, 2014). 

Sonuç 3.1.11. Teorem 3.1.8’in şartları altında ( ) 1w x = , ( ) / 2x a b= +  alınırsa 

1
( )

2

b

a

a b
f f t dt

b a

+  −  − 
∫  

                                                 

2

1 1

( )

8(4 2) ( 1)p q

b a

p s

−≤
+ +

 

                                                 

1

1 1

1 1
1 ( ) ( )

2 2

q
q q

s s
f a f b+ +

   ′′ ′′× − +   
  

 

  

1

1 1

1 1
( ) 1 ( )

2 2

qq q

s s
f a f b+ +


   ′′ ′′+ + −   

   

.                      (3.8) 

Uyarı 3.1.12. (3.8) eşitsizliğinde 1s=  alınırsa 

1
( )

2

b

a

a b
f f t dt

b a

+  −  − 
∫  

1 1

2

1

3 ( ) ( ) ( ) 3 ( )( )

4 4
16(2 1)

q q q qq q

p

f a f b f a f bb a

p

 
   ′′ ′′ ′′ ′′+ +−  ≤ +    
       +  

 

 

elde edilir. (Sarıkaya, 2012) 
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Teorem 3.1.13. Lemma 3.1.3 ün tüm şartlarının sağlandığını kabul edelim. Buna ilave 

olarak [ ],a b  üzerinde, 1q >  için 
q

f ′′  s-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda her 

[ ],x a b∈  için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

               1 0( ) ( ) ( ) ( )wM x f x M f x fµ′ + −  

[ ]

1
1 1

, , 2 1 2 1
1

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
2(2 1)

q q q
a b p pq p

p

w f a f b
b a x a b x

s
p

∞ + +
 ′′ ′′+

 ≤ − − + −    +  +
. 

Burada ( ]0,1s∈ , 
1 1

1
p q

+ =   ve 
[ ],

sup ( )
t a b

w w t
∞

∈
= dir. 

İspat. Lemma 3.1.3’ten, (3.6) dan,  modül özelliklerinden ve Hölder eşitsizliğinden 

             1 0( ) ( ) ( ) ( )wM x f x M f x fµ′ + −  

             
( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p p px t b b b q q

a a x t t
u t w u du dt u t w u du dt f t dt

  ′′≤ − + − 
 
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  
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1

12 1 2 1
, , , ,( ) ( )
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2 2 1 2 2 1

p p pp p
b q pa x x b

p p a

w wx a b x
f t dt

p p

+ +
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 − −  ′′≤ +
 + +
 

∫  
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1

2 1 2 1
, , , ,( ) ( )

2 2 1 2 2 1

p p pp p
a x x b

p p

w wx a b x

p p

+ +
∞ ∞

 − − ≤ +
 + +
 

 

             

1

( ) ( )
s s q

b q q

a

b t t a
f a f b dt

b a b a

  − −   ′′ ′′× +      − −      
∫  

             

[ ]

1
1 1

, , 2 1 2 1
1

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
2(2 1)

q q q
a b p pq p

p

w f a f b
b a x a b x

s
p

∞ + +
 ′′ ′′+

 ≤ − − + −    +  +
 

elde edilir. 

Sonuç 3.1.14. Teorem 3.1.13’deki kabuller altında( ) 1w x =  alınırsa 

1
( ) ( ) ( )

2

b

a

a b
x f x f x f t dt

b a

+  ′− + −  − 
∫  



 40 

                                 

1
2 1 2 1

1 1

1
( ) ( )

2(2 1) ( )

p p p

p p

x a b x

p b a

+ + ≤ − − − 
+ −  

1

( ) ( )

1

q q qf a f b

s

 ′′ ′′+
×  

+  
.                                                               (3.9) 

Sonuç 3.1.15. Teorem 3.1.13’deki kabuller altında ( ) 1w x = , ( ) / 2x a b= +  alınırsa 

1

2

1

( ) ( )1 ( )
( )

2 1
8(2 1)

q q q
b

a
p

f a f ba b b a
f f t dt

b a s
p

 ′′ ′′++ − − ≤ ×    − +    +
∫ .         (3.10) 

Uyarı 3.1.16. (3.10) da 1s=  alınırsa 

1

2

1

( ) ( )1 ( )
( )

2 2
8(2 1)

q q q
b

a
p

f a f ba b b a
f f t dt

b a
p

 ′′ ′′++ − − ≤ ×    −    +
∫  

olur. (Sarıkaya, 2012) 
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 
Trapezoid eşitsizliği ve Ostrowski eşitsizliği eşitsizliği son zamanlarda matematiğin 

birçok alanında oldukça yaygın bir şekilde kullanılmaya başlanan ve bir çok araştırma-

cının da ilgisini çekmiştir. Bu alanlardan birisi de olasılık ve istatistiktir. Buradaki ama-

cımız bu eşitsizliklerin olasılık teorisinde ne tür uygulamalar yapılabileceğini göster-

mektir. Ayrıca bir çok yeni sonuçlar elde ederek bu sonuçları da uluslar arası prestijli 

bir dergide de yayınlattık. Lemma 3.1.3’de verdiğimiz özdeşliği ve s-konveks fonksi-

yonları kullanılarak elde ettiğimiz sonuçların daha da genelleştirilmesi özellikle h-

konveks fonksiyonlar içinde yapılabilir. Diğer konvekslik türleri için de yeni eşitsizlik-

ler elde edilebilir. Bu anlamda bu çalışmalar açık problem olarak okuyuculara ve 

araştırmacılara bırakılmıştır. 
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