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OZET

ELIPTIK-SCHRODINGER DIFERANSIYEL VE FARK DENKLEMLERI iCIN
LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER PROBLEMLERI

Mecra ESER
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Yildirrm OZDEMIR
Agustos 2015, 60 sayfa

H Hilbert uzayinda 6z-eslenik pozitif tanimli A operatorlii diferansiyel denklemleri i¢in
lokal olmayan sinir-deger problemi

A
d?u(t)

—? +AU(t) = g(t), (O <t< 1),

I idlégt) —Au(t) = f(t),(-1 <t < 0),

L u@) =u-1)+pu

ele alinmistir. Operator yaklasimi uygulanarak bu lokal olmayan smir-deger problemi
icin kararlilik kestirimleri elde edilmistir. Bu lokal olmayan smir-deger problemlerinin
yaklasik ¢oziimleri i¢in fark semalarinin kararliligi gosterilmistir. Uygulamalarda bu
sonug, eliptik-Schrodinger denklemlerin fark semalarinin  ¢oziimii i¢in kararhilik
kestirimlerini elde etmemizi saglamistir. Bu fark semalarmin ¢6ziimii i¢in yapilan teorik
sonuglarin dogrulugu, sayisal denemelerde desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Eliptik-Schrodinger Denklem, Fark Semalari, Kararlilik.



ABSTRACT

NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR ELLIPTIC-
SCHRODINGER DIFFERENTIAL AND DIFFERENCE EQUATIONS

Mecra ESER

Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assit. Prof. Yildirim OZDEMIR

August 2015, 60 pages

The abstract nonlocal boundary value problem

y
d?u(t)
Ty +Au(t) =g),(0<t<1),
1 Y A =t 1<t <0),

L u@) =u-1)+pu

for differential equation in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite
operator A is considered. Applying the operator approach the stability estimates for
solution of this nonlocal boundary value problem are obtained. The stability of
difference schemes for approximately solving this nonlocal boundary value problem is
presented. In applications, this abstract results permit to obtain the stability estimates for
the solution of the difference schemes for elliptic-Schrodinger equations. The
theoretical statements for the solution of this difference schemes are supported by the
results of numerical experiments.

Keywords: Elliptic-Schrodinger Equation, Difference Schemes, Stability.



EXTENDED ABSTRACT

NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR ELLIPTIC-
SCHRODINGER DIFFERENTIAL EQUATIONS
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1. INTRODUCTION:

The abstract nonlocal boundary value problem

P
d?u(t)
Ty +Au(t) =g),0<t<1),
1 S aum =10, 1 <120,
L u@) =u-1)+pu

for differential equation in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite
operator A is considered. Applying the operator approach the stability estimates for
solution of this nonlocal boundary value problem are obtained. The stability of
difference schemes for approximately solving this nonlocal boundary value problem is
presented. In applications, this abstract results permit to obtain the stability estimates for
the solution of the difference schemes for elliptic-Schrédinger equations. The
theoretical statements for the solution of this difference schemes are supported by the
results of numerical experiments.

Methods of solutions of nonlocal boundary value problems for partial
differential equations and partial differential equations of mixed type have been studied
extensively by many researches (see [Salakhitdinov, M. S., 1974], [Djuraev, T. D.,
1979], [Bazarov, D. and Soltanov, H., 1995], [Glazatov, S. N., 1998], [Ashyralyev, A.
and Aggez, N., 2004], [Ashyralyev, A. and Ozdemir, Y., 2007], [Ashyralyev, A. and
Gercek, O., 2008], [Ashyralyev, A. and Sirma, A., 2008], [Ashyralyev, A. and Yildirim,



0., 2010], [Ashyralyev, A. and Hicdurmaz, B., 2011], [Ozdemir, Y. and Kucukunal, M.,
2012], [Ozdemir, Y. and Alp, M., 2014], [Ozdemir, Y. and Eser, M., 2014] and the

references given therein).

2. MATERIAL AND METHODS:
It is known that certain problems of modern physics and technology can be effectively

described in terms of nonlocal problems for partial differential equations. These

nonlocal conditions arise mainly when the data on the boundary cannot be measured

directly.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:
This work is devoted to the study of the stability of the nonlocal boundary value

problem for the elliptic-Schrodinger differential and difference equations. The following

original results are obtained:

The abstract theorem on the stability of the nonlocal boundary value problem for
elliptic-Schrodinger equation in a Hilbert space is established.

The stability inequalities for the solutions of the two nonlocal boundary value
problems for elliptic-Schrédinger equations are obtained.

The first and second order of accuracy difference schemes for the approximate
solutions of the nonlocal boundary problem for elliptic-Schrédinger differential
equations are presented.

The abstract theorems on stability of the first and second order of accuracy
difference schemes for the approximate solutions of the nonlocal boundary
problem for elliptic-Schrodinger differential equation are given without proof.
The theoretical statements of these difference schemes are supported by the
results of numerical experiments.

A full paper proceeding from this study is presented in an international
conference.

Two papers from this work are published in international journals.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

Our goal in this work is to investigate the stability of the nonlocal boundary value

problems for equations of elliptic-Schrodinger type.



1 GIRIS

Akigkanlar mekanigindeki bircok problemde, 1s1 akisi, fiizyon siireci, matematiksel bi-
yoloji, modern fizigin ve teknolojinin bazi problemlerinin etkili bir bicimde kismi dife-
ransiyel denklemler icin lokal olmayan sinir-deger problemleri iizerinden ifade edilebilir
oldugu bilinmektedir. Kismi diferansiyel denklemler ve karma tipli kismi diferansiyel
denklemler i¢in lokal olmayan simir-deger problemlerinin ¢oziim yontemleri tizerine,
kapsamli olarak bir ¢ok aragtirmaci tarafindan gesitli ¢aligmalar yapilmigtir. (bkz.
[Salakhitdinov, M. S., 1974], [Djuraev, T. D., 1979], [Bazarov D. ve Soltanov H.,
1995], [Glazatov, S. N., 1998], [Ashyralyev, A. ve Aggez, N., 2004], [Ashyralyev, A.
ve Ozdemir, Y., 2007], [Ashyralyev, A. ve Gercek, O., 2008], [Ashyralyev, A. ve Sirma,
A., 2008], [Ashyralyev, A. ve Yildirim, O., 2010], [Ashyralyev, A. ve Hicdurmaz, B.,
2011], [Ozdemir, Y. ve Kucukunal, M., 2012], [Ozdemir, Y. ve Alp, M., 2014], [Ozdemir,
Y. ve Eser, M., 2014] detaylar kaynaklar kisminda verilmistir).

Bu ¢aligmadaki amacimiz eliptik-Schoringer tipindeki denklemler i¢in lokal olmayan
sinir-deger problemlerinin kararliligini incelemektir.

Bilindigi gibi baz eliptik-Schrédinger denklemler igin lokal olmayan sinir-deger prob-
lemleri analitik yontemler ile ¢oziilebilmektedir. Bunlardan bazilari, Fourier serileri
yontemi, Fourier doniisimi yontemi ve Laplace doniisimi yontemidir. Simdi, bunlara
birer ornek verelim.

Ik olarak eliptik-Schrodinger denklemi igin

(U — Upy = (—2+ 1) sinz,0<t<1,0<z <,

iUy — Ugy = (20 +t)tsinz, —1 <t <0,0 <z <m,

(1.1)

u(l,z) =u(—-1,2),0 <z <m,

| u(t,0) =u(t,m) =0,-1<t<1

lokal olmayan sinir-deger problemini ele alalim.

(1.1) probleminin ¢oziimii igin, degigkenlerine ayirma yontemini, ya da bilinen diger
adiyla, Fourier serileri yontemini kullanalim. Oncelikle,

u(t,z) = v(t,z) + w(t,x)
seklinde yazilir. Burada homojen kismin ¢oztimi igin v (¢, x),
(U~ =0,05t<1,0< 2 <7,
W — Ve =0, -1 <E<0,0<8 <1,y

v(l,z) =v(-1,2),0 <z <m,

v(t,0) =v(t,7) =0,-1<t<1



probleminin ¢éziimii ve homojen olmayan kismin ¢oziimii w (¢, x) ise,
(Wi — Wep = (—2+ 1) sinz,0<t < 1,0< z <,

Wy — Wy = (20 + t)tsine, —1 <t <0,0<x <,
(1.3)
w(l,z) =w(-1,z),0 <z <m,

[ w(t,0) =w(t,m)=0,-1<t<1

probleminin ¢oztimiidiir.
Oncelikle, (1.2) probleminin ¢oziimiinii bulahm. —1 < ¢ < 0 i¢in

v(t,x) =T(t)X(z) #0

olsun. Bu durumda,
iT' ()X (x) —Tt)X"(x) =0

elde ederiz. Buradan,

yazilir. Oyleyse,
X"(z) +k*X(2) =0

seklinde olur. Ayrica v (t,0) = v (¢,7) = 0 kogullarindan X (0) = X (7) = 0 elde edilir.
O halde,
Xi(z) =sinkz, k=1,2,---

bulunur. 7" () fonksiyonunu elde etmek igin ise,
iT'(t) + K°T(t) =0

ya da
T'(t) —ik*T(t) =0

birinci mertebeden adi diferansiyel denklemini yazabiliriz. Bu denklemin genel ¢oziimii
Te(t) = Ae™ k=1,2, -
dir. Boylece, .
v(t,x) = Ty (t) Xp(x) = Z Ape®™tsin ka

k=1

bulunur.
Benzer sekilde 0 <t <1 araligi igin
v(t,x) =T(t)X(x) #0

olsun. Bu durumda,

~T'(OX (x) — T(#)X"(z) = 0



esitligini elde ederiz. Buradan,

) X&),
T~ X "

ve sinir kogullarindan X (0) = X (7) = 0 ve dolayisiyla
Xi(z) =sinkz, k=1,2,---

olarak yazilir. T'(t) fonksiyonunu bulmak igin

T'(t) — K*T(t) =0
birinci mertebeden adi diferansiyel denklemini ¢ézelim. Buradan,
Ti(t) = Byett + Cre ™ k=1,2,---
olarak elde edilir. Dolayisiyla,
v(t,z) = Z (Bre™ + Cre ™) sin ka
k=1
olarak bulunur.

Lokal olmayan sinir kogulu ve siireklilik kogullar

v(l,z) =v(-1,2),
v(0F,2) =v(07, z),

v (07, ) = v, (07, )

kullanilarak

(

(By + Cy) sinkz = Z Ay sin kx,

M8

v(0T,2) =v(07,z) =

k=1 k=1
v (0%, 2) = v (07, 2) = Z(kBk — kCy) sinkx = Z ik? Ay, sin ka,
k=1 k=1

NE

v(l,z)=v(-1,2) =

(Bkek + Cke_k) sinkkx = Z Ape ™ sin kx
k=1

\ k=1
k=1,2,--- icin
1 2
Ak:Bk:CkZOVeAlzBlz = — ,01:0
e—e !l sinhl
elde edilir. Dolayisiyla,
v(t,z) = e’ sinx

sinh 1



elde edilir.

Simdi, homojen olmayan kismin, yani; (1.3) probleminin ¢éziimiinii bulalim. Oncelikle
0 <t <1 araligim inceleyelim:

w(t,z) = Z A (t) sin kx
k=1

olsun. Buradan,

Wyt — Weg + W = — Z [A;(t) - k2Ak(t)} sinkr = (—2+t*)sinx
k=1

= f: [—A;(t) + k:zAk(t)] sinkr = (=2 + %) sinx
k=1
yazilabilir. Yukaridaki denklem
AT+ A= 24+t k=1
—AL(t) + E2AL(t) =0,k #1
oldugunu gosterir. Bu denklemin ¢oziimi i¢in,
A(t) = AT (1) + AY(t)

seklinde yazilir. Buradan,
Al(t) = Blet + Cle_t + t2, k=1

Ak<t) = Bkekt + C’ke_kt, k 7& 1
olup
w(t,z) = (Blet + Cret + t2) sinz + Z (Bkekt + C’ke_kt) sinkzx,0 <t<1
k=2
bulunur. Simdi —1 <t < 0 araligini ele alalim. Burada,

o

Wy — Wey = Z (zA;C(t) + kQAk(t)> sinkz = (2i + t)tsinx
k=1

yazilabilir. Yukaridaki denklem
PA () + AL(t) = 2it+ 12 k=1
iAL () + E2AR(t) = 0,k # 1

oldugunu gosterir. Bu iki denklem c¢oziilecek olursa,



Al(t) = Dleit + t27]€ =1

Ak<t) = Dkeith, k 7é 1

elde edilir. Buradan,

w(t,z) = (Dleit + tz) sinx + Z Dkeik2t sinkx,—1<t<0
k=2
bulunur. Lokal olmayan sinir kogul ve siireklilik kogullar:

w(l,z)=w(-1,x),
w0t 2)=w(0,z),
wy (07, 2) = wy (07, )

kullanilarak

( [ee]
(Bie + Cre™t + 1) sinx + Z (Bke"” + C’ke_k) sinkz = (Dye' + 1) sinz
k=2

+ Z Dye™™ sin ku,

k=2

(B1 + C1)sinz + Z (B 4+ Cy)sinkz = Dysinz + Z Dy, sin kx,
k=2 k=2

(By — Cy)sinz + Z (kBy — kCy)sinkz = iDysinz + Z ik? Dy, sin kzx,

k=2 k=2

denklemleri yazilir. Buradan, £k =1,2,--- icin

2

Bk:Ck:Dk:OVGBlzcllez— -
sinh 1

elde edilir. Boylece,

2
w(t,x) = (—met + t2> sin x

bulunur. Dolaysiyla, V¢t € [—1, 1] igin

u(t,z) =v(t,z) +w(t,x) =

elsinx + (— et + t2> sin x

sinh 1 sinh 1

olup

u(t,z) =t*sinw
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(1.1) probleminin ¢6zlimiidiir.

Benzer sekilde agagidaki

(

T 02u(t,x
6tg)+za7‘ (t =g(t,v),

r=(21,29,....,0,) €EQ0<t T,

But:r _'_Z (t I)

r=(21,2,..,2,) €Q, T <t <0,
ut(0+ax> =5 ut(O,,x),x = ﬁa

w(T,z) =u(-T,z)+ ¢(x),z €,

| u(t,z) =0,z €8

cok boyutlu eliptik-Schrodinger denklemleri icin lokal olmayan sinir-deger probleminin
¢oziimii elde edilir. Burada o, > 0ve f(t,z) (t €[0,T], 2 € Q), g(t,x) (t € [-T,0],z €
), p(z), (z € Q) verilmig diizgiin fonksiyonlardir. Ayrica Q, R” n-boyutlu Oklit
uzaymda S ve Q = QU S ile smirlandirilng olan bir birim acik kiip olup,

(x:z= (21, ,2,),0<2p < 1,1 <k <n)

dir.

Ancak, degiskenlerine ayirma yontemi yalnizca sabit katsayili denklemlerin ¢oziimiinde
kullanilabilmektedir. Ne var ki, degigsken katsayili kismi diferansiyel denklemlerin ¢oztimi
i¢cin en kullanigh olan yolun fark yontemi oldugu ¢ok iyi bilinmektedir.

Ikinci olarak, eliptik-Schrodinger denklemi icin
([ —Uy — U = (—2—1%) e, 0<t < 1,0 <2 < 00,
WUy — U = (20 — ) te ™™, -1 <t < 0,0 <z < 00,

(1.4)
u(l,z) =u(—1,2),0 <z < oo,

u(t,0) = t3 u, (t,0) = =12, -1 <t < 1,

bir bagka lokal olmayan siir-deger problemini alalim. (1.4) problemi Laplace déniistimii
yontemi (z’e gore) ile ¢oziilebilir. Ilk olarak, 0 < ¢t < 1 araligim géz Oniine alalim.
Verilen denklemin her iki yanina Laplace doniigtimiinii uygulayalim. Bu durumda,

—L{uy} — L{ug,} = (—2—1*) L{e "}
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veya

-2 — 2
—L{u}y — s°L{u} + su(t,0) + u'(t,0) = (—l——l) + 1t — st?
s
olacaktir. Burada,
L{u(t,2)} = ult,s)

olarak gosterelim. Boylece denklem,

2 + s2t?

t u(t,s) =
g (t,8) + s“u(t, s) pig|

ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem haline gelir. Bu denkleme karsilik gelen
homojen denklem
uy (t,8) + s*u (t,s) =0
dir ve genel ¢oziimii
up, (t,8) = ¢ sin st + ¢ cos st

bulunur. Homojen olmayan denklemin 0zel ¢oziimii ise,

t2

dir. Boylece,
2

u(t,s) = cysin st + co cos st +
(t5) ! 2 s+1

elde edilir.

Simdi, —1 < ¢ < 0 durumunu inceleyelim. Denklemin her iki tarafinin Laplace
dontigiimii alinirsa,

iL{u} — L{ug} = L{(2i —t)te ™}
elde edilir. O halde,

21 —1)t
iug (t,s) — s*u (t, s) + su(t,0) +u'(¢,0) = %

veya
2it — st
s+1
yazilir. Bu diferansiyel denklemine kargilik gelen homojen denklemin genel ¢oziimii

iug (t,5) — s*u(t,s) =
—is%t
up (t,8) = cze
dir. Homojen olmayan denklemin 6zel ¢oziimii ise

t2
s+ 1

us (t,s) =

dir. Buradan,
t2
s+ 1

u(t,s) = cse ™+
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elde edilir. Lokal olmayan sinir ve siireklilik kogullari,
u(l,s) =u(—1,s),
u(0T,s) =u(07,s),
(0%, s) =4 (07, s)

uygulanirsa,
2

s+ 1’

u(t, s) = ¢y sin st + ¢y cos st + 0<t<1,

2
u(t, s) = cze™ 5" 4

,—1<t<0
S+

olup, buradan c¢; = ¢y = c3 = 0 elde edilir. Boylece

t2
s+1
elde edilir. Son olarak, ters Laplace déniigiimii uygulanirsa, (1.4) probleminin ¢éziimii

u(t,s) =

w(t,x) =L {u(t,s)} = L { t2 }

s+1
ya da
u(t,z) =t?e ™
olarak bulunur.
Benzer sekilde asagidaki

( Pult,r) <~ O*u(t,z)
T + Zara—ﬁ = f(t,.T),

x:(:cl,-~,xn)€§+,0§t§T,

n

Ou(t, ) D?u(t, z)
? n +;ar—_g(t7$)a

) B2
z= (11, m,) €Q ,~T <t <0,
w(T,z) = u(=T,z) + ¢(z),

u (04, 2) = u(0—, x) + p(x), = € Q"

[ u(t,z) =0, z € ST

¢ok boyutlu eliptik-Schrodinger denklemleri icin lokal olmayan simr-deger probleminin
¢Oziimil elde edilebilir. Burada, o, > 0 ve f(t,x) (t € [0,T], = € Q), g(t,z) (t €
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[_T7 0]7 z € 5)780(37)a¢(37) (I’_E
boyutlu Oklit uzayinda S ve €2
olup,

Q) verilmis diizgiin fonksiyonlardir. Ayrica Q, R" n-
= QU S ile smirlandirilmig olan bir birim acgik kiip

(x:x= (21, ,2,),0<2p < 1,1 <k <)
dir.

Ancak, Laplace doniigiimii yontemi (bazi 6zel durumlar harig) yalmzca sabit kat-
sayili denklemlerin ¢éziimiinde kullanilabilen klasik bir yontemdir. Buna karsilik fark
semalar1 yontemi, katsayilarin sabit olmadigi durumlarda da kullanilabilen oldukca
yararl bir yontemdir.

Laplace doniigimii, katsayilar: polinomlar olan degisken katsayili lineer diferansiyel
denklemlere de uygulanabilir. Bu durumda,

L{z"f (@)} = (-1 2L

dsm

formiiliinde f () yerine f™ (z) (m = 0,1, --) koymak suretiyle elde edilen
n dn m

formiilii kullanihir. Bu halde, Laplace doniigimii uygunlandiktan sonra L {y}’ye gore
bir adi diferansiyel denklem elde edilir.

.. d? d
Ornek 1.1. —:Z + xd—y —y=0,y(0) =0,y (0) = 1 baglangig-deger problemini

ele alalim. Denklemin her iki tarafina Laplace dontigiimii uygulayalim. Bu durumda,
d’y  dy
d*y dy
d
SL{y} = sy (0) =y (0) = —L{y'} = L{y} =0
d
SL{y} =1 = s [sL{y}] = L{y} =0
d
LAy} —1—s—L{y} = L{y} =0

s —2 1
Liy}t=—-

S S

d

L _

T Liv}
olarak bulunur. Bu, L {y} bilinmeyenine gore birinci mertebeden bir lineer diferansiyel

denklemdir. Genel ¢oziimii
1 C 2/2

L{y} = 22
dir. Burada, ¢ integrasyon sabitini belirtmek i¢in, s — oo i¢in L{y} — 0 gercegini
kullanalim. Bu o6zellik, ¢ = 0 olmasini gerektirir. Boylece,

L=
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ve buradan y = z bulunur. (bkz. [Cagliyan, M., Celik, N. ve Dogan, S., 2008]).
Son olarak, Fourier dontisiimii yontemi ile ¢oziilecek olan
Uy — Uy = [—2 — (422 = 2) 1] e 0 <t < 1,—00 < & < 00,
WUy — Ugy = |20t — (42 — 2) 12 e —1<t<0,—00<x <00, (1.5)

u(l,z) =u(-1,2),—00 < x < 0
karma tipli lokal olmayan sinir-deger problemini ele alalim.

Ilk olarak, —1 < t < 0 arahigi ele alalm. Verilen denklemin her iki yanina Fourier
dontigiimi uygulanirsa,

F{iw} — F{ug}t=F { (2it — (42° — 2) ¢?) e_”’j}
esitligi elde edilecektir. Burada,
Flu(t,x)} =u(t,s)

gosterimi ve
2 " 9 2
<6_$ ) = (4m — 2) e’

ifadesi kullanilacaktir. Boylece denklem,
iug (t,8) + s*u (t,s) = F {2it - t2(e_$2)”}

ya da
iug (1, 8) + s%u(t,s) = (2it + t*s*)F {e‘xQ}
seklinde yazilir. Bu denkleme karsilik gelen homojen denklemin genel ¢oziimii
up (t,8) = 1™

dir. Homojen olmayan denklemin 6zel ¢oziimii ise

us (t,8) = °F {e’mQ}
elde edilir. Dolayisiyla,
u(t,s) = et + 2F {6_302}
seklinde bulunur.

Simdi, 0 < t < 1 araligin1 goz oniine alalim. Her iki tarafin Fourier dontigtimii
alinirsa,

~F {ug} = F e} = F{(-2 - (42* = 2) %) '}

esitligi elde edilir. Burada,
Flu(t,x)} =u(t,s)



gosterimini ve
—z2 " 2 —z2
(e > = (4x — 2) e

ifadesini kullanalim. Bdylece denklem,

—uy (t,s) + s"u(t,s) = F {_2 —t (6_$2>H}

ya da

—uyy (t,5) + s*u(t,s) = (—2 — t282) F {6_1,2}
seklinde yazilir. Bu denkleme karsilik gelen homojen denklemin genel ¢oziimii
st

up (t,8) = o€ + cze”

olur. Homojen olmayan denklemin 6zel ¢oztimii ise

us (t,8) = °F {6_$2}

dir. Dolayisiyla,
u(t,s) = cpe™ + cze” ™ + *F {e‘”EQ}

seklinde bulunur.

Stureklilik ve lokal olmayan sinir kogullar:
U(L S) = U’(_lv 8)7
u(0T,s) =u(07, s),

u' (07, s) =u/(07, )

bir arada kullanilarak
( _ 2 52 2
e’ + c3e S—}—F{e x }:cle s +F{e x },

02+63 = (1,

| SCo — Sc3 = is%cq

olup, ¢; = ¢o = ¢3 = 0 bulunur.
O halde,
u(t,s) = t°F {e‘xQ}

15

elde edilir. Son olarak, ters Fourier doniigiimii uygulanirsa, (1.5) lokal olmayan sinir-

deger probleminin tam ¢oztimii
u(t,z) =t

olarak bulunur.
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Benzer sekilde agsagidaki

([ 0%u ol
ot 2 gy~ It

[r|=2m
0<t<T,x,reR"|r|=r1+- -+,

Ou N olly
i— Up————
ot Oxi' ---Oxtn

|r|=2m

= f(t,x),

“T<t<0,z,7reR" |r|=ri+ -+ 1y,

w(T,x) =u(-T,z)+ ¢(z),z € R",

[ w(04,2) = uw(0_,z), z € R"
¢ok boyutlu eliptik-Schrédinger denklemleri icin lokal olmayan sinir-deger probleminin
¢oziimi elde edilebilir. Burada a., f(t,z) (t € [0,T], € R"), g(t,z) (t € [-T,0],x €

§+),gp(as) (x E_ﬁ+) verilmig diizgiin fonksiyonlardir. Ayrica Q, R” n-boyutlu Oklit
uzayinda S ve Q = QU S ile simirlandirilmig olan bir birim acik kiip olup,

(x:x= (21, ,2),0< 2, <1,1 <k <n)

dir.

Ancak, Fourier doniisiimii yontemi yalmzca sabit katsayili denklemlerin ¢oziimiinde
kullanilabilmektedir. Oysa ki degigsken katsayili kismi diferansiyel denklemlerin ¢oztimii
icin en kullanigh yolun fark yontemi oldugu cok iyi bilinmektedir.

Bu calismada bir H Hilbert uzayinda verilen fark denklemlerinin, 6z-eslenik pozitif
tanimli A operatorlii lokal olmayan sinir-deger problemi

| —di;igﬂ +Au(t) = f(t) (0 <t <1),
240 dufe) = o) (1 < £ < 0), (1.6
L u(l)=u(-1)4+pu0<p<1

ele alinmigtir. Bu lokal olmayan simir-deger probleminin ¢oziimii icin kararlilik kes-
tirimleri elde edilmistir. Bu caligmamizda esas olarak, birinci basamaktan dogruluklu
fark semalar1 kullanilarak (1.6) probleminin yaklagik ¢oziimleri elde edilmistir. Bu
sonu¢ lokal olmayan sinir kogullari tarafindan olusturulan fark operatoriiniin pozi-
tifligine dayanmaktadir. Bu fark semalarimin ¢oziimii i¢in yapilan teorik sonuglarin
dogrulugu sayisal denemelerle de desteklenmigtir.
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2 MATERYAL VE YONTEM

Yaptigimiz bu caligma icin herhangi bir materyale, techizata ya da laboratuvar or-
tamina ihtiya¢ duyulmamakla beraber, arastirmamizda yontem olarak, sirasiyla, ope-
rator yaklagimi ve sonlu fark yontemleri kullanilmigtir. Ayrica elde edilen teorik sonuglarin
gecerliligini ve giivenilirligini desteklemek adina yapilan niimerik denemelerde, iyilestirilmis-
Gauss yok etme yontemi kullanilmigtir. Bu yontemi uygulamak i¢in Intel(R) Core(TM)2
Duo CPU 2,93 GHz 2,00 GB RAM teknik 6zelliklerine sahip bir bilgisayar kullanilmigtir.

2.1 HILBERT UZAYININ ELEMANLARI

Bu bolimde Hilbert uzayi teorisinin se¢ilmig temel kavramlari ve ¢aligmamizda kul-
lanacagimiz baz temel kavramlar verilecektir (bkz. [Suhubi, E. S., 2001]).

Tamim 2.1. L ve I’ aym bir F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. T : L — L'
operatort,

(i) Ve,ye L, T (x+y) =T(z) + T(y) (toplamsallik),

(ii) Ve € LveVa € F, T (ax) = oT (x) (homojenlik)
sartlarini sagliyorsa lineer dontsium ya da lineer operator adini alir.
Kolayca gortilecegi gibi bu sartlar

T(ax + oy) = aT(z) + T (y);a, B € F
sartina denktir.

Tanim 2.2. X bog olmayan bir kiime olsun. Bu kiime reel degerli, negatif olmayan bir
d: X x X — R* fonksiyonu icin,

(i) Va,y € X i¢in d (z,y) > 0.

(ii) V z,y € X igin ancak ve ancak z = y ise d (z,y) = 0.

(iii) V x,y € X i¢in d (z,y) = d (y, ) (simetri 6zelligi)

(iv) Va,y,z € X icin d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (liggen esitsizligi).

sartlar1 saglaniyorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay denir ve
genellikle (X, d) veya X, ile gosterilir.

Tanim 2.3. (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsaksa
X bir tam metrik uzay adin1 alinir. Dolayisiyla bir tam metrik uzayda bir dizinin
yakinsaklik testi Cauchy dizisi olma tesbitiyle ortiigtr.



18

Ornek 2.1. d:R xR = R, d(z,y) = |z — y| olarak tanimlanirsa
dz,y)=lr—y|=02-y=0< =1y,
d(z,y) = lo -yl =y -2 =d(y2),
d(@y)=lr—yl=lv—z+z—yl <l —z[+|z—yl=d(z,2) +d(zy)
dir. Demek ki d, R de bir metrik ve (R, d) bir metrik uzaydir.

Ornek 2.2. X =C [—2, 2] stirekli fonksiyonlar kiimesi iizerinde d; metrigini goz 6ntine
alalim. Bir {z, (t)} siirekli fonksiyonlar dizisini

0, —2<t<1-—(1/n),
z,(t) =< nt+1—n, 1—(1/n)<t<1,
1, 1<t<2

ile tanimlayalim. Bu dizi bir Cauchy dizisidir. Genellikten kaybetmeksizin n > m
alirsak

dy (£, ) = / e () = ()]t

1-(1/n) 1 1/1 1
Z/ (mt—i-l—m)dt—l—/ (n—m)(l—t)dt:—(———)
1—=(1/m) 1—(1/n) 2\m n

elde ederiz. Dolayisiyla m,n — oo i¢in d (x,,, x,) — 0 buluruz. Yani {xz,, (t)} bir
Cauchy dizisidir. Ancak bu dizinin limitini hemen gorebilecegimiz gibi

x@%:{o,—zgtgL

1, 1<t<2

fonksiyonudur. Gergekten

1
1

dl(xn,x):/ (nt+1—n)dt =—
1-(1/n) 2n

bulunur ve lim d; (x,,z) = 0 ¢ikar. Ancak limit fonksiyon stireksiz oldugundan
n—oo

X uzaymn i¢inde degildir ve {z,, (t)} dizisi (X, d;) de yakinsamaz.

Tanim 2.4. Bir k cismi iizerinde, bir vektdr uzay (ya da lineer uzay), vektor adin
tasiyan, x,y, - - - elemanlarindan olusan ve iizerinde iki cebirsel iglem tagimli, bog
olmayan bir X kiimesidir. Bu iglemler, vektor toplami ve vektorlerin skalerlerle
(yani k£ nin elemanlariyla) garpimi olarak adlandirilir.

Vektor toplami, her sirali (x,y) vektor ¢iftine, « ve y vektorlerinin toplami adini
tasiyan ve agagidaki ozellikler gercelenecek sekilde tanimlanan bir x + y vektori
karsilik getirir. Vektor toplami, oncelikle, degisme ve birlesme 6zelligine sahiptir;
yani biitlin vektorler igin,

r+y=y+=zx

ve
v+ (y+z2)=(+y) +=z
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yazilir. Ayrica, biitiin vektorler
r+0=u

ve
r+(—x)=0

olacak sekilde, sifir vektorii olarak adlandirilan bir 0 vektorii ve her x vektort icin
bir —x vektori vardir.

Skalerle carpim ise, her x vektorii ve « skalerine, « ile z in carpimi adin1 tagiyan
ve biitiin x, y vektorleri ve «, 8 skalerleri icin, agagidaki ozellikleri gercekleyen bir
ax vektori kargilik getirir:

((a(Br) = (aB)
lr =2

az+y)=ar+ay

(a+p)r=az+ fz

\

Tanim 2.5. N ile ¢ogunlukla kompleks sayilar cismi olarak segecegimiz bir F' skalerler
cismi lizerinde tanimlanmig bir lineer vektor uzayini gosterelim. Reel degerli,
negatif olmayan bir [|-|| : N — R fonksiyonunun = deki degerini ||z|| ile gdsterelim.
Bu fonksiyon i¢in

(i) Vx € N igin ||z|| > 0 ve ancak ve ancak |z|| = 0 ise = 0 olur.
(ii) Vz € N ve a € F i¢in ||az|| = || ||z] olur.
(iii) V o,y € N icin [lz 4+ y|| < ||lzf| + ||yl (licgen esitsizligi)
sartlar1 saglaniyorsa ||-|| fonksiyonuna N de (veya N {izerinde ) norm denir. Bir

normla donatilmig bir vektor uzayina da normlu lineer uzay veya normlu vektor uzay
ya da sadece normlu uzay adim veririz. Normlu uzaylar (NN, ||-||) ile gosterilir.

Tanim 2.6. N normlu lineer uzay olsun. /N, norm metrigine gore tam ise N ye Banach
uzayr denir.

Tanim 2.7. X, F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. (-,-) : X x X — F fonksiyonu,

i) Va,y € X igin (x,y) = (y,x).

ii) Vz,y € X ve a € Cigin (ax,y) = a(z,y) .
iii) V2,y,2 € X i¢in (x +y,2) = (z,2) + (y, 2) .
iv) Ve e X, (x,z) >0, (z,z) =0ise x =0
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sartlarim sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim (veya i¢ ¢arpim fonksiyonu) denir.
Uzerinde i¢ ¢arpim fonksiyonunun tammlandigl vektor uzayma i¢ carpum uzayt (veya
on-Hilbert uzay: ) denir. Su halde bir i¢ carpim uzay1 bir vektor uzayi ile bir ig garpim
fonksiyonundan ibarettir. I¢ carpim uzayim (X, (-,-)) veya kisaca X ile gosterecegiz.

I¢c carpim kisaca Schwarz, daha dogru bir deyisle Cauchy-Bunyakowski-Schwarz
esitsizligi adini verecegimiz bir bagintiy1 saglar.
Ornek 2.3. f,g € Cg[0,1] icin

1

(f,g) = / ' £ (t)g(t)dt

0

olsun. Bunun Cg [0, 1] uzay1 tizerinde bir i¢ ¢arpim tanmimlandigim gosteriniz.

Cozitim: I¢ carpim aksiyomlarmin hepsini kontrol etmek zorundayiz:

1
i) Her t € [0,1] icin ¢’ (f(t))* > 0 oldugundan (f, f) = /et (f(t))*dt > 0 olur.

i)
Ff)=0= / e (f(1))2dt = 0

dir. Bu nedenle her ¢ € [0, 1] i¢in

e (f(t)* =0

olur. Ciinkii e’ (f(¢))*, ¢ nin siirekli bir fonksiyonudur ve béylece her t icin e > 0
oldugundan f(¢) = 0 bulunur. Diger yonden, eger f(t) = 0 ise

1

5= Joa-n

0

dur.

iii) f,g9,h € Cr[0,1] ve a € R igin

1

(f +g.h) = / S (F(E) + g(t)h(t)dt
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— (/1) + (g.h)
(af.g) = / elaf(t)g(t)dt = a / e F(1)g(t)dt = o (1, g)

elde edilir.

Teorem 2.1. H bir ig garpim uzay1 ise sifirdan farkli Va,y € H vektori igin |(z,y)| <
(r,z) (y,y) esitsizligi saglanir. Esitlik ancak ve ancak x ve y vektorleri lineer
bagimliysa gecerlidir.

Teorem 2.2. H bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Va € H vektorii i¢in ||z|| = /(x, z) fonksiy-
onu H iizerinde bir dogal normdur.

Norm tanimiyla Schwarz esitsizligini

[{z, )| < ]l ]yl (2.1)

seklinde de ifade edebiliriz.

I¢ carpimun firettigi norma gore her iki vektor paralelkenar kuralina gercekler. Boyle
iki z,y € H vekorii igin

2 2 2 2
Iz +ylI" + llz =yl = 2 (=" + lly[I°) (2.2)

elde ederiz.

I¢ carpimdan iireyen dogal norm da H vektor uzay iizerinde bir dogal metrigi

d{z,y) =z —yll = V{r —y,x —y) (2.3)

fonksiyonu ile tiretir. Dogal metrige gore tam bir i¢ carpim uzayr Hilbert uzay: adini
alir. Bir Hilbert uzayimin ayni zamanda bir Banach uzay: olacagl tartigma gotiirmesz.

Ornek 2.4. C [0,7/2] bir i¢ carpim uzay1 midir?
Cozim: z(t) € C[a,b] olmak {izere, bu uzayda x (t) nin normu

Ilcjopy = max Ja(®)

olarak tammlanir. Simdi, x(t) = sint ve y(t) = cost olmak iizere C'[0,7/2]
uzayinin iki elemanini alalim. Burada,

||:v||c[077r/2] = nax sint| =1

1Yllego.m/2 = max |cost| =1
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oldugu agiktir. Daha sonra,

. ™ ™
I+ Ylcto s = e Isint + costl = max {0 (0). 0 (5) o () } = V2

bulunur. Bunun nedeni,

(t) =sint + cost,p(0) =1, ¢ <g> =1

@l(t) = cost —sint = 0 < cost =sint & t = %

2 2
R R R s

olmasidir. Ayrica,

|z — y||C[O,7r/2] = max |sint — cost| = max{w(o)m <Z)} =1

0<t<ZT

dir. Dolayisiyla,

g 2 2 2
1 + Yllcp,rg + 12 = Yllcpm =2 <||x||C’[0,7r/2} + ||y||C[[),7r/2]> = 3#4
paralelkenar kurah saglanmadigindan, C' [0, 7 /2] uzay1 bir i¢ carpim uzay1 degildir.

Tanim 2.8. Bir T : Ny — N, operatorii sinirh kiimeleri yine sinirli kiimelere dontigtiirtiyorsa
sinarl operator adim alir.

Teorem 2.3. N; ve Ny normlu uzay ve T': Ny — N, lineer bir operator olsun. Vo € N
icin
1T(2)] y, < K [J]]y,

olacak sekilde bir K > 0 reel sayis1 varsa T' ye simurle lineer operator denir.

Teorem 2.4. N; ve Ny normlu uzay ve T : N; — Ny lineer bir dontigiim ve xy € N;
ise € > 0 verildiginde

[ = xol| <6 igin |[T(x) = T(wo)lly, <

olacak gekilde bir § > 0 reel sayis1 varsa T', xy noktasinda siireklidir. 7', N; nin
her noktasinda stirekli ise T ye N de streklidir denir.

Tanim 2.9. Sinirli bir A lineer operatorii s6z konusu oldugunda K sayilarinin en
kiigiigtine operatorun normu adi verilir:

|A|| =inf {K > 0: ||Aul|,, < K||ull,,Yue U}.
Normun bu tanimi agagidaki tanimlara da esdegerdir:
[A[l = sup {{|Aully, - [Jull, <1},
[A]] = sup {[| Aully,  [Jull, =1},

I|A|| = sup { Ay e 70 2 o} .

||u||U
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1
Ornek 2.5. Az = /K(t, s)x(s)ds integral operatoriinii ele alahm. Eger,

0
1 1
//\K(t,s)]stdt<oo
0 O

ise, bu durumda A : Ly [0,1] — Ls [0, 1] operatoriiniin simirh oldugunu ispat-
layiniz.

Coziim: Oncelikle,
1 1
/|x(t)|2dt <00 / Az(t)]? dt < 00 (2.4)
0 0

A operatoriintin sinirh oldugu, daha sonra ise
Alax + By) = aAx + BAy; = € Ly [0,1] = Ax € Ly [0,1]
A operatoriiniin lineer oldugu gosterilecektir. Ly [0, 1] uzaymda Az (¢) nin normu

1 3 1 /1 2 73
/|Ax(t)|2dt = / /|K(t,s)x(s)ds| dt
0 0 \0

dir. Cauchy-Minkowski esitsizliginden,

1 % 1 1 1 %
/yAx(t)Edt _ / /|K(t,s)]2ds /[:c(s)\st dt
0 0 0 0

1 2
= / / (t,s)|” ds /|:1:(s)|2ds dt
| O 0
1 1 % 1
//|K(t,s)|2dsdt /|x(s)|2ds
0 0 0

1
/|A:17(t)|2 dt < oo = Az € Ly [0,1]

0

NI
D=

2

elde edilir. Boylece,

oldugu kolayca goriilecektir. Dolayisiyla, verilen operatér Lo [0,1] de lineer op-
eratordiir.
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Ornek 2.6. N normlu bir uzay ve N # {#} olsun. I : N — N , I(z) = z operatériiniin
sinirh oldugunu gosteriniz.

Cozim: [: N — N | I(x) = z olarak tammlandiginda
I (ax + By) = ax + By = oT(x) + BT (y)

oldugundan T lineerdir.

Il = sup {M}: wp (1} =1

2EN,z#0 H$|| 2EN,z#0
Ve (@)
T
o < 1= @) < )

oldugundan [ smirhdir.

Tanim 2.10. A : H; — H, olmak iizere sinirh, lineer bir operator olsun. Burada,
H, ve H, herhangi iki Hilbert uzaylaridir. A* : H; — Hs olmak iizere (Ax,y) =
(x, A*y) operatoriine A nin eglenigi denir.

Tanim 2.11. A: H — H sinirly, lineer bir operator olsun. Eger (Ax,y) = (z, Ay) ise,
bu durumda A ya oz-eslenik operator denir.

Tanim 2.12. A : H — H 6z-eglenik operator olsun. Eger (Az,z) > § (x,z) ise, bu
durumda A’ya pozitif tanimle operator denir.

Tamim 2.13. A: H — H 06z-eslenik operator olsun. Vo € D(A) igin eger (Az,x) > 0
ise, bu durumda A ya pozitif tanimls denir.

Tanim 2.14. A : D(A) — H ve D(A) = H olmak ftizere bir lineer operator olsun.
Eger Vz,y € H igin (Az,y) = (x, Ay) ise, bu durumda A ya simetrik operator
denir.

Tanim 2.15. Eger A bir simetrik operatér ve D(A) = D(A*) ise, bu durumda A ya
oz-eslenik operator denir.

Ornek 2.7. Ax(t) = —a"(t),
D(A)={x:z(t),2" (t) € Ly[0,1] ve 2(0) = z(1) = 0}
operatoriiniin 0z-eslenik, pozitif operator olup olmadigini arastiriniz.

Coziim: Ly [0, 1] uzaymda ig garpim

(2,y) = / £ty (D)t

ile tanimlanir. Simetrik oldugunu gostermek i¢in (Az,y) = (x, Ay) oldugunu
gostermeliyiz. Burada,

1

(Az, y) / Ax(t)y Bt = — / (@t

0
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kismi integrasyon uygulanirsa,

- —x’(t)m}; + / 2 (t)y (t)dt

elde edilir. Tekrar kismi integrasyon uygulanirsa,

(s, ) =~ (WD + ' (0500 + (D), - [ 207D

= z(Ly'(1) = 2(0)y'(0) + /x(t)(—y”(t))dt = (z, Ay)

bulunur. Boylece, A operatoriiniin Ly [0, 1] uzayinda simetrik oldugunu gostermis
olduk. Simdi, de A operatoriiniin pozitif tanimli oldugunu gosterelim. Burada,

1

(Az, ) = —/x”(t)mdt
0
kismi integrasyon uygulanirsa,
1 1 1
— o+ [ OF@d = [0t [ jolo) e = (2.2)
0 0 0

elde edilir. O halde,
(Az,z) > (z,2) = 6=1>0

dir. Dolayisiyla, A operatorii Ly [0, 1] Hilbert uzaymmda pozitif tanimhdir.

Ornek 2.8. H bir Hilbert uzay ve A € B(H) olsun. F = C ise bu durumda 7' 6z-
esgleniktir ancak ve ancak her z € H igin (7}, z) in reel oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: Sirasiyla sartin gerekliligi ve sartin yeterliligini ispatlayalim. Eger T' 6z-eglenik
ise, bu durumda

(T, x) = (2, Ty) = (Ty, v)

dir ve boylece Vx € H igin (T}, x) reeldir. Diger yonii gostermek i¢in F' = C ve
Vx € H igin (T, z) nin reel oldugunu varsayalim. Bu durumda, Vz € H igin

(13, z) = (2, T;) = Ty, @)
olur. Bu nedenle, eger
S=i(T"-T)
ise bu durumda her z i¢in
(Se,2) = i (T = Tiy ) = 0

dir. S* = —i(T —T7*) = S dir. Yani, S 6z-esleniktir. Vo € H i¢in (T,,x) = 0
olmasi igin gerek ve yeter kogul 7" = 0 oldugundan S yerine T alarak, S = 0
bulunur. Béylece i (T* —T') = 0; yani T* = T' dir ve boylece T' 6z-esleniktir.
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3 ELIPTIK-SCHRODINGER DIFERANSIYEL
DENKLEMLERI

3.1 Onciiller ve Motivasyon

H Hilbert uzayinda 6z-eglenik pozitif tanimli bir A operatorii ile

(T =gm0<i<),
z’dtlit) S Au(t) = F(B)(~1<t<0), (3.1)

[ v(l)=u(=1)+¢
lokal olmayan sinir deger problemini ele alalim.

Bilindigi gibi eliptik-Schrodinger denklemleri icin lokal olmayan siir-deger prob-
lemleri, (3.1) problemine indirgenebilmektedir.

Asgagidaki sartlarin saglanmasi durumunda, w(t) fonksiyonuna (3.1) probleminin bir
¢oziimudiir denilir.

(1) wu(t), [0, 1] arahginda siirekli iki kez tiirevlenebilir ve [—1, 1] arasinda siirekli tiirevlenebilir
bir fonksiyon olmalidir. Araligin u¢ noktalarinda tiirev tek tarafl tiirev anlamina
gelmektedir.

(ii) w(t) fonksiyonu, V¢t € [—1,1] igin D(A) (A mn tanim kiimesi) nin elemanidir ve
Au(t), [-1,1] arahginda siireklidir.

(iii) wu(t) fonksiyonu, (3.1) probleminin denklemlerini ve lokal olmayan smir kogulunu
saglar.

Burada énemli olan husus, (3.1) probleminin kararli olmasidir. Bu caligmanin
temelini olugturan (3.1) probleminin kararhlik kestirimleri temel teorem kisminda ver-
ilmistir. Uygulamalarda, karma tipli eliptik-Schrédinger denklemlerinin sinir-deger
problemleri i¢in kararlilik kestirimleri elde edilmistir.

Bunlardan bagka, eliptik ve Schrodinger denklemlerinin matematigin diger alan-
larinda ve fizik, miihendislik gibi alanlarinda da 6nemli bir rol oynadigini belirtmek
gerekir. (bkz. [Orlovsky, D. ve Piskarev, S., 2013], [Ashralyyev, C. ve Dedeturk, M.,
2013], [Ashralyev, A. ve Urun, M., 2013], [Kozlowski, K. ve Kozlowska, J. M., 2010],
[Quittner, P. ve Souplet, P., 2012], [Godet, N. ve Tzvetkov, N., 2012], [Liu, B. ve Ma,
L., 2013]) (Ayrmntilar kaynaklar kisminda verilmistir).

Ayrica, baglangig-deger problemleri ve Schrodinger denklemlerinin niimerik ¢oztimleri,
son 10 yilda kapsamlh bir aragtirma alanm olmugtur. (bkz. [Tselios, K. ve Simos, T. E.,
2005], [Sakas, D. P. ve Simos, T. E., 2005, [Psihosiyos, G. ve Simos, T. E., 2005],
[Anastassi, Z. A. ve Simos, T. E.; 2005], [Simos, T. E., 2009], [Stavroyiannis, S. ve
Simos, T. E., 2009] detaylar1 kaynaklar kisminda verilmistir).
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Teorem 3.1. ¢ € D(A) ve f(0),9(0) € H olsun. f(t), [-1,0] arahginda siirekli
tirevlenebilir ve g (t), [0,1] araliginda strekli iki kez tirevlenebilir fonksiyonlar

olsunlar. Bu durumda, (3.1) probleminin tek ¢dziimii vardir ve

<
s Tl < 3 [l + s, 17 )

T max [ A2 <t>HH]

0<t<1
|20+ s Bl < v
+ 427 (0], + uax o ),
e |, s | s v,

< M| A¢ll g + llg Ol g + [1f (Ol 2

max g @) + mas [ <t>||}

0<t<1 —1<t<0

(3.2)

(3.4)

egitsizlikleri saglanmir. Burada M, f(t),t € [—1,0], g(¢), t € [0, 1] ve ¢ fonksiyon-

larindan bagimsizdir.

Ispat: Oncelikle, (3.1) probleminin ¢oziimii i¢in gerekli olan formiilleri elde edecegiz.

[Krein, S. G., 1966] den bilindigi gibi baglangi¢-deger problemlerinin

( du(l)
dt?

+Au(t) = g(H),(0<t <),

’imgw—AMOZf@%@{<t<m,
L« (0) = ug

tek ¢oziimi vardir ve dolayisiyla,

t
u(t) = e Huy — 2/ e =94 f (§)ds, -1 <t <0
0

ve

u(t) = ([ — 6_2A1/2>_1 [<€_tA1/2 . 6_(_t+2)A1/2> g
T <e*(1*t)A1/2 _ e*(t+1)A1/2> Ul] 4 ([ B €2A1/2)_1

% (6—(1—t)A1/2 - e—(t+1)A1/2>

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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1
X //1_1/22_1 (e_(l_s)Am — e_(sH)Al/Q) g(s)ds

0
1

_/A_1/22_1 (e—(t+s)A1/2 o 6—|t—s|A1/2> g(s)dS,O <t<L1,

0

formiilleri saglanir. (3.7), (3.8) formiilleri ve
u(l) =u(=1)+¢

lokal olmayan sinir kosulu kullanilarak

u(t) = <[ - 6_2A1/2>_1 [(e_tA1/2 — e_(_t+2)A1/2) U (3.9)

+ (e*(l’t)“‘l/2 = e*(tH)A”Q) (e“‘uo — z/ G094 F () ds + @)}
0
+ (I _d 672,41/2) -1 <6,(17t),41/2 . ei(t+1)Al/2>

1
x%/ (e_(l_S)Al/Q — e_(8+1)A1/2> A_l/zg (s)ds
0

1
B % / <67(t+s)A1/2 B ef\t—sml”) A7 2g(s)ds,0<t <1
0

elde edilir. Simdi, 1
' (04) = = [Au(0) + £ (0)],

sinir kogulu kullanilirsa,

{(I —em2AY ) +i (I 4 em2AY ) ATY2 i A2 (A 2—“‘)} ug

-1
=i { [—2A‘1/26‘A1/ i (z / AT () ds + 90)}
0

1
—|—A71€7A1/2 / <ef(1fs)A1/2 . ef(erl)Al/?) g (S) ds
0

+1 <I - 672141/2) AT (0)+ A7 (I — 672A1/2> /1 ey (s) ds}

0

operator denklemi elde edilir. Burada,

(1= e2) wia /2 (14 &2 = giam1/2en(4174)
operatorunin

T — |:<I . 6_2A1/2> + Z‘A—l/Q <]' + 6—2A1/2> . QiA—l/Qe—(Al/Q—iA) -1
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seklinde tersi vardir ve
| A= 2Ty < M

esitsizligi saglanir.

(3.1) probleminin ¢éziimii i¢in gerekli olan, u (0) igin bir formiil bulmaktir. Bunun
i¢in, T" operatoriintin sinirh oldugu gosterilmelidir.

AY? = B olsun. Burada,

AV — [<A1/2 _ A1/2e—2A1/2> 4y (I 4 672,41/2) B 22.6—(,41/2—1‘14)] -1

-1

— (B~ Be) i (1 +¢72) — 2ie” (PP |

oldugundan

1
1/2
”A THH H = 5<Su£ p— pe= 2 4 (14 e~ 21) — 2jere~ i

yazilir. Buradan, Euler formiilii kullanilarak
B () = p — pe " + 2e *sin p® + i (I +e 2" —2e " cos ;f)

elde edilir. 5 (p) fonksiyonun mutlak degeri alimrak

|6( )| B MZ =+ Iu2674,u + 4672# Sin2 Iu2 _ 2[&2672# + 4,&67” sin M? _ 4,&673# sin Iu2
) 1+ e+ 4e cos? p? + 27 — deF cos p? — de3H cos pi?

ya da

Lt p? + (T4 p?) e e 42 (1 — p?) e
-1 -1
Bl = | TV {“ (ViFs) s (ViTe) “}
—1 —1
—4/1 + p2e3H |:,LL (\/14—;12) sin p? + <\/1+u2> cos,uQ]

elde edilir. Burada,

p : 1
=simoa ve —F——— = COS«

1+ p? 1+ p?

olarak secilirse,

18 ()] = (L+p?) + A+ p) e +de ™ +2(1 — p?) e
F=Al a1+ p2eHcos (p? + ) — 44/1 + p2e 3 cos (u? — a)

Z\/1+M2+(1+#2) 4+ 2 (1 — p?) e 244/ 1 + ple H — 4/ 1 + pe3r
esitsizligi elde edilir. Simdi,

V() =i+ (L p?) e 4 2(1 =) eV 1+ e — 4/ pre™
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olarak gosterelim. O halde, p > § icin ¥ (1) > 0 esitsizligi gostermek yeterlidir. Yeter-
ince biiyiik ¢ igin s6z konusu esitsizligin saglandigi1 goriilmektedir. Dolayisiyla,

|ATPT ]y <1

olur. Boylece, A~Y2T operatoriiniin siirh oldugu ispatlanmistir.

Oyleyse,

u(0) = AT (I — e%l“) {z / 1 AT Mg (5)ds — A2 (0)} (3.10)
0

-1
+T67A1/2A71/2 {2/ eiA(fl+s)f (8) ds — 22%0
0

1
+ z/ (ef(lfs)Alm y 67(s+1)A1/2> A71/2g (s) ds}

0
dir. Boylece, (3.1) lokal olmayan simir deger probleminin ¢oziimii igin (3.7), (3.9) ve
(3.10) formiilleri elde edilmis olur.

_ Simdi, Teorem 3.1 in ispat1 verilecektir. Ik olarak, (3.2) kestirimi elde edilecektir.
Oncelikle, (3.10) formiiliinii kullanarak

-1/2 __—2A1/2
e )l < |42y 1= 722 (3.11)
1
. —sAl/? -1/2 -1/2
i [ e, A Ol ds + 14720 1 Ol
—Al/2 -1/2
+ He o AT
—1
{2 e U5 6V s+ 21l el
0
1
i |Z|/ ( e—(l—s)A1/2 + He—(s+1)Al/2 ) HA—l/Qg (S)HHdS}
0 H—H H—H
ya da
—1/2
Ol 1 [l + s, 1 Ol + g [ 472 0], 312
esitsizligi elde edilir. Sonra, (3.7) ve (3.9) formiilleri kullanilarak
t
lu @) < e g e (O + IZ'!/0 e A 1 ()l ds
< )l + mas 1 ©)l
—1/2 _

< M {llelly + max (1 ()]l + max [|A g(t)HH} ,—1<t<0 (3.13)

ve

fuel < (1)

H—H
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+ 6—(—t+2)A1/2

4 AL/2
<[(le
H—H

(e

)l Ol

H—H

I Hef(t+1)A1/2

H—H H*)H)

—1

(A I O+ 1 [ B4 15 s + el )]
(N W (s
[ (e

2 0

1 1
ty [ (e

2 Jo

SMMW@Wn+mef@MﬁWMm+mMHA”%@W4

—1<t<0 0<t<1

i He_(tH)Am

H—H H—>H>

H—H

* He_(s“)Al/Q

VA7 72g (5)]] 1,y s

H—H H—H

T He—\t—s|A1/2

14729 (5)]]  ds

H—H H—>H>

<M |:||(10||H+ max || (t);; + max [[A/%g (t)llH] 0<t<1 (3.14)

—1<t<0 0<t<l1

egitsizlikleri elde edilir. Boylece, (3.13) ve (3.14) kestirimlerinin kullanilmasi ile (3.2)
esitsizliginin saglandig ispat edilmis olur.

Tkinci olarak, (3.3) kestirimi elde edilecektir. Oncelikle, (3.10) formiiliine AY? o-
peratorit uygulanirsa,

AV (0) = A7Y2T (1 - 6—2/*”2) {@ /0 1 e g (s)ds — f <0)} (3.15)

-1
1 Te A2 A1/ {2/ e A A2 f (s)ds — 21 A%
0

1
—l—i/ <67(173)A1/2 _ef(erl)Al/?)g(S) ds}
0

denklemi elde edilir. (3.15) denkleminin normu alinirsa,

|42 )|, < (| ATy |1 = 24

! 1/2
x@u/'W*A
0

_Al/2

H—H

o 18O ds 415 Ol |

+He

A,

-1
{2 [ 1 4727 0 s+ 21l 4,

vl [ ( o) IO}

<M {HAU%OHH + max HAl/zf (t)”H + max ||g(t)||H] (3.16)

—(1— 1/2 _ 1/2
e (1-s)A e (s+1)A

+
H—H

—1<t<0 0<t<1
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esitsizligi bulunur. Daha sonra, (3.7) ve (3.9) formiillerine A'/? operatérii uygulanirsa,

t
AV (1) = e MM AY 2y — z/ e AU (5)ds, —1 <t <0 (3.17)
0

ve

A1/2u (t) — <I _ 6—2,41/2>1 [<€_tA1/2 . 6_(_t+2)A1/2> A1/2u0 (3.18)
+ (e*(lft)Al/z _ e*(t+1)Al/2> (eiAAl/Quo B z/
0
+ <I _ €2A1/2>—1 <e,(17t)A1/2 B ei(t+1)Al/2>
1 ' 1—s)Al/2 1)A41/2
Xﬁ/ (70 — DAY g () dis
0
1

1
_5/ (e—(t+s)A1/2 _e—lt—s\A1/2> g(s) ds,0 <t <1
0

denklemleri elde edilir. (3.17) ve (3.18) denklemlerinin normu alinirsa,

1
AL (5)ds A% )|

142 u 0)]] 7 < el 1420 O]

t
e A2 )

< [| A2 ()] + ma [|AV2F (0],

—1<t<0
<M [HA%IIH + max A2 (1)]]; + max Hg(t)HH} ~1<E<0 (319)

ve

HA1/2U (t)”H < H(I _ 62A1/2>—1

H—H
—tAl/2 —(—t42)AL/2 ) 1/2
X e + He A (0
X (He—(l—t)A1/2 1 |[etrnarz )
H—H H—H

< (1™ e 14722 O)]]

—1
[ 1 472 0 s+ ], )]
(G A (S
H—H
S (e
2 Jo \°
“ / | ([fe-teena
2 Jo

i He(t+1)A1/2

H—H H—>H)

s 1/2
e Vg () ds

H—H H—H

i Hef|tfs|A1/2

) llg ()11, ds

H—H H—H
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<M [HMU O, + max [A72F @), + [|A20]|,, + max ||g<t>||H]

—1<t<0 0<t<1
< a1 [l + 4727 O+ gl @l 0<e<| 320

esitsizlikleri elde edilir. (3.19) ve (3.20) kestirimleri birlegtirilerek, (3.3) esitsizligi ispat-
lanmig olur.

Uciincii olarak, (3.4) kestirimi elde edilecektir. (3.7) formiiliine kismi integrasyon
uygulanirsa,

t
u(t) = e Aug — A { [f () —e ™ f(0)] - / e =) #(s) ds} ,—1<t<0 (3.21)
0
bulunur. (3.9) formiiliine kismi integrasyon uygulanirsa,
u(t) = <[ — 6_2‘41/2)_1 K@‘Mm — e_(_t+2)A1/2> U (3.22)
X (ef(lft)Al/z _ e—(t+1)A1/2>
|
X <eiAu0 —Al{[f(—l) — e f(0)] —/ DA f7 () d8+<p}>}
0
-1
T <] _ 6—2Al/2> <€—(1—t)A1/2 _ 6—(t+1)A1/2>
1 _o9Al/2 ! _(1—s)Al/2 _ 1/2
x=A 1{ I —e24 g(l)—/ e~ Um)AVT _ o= (sHDAVEY o (§) ds
47 Jo= | ( )
1 1/2 1/2
—§A_1 { [e—(1+t)A/ _ p—h-taY } g(1)

1
0

elde edilir. Son olarak, (3.10) formiiliine kismi integrasyon uygulanirsa,

w(0) = A~12T (I _ 2 2) (3.23)
X {—z’A‘l {(e_Amg (1) — 9(0)) . /0 1 e A ¢ (5) ds] _ A2y (0)}
FATV2Te A Lo A [(e7%Af (—1) — e f (0))

-1
—/ AT £ (5) ds] — 2igp
0

iA! _941/2 ! —(1-5)Al/2 (s+1)AV2Y
+ 5 (I—e )g(l)— (e s —e ¢ )g(s)ds
0

denklemi yazilir. Simdi, (3.21), (3.22) ve (3.23) denklemlerine, sirasiyla, A operatoriini
uygulayalim. Boylece,

Au(t) = e Aug — {[f (t) —e ™ f(0)] — /0 e =9 £ (s) ds} ,—1<t<0, (3.24)
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1
Au(t) = (1= 720 (e = oA gy, (3.25)

4 <€—(1—t)A1/2 _ 6—(t+1)A1/2>

<= —etp o) = [ e0mng ase o} )]

+ (I _ 672,41/2) -1 <6,(17t)A1/2 . ei(t+1)Al/2>

1 1
X3 { <I — 6_2A1/2> g(1)— / <€_(1_S)A1/2 — e_(5+1)A1/2> g (s) ds}
0

1 _ 1/2 1141 A1/2
_5{[6 (1+)AY2 _ —[1-tl4 }9(1)

1
- / (e—<t+8>A”2 p e_|t_s|Al/2> 0, ds} 0<t<1
0

ve

Au (0) = AV2T (I A 2) (3.26)
A= —ew) - [ty i) a0
FATV2Te A L2 [(e72Af (—1) — e f (0))
— /1 eHAIES) £ () ds} — 2iAp

: 1
v _—2A1/2 _ —(1=s)AY/2 _ _(s+1)AY2Y\
+2 {(I e )g(l) /0 (e e )g (s)ds

elde edilir. (3.25) ve (3.26) formiillerinde bulunan g (1) ve f(—1) ifadelerinin yerine

f(—1)=f(0)+/1f’(8)d8

yazilabilir. Bu bilgi dogrultusunda (3.26) denkleminin norumu alimirsa,

4w Ol < A7 1 = 2

X {|Z| [(He‘Am
1
[
0

H—H

(oY g Sl ds) + I O

HoH lg" ()1l ds] T HA*lﬂHH%H I (O)HH}
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ATy e

H—H

A2 (1 e (15 O [ 17 Ol s) = e 17 )

1
b [ g 1 Ol 5] + 21140

il 7= e /1 /
+5 I—e e g (0)] + ; lg" ()|l ds

1
w [ (e, e, e s
0 H—H H—H

< M [l A¢lly + lg Ol g + [1f (O] 2 (3.27)

/ !/
g s Ol + e 17 Ol

kestirimi elde edilir. Benzer sekilde, (3.24) ve (3.25) denklemlerinin normu almirsa,

lAu @)l < [le™ |y, 1Auoll g

+/D He—i(t—s)||H_>H Hf/ (S)HHCZS}

<M [HAuonH+ 1f (Ol + max ||/’ <t>HH]

~1<t<0

< M{[[A¢ll +llg (Ol + [[1F O)] 4 (3.28)

/ / _ < <
+max llg' ()l + max 1S (t)HH} ~1<t<0

ve

_9Al/2 -1
4ol < | (1)

_4A1/2
<[ (e

(e

H—H

[ Auoll 4

4 He—(—t+2)A1/2

H—H H—>H>

. He—(t—i-l)A1/2

(e s Awolly

H—H H—>H>

+{ (s o+ [ I s ) + e 1 Ol

-1
F L 1 G + el )]

ey, Qe

- He_(t“)Al/Q

H—H H—>H>

H—H
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><1 HI — A
2

(e
0 H—H

s {[[le o
2

IHH@MWM+AW¢@MMQ
+W““W”H%)w%mm@}

1 He—|1—t|A1/2

H—H H—)H}

x@wwu+lﬁy@mﬂg

1
—(t+s)Al/2 H “Jt—s|A1/2 ) / d
+/O (H@ H—H s H—H Hg (S>||H 8

< M| Auollg + llell g + g Ol + 17 O

/ /
+max |lg’ (¢l + max |If (t)||H}

< M [[|[A¢llg + llg (Ol + [[F O)]l (3.29)

‘+mﬂHd@WH+IMXHf@W4,OStS1

0<t<1 —1<t<0

esitsizlikleri elde edilir. (3.27), (3.28) ve (3.29) esitsizlikleri kullanilarak, (3.4) kestirimi
elde edilir. Boylece, Teorem 3.1 in ispat1 tamamlanmig olur.

3.3 Uygulamalar

Simdi, Temel Teorem 3.1 i¢in bir uygulama verilecektir. Ilk olarak,

(

—vyy + (a(2)vy)s — v =g(y,2),0<y <1, 0 <z <1,
vy — (a(x)vy)e +0v = fly,x), -1 <y <0, 0<z <1,
v(lz) =v(=1,2) +p(r),0 <z <1, (3.30)

U(:g?O) = U(ya 1)7Uz<y70> = vx(ya 1)7 —-1< Yy < 17

| v(0+,2) = v(0—,2),v,(0+,2) = v, (0—,2),0 <2 <1

karma tipli eliptik-Schrodinger denklemini ele alalim. Burada, 6 > 0 olmak iizere bir
sabittir. (3.30) problemi v (y,x) seklinde diizgiin (smooth) tek bir ¢oziime sahiptir.
Bunun igin a (z) > a > 0, (x € (0,1)), ¢ (z) (x € [0,1]), g (y,z) (y € [0,1],z € [0, 1]) ve
f(y,z)(y € [-1,0],z € [0,1]) seklinde fonksiyonlar olmalidir.

L, [0, 1] Hilbert uzaymimnin [0, 1] araliginda tiim kare integrallenebilir fonksiyonlarini
ve W3 [0,1], W2 [0,1] Hilbert uzaylarim sirasiyla agsagidaki normlarla

1 1/2 1 1/2
elhwgan = ([ lo@Pas) ([ leobar)
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1 1/2 1 1/2
H@ng[o,u_(/o rgo(x)r?dw) +(/ rwmm\?czx) |

tammmlayalim. Bu kogullar altinda (3.30) karma tipli problemi, H Hilbert uzayinda
kendine eg pozitif tanimh bir A operatorii ile tamimlanan, (3.1) lokal olmayan sinir-
deger problemine indirgenebilir.

Teorem 3.2. (3.30) lokal olmayan sinir deger probleminin ¢éziimii igin agagidaki kararhilik
kestirimleri saglanacaktir:

7%%}; oy (y, ')HLz[o,u + 7%5%1 [v(y. ')||W21[0,1] <M |:H(10HW21[0,1]

g o0 Mo+ 20, 10 b

“max oy, llwzio,y + 108 oy, M g0, + 8 1oy (0, )l 0,

< M el + 19000

+0125§1 19y (v, ')HL2[0,1] +11£(0, ')”Lzl,[o,l} + —112%};0 £y, ')HL%[O,l]] :
]

Burada M, g (y,x) (y € [0,1] ,2 € [0

), f(y,z) (y € [-1,0], 2 € [0,1]) den bagimsizdir
fakat, ayni zamanda ¢ (z) (z € [0, 1]) di

)
dir.

Bu teoremin ispat1 Teorem 3.1 ve (3.30) problemi tarafindan olugturulan operatoriin
simetri 6zelligine dayanmaktadir.

Ikinci olarak, cok boyutlu eliptik-Schrédinger denklemi igin

;

p
—Uyy + Z (aT(x)er)xr - f(yax)>0 <y< 17
r=1

= (w1, 1) €O,
p

ivy =3 (ar(@)vs,),, = 9y 2), =1 Sy <0, (3:31)
r=1

= (w1, 1) €O

v(l,z) =v(=1,2)+ p(z),xz € Q,

U(yax):()axé&—lﬁyﬁl

\

karma tipli lokal olmayan sinir-deger problemini ele alalim. Burada, €2, p-boyutlu Eu-
clidean uzayi R? de,

(x:x= (21, ,1p),0 <z, < 1,1 <k <p)
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Sve =0 U S tarafindan suurlanan bir agik birim kiiptiir. Burada, a,.(z),(z €
Q). o(x) (x € ) ve gly,2) (y € (0,1),2 € Q). f(y,2) (y € (~1,0),z € Q) ifadeleri
[0, 1] x £ de verilen diizgiin fonksiyonlar ve a,.(z) > a > 0 dir.

L, (2) Hilbert uzaymin € iizerinde tiim kare integrallanebilir fonksiyonlarin

1/2
sy =4 [+ [ V)P, --dz,
TN
ve W (ﬁ), W3 (ﬁ) uzaylarini sirasiyla agagidaki normlarla
( 1/2
p
oty = lelam + 8 [+ [ Do lon Pdoa-day

_ r=1
\ z€Q2

1/2

— r=1
z€ef)

,
p
loluzmy = lellza + 3 [+ [ 3 oua o ds,
\

tanimlayalim. (3.31) problemi diizgiin a,(z), f(y, z) ve g(y, x) fonksiyonlar: i¢in v(y, z)
bigiminde diizgiin ve tek ¢oziime sahiptir. Bu kogullar altinda (3.31) karma tipli prob-
lemi, H Hilbert uzayinda kendine es pozitif taniml bir A operatorii ile tanimlanan,
(3.1) lokal olmayan simir-deger problemine indirgenebilir.

Teorem 3.3. Asagidaki kararlilik kestirimleri

max o0y + a0 g o) <M [l (a)

g ot ey + s, 170 e |

_max oy, llwe (@) + _max oy (Y, )l @) + max [vyy(y: )Ly

<M ||QO||W22(§) + ||g(0, )||L2(§)

g ey + 10 gy + 3, 10 |

0<y<1 ~1<y<0

(3.31) lokal olmayan smir-deger probleminin ¢oztimleri igin saglanir. Burada M,

9y, x) (y €[0,1],2 €[0,1]), f(y,2) (y € [-1,0],z € [0,1]) ve ¢ (z) (z €0,1])
den bagimsizdir.

Teorem 3.3 iin ispat1 Teorem 3.1 e, (3.31) problemi tarafindan tanimlanan op-
eratoriin simetri ozelligine ve asagidaki Lo (Q) uzayinda eliptik diferensiyel problemin
¢Ozlimiiniin koersiv esitsizligine dayanmaktadir [Sobolevskii, P. E.; 1975].



Teorem 3.4. Asagidaki
P

- Z (a'f'('r)u$r)xr =w (I) RS Q7

r=1
u(x) =0,z €8S,

eliptik diferansiyel problemin ¢oziimii i¢in

P
Z Hu:r:rfcr”LQ(ﬁ) <M HWHLQ(Q)
r=1

koersiv esitsizligi saglanmaktadir.

39
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4 ELIPTIK-SCHRODINGER FARK
DENKLEMLERI

Bu béliimde, (3.1) sinir-deger problemi ile bu problemin niimerik ¢oziimleri i¢in
(=772 (Upy1 — 2up + up—1) + Ay = gi,

g =9 (t), tk =k, 1 <k <N -1,

i (u — up—1) — Aug—r = fiy fo = f(te-1), (4.1)

o= (k— 17— (N —1) <k <0,

[ UN =U-_N+ [, Uy — Up = Up — U1

birinci basamaktan dogruluklu fark semas: ve

(772 (Upy1 — 2ug + ug—1) + Aug = gr,

gk:g(tk)atk:kTalngN_17
i1 L A Auy) = = f(t
i (un =) = 5 (Awpoy + Au) = fi i = f(bey), (4.2)

1
= (D pzeso

| UN =Uu_N+ [, Uy — duq + 3ug = —3ug +4u_1 — u_o

ikinci basamaktan dogruluklu fark gsemalar1 incelenmigtir. Bilindigi gibi, H Hilbert
uzayinda kendine eg pozitif tanimlh A diferansiyel operatorlii bir lokal olmayan sinir-
deger probleminin bir degigkenli diskritizasyon (discretization) fark semalarini aragtirmak
demek, H}, Hilbert uzaylarinda h’ye (0 < h < hg) gore diizgiin kendine eg pozitif tanimh
Ay, fark operatorlii cok degiskenli diskritizasyon fark semalarini aragtirmak demektir.

Teorem 4.1. Eger ¢ € D(A) ve f(0) € D (A'?) ise, bu durumda (4.1) ve (4.2) fark
semalariin ¢ozimii igin

< —1/2 '
e Dol < 00 [l + s il o+ o |47l | 03

e[|, < M (A, (44

1/2
+_ e |AY2 fil|,, + \Jax ||gk||H:| :

1§Il?§a1\)/(,1 ”7—72 (th 1 = 2up + uk*1)||H (4.5)
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~ (ug— I
+_(Nr§g>§<k§0HT (up—we)||p + max (Al

< Ml A¢ll i + llgoll i + [l foll

+ | Jnax HT_l (gk_gkfl)HH + _(folg)ékgl ||T_1 (fk_fkfl)”H

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M katsayisi 7, gk, 1 < k < N, fp, =N <
k <0 ve ¢ den bagimsizdir.

Teorem 4.1 in ispati, Temel Teorem 3.1 e benzer bir bicimde yapilabilmekte olup,
soz konusu ispat bagka bir ¢caligmaya birakilmigtir.
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5 NUMERIK ANALIZ

Bu boliimde, fark semalarinin dogrulugunu gosteren (5.1) probleminin ¢oziimii igin
niimerik denemeler verilmistir. Genellikle, kararlilik esitsizliklerinde bulunan sabitler
icin keskin bir tahmin belirlenememektedir. Bunun i¢in, asagida verilen lokal olmayan
sinir-deger problemi i¢in niimerik ornekler

\

(Ut U =9g(tx),0<t<1,0<2 <1,

g(t,z)=e" {—2 (1—2¢%) <—f—; + ‘%2 - %) +(1- :CQ)} :

Wy + U = f(t,x), -1 <t<0,0<z<1,

flta)=e? {—Qit (—f—; + %2 _ 15_2) +(1- ;1:2)} ’ (5.1)

w(0t, ) = u(07, 2),u (07, 2) = u, (07, 2),0 <z < 1,
u(l,z) =u(-1,2),0 <z <1,

uz(t,0) =u(t,1)=0,-1<t<1

bir boyutlu eliptik-Schrodinger denklemi igin verilmistir. Bu probleme karsilik gelen
kararli birinci basamaktan dogruluklu fark semasi

( k+1 k k—1 k k k
Uy~ — 2un + Up, Upi1 — 2un + Up_q — ot
2 + hQ - g( ks xn);

Tp=nhty=kr,1<k<N-1,1<n<M-—1,

k k—1 k—1 k—1 k—1
Uy — Uy Upt1 — 2un + Up—1
— + % = f(tr-1,7n),

Ty =nhty=kr,—- N+ 1<Ek<0,1<n<M-1,

ub —ud =ud —u 1 <n<M-1,

n — Yn

u =u N 0<n< M,

n

k_ ,k ,k _ )k

dir. Burada, (5.2) fark gemasinin Ay tarafindan olusturulduguna dikkat ediniz. Boylece,
matris formundaki basit denklem sistemini elde ederiz:

AU,1+BU,+CU,_1 =Dyp,,1 <n<M-—1,
(5.3)
Uy =U, Uy = Up—1.
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— 7 | US_N -

%}VNl U;N+

ot .
. .O
gpn: 902 7Us: gsl 7S:n_17n7n+1

" s

“n :

on USN;

L 4 (2N+1)x1 | Us - (2N+1)x(1)

dir. Ayni zamanda burada,

1 l 2 1 2 2

i d
A
dir. Bu sistem, [Samarskii, A. A. ve Nikolaev, E. S.; 1989] tarafindan kullamlmigtir.
(5.3) matris denklemini ¢6zmek i¢in, iyilestirilmis Gauss yok etme yontemini kullanacagiz.
Boylece, (5.3) iin ¢oziimiini agagidaki formla aragtirmig oluruz:

Uj :ozj+1Uj+1+ﬂj+1,j:M—1,--- ,2,1, UM:O
Burada, [a;] ox 1)y @n i1y Ve [/Bj](QN-i-l)xl matrisler,
541 :—(Bn+0naj)71An,n: 1, ,M—l,

Bij1 = (B, + Cnaj)_l (Dgpj — C’nﬁj) j=1,- ,M—1
formiilleriyle tanimlanir. Burada, ay birim ve (3, sifir matrislerdir.
Ikinci olarak, Crank-Nicholson fark semasi tarafindan (5.1) problemi i¢in olugturulan
(4.2) ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi uygulanir ve agagidaki temel formiil

—3u (0) + 4u (h) — u (2h)
2h

— 4 (0) = O (?)

kullanirsa,

A k k-1 ko ok k
Uy, - 2un + Uy, un-l—l 2un + Up_1

2 + 2

T h

= g(tkv xn)7

Tp=nht,=kr,1<k<N-11<n<M-—1,

k k—1 k—1 k—1

k k k k—1
Uy, — Uy, Upi1 — 2un + Up_1 Upy1 — 2un +u

n—1 _ T
[/ - 252 + 2)2 - f(tk 27$n)7 (54)

Tp=nhtr=kr,—- N+ 1<Ek<0,1<n<M-—1,

—u? +4ul —3ud = 3ud —4du ' +u 21 <n<M-—1,

n n

k_ .,k ,k _ k
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fark semasi elde edilir. Boylece, matris formundaki denklem sistemini elde ederiz:
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N - [ U7 T
(’07\/]11 U,
P T
0
Oy = @0 yUs = gsl ,s=n—1nn+1
1 s
“n :
L n 4 (@2N+1)x1 UN
L s dev+yx)
dir. Ayrica burada,
1 b 1 7 1
a = —— = — C= —— -
2h2’ h?’ T h?
i1, 122
vl b e

dir. Bu fark denklemini ¢bzmek igin, iyilestirilmis Gauss yok etme metoduna bagvurduk.
Boylece, (5.3) sisteminin ¢6ziimiini agagidaki formda arariz:

Uj=a;Ujp1 + B4, =M —=1,---,2,1, upr = 0.
Burada, [a;] ox 1)y @ni1) Ve [’81](2N+1)x1 matrisleri,

Qjr1 = —(Bn—i-C'naj)_lAn,n: 1+ M —1,

Bis1 = (Ba+Cray) ™ (Dp; — CpB;) ,j =1, M —1

formiilleriyle tanimlanir. Burada, a; birim ve (3 sifir matrislerdir.

Simdi, hata analizi yapilacaktir. Niimerik ¢oziimlerin,

M—1 1/2
(Z ’u (tg, ) — u,’fb|2 h)
n=1

ile hesaplanan kargilagtirma hatalar1 farkli N ve M degerleri ile kaydedilir. Burada,
u(ty, z,) kesin ¢oziimii temsil ederken, u* da (¢, ,) deki niimerik ¢oziimii temsil
eder. Agagidaki sonuglar, Tablo 1'de yer alan niimerik sonuclarin kargilagtirilmasi icin
kaydedilir.

Exy

max
1<k<N-1

Tablo 1
Fark semalarinin yaklagim ¢oztimleri i¢in karsilagtirilma hatalari

Yontem N=M=10 N=M=20 N=M=40 N=M=80 N=M=160
Fark semasi (5.2) 0.0391 0.0186 0.0091 0.0045 0.0022
Fark gsemasi (5.4) 0.0063 0.0015  3.7469 x 10~* 9.2717 x 107° 2.3058 x 10~°
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Sonug olarak, ikinci basamaktan dogruluklu fark semalari, birinci basamaktan dogruluklu
fark semalarindan daha dogrulukludur. Diger ntimerik yontemlerle kiyasladigimizda,
kullandigimiz yontem, zamanin ag basamak biiytikliigii ve uzay degiskenleri arasindaki
iligkiye bagh degildir. ([Ciment, M., Leventhal, S. H., 1978], [Twizell, E. H., 1979], [Lax,
P. D., Wendroff, B., 1964], [Mohanty, R. K., Jain, M. K., George, K., 1996, [Piskarev,
S., 1989], [Piskarev, S. 1., 1984]).
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6 BULGULAR

6.1 HATA ANALIZI

Simdi, sayisal sonuglar verilecektir. Eliptik-Schrodinger denklemi igin (5.1) problemini
ele alahm. Burada, (5.1) probleminin yaklagik ¢oziimiine birinci ve ikinci basamaktan
dogruluklu fark semalarinin 7 = 30 ve h = 30 degerleri i¢in bakilmigtir. Kesin ve sayisal
¢oziimler Sekil 6.1.; Qekil 6.2. ve Sekil 6.3. ile verilmistir.

KESIN COZ0M
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Figure 1.1: Sekil 6.1.



BIRINC] BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SEMASI

Figure 1.2: Sekil 6.2.

KINCT BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SEMAS
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Figure 1.3: Sekil 6.3.

49



20

7 SONUCLAR VE ONERILER

Bu galismada eliptik-Schrodinger denklemleri igin lokal olmayan sinir-deger problem-
lerinin kararhiligi incelenmistir. Caligma sonucunda agagidaki 6zgiin sonuglar elde edilmistir:

e Hilbert uzayinda eliptik-Schrédinger denkleminin lokal olmayan sinir-deger prob-
lemlerinin ¢oztimii i¢in kararlilik kestirimleri iizerindeki temel teorem ispatlanmistir,

eliptik-Schrodinger denklemlerinin lokal olmayan sinir-deger problemlerinin ¢oztimi
i¢in kararlilik kestirimlerindeki teoremler elde edilmistir,

eliptik-Schrodinger denklemlerinin lokal olmayan sinir-deger problemlerinin yaklagik
¢Oziimil i¢in birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar: sunulmustur,

eliptik-Schrodinger denklemlerinin lokal olmayan sinir-deger problemlerinin yaklagik
¢oziimi i¢in kurulan birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalarinin
yaklagik ¢oziimleri i¢in kararlilik kestirimlerindeki temel teorem verilmistir,

bu fark semalarinin teorik ifadeleri sayisal denemelerle desteklenmigtir,

caligmanin bir kismi uluslararas: bir konferansta tam metin bildiri olarak sozlii
olarak sunulmustur,

caligmanin diger kisimlarindan uluslararas: ve indeksli dergilerde basilmig 2 adet
yayin elde edilmistir.

Bu calismadan ilham alinarak,

d?u

——y tAu(t) =g(t) (0<t<1),

i —Au(t) = f(t) (-1<t<0),

N

u(l) =) au(-1)+g,

J=1

[ 0<q; <1,1<j<N

H Hilbert uzaymdaki pozitif tanimli kendine es A operatorii ile karma tipli difer-
ansiyel denklemin ¢ok noktali lokal olmayan sinir-deger problemi i¢in kapsamli bir
caligma yapilabilir.
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9 EKLER

EK-1. ALGORITMA

1
1. Adim: 7 = N ve h = i olarak al.

2. Adim: Birinci dereceden dogruluklu fark semasini kullan ve matris formunda
yaz.

AU,1+BU,+CU,.1 =Dyp,, 1 <n<M-1
3. Adim: A, B,C ve D matrislerinin girdilerini belirle.
4. Adim: a4, 3, i bul.
5. Adim: 41,3, i hesapla.

6. Adm: U, i¢cin n=M—1,---,1,0 U, = apUpp1 +B, . ,n=M—-1,---,2,1
formiiltinti kullanarak hesapla.

EK-2. BIRINCI BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SEMASI ICIN
MATLAB PROGRAMI

function [table,es,p]=rothermethod(N,M)
close; close;
if nargin<1; N=30 ; M=30 ;end;
tau=1/N; h=1/M;
A=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1; A(i,i-1)=1/(h"2); end; %schodinger asil kdgegen agagist
for i=N+2:2*N; A(i,i)=1/(h"2); end; %eliptik asil kdsegen
B=zeros(2*N+1,2*N+1);

B(1,1)=-1;

B(1,2*N+1)=1;

for i=1:N; B(i+1,i)=(-complex(0,1)/tau)-(2/h"2); end; %schédinger asil kogegen
agagisl

for i=2:N+1; B(i,i
for i=N+2:2*N; B
for i=N+2:2*N; B
for i=N+2:2*N; B
B(2*N+1,N)=1;

B(2*N+1,N+1)=-2;

=complex(0,1)/tau; end; %schodinger asil kogegen
1,1)=(-2/(tau"2))-(2/(h"2)); end; %eliptik asil kogegen
1,i+1)=1/(tau"2); end; %eliptik asil kogegen yukarisi

1,i-1)=1/(tau"2); end; %eliptik asil kogegen agagisi



B(2*N+1,N+2)=1;

C=A;

for i=1:2*N+1; D(i,i)=1; end ;

for s=2:M; x=(s-1)*h;

fii(1,s:5)=0;

%ofii(1,s:8)=4*((x"2)-1)*((x"2)-5);
fii(2*N+1,s:8)=0;

for k=2:N+1; t=(-N+k-1)*tau ;

fii(k,s:8) =g(t,x); end;

for k=N+2:2*N; t=(-N+k-1)*tau+tau;
fii(k,s:8) =f(t,x); end;

end;

[=eye(2*N+1);

alpha(1:2*N+1,1:2¥N+1,2:2) = 1*[;
betha(2*N+1,2:2)=0;

for j=2:M;
alpha(:,:,j4+1:j+1)=-inv(B+C*alpha(:,:,j:j) ) *A;
betha(:,j+1:j4+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(D*(fii(:,j:j) )-(C*betha(:,j:j)));

end;

U(1:2*N+1,1:2*N+1)=nan;

U(:,M+1:M+1)=0;

for z = M:-1:2 ;

U(:,z:z) = alpha(:,:,z+1:z4+1)* U(:,z+1:z4+1)+betha(:,z+1:z+1);

end;

U(:,1:1)=U¢(:,2:2);

U;

for z = 1:M+1;

p(:,2:2)=U(:,2:2);

end;

"EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;
for q=1:M+1;

for v=1:2*N+1;
t=(-N+v-1)*tau;
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x=(q-1)*h; %exact solution on grid points,

es(v,q) = exact(t,x);

end;

end;

%% % %% %% % % % % % %% N ERROR. ANALY SIS%% % % % % % %% % % %
ftfl=abs(es-p);

fmatl=abs(ftfl);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3.”(1/2);

sumerror2=max(fmat4)

maxerror2=max(max(abs(es-p)))

maxes=max(max(es));

maxapp=max(max(p));

%% %% % %% % % %% % % %% GRAPH OF THE SOLUTION %% % %% % % %% % %%
figure;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m);

hold;

surf(es) ; rotatedd ;axis tight;

titleCKESIN COZUM");

figure ;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m);

hold;

surf(p) ; rotate3d ;axis tight;

title('BIRINCI BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SEMAST);
%% %% % % % % % % %% END GRAPH %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %%%%%%%%%%%
function estx=exact(t,x);
estx=exp(-(°2))*((5/12)+((x"2)/2)-((x"4)/12));

function ftx=f(t,x);
frxmexp(-(12))*((4%(6°2)-2)%((-5/12)+ (' 2)/2)-((x4)/12))+ (1-(x2);
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function gtx=g(t,x);

gix=exp(-(t"2))*((-2*complex(0,1)*(t))*((-5/12)+((x"2)/2)-((x"4)/12))+(1-(x"2)));

EK-3. ALGORITMA

1. Adim: 7 = N ve h = i olarak al.

2. Adim: Birinci dereceden dogruluklu fark gsemasini kullan ve matris formunda
yaz.

AUp1 +BU, +CU,—1 =Dyp,,, 1 <n<M-1
3. Adim: A, B,C ve D matrislerinin girdilerini belirle.
4. Adim: o4, i bul.
5. Adim: 41, 3, 1 hesapla.

6. Adm: U, icin n=M—1,---,1,0 U, = apiUpp1 +B, . ,n=M—-1,---,2/1
formiiliinii kullanarak hesapla.

EK-4. IKINCI BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SEMASI ICIN
MATLAB PROGRAMI

function [table,es,p]=rothermethod(N,M)
close; close;
if nargin<1; N=30 ; M=30 ;end;
tau=1/N; h=1/M;
A=zeros(2*N+1,2*N+1);
for i=2:N+1; A(i,i-1)=1/(2*h"2); end; %schrodinger asil kogsegen agagis
for i=2:N+1; A(i,i)=1/(2*h"2); end; %schrodinger asil kogegen
for i=N+2:2*N; A(i,i)=1/(h"2); end; % %eliptik asil kogegen
B=zeros(2*N+1,2*N+1);
B(1,1)=-1;
B(1,2*N+1)=1;

for i=1:N; B(i+1,i)=(-complex(0,1)/tau)-(1/h"2); end; %schrédinger asil kdgegen
agagisl

for i=2:N+1; B(i,i)=(complex(0,1)/tau)-(1/h"2); end; %schrodinger asil kosegen
for i=N+2:2*N; B(i,i)=(-2/(tau"2))-(2/(h"2)); end; %eliptik asil kdgegen

for i=N+2:2*N; B(i,i+1)=1/(tau"2); end; %eliptik asil kdgegen yukarisi

for i=N+1:2*N-1; B(i+1,i)=1/(tau"2); end; %eliptik asil kdgegen agagisi
B(2*N+1,N-2)=1;



B(2*N+1,N-1)=4;
B(2*N+1,N)=6;
B(2*N+1,N+1)=-4;
B(2*N+1,N+2)=1;
C=A;

for i=1:2*N+1; D(i,i)=1; end ;

for s=2:M; x=(s-1)*h;

fii(1,s:8)=0;

%fii(1,8:8)=4*((x"2)-1)*((x"2)-5);

fii(2*N+1,s:8)=0;

for k=2:N+1; t=(-N+k-1)*tau-tau/2; fii(k,s:s) =g(t,x); end; %schrodinger
for k=N+2:2*N; t=(-N+k-1)*tau; fii(k,s:s) =f(t,x); end; %elliptic

end;

[=eye(2*N+1);

alpha(1:2*N+1,1:2*N+1,2:2) = 1*1;

betha(2*N+1,2:2)=0;

for j=2:M,

alpha(:,:,j4+1:j+1)=-inv(B+C*alpha(:,:,j:j) ) *A;
betha(:,j+1:j4+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(D*(fii(:,j:j) )-(C*betha(:,j:j)));

end;

U(1:2*N+1,1:2*N+1)=nan;
U(:,M+1:M+1)=0;

for z = M:-1:2

U(:,z:z) = alpha(:,;,z4+1:24+1)* U(:,z4+1:z+1)+betha(:,z+1:2+1);
end;

U(:,1:1)=U(:,2:2);

U;

for z = 1:M+1;

p(:,2:2)=U(:,2:2);

end;

"EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;
for qg=1:M+1;

for v=1:2*N+1;

o8
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t=(-N+4v-1)*tau;

x=(q-1)*h; %exact solution on grid points,

es(v,q) = exact(t,x);

end;

end;

%% %% % %% % % %% % % %% ERROR. AN ALY SIS % % %% % %% % % %% %
ftfl=abs(es-p);

fmatl=abs(ftfl);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3." (1/2);

sumerror2=max(fmat4)

maxerror2=max(max(abs(es-p)))

maxes=max(max(es));

maxapp=max(max(p));

%% %% % %% % % %% % % %% GRAPH OF THE SOLUTION %% % %% % % %% % %%
figure;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m);

hold;

surf(es) ; rotate3d ;axis tight;

titleCKESIN COZUM’);

figure ;

m(1,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf(m);

hold;

surf(p) ; rotate3d ;axis tight;

titleCTKINCI BASAMAKTAN DOGRULUKLU FARK SEMASD);
%% % %%%% % % % %% END GRAPH %% %% % % % % %% % % % % % %% % % % % % % %% % % % % %
function estx=exact(t,x);
estx=exp(-(t72))*((-5/12)+((x"2)/2)-((x"4)/12));

function ftx=f(t,x);
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ftx=exp(-(t72))*((4%(t72)-2)*((-5/12)+((x"2) /2)-((x"4)/12))+(1-(x"2)));
function gtx=g(t,x);

gx=exp(-(t"2))*((-2*complex(0,1)*(t))*((-5/12)+((x"2)/2)-((x"4)/12))+(1-(x"2)));
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