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SIMGELER VE KISALTMALAR

B, n. balans sayisi

I Birim matris

BY n. k-balans sayisi

b, n. cobalans sayisi
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Ko Kompanion-tetranacci say1 dizisi
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C Karmasik sayilar

U, Lucas tamsay1 dizisi

Ch n. Lucas-balans sayisi

Cn n. Lucas-cobalans sayisi

ck n. k-Lucas balans sayisi

C,f n. k-Lucas cobalans sayilari
H Matris normu
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Toeplitz matris

Tridiagonal matris

Tetranacci say1 dizisi



OZET

FARKLI BASAMAKTAN TAMSAYI DiZiLERI iLE
TANIMLI OZEL MATRISLERIN OZELLIKLERI

Elif ARDIYOK
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Arzu OZKOC
Subat 2016, 60 sayfa

Bu tez ¢alismasinda ikinci basamaktan tamsayi dizileri olan Lucas ve kompanion-Lucas
tamsay1 dizileri ile tanimli circulant, negacyclic ve semicirculant matrisler i¢in matris
normlar1 olan Euclidean norm, spektral norm, 1-norm ve sonsuz norm elde edilmistir.
Daha sonra bu matrisler i¢in 6zdegerler ve determinantlar bulunmustur. Benzer sonuglar
tetranacci ve kompanion-tetranacci tamsayi dizileri i¢in elde edilmis yani dordiinci
basamaktan tamsay1 dizilerine genisletilmistir. Son olarak k —balans sayilar ile iliskili
olacak sekilde tanimlanan, k parametresine bagli tridiagonal matris aileleri ele

almmustir. Chebyshev polinomlarindan yararlanarak By, (k) tridiagonal matris ailesi
i¢in 6zdeger ve determinant, kofaktor matrisinden yararlanarak da W, (k) tridiagonal
matris ailesinin tersleri k —balans sayilarina bagli olarak verilmistir.

Anahtar sozciikler: Tamsay: dizileri, Circulant matrisler, Matris normlari, Ozdeger,
Determinant, k —balans sayilari



ABSTRACT

CHARACTERISTICS OF SPECIAL MATRICES WHICH IS DEFINED BY
INTEGER SEQUENCES WITH DIFFERENT STEP

Elif ARDIYOK
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Arzu OZKOC
February 2016, 60 pages

In this work we are considered the norm of matrices as Euclidean norm, spektral norm,
1-norm and infinity norm which is defined by Lucas and companion-Lucas sequences
with second step integer sequences. After that eigenvalues and determinants are found
for these matrices. Same results are obtained for tetranacci and companion-tetranacci
integer sequences so these results have been expanded to the fourth step. Finally, the
family of tridiagonal matrix are investigated which is connected parameter k related to

be defined k —balancing numbers. For the family of tridiagonal matrice B, (k),

eigenvalues and determinants are given by using Chebyshev polinomials, also inverse of
tridiagonal matrix family W, (k) is given related to k —balancing numbers benefit from

cofactor matrix.

Keywords: Integer sequences, Circulant matrices, Norms of matrices, Eigenvalues,
Determinants, k —balancing numbers



EXTENDED ABSTRACT

CHARACTERISTICS OF SPECIAL MATRICES WHICH IS DEFINED BY
INTEGER SEQUENCES WITH DIFFERENT STEP

Elif ARDIYOK
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Arzu OZKOC
February 2016, 60 pages

1. INTRODUCTION:

There are some results concerning integer sequences and matrices in the literature. To
combine these two issues, we create by selecting the elements of the matrix in terms of
the number of integer sequences. Thus, new results to integer sequences can be obtained
with matrix application in terms of integer sequences.

In this thesis, there are five chapters. In the first chapter, a brief introduction is made. In
the second chapter, some preliminary informations are given. In the third chapter, we
are considered some special matrices which is defined by Lucas and companion-Lucas
sequences with second step integer sequences. We can be deduced the norms of
matrices as euclidean norm, spectral norm, 1-norm and infinity norm and also
eigenvalues and determinant. In the fourth chapter, Tetranacci numbers are worked
which is the number of digits of the integer sequences. Similar results are found for
tetranacci and companion-tetranacci sequences which is the fourth step integer
sequences. In the fifth chapter, depending on parameter k, two different families of

tridiagonal matrix which are to be associated with k —balancing numbers are examined.



2. MATERIAL AND METHODS:

Firstly, the results concerning of that subject are investigated which has no results that
have been observed. Then, the results which can be deduced with the application of
special matrix explored, then cases are examined by the two concepts are combined.
The sums of first n—terms and Binet formulas can help to be the results for integer

sequences. Also eigenvalues and determinant formulas are used for matrices.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

The following results are obtained:

i) For n>2, Lucas sequences U, and companion-Lucas sequences V, are

investigated and the sums of first n—terms are obtained for U, and V, .

i) Moreover we study some special matrices which is defined by Lucas and
companion-Lucas sequences. Then we calculate the norms of matrices as
Euclidean norm, spectral norm, 1-norm and infinity norm and also

eigenvalues and determinants.

iii) Results are obtained by the terms of U, and V, of companion matrix powers
are given.

iv) Tetranacci M, and companion-tetranacci sequences K, are examined and the
difference between the general terms are found for the matrices.

v) Similarly circulant ve negacyclic matrices which is defined by M, and K are

discussed and the norms of these matrices are obtained.
vi) k—balancing numbers and different forms of k —balancing numbers are

described in order to obtain the tridiagonal matrices B, (k) and W, (k)
which is in type nxn and depending on the parameter k.
vii) Eigenvalues and determinants are found for the tridiagonal matrices B, (k)

benefiting from the Chebyshev polynomials.

viii) Taking advantage of the cofactor matrix C,4(k), we find the inverse of the

family of tridiagonal matrix W, (k) including k — balancing numbers.



4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

The main purpose of this thesis is to obtain matrices which is defined with integer
sequences that are not used in the literature previously and to find their eigenvalues,
determinants and matrix norms which is matrix applications. In addition, tridiagonal
matrix which is the other matrix groups, to relate the number of k —balancing numbers.
In this case, the theory of numbers commonly used to describe the application of some

special matrices with integer sequences is the main aim of the thesis.



1.GIRIS

Tamsayi dizileri ve matrislerin her ne kadar birbirinden farkli uygulama alanlar1 olsa da
bu iki kavram birgok makale ve tez ¢alismasinda bir arada kullanilmistir. Ornegin [1, 2]
caligmalarinda 6zel matrisler olan circulant, negacyclic matrislerin elemanlar1 tamsay1
dizileri olarak secilmek suretiyle matrisin uygulamalar1 kapsaminda matrisin
Ozdegerleri, determinantlari, matris normlar1 ki bu normlar; euclidean norm, spektral
norm, 1-norm ve sonsuz normlari, elde edilebilmektedir. Bundan baska kompanion
matrisin kuvvetleri de tamsayr dizisinin terimleri cinsinden elde edilebilmektedir.
Ayrica diger bir matris ¢esidi olan tridiagonal matrisleri i¢inde [3] c¢alismasinda
genellestirilmis K — Fibonacci sayilari i¢in bu matris ¢esidi i¢in olusturulan farkli matris
uygulamalarinin Chebyshev polinomlarindan ve Kofaktér matristen Yararlanarak
bulundugu gozlemlenmektedir.

Bu tez ¢aligmasinin amaci, literatiirde daha 6nce kullanilmamis olan tamsay1 dizileri ile
tamiml1 circulant, negacyclic ve semicirculant matrisler olusturulup bunlarin
uygulamalar1 olan 6zdeger, determinant, matris normlarin1 elde etmektir. Calisma
boyunca ikinci basamaktan ve dordiincii basamaktan tamsay1 dizileri i¢in sonuglar elde
edilmistir. Ayn1 zamanda diger bir matris grubu olan tridiagonal matrisleri, k —balans
sayilart ile iliskilendirmek diger bir amagtir. Bu durumda sayilar teorisinde sikca
kullanilan tamsay dizileri ile 6zel baz1 matrislerin uygulamalarini agiklamak tezin esas

amacidir.



2.KURAMSAL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismanin ileriki boliimlerinde kullanilacak olan tamsayi dizileri, bazi 6zel
matris ¢esitleri olan circulant, negacyclic, semicirculant, kompanion ve tridiagonal
matrisler ve matris normlari ile ilgili temel kavramlara, notasyonlara ve teoremlere yer

verilmistir.

2.1 TAMSAYI DiZiLERIi

Tamsay dizileri, ilk olarak meshur bir tamsay1 dizisi olan Fibonacci tamsay1 dizisi ile
ortaya cikmistir. Diziye adini veren italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci (1170-
1250), matematigi araplardan alip Avrupa’ya tanitan kisi olup orta ¢cagin en yetenekli
matematik¢ilerinden biridir. Fibonacci ‘Liber Abaci’ isimli kitabinda kapali bir
ortamdaki bir tavsan ailesinin artisini su problemle aktarmistir: Biri erkek biri disi bir
cift tavsanimiz var, bir aylikken ¢cok gen¢ olduklarindan iireyemiyorlar, ama ikinci ayin
sonunda erginlesip liremeye basliyorlar. Her ay ergen her ¢iftin biri erkek biri disi
olmak lizere yeni bir ¢ift lirettigini ve hi¢ 6lmediklerini varsayilsin. Tavsanlar bu sekilde
iiremeye devam ederlerse bir yilin sonunda ka¢ ¢ift tavsanimiz olur? Sorunun
genellestirilmis hali, n ay sonra kag¢ ¢ift tavsaniniz olur? Birinci ay 1 ¢ift, ikinci ay
tireyemediklerinden yine 1 ¢ift ve iiglincii ay 2 ¢ift ve bu sekilde devam edilirse her
ayda kag cift tavsan oldugunu hesaplamak ayn1 zamanda 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, 144, --- dizisini hesaplamaktir. Burada tiglincii terimden itibaren her say1 kendinden

onceki iki sayinin toplamina esittir. F,, n. aydaki ¢ift sayisi ve F,;, (n+1). aydaki gift

sayist olmak tizere, (n+ 2).aydaki cift sayis1 F,,, = F,; + F, seklindedir. [4].

Buna gore, Fibonacci dizisi, ilk iki terimi haricinde diger tiim terimleri arasinda
kendisinden hemen 6nce gelen ilk iki terimin toplami olarak ifade edilebilen, baslangi¢
degerleri F; =0, F, =1olanve n>2 icin

Fo=F.1+F
indirgeme bagimtisi ile tanimlanan dizidir. Dizinin terimleri arasinda bir¢ok cebirsel

bagint1 bulunmaktadir, bunlardan bazilar1 asagidaki gibidir:



Fon =3F0 . —Fons

I:nz + Fn2+2k+l = FacaFon.ac

Z(Fn4 + Fn4+l + Fntz) = (Fn2 + Fn2+l + Fn2+2)2
FiFrs—Fre = (D)™ F,,

n' n+3
2 2
I:n+2 - I:n+1 - Fn Fn+3'

Ayrica bu dizinin ardigik iki teriminin oraninin limiti altin orana yakinsar, yani

N 1++/5
lim 22 =""—

nN—o0 Fn

=1.6180339887 - -

dir.

Fibonacci sayi1 dizisinden bagka bir diger 6nemli say1 dizisi ise Lucas say1 dizisidir. Bu
dizinin baslangi¢ terimleri L, =2, Ly =1 olup genel terimi n > 2 i¢in
I—n = Ln—l + Ln—2

seklindedir.

Bu iki tamsay1 dizisinden baska 6nemli iki tamsay1 dizisi Pell ve Pell-Lucas tamsay1
dizileridir. Bu iki tamsay1 dizisinin baglangi¢ terimleri P, =0,P, =1 ve Q, =2,Q, =2
olup genel terimleri n> 2 igin

P,=2P_;+P,_, ve Q,=20Q,,+Q,

seklinde tanimlanmaktadir.

Yukarida ele alinan tiim tamsay: dizileri, p ve q, p®-4q>0 6zelliginde iki tamsay
olmak iizere baslangi¢ degerleri U, =0,U, =1, V, =2,V, = p ve genel terimleri n>2
i¢in
U, =U,(p,a)=pUyy-qU,, ve V, =V,(p,a4)= pVos—aVis
olarak tanimlanan U, veV, tamsayi dizilerinin 6zel halleridir. Gergekten de
u,=u,4-)=F,, U,=U,(2,-)=PR,,
V,=V,4-)=L,, V,=V,(2-)=Q,
dir. Bu tamsayi dizilerin karakteristik denklemi
x? - px+q=0

olup bu denklemin kokleri



p—+p*—4q

2_
a=p+— “z4q ve IB= >

dir ( p? —4q # 0 alinmasinin sebebi, denklemin farkl iki kokiiniin olmasi istendigi igin).

Bu diziler i¢in Binet (Jacques Phillipe Marie Binet, 1786-1856) formiilleri

n n
a p—
U, = P ve V,=a"+ "
a_

dir [5].
Karakteristik denklemin koklerinin n. kuvvetlerinin toplami ve farki sirasiyla
a"+pB"=U p’-4q+(p—+p°—-4q)"2"" (2.1.1)
a" - p"=U,p’ -4q (2.1.2)

dir. Bu iki tamsay1 dizisi arasindaki bir ¢ok cebirsel bagint1 olup bunlardan bazilari

U2n :UnVn
V2n =Vnz _an
Us, =U, (V7 -q")=U,((p* —4q)U; +3q") (2.1.3)

V3n =Vn (Vn2 _3qn)
V72— (p*-4qU}=4q"

dir [4].

Son zamanlarda tamsay: dizilerinde ortaya ¢ikan diger onemli bir tamsay1 dizisi de
balans tamsay1 dizisidir. r pozitif bir tamsay1 olmak iizere

1+42+--+(N=-D=Mn+D)+(n+2)+---+(N+T) (2.1.4)
esitligini gergekleyen pozitif n tam sayisina balans sayisi denir. Burada r sayisina n nin
dengeleyicisi (veya cobalans sayist) denir. 6, 35, 204, 1189 ve 6930 birer balans sayisi
olup bu sayilara karsilik gelen cobalans sayilari sirasiyla 2, 14, 84, 492 ve 2870 dir.

(2.1.4) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa

(n—Dn _ e+ r(r+1)

elde edilir. Bu son esitlik r ve n ye gore ¢oziiliirse

r_—(2n+l)+\/8n2+1 ve n_2r+1+\/8r2+8r+1

2 2

(2.1.5)

elde edilir.



Balans sayilari B, ve cobalans sayilari b, ile gosterilirse bu sayilarin baglangic
terimleri B, =1, B, =6 ve b, =0, b, =2 olup genel terimleri n>2 igin sirasiyla

B 6Bn - Bn—l ve bn+1 == 6bn - bn—l + 2

ne =
seklindedir. Balans sayilarinin karakteristik denklemi
x? —6x+1=0
olup bu denklemin kokleri
y=3+~/8 ve §=3-+/8

dir. (2.1.5) esitligine dikkat edilirse, B, balans ve b, cobalans sayilari igin 8BZ +1 ve

8b2 +8b,, +1 nin birer tam kare oldugu goriiliir. Dolay1styla

C,=+8B2+1 Ve c, =+/802 +8b, +1

birer tamsay1 olup bu sayilara sirasiyla n. Lucas-balans ve n. Lucas-cobalans sayilari

denir. Balans sayilarinin terimleri arasinda asagidaki gibi cebirsel bagintilar vardir.

Teorem 2.1.1 Her bir n>1 tamsayisi i¢in
B...Bry =(B, +1)(B, -1
B, = BBy —B1Bnys
Bon = Br? - Bril
Bsnia =By (Bnia —Bya)
dir [6].

Teorem 2.1.2 B, balans say1 i¢in

Bl+BZ +---+ Bzm_]_:BnZ,]
B, +B,+---+By, =B,Bna

Bl+ BZ teet BZm = Bm(BmBm+1)
dir [6].

y =3+ /8 ve §=3-+/8 olmak iizere balans sayilar1 i¢in Binet formiilii

n_ en
B, =/ 2
y—0

dir. Pell sayilarinin karakteristik denkleminin kokleri olan o =1+ J2 ve p —1-42

sayilar1 igin

10



a’?=3+2\2=y ve p2=3-22=¢
oldugundan balans sayilarinin Binet formiilii & ve £ ya bagli olarak
42
seklinde de verilebilir. Boylece balans ve Pell sayilart arasinda bir iliski kurulmus olur.

Diger balans sayilarinin Binet formiilleri de sirasiyla

2n-1 _ p2n-1 2n 2n
bn :%_l, Cn :MVE Cn - @
2 2 2 2

seklindedir.

Tanmm 2.1.3 x=cosé@ olmak lizere

(i) T,(x) =cosn@ seklinde taniml1 n. derece polinoma 1. tiir Chebyshev polinomu denir.

Buna gore, 1. tiir Chebyshev polinomlari
To(x) =1
T.(x) =x
T,(x)=2x* -1
T,(x) = 4x% - 3x

seklinde olup n>2igin

Ty (%) = 2xT;, 1 () =Ty (X) (2.1.6)
dir. Ustelik bu polinomlar
1 -
1 2x 1
1 2x
. 1
i 1 2x|

seklindeki nxn tipinde matrisin determinant1 olarak da elde edilebilir.

sin(n+1)6
sin@

(i) U, (x)=

olarak tanmimlanan n. derece polinomlara ise 2. tiir Chebyshev

polinomu denir. Buna gore, 2. tiir Chebyshev polinomlar1 da

11



Uy(x)=1
U, (x) =2x
U, (x)=4x* -1
U,(x) =8x% —4x

seklinde olup n>2i¢in
U, (%) =2XU 5 () Uy (0 (2.1.7)

dir. Yine bu tiir polinomlar da

2x 1
1 2x 1
1 2x
. 1
1 2x

seklindeki nxn tipinde matrisin determinanti olarak elde edilebilir. Bu iki tiir
Chebyshev polinomlar1 arasindaki cebirsel bagintilardan bazilari

2T, () =U,(x)-U,,(x)

T,(X)=U, (x)—xU, ,(X)

T () =xT, (X)-(1-x)U,_,(X) (2.1.8)

U, (x)=2D"T,(x), n tekiken

jtek

U, (x)=2)_T,(x)—1, niftiken
jeift

dir [7, 8].

2.2. OZEL MATRIiSLER

Tamim 2.2.1 A= (g;), nxn tipinde karesel bir matris olsun.

(i) A nin kosegeni a,;,a,,---,a,, elemanlarindan olusur ve bu kdsegen elemanlarinin

toplamina A nin izi denir ve iz (A) olarak ifade edilir. Buna gore
n
iz (A)=ay +ay ++a, = .4
i=L

dir.

12



(i1) A matrisinde i. satir ve j. siitunu ¢ikartilirsa geriye kalan (n—21)x(n—21) lik matrisin
determinantina A nin @;; elemaninin mindrii denir ve det(M;) ile gosterilir. a;; nin

Aj = (_1)i+j det(Mij)
bigimindeki igaretli mindriine ise a; nin kofaktorii denir. A; kofaktdrlerinden olusan
matrise C kofaktor matrisi denir.

(iif) A matrisinde a;; elemanlar yerine bu elemanlara karsilik gelen A; kofaktorleri

yazilarak elde edilen matrisin devrigine A nin ek matrisi (adjointi) denir ve adj(A) ile

gosterilir.

(iv) A matrisinin kofaktor matrisi C olmak iizere A matrisinin determinanti
det(A) = ,Z:‘ A Ci,
seklinde ifade edilir. Ustelik A matrisini tersi
At=—L adjay=—L ¢
det(A) det(A)

bulunur.

(V) A nin determinanti, herhangi bir satirin elemanlarinin kendilerine ait kofaktorlerle

carpilip toplanmasina esit, yani

det(A) = ay Ay +a;, Ay +. & A, = Zaij Aij
j=L

n
det(A) =ayjAj + A+t ag Ay = Zlaiinj
j=

dir. det(A) icin yukaridaki bigimler sirasiyla, A nin determinantinin i. satir ve j. kolon

i¢in Laplace agilimlari olarak adlandirilir.

(vi) A matrisinin 6zdegerleri 4;, i=12,---,n i¢in A nin dagilimi S(A) = rr}?x |4 — 41

dir. Ustelik s(A) < \/2||A||2E —%|iz( A dir.

Yardimer Teorem 2.2.2 A= (a;), nxn tipinde bir matris olsun. Eger A reel degerli ve

normal ise s(A)>(1/(n-1))

2.8

i#]

dir ve eger A hermitian ise s(A) 22ma_x‘aij‘ dir [9].
1#]
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Simdi daha sonraki boliimlerde kullanilacak 6zel matrisler ve bu matrislerin belli

siniflar1 tanitilacaktir.

Tanim 2.2.3 (i) Elemanlar1 kompleks veya reel sayilardan olusan ve
T({)= (ti—j)in,j=0

bi¢iminde tanimlanan matrise toeplitz matrisi denir. Buna gore, bir toeplitz matris

t0 tl t2 tn—2 tn—1
t—1 t0 t1 tn—3 n-2
T(t)= :
1:27n t3fn t47n tO tl
_tl—n tZ—n t3—n t—l t0 B

seklinde yazilabilir. Goriildigii gibi bir toeplitz matrisinin elemanlar1 esas kosegene
paralel kosegenler boyunca sabittir. Dolayisiyla bir toeplitz matrisini, matrisin ilk satir

vektord ile ilk stitun vektorii temsil eder denilebilir.

(i) C(c)=(c;), c; €M olmak iizere, elemanlar1 j—i=k(modn) seklinde tammli nxn
tipinde matrise circulant(dairesel) matris denir ve
C(c) =circ(cy,C,-0+,Coy)

seklinde gosterilir. Buna gore bir circulant matris

¢, € C .. C.,
c., ¢ ¢ ... C.,

Cle)=|Crz Coz Co - Cpg
R

bigimindedir. Genel anlamda nxn tipinde bir circulant matris n elemanli bir vektor ile
temsil edilir ve bu matrisin ilk satirin1 olusturur. Boylece takip eden satirlar 6nceki
satirin son elemanini basa alarak devam eder. Bir circulant matrisin kdsegeni lizerindeki
elemanlart ile kdsegene paralel olan ¢izgiler iizerindeki elemanlar1 aynmidir. (Circulant
matrisler, matematik literatiiriinde ilk kez 1846 yilinda E. Catalan’in ¢aligmasinda
karsimiza c¢ikmaktadir. O yillardan giinlimiize kadar matematigin bir¢ok dalinda ve
fizikte uygulama alanina sahip olan circulant matrisler hakkinda birgok c¢alismalar

yapilmistir. Toeplitz matrislerinde oldugu gibi circulant matrislerde de esas kosegene
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paralel kosegenler boyunca elemanlar esittir. Circulant matrisler birer toeplitz matris
iken tersi dogru degildir. Ornegin, T,=(j—i)},, vej—i=k(mod3) olmak iizere
C,; = (k);,; matrisleri alindiginda C, circulant matrisi bir toeplitz matris oldugu halde,

T, toeplitz matrisi bir circulant matris degildir [10]).

(iii) aeR" ve a=(ay, &, an)T olsun. Esas kosegenin altindaki elemanlarinin

isaretleri degistirilmis, nxn tipindeki circulant matrise negacyclic matris denir ve

N (a) ile gosterilir. Buna gore, bir negacyclic matris

g a4 @& & 8nq
a4 8 8 & 8n_2
—a._ a., 4 a a,_
N (a) — :n 2 n-1 ' 'O 1 n-3
&
L a4 —& 8o

seklindedir.

(iv) xeR" ve (XX, -+, X,4)" olsun. nxn tipindeki S(x) = (s;) semicirculant matrisi
X . 1< iken
S X) = J-i+l ) L
%) {0 1> ] iken
seklinde tanimlanir.
(v) nxn tipindeki matrisin elemanlari ,j=0142,---,n-1 icin
hi j(h)=hi,;1(h)=h;;, biciminde tamimlandiginda, H(h)=(h;) matrisine henkel

matris denir. Buna gore, bir henkel matris

0 hy h, ... h, hy
1 2 3 te n-1 hn
n-2 hn—l hn te h2n—4 h2n—3
hhy hy o hy oo hy s hy o

seklinde yazilir. Buradan goriilecegi tizere henkel matris simetriktir [11].
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(vi) p(x)=x"+a,x""+---+a,_,x+a, bir polinom olmak iizere, p(x)=0 denklemi

icin

1
0

0

0
1

0

—an,

0
0

0

karesel matrisine, p(x) polinomuna karsilik gelen kompanion matrisi denir.

(vii) T, =(t;)eM, ve |i—j]>11i¢in t; =0 seklinde tanimlanan nxn tipinde bir kare

matrise tridiagonal matris denir. Buna gore, bir tridiagonal matris

t, b 0
t, b, Iy
T(n) — ty, g
tn—l,n
0 t t

seklindedir [12].

(viii) C(a)=circ(a,,a,,---,a,,), nxn tipinde circulant matris olsun. j=0,1---,n-1

27

ve i=+-1 icin, W= e " birimin n. dereceden ilkel kékii olmak tizere
n-1 )
A,(C@)=> aw™
k=0

ifadesine C(a) matrisinin 6zdegeri denir [1,13].

(ix) C(a)=circ(ay,a,,--,a,,), nxn tipinde circulant matris olsun. 4, ifadesi C(a)

matrisinin 6zdegeri olmak iizere circulant matrisin determinanti

det(C(a)) = ﬁniﬂjwkj

k=0 j=0

dir [10].
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2

(xX) N(x), nxn tipinde negacyclic matris olsun. w=e" , i=+/-1 ve j=01,---,n—1

olmak lzere
n-1 ( )/
_ 2j+1)k/2
w;(x) = E X, W
k=0

ifadesine N(X) matrisinin 6zdegeri denir [14].

Yardimer Teorem 2.2.4 A,nxn tipinde bir matris olup 4, 4,,---,4, A matrisinin
Ozdegerleri olsun. A*, A matrisinin eslenik transpozu olmak tizere, A nin normal matris

olmast i¢in gerek ve yeter sart AA" nin dzdegerlerinin |ﬂ,l|2,| ﬂ,z|2,--.,| ),n|2 olmasidir [2].

2.3 MATRIS NORMLARI

Bu alt boliimde daha sonraki boliimlerde sonug¢ olarak verilecek matris normlarinin

tanimlar verilecektir.

Tammm 2.3.1 F, reel ya da kompleks sayr cismi ve M (F) bilesenleri F cisminin

elemanlart olan nxn tipinde karesel matrislerin kiimesi olmak iizere,

|.[: M, (F) >R u{0}, A—|A|
ile ifade edilen ve

(i) Ae M, (F)igin A=0 ise ||A” >0 dir. Ayrica A = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

||A” =0 olmasidir,

(i) ac F ve Ae M, (F)igin [aA|=|al| |A| dir,
(i) A,Be M, (F) i¢in |[A+B|<|A|+|B| ve |AB|<|A||B]| dir

sartlarini saglayan || : || dontlistime matris normu denir.
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Tamim 2.3.2 A herhangi bir nxn karesel matris olmak tizere

(i)

(3]

i,j=1

normuna A matrisinin Euclidean (frobenius) normu denir.
(if)
n
Al = max é\au\
normuna A matrisinin siitun normu (1- normu) denir.
(iii)
n

|Al, = max Z‘aij‘

1<i<n =L

normuna A matrisinin satir normu (S0Nsuz normu) adi verilir.

(iv)

A, = e A (AR

I<i<n

normuna ise A matrisinin spektral normu adi verilir (Burada A" = (A dir).

Not. 2.3.3 Yukarida verilmis olan bu normlar arasinda %”A”E S”A”2 S”A”E seklinde
n

bir bagint1 vardir.

18



3. LUCAS VE KOMPANION-LUCAS TAMSAYI DIiZILERI iLE
TANIMLI MATRISLER VE MATRIiS NORMLARI

Bu boliimde giris boliimiinde tanimlanan p ve g parametreli U, ve V, tamsay: dizileri

ile tanimli circulant, negacyclic ve semicirculant matrisler tanimlanip, bu matrisler i¢in

Euclidean norm, spektral norm, 1-normu ve Sonsuz normu i¢in sonuglar elde edilmis,

daha sonra bu matrislerin 6zdegerleri ve determinantlari bulunmustur [15].

U, ve V, tamsay dizilerinin

(1) circulant matrisleri

UO Ul

Unfl UO

C(U): Un—2 Un—l
L Ul U2

(i) negacyclic matrisleri

NU)=|-

(iii) semicirculant matrisleri

S(U) =

dir.

U, U,
0 0
0

U,
U,

Uns |, C(V) =

Uns | N(V) =

Uns | S(V)=

U, ve V, tamsayi dizilerinin tanimina dikkat edilirse p?—-4q=0 oldugundan p=q+1

dir. Buna gore asagidaki teoremler verilebilir.
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Teorem 3.1 U, ve V, tamsay dizilerinin ilk n terim toplamlar sirastyla

n _ n — -
Zui:qun—l""(q PUn+1 ZVi=qV”*1+(q PV + P—29
= 1+g-p = 1+g-p

dir.
Ispat. U tamsay dizisi icin indirgeme bagintis1 U, = pU, , —qU_ _, oldugundan
1=3 icin U;=pU,-qu,
i=n igin U,=pU,,-qU,,
elde edilir. Esitligin her iki tarafi taraf tarafa toplanirsa
U, +(U2 +U; +"'+Un) 3 (p—q)(U1+U2 +"'+Un72)_quo +pU, ., +U,

YU =(p-q)U,+U,+-+U)+(q- p)U,,+U,)+ pU,, +1

i=1

olur. Buradan
n n
2Ui+@-p)2Ui=@-p)Uyy +Up)+pU,, +1s
i=1 i=1
n
(1+9-p)2U;=aquU,,+qU, - pU,,;—pU,+pU,,; +1
i=1

ve boylece

Zn:U- — qUn71+(q_ p)Un +l
=il 1+gq-p

sonucu elde edilir. Benzer sekilde V, tamsayi dizisi igin

3, = Vs +(G= PV + P=20
=i 1+q-p

oldugu da gosterilebilir.
3.1 CIRCULANT MATRIiSLER

Bu alt bolimde U, ve V, tamsayi dizileri ile tanimlanan C(U) ve C(V)circulant

matrisleri ele alinacak, bu matrisler i¢in 6zdegerler, determinantlar ve ayni zamanda

matris normlari elde edilecektir.
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Teorem 3.1.1 C(U) ve C(V) circulant matrislerinin 6zdegerleri j =0,1,---,n—1 i¢in

w(qU,,+1)-U, w(qV,, - p)-V, +2

A (CU))= . . ve A4,(C = . _
i) qw 2 —pw +1 i (C0) gw 2 — pw ) +1
dir.
. an _ﬂn
Ispat. U tamsay1 dizisinin Binet formiiliiniin U, = oldugu dikkate alinirsa
0zdeger tanimindan
n-1 . n-1 ak _ﬂk B
ACU)N=>Uw* =Z(— wk
k=0 o\ a—p
1 n-1 ik n-1 ik
=3 @w) - (Bw))
a-p\is k=0

a-p aw’-1 pwl -1
1 (((aw)" -1 (Bw’ -1)—((Bw)" -1) (e’ —1)]

_ 1 (aw‘j)“—l_(ﬂw‘j)"—1]

a-p (aw? -1 (Bw’ -1)
1 (a"pww —a"w T - BwT +1- W haw 4+ W aw ) -1
a-f3 qgw 2 —pwi +1
_ 1 (wE@"pw! —a" - plaw + ") +w(-f+a)
a-p qw? —pw’+1
_ 1 wl(@B@ - +a-B)—(a"-B")
a- qw s —pw +1
n-1 n-1 n n
wil g B a-f)_a P
a—pf a—-p a—-p

qw 2 —pw’+1
_w'(@Y,, +)-U,
qw? —pw’ +1

bulunur. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.
Teorem 3.1.2 C(U) ve C(V) circulant matrislerinin spektral normlari
n-1 n-1
[C, =2.U; ve eV, =2V,
1= ]=
dir.

Ispat. Spektral norm tanimi ve Yardimei Teorem 2.2.4 den
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1/2

V2 )
W), =[ mex 4 cICW)) | [ max ||
<j<n-1 0<j<n-1
dir. Eger j =0 olarak aliirsa 6zdeger maksimum olacagindan
U
lcW)], =|a )™ =|a (W)= qq— - 2
dir. Benzer sekilde

. 1/2 2 1/2
e, =( max 4300 | =( max |2 )’ |

. 1/2 -1
olup yine j =0 olarak almrsa [C(V)], =[4,(C(V))?| " =|4,(C(V))|= DV, elde edilir.
j=1

Teorem 3.1.3 C(U) ve C(V) circulant matrislerin determinantlari

det(CU)) = " Un)" = (D(qU,, +1)°
1+q" - U, (p? —4q9) - 2""(p—/p’ —4q)"
ve
(-V,+2)"-(p-qv,,)"
det(C(V)): n n
1+9" U, (p* —4q) —2""(p—+/p* —4q)"
dir.

ispat. Ozdeger tammindan ve qw? — pw +1=(aw’ —1)(Bw ' —1) esitliginden

— i
dercL)=T1zc0n =" 5= 5

dir. Ayrica her X vey reel degeri i¢in

n-1

(x—yw)=x"—y"

j=0

olup
n-1 .
H(_Un - (_qUn—l _1)W_J): (_Un)n - (_qun—l _l)n
j=0

Ve

ﬁ;(aw“' (AW - =1-a")A-B") =1-(B"+a")+(@P)" =1-(B"+a") +q"
=

dir. Diger yandan
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a"+ " =U | p>—4q+(p—+ p° —4q)"2""

oldugundan yukaridaki esitlik
-)"U,)"-(D"(QU,, +1)’

1+q"-U,(p*-40q) - (p—+/p* —4q)"2""

olarak bulunur. Benzer sekilde C(V) igin

det(C(U)) =

N1y~ _
det(C(V)) = Hg (C\V)) = HW (qunjl p)jVn+2
j=0 —pw ' +1

olup
n-1 .
-V, +2-(p-aqV, W) =(-V, +2)" = (p-qV,,)"
j=0
ve

ﬁ(aw*" ~D(pw ! -1 =1-a")1-p") =1-(B" +a") +(ap)" =1-(B" +a") +q"

=0

(Va+2)"—(p- qV_l)

—U,(p®-4q)—(p—+/p*—4q)" 21"

p— 2_
Teorem 3.1.4 K = p(q+1)+(q2q1)“ p” —4q olmak iizere C(U) ve C(V) circulant

matrislerinin Euclidean normlari

oldugundan det(C(V)) =

n/2 n
\/ [4+Z(Ka4' +RBy 4629 vnzj :n Gift iken
p - i=1 1- q
lcW)|. =
\/ n (4+(n_zl):/2(Ka4'l+K,B4'l)+a gm0 —VZJ 1 tek iken
p* —4q = l-q ")~
ve
& 4i1 | I pli-l 1-q" 2 el
n 4+ (Ka*t+KpH ) +2 . -V, :n Gift iken
i=1 —-q
”C(V)”E -
(n-1)/2 ) . l_qn
n(4+ > (Ka4"1+K,B4"l)+a2”+,82”+21——Van :n tek iken
i-1 -q
dir.

Ispat. Euclidean norm tanimindan
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lcv)e = Z\c.,\ = nzv

Ij—

n
oldugundan ZVi2 esitligi bulunur ise ispat tamamlanmis olacaktir. (2.1.3) esitliginden
i=1

V.2 =V, +2q" oldugu biliniyor. O halde

Zviz =Z(V2i +2qi):ZV2i +22qi (3.1.1)
i=1 i=1 i=1 i=1
dir. Diger yandan
n
ZVZi =V, +Vy) +(Vg +Vg) + -+ (Vonp +Vsp)

oldugundan

Vn—l +Vn+1 :an+1 +ﬂn+l +an—1 +ﬁn_l :an(a+a_l)+ﬁn(,8+ﬁ_l)

2 2
a B
dir. Ustelik

o’ +1_p(g+1)+(a-1)yp* - ﬁ +1_p(@@+Y)-(@-2yp°-

a 2q B 2q

olup

K = P@+D+(g-1)yp”—4q VeeslenigiK:|0(q+1) (a-1vp” —4q

2q 2q
oldugundan V,_; +V,,, = Ka" + KA" dir. O halde n gift iken

sz (Vo +V,y) +(Vg +Vg) +--+ (Vonp +Vy)
esitliginden

n W T, —
ZVZi =(Ka®* +KB) + (Ka' +KB) +---+ (K& + Kp2" )
i—1

n/2

— Z (Ka4i—1 + Rﬂ4i—l)
i=1

ve n tek iken
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ZVZi =V, +V,) + (Vg +Vg) ++--+ (Vyy +V,,) +Vy

i=1
=(Ka® +KB) +--+ (Ko™ + Kﬂzn_3)+V2n
(n-1)/2

— Z (Ka4i—l+Rﬂ4i—l)+a2n +ﬂ2n

i=1

bulunur. Buradan

n/2 . o .
) D> (Ka* ™+ KB :n Gift iken
ZV o i=1
” 2i (n-1)/2 ) _ )
=1 D> (Ka™ +Kp* ) +a®™ + B> ;ntek iken
i=1

noo _ n-1 L
elde edilir. Ayrica ZZq' :2((11 g J oldugu bilindiginden ZZq' :2(11 qq j dir.

i=1 - i=0

Sonug olarak (3.1.1) den

nf:viz =
i=0

LN

n—

o na
(Vi +29') = szi + zqu
i—0 i—0

I}
o

olup

n/2 i AN
4+Z(Ka‘”‘1+Kﬁ4"l)+2(ll q j—v ? :n ¢ift iken

n
i=1

ivizl =
i-1

(n-1)/2 . _ N
4+ ) (Ka4'l+K,6’4'1)+a2”+ﬂ2”+2(11 q ]—Vnz ;n tek iken
i1 —q

n
elde edilir. ||C(V )||E = nZVf1 oldugundan istenilen sonug goriiliir. Diger esitlik de
=

benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.1.5 C(U) ve C(V) circulant matrislerinin 1-normu ve sonsuz normlari

B QU4 +(@-2p+2qU, +1

- 1+q-p

n-1 _Vn +3(q_ p+1)
l+g-p

[c, =lc@).

\Y
lc)], =y, =2

dir.

Ispat. Teorem 3.4 den ilk n- terim toplami

n-1 _ _
S, = qQU,, +(q-pY, +1_Un _ QU +(1-2p+2q)U, +1

= 1+q-p 1+q-p

oldugundan
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U 1-2p+2q)U, +1
cw), =lcw)], = P tEo2pr 20,
+4-p

_ Vo -V +3(@-p+Y)
1+q-p

sonucu goriiliir. Benzer sekilde ||C(V )||1 :||C(V )||oo oldugu

da gosterilebilir.

Sonu¢ 3.1.6 Verilen tamsay: dizileri ile olusturulan circulant matrislerin Euclidean

normu ile spektral normu ayni degere sahiptir.

Teorem 3.1.7 C(U) ve C(V) circulant matrisleri i¢in dagilim

scu)z_" (qUn_l+(1—2p+2q)Un+1j
n-1 1+g-p
scvyz " (an_1+(q—p)Vn+3p—4q—2)
n-1 l1+g-p
ve
2 4l T pdic 1-q" 2 o
2n| 2+ > (Ka™ ™+ K" )+ (29 +4) 1 g -V, ;N ¢ift iken
i=1 -
s(CU)) <
n-1
2n| 2+ i(Ka‘“—l+Rﬂ4i—1)+(2q+4)(11‘q J—Vf :n tekiken
i=1 —q
2 4i-1 | 1o phi-l 1-g™ 2 e
2n 2+ > (Ka™ "+ Kg" )+ (29 +4) 1 -V, |-8n ;n ciftiken
i=1 —q
S(C(V)) <
n-1
2 4i-1 | 7 pai-l 1—qn+1 2 .
2n 2+ > (K™ +KB" )+ (29 +4) I q -V, |-8n ;n tekiken
i=1 -
dir.

Ispat. Circulant matrisin izinden tr(C(U))=nU, =0 bulunur. [12] nolu referans ve

Yardimci Teorem 2.2.2 den

1
> a; :nnZUj —nU, = n(
0

i#] i=

QU4 +(1-2p+2q)U, +1
1+p—q
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s(CU)) >—

12

i#]

n (quU.,+@0-2p+2q)uU, +1
1 1+p—q

elde edilir. n ¢ift ise

n

2”C(U )||2E —%|II’C(U )|2 =2n 2+Zzl:(Ka4i_l +Rﬂ4i_1
i=

ve n tek ise

-

2 2 2 2 1 = i 1-qg"
2CW); ~ e’ =2n 2+ 3 (Ka™ + KB ) + (2 + 4)(%) VL
i=1 -
dir.
3.2 NEGACYCLIG MATRIiSLER

Bu alt boliimde U, ve V, tamsayi dizilerine bagl olarak tanimlanan N(U) ve N(V)

negacyclic matrisleri ele alinacak ve bu matrisleri i¢in 6zdegerler, determinantlar ve

ayni zamanda matris normlar1 elde edilecektir.

Teorem 3.2.1 N(U) ve N(V) negacyclic matrislerin 6zdegerleri j =0,1,---,n—1 i¢in

we®(A-qu, ) +U,

m; (NU))= qW2j+1 _ pW(21+1)/2 1
ve
W(2j+1)/2 (_qvn_l _ p) +Vn + 2
mj(N(V))= qWZH— pW(2j+1)/2 1
dir.

Ispat. Negacyclic matris tamimimdan

m; (N(U))— ZU w@iFhk/2 _ i( ﬂkjW(Zjﬂ)k/z
k=0, a—pf
1

_ﬂ(z(aW(ZJﬂ)/Z Z(ﬂw(21+l)/2) j
o k=0
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1 (aW(ZjJrl)/Z)n _1 (ﬂw(2j+1)/2)n _1
a- B\ aqw@itD2_q N ﬂw(zm)/z_l

1 —a" -1 -p"-1
a— Bl qwitDi2 _1_ ﬂw(zm)/z 1

1 g+l a"+l

a-p ﬂW(21+1)/2 1 qw@itiz_q
_ 1 aﬁnW(2j+1)/2 _ﬁn +0{W(2j+1)/-2 _l_(arTﬁW(ZjJrl)/Z —a" +ﬂW(2j+1)/2 _1)

a_ﬂ qW2]+1_ pW(2]+1)/2 +1

aﬂnW(2j+1)/2 —,Bn +aw(2j+1)/2 _l_anﬂw(2j+1)/2 +a" _ﬁw(2j+1)/2 +1

(Oﬂ—ﬂ) (qW2j+l_ pW(2j+1)/2 +1)
_aﬂ(_ﬁn—l_'_an—l)w(zprl)/z +W(2j+1)/2(a_ﬂ)+an _ﬂn
2j+1 (2j+1)/2
(a—p)(qw""" — pw +1)
__qUn_1W(2j+1)/2+W(2j+1)/2+Un
qWZj+1_ pW(2j+1)/2 +1

sonucu elde edilir. Benzer sekilde

w2 (qV | —p)+V, +2
qW2j+l _ pW(2j+1)/2 +1

m;(N(V)) =

oldugu da gosterilebilir.

Teorem 3.2.2 N(U) ve N(V) negacyclic matrislerinin determinantlari

Unn _((qUn_1 _1)W1/2)n

det(N (U )) = qe,,i(ml) _ ((qwllz)n —l)
Ve
_ V42" —(p+qV, W)’
det(N(V))— qeﬂi(n+1)_(le/2)n -1
dir.

Ispat. Yukaridaki teoremde N(U) negacyclic matrisinin 6zdegerlerinin

W(2j+1/2) (1_ qU n—l) +U n

m; (NU))= qW2j+1 _ pW(21'+1)/2 +1

oldugu gosterilmistir. O halde

ﬁw(zjﬂ)/z(l_qunfl)"'un
i=0 qW21+1_ pW(21+1)/2 +1

dme»zﬁ@ka
j=0
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dir. Burada pay ve payda w2/ ile carpilirsa

N1 20 (v (204012 (1 N1 -2 2]
det(N(U)):HW (W (1 qUnfl)+Un)_HW W (1 C]Unfl)-I-UnW

i-0 W—Zj (qW2j+1 _ pW(2j+l)/2 +1) i0 W—Zj (qW2j+1 _ pW(2j+1)/2 +1)

n-1 n-1
. i W_J W_JU _ U _1 W1/2
n-1 yy) (W—JU e (qU o _1)W1/2) ~ lj—OI Ij—ol ( n (q n-1 ) )

-2j 2j+1 2j+1)/2 ~ n-1 -1
o W (qwTt — pw®IIZ 4 1) ln_[w’jln_[(w’j(qWZj*l— oW D72 1))
j=0 j=0

n- n-1
(WijUn _(qUn—l _1)W1/2) H(Wijun _(qUn—l _1)W1/2)
_ =0

1
j=0
- n

-1 ~ n-l n-1
H(qwj+l _ pW1/2 _I_W—j) Hqu+l _H(leIZ _W—j)
j=0 j=0 j=0

n-1

H((qunfl _l)Wllz _UnW_J) n 1/2\n
=0 _U)" (U, -DYw™)

e S T e R R (G I
j=0

sonucu elde edilir. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.2.3 N(U) ve N(V) negacyclic matrislerinin 1-normu ve sonsuz normlari

U 1-2 200U . +1
INQ)|, =[N )|, =t (=2P20)0,

1+q-p
ve
INWY, =N, = Vo o+ =P
@ 1+g-p
dir.

Ispat. N(U) matrisinde ilk satir toplammndan ve U, nin ilk n-terim toplami
bilindiginden

quU,,+(@-2p+2q)U, +1
”N(U)”l: : 1+qg—
g-p

bulunur. N(U) matrisinde ilk siitun toplamindan ve U, nin ilk n-terim toplami

bilindiginden

INU)], = qUn_1+(1—2p+2q)Un +1
+q-p

dir. Benzer sekilde ||N(\/)||1 ve ||N(V)||OO de bulunur.
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3.3. SEMiICIRCULANT MATRISLER

Bu alt bolimde U ve V, tamsayi dizilerine bagl olarak tanimlanan S(U) ve S(V)

semicirculant matrisleri ele alinacak ve bu matrisler i¢in 6zdeger, determinant ve matris

normlar1 elde edilecektir.

3.3.1 Teorem. S(U) ve S(V) semicirculant matrislerinin 1- normu ve sonsuz normlari
QU 4 +(1-2p+2qU, +1
1-9-p
_QVoa =V, +3(q-p+1)
1-9-p

[s@) =[sV.,

[s)l, =l

seklindedir.
Ispat. Teorem 3.2.4 ile benzer sekilde gosterilebilir.

3.3.2 Teorem. S(U) semicirculant matrisinin Euclidean normu

Up” ;N> 4cift iken
[sW). =

(n-1)/2
DU,
% 'n>5 tekiken

dir.

Ispat. Teorem 3.1.4 ispatia benzer olarak gosterilir.

3.4 KOMPANION MATRISLER

U, ve V, tamsayi dizilerinin kompanion matrisi

M =M(U,)= M(vn){f ﬂ

olup bu matris ile ilgili olarak agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.4.1 M matrisinin N. kuvveti n > 3tek iken

=}
LN

C(n—i,i)p"* (-q)

-b”4~\

Mll

7 I
L o

C(n 1_| I)panI( q)|+1

Z
N
LI

C(n-1-i,i)p"**(-q)'

Z
I |
2 I

M,, =) C(h-2-i, ')anZI( Q)Hl

MN\

~.
]
o

ve n > 4gift iken

n
E .. n-2i i
My, = %C(n—l,l)p 2 (-a)
n-2
My, = 3C(n—1-i,i)p"? (~q)™
i=0
n-2

My = _;OC(” ~1-i,i)p"** (-q)’

>S5
N

2 . )
M, = Y C(n-2-i,i)p" % ()"
i=0
olmak tlzere

Mn :|:M11 M12:|
M21 M22

dir (Burada C(n,i), n nin i-li kombinasyonudur).

Ispat. (i) n tek olsun. Ispat tiimevarim ile gosterilecektir. n = 3 olsun. Bu takdirde

Ms{p?’—qu —pzq—qz}
pP°’-q  —pg

dir ve
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i=0

i=0

i=0

i=0

1 . .
My =2 CE-ii)p**(-a)' = p’-2pq
l R -
M3 =3 C(2-i,i)p? ¥ (-q)"* =—pq-q>
1 R -
M2 =S C(2-i,i)p*?(-q) = p*—q

0 i R
M3 =S C(-i,i)p"? (-a)"* =—pg

oldugundan esitlik n = 3i¢in dogrudur. Esitligin n — 3igin dogru oldugu kabul edilsin.

Bu takdirde

i¢in

P —2pqal+ M,y

7
w

MN\

M 1n1_3 = C (I’l

T
LS

M 1'12_3 => C(n-

T U
Lo e

Mz =2 Cln-

T T
&H o i

n-3 _
My," =

D!
o)
=

o

M n-3

dir. M"

’[p*~al

3-1.)p"* " (-0)

4-i,pm ey

4-iipm(-q)
=5-ii)p M (o)™

= Mlnl_s Mlnz_3
Mz® Mg’

= M"3M?3oldugundan

n—.

= [ pnf3 +C(n—4,l) pn*5(_q)1 +,,.+(_q)2J( p3 _qu)

+[p"-“(—q)1+<:(n—5,1)p"-6<—q)2 +---+<—q)5J(p2 —q)
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=p"*(p°—2pa)+ p"*(—a)"(p* —q)+C(n—41) p"°(—a)" (p* -2 pa)

n-3 n-2

+C(n-51)p"°*(-a)*(p* —q) +---+(-q) 2 (p*-2pq)+(-q) 2 (p*-0q)

I

(2
N

L

Il
o

C(n-i,i)p"*(-q)

n
Mll

n-2

dir (Burada i =1,2,---, icin
C(n—i,i)C(n,2i) =C(n—2,2i) + C(n—2,2i —2) + 2C(n—2,2i 1)
dir). Benzer sekilde
M [P’ -0’1+ M3 [-pa]l =M,
M3 °[p° —2pal+ M5 °[p* —gl=M3J,
M3 [-p?a—q°]+ M5 °[- pal = M2,

n n

oldugu goriiliir. O halde M" = {Mlnl Mlz} dir.
M n

21 My
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4. TETRANACCI VE KOMPANION-TETRANACCI TAMSAYI
DIZILERI iLE TANIMLI MATRIiSLER

n >4 olmak iizere M, =1, M, =2, M, =2, M; =4 baslangi¢ degerleri ile tanimli
M, =M +M ,+M ;+M_,

dordiincti basamaktan sayi dizisine tetranacci tamsayi dizisi denir [16].

Tetranacci dizisinin karakteristik denklemi
x*—x®—x?—x-1=0

olup bu denklemin kokleri «, 3,y ve o dir.

5_ 4 5_ 4 5_4 5_ 4
=a4a Y g —-p Z_}/ 4 W_5 Fo)
20" -5

T 24 -5’ 2, _5

- 25°-5
degerleri icin M, dizisinin Binet formiili
O a0 AV 20 VAR et 0 YA a0
" 2a* -5 2B -5 2y* -5 26* -5
=Xa"+YB" +Zy" +Wo"

dir [17]. Dizinin karakteristik denklemin kokleri arasinda

af+ad+ Py+po+yo+ay=-1

(@py)? +(apd)” + (ayd)* + (Byd)® +(apro)(a® + B* +y* +5°) =4
a’(ay+yS+ o)+ B (ad+yd +ay) + y*(ad+afi+ BS) + 6 (Py + aff+ fS) =5

seklinde cebirsel bir bagint1 vardir.

Ayrica n >4 olmak iizere K, =4, K, =1, K, =3, K, =7 baslangi¢ degerleri i¢in
Kn = Kn—l + Kn—2 + Kn—3 + Kn—4
dizisine de kompanion-tetranacci tamsay1 dizisi denir. Bu dizinin karakteristik denklemi
x* —x® —x? —x—1=0 olup dizi i¢in Binet formiilii
K.=a"+8"+y"+6"

dir.
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Bu iki tamsay1 dizisinin circulant matrisleri

I My My My - My, I Ko Ky Ky oo Ky

My Mg M; - M, Kia Ko Ky - Ko,

cM)=(M,, M, My, -~ M 5 CK)=|K,, K.y Ky -+ K3
| M M, M; - Mg | K, K, Kz - Kg |

ve negacyclic matrisleri

My M, My o My K Ky Ka o Kpa

Mg M My My, -Kia Ko Ky o Ky
NM)=|-M,, -M., M, - M_o|NK)=-K_, -K. K, - K.
L -M, o =M,, - Mg | K, e =K, e Ky

dir.
2ri

Yardimci Teorem 4.1 a, b, ¢, d ve g kompleks sayilar, i= J=1 ve w=e " birimin n.

dereceden ilkel kokii olmak tizere

[[Ja-bw™ +cw™ —dw™ =a"—d" + (2" -2"*")b" + 21‘"((: —b2ad j + 2”(%)
k=1

ve

ﬁa —ow K rew F —dwF g =a" +g" + 22" (b" +d") + 21‘3”(—4% il bjn + 22‘4”(9jn
k1 a a
dir.

Teorem 4.2. M, tetranacci ve K, kompanion-tetranacci tamsay: dizilerinin ilk n-

terim toplami sirastyla

M; :%(4Mn+3Mnl+2Mn2+Mn3_27)

n
i
i=4

ve

n
K, = %(4Kn +3K, 4 + 2K, , + K, 5 —43)
i=4

dir.

Ispat. Tetranacci dizisinin genel teriminin M =M _,+M, ,+M, ., +M_, seklinde
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oldugu dikkate alinirsa
M,-M =M _,+M_ _+M
esitliginden
n=4icin M,-M,=M,+M,+M,

n=5icin M;-M,=M,+M,+M,
n=6icin M -M,=M,+M,;+M,

n=n-licn M, -M ,=M ,+M_,+M .
n=n icn M, -M_,=M_,+M, ,+M_,

elde edilir. Esitligin her iki tarafi taraf tarafa toplanirsa
n n
M,-4=6+> M;—=(M_;+M_)+8+> M;=(M,, +M; +M,)
i=4 i=4

n
+9+ZMi ~M, 3+M, ,+M, ,+M,)
i—a

n
=-27+4M,+3M ; +2M, , + M, 3 =3> M,
i=1
ve boylece
r 1
ZMI =§(4Mn +3Mn71+2Mn72 + Mn73 _27)
i=4
elde edilir. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.
Sonu¢ 4.3 M, tetranacci ve K, kompanion-tetranacci tamsayr dizilerinin terimleri

arasindaki fark

Mn_Kn :Mn+4_Mn+3_Mn+2_Mn+1_Kn+3+Kn+2+Kn+1+Kn—1
dir.
Ispat.

Ivln :(Mn+2+Mn+l+Mn+Mn—1)_Mn+2_Mn+1_M n-1
:Mn+3_Mn—1_Mn+2_Mn+1
:(Mn+3+Mn+2+Mn+1+Mn)_(Mn+2+Mn+1+Mn)_Mn+2_Mn+l_Mn 1
:Mn+4_Mn+3_Mn+2_Mn+1

ve

Ky=K,+K,+K 4 +K, ,)-K,,-K.; K,
=Knz Ko —Kpa—Kog
=Ko + K+ K +Kg) - (Kog + K K+ K ) - K — K
=Knz = Kp =K =Ko
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esitliklerinden

My=Ky =My M3 -Mypo -Moy —Kis+ Ko + K + Ky
sonucu bulunur.
4.1. CIRCULANT MATRISLER

Bu alt bolimde M, tetranacci ve K, kompanion-tetranacci tamsay: dizisi ile verilen

C(M) ve C(K) circulant matrisleri i¢in 6zdegerler, determinantlar ve matris normlari
elde edilecektir.
Bir sonraki teoremlerde
Q=apys
P=a+p+y+06
N=X+Y+Z+W
R=apfy+afo+ayd+ pyo
K=XBro+Yayo+Zapfo+Wapfy
T=X{B+L+y0)+Y(ya+oa+yd)+Z(af+ad+ o) +W(af+ay+ By)

bagmntilar1 kullanilacaktir.

Teorem 4.1.1 C(M) ve C(K) circulant matrislerinin 6zdegerleri j =0,1,---,n—1 igin

(QM n-1— K)W_sj + (Mn + PI\/In+1 - Mn+2 +T)W_2j
+(PM,-M,;+M; —PN)w/ —M_ +N
Qw* —Rw?3 w2 —pwl 41

4 <C<M)){

ve
QK —RW3 (K, +PK,, —K,., _2)W-21}

+((K, -3)P-K, Jw —K, +4
Qw ™ —Rw¥ —w? —pw 41

25(C(K)) = {
dir.
Ispat. Binet formiilii ve 6zdeger tanimindan
4;,(C(M)) = nz_l: M, w
k=0

22°=5  2p'-5  2'-5  25"°-5

_ x(—(“""j.)n ‘1J+Y((ﬂwj_)n ‘1j+ z((w"j)n ‘1)+W(—(§Nj.)n _1J
aw ' -1 s -1 w! =1 v’ -1
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dir. Diger yandan
(ew ) =a", (B )" =", (W) =y, (W) =5"

oldugundan
X(a" =) (A 1) (w T —1)(w ! -1)
+Y (8" -D(ew 1) (w ! —1) (ST -1)
+Z(" -D(ew ! - (A 1w -1)
+W (3" ~D(ew ™ - (AT -)(w T -1)

(ew™ ! =) (BT -)(w ! —1)(Sw T -1)

dir. Bu son esitligin paydasinda gerekli diizenlemeler yapilirsa

2;(C(M)) =

(™! =D (AW - (w ! -~ -1

= (apw —aw ™) — ) +1) (w2 - w ! — s +1)

= aﬂy&N_“ —aﬂ;w_3j —aﬂdN_Sj +a,6W_2j —ay&N‘sj +a7W_Zj +adn 2
—ow = Byow + pw A+ pow - pw 4y — gl s +1

= afyon —(afy + afs+ayd+ o)W + (af+ay+as+ Py + BS + yS)w 2]
—(a+B+y+o)wW+1

=Qw ™ —Rw¥ —w? —pw 41

sonucu  elde edilir.  Benzer sekilde payinda  gerekli  diizenlemeler

yapilirsa
X(a" - (A —Hw ! =)W -1 +Y (8" -D(aw ! -~ (w T —1)(w ! -1)
+Z (" -D(aw ! -~ (AT~ -1 +W (5" ~D)(aw T -~ (A —H(w T -1
=(Xa" = X)(Bydw — B+ B+ yS)W A + (a+y +5)W ) —1)
+(YB" =Y ) ayoW 3 —(ay+ad+ )W 2 +(a+y+S)w —1)
+(Zy"=Z)(aBw —(af+as+ LW +(a+ B+ 5w -1
+WS" W) (apw ! —(af+ay+ Br)W ) +(a+B+y)w -1)
w3 {Xa”ﬂy&— XByS+YB " ays—Yays+ Zy”aﬂ&—Zaﬂ5+W§"aﬂ7—Waﬁ7}
+W_21{— Xa" (B + 5P+ yS8) + X (4B + 5B+ y8) —YB" (yor + Sor + y8) +Y (yer + Sex + y5) }
~Zy"(aB+ad+ pS)+Z(af+ad+ BS)-WS" (af+ay+ By) +W (afB+ay+ By)
+W_1{Xa”(,8+7+5)—X(ﬂ+;/+5)+Yﬁ”(a+7+5)—Y(a+y+5) }
+Zy"(a+B+0)-Z(a+ LB +0)+WS" (a+B+y)-W(a+ L +y)
—Xa"+ X =YB"+Y -Zy"+Z -W5" +W

sonucu elde edilir. O halde
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= (Bydayw ™! (

+w 2

+w

+y(Xa" +YB  +Zy" +WSM) —Zy" + S(Xa" +YB" +Zy" +WS") —WS"

Proa Proo oo Proa Proa

+yBYB" +yBZy" —B(Xa" +YB" +Zy" +WS") + B OBY +SPNS"

+ Xa"Sa+WS"Sa—aB(Xa +YB" +Zy" +Wo") + Xa"af+YaBB"
+ X (B +B+y0)+Y (ya+oa+yo)+Z(af+ad+ o) +W (af+ay+ fy)

a(Xa"+YB"+Zy" +WS") —aa"X + B(Xa" +YB" +Zy" +WS") - gYB"

—X(B+y+0)—Y(a+y+0)-Z(a+f+0)-W(a+L+7y)
~Xa"+YB " +Zy" +WS")+ X +Y +Z +W

dir. Dolayisiyla

A (C(M)) =

w3 QM. +K) +w—21'_(—5|\/|n +1) +w_—i (PM, =M, ~T) =M, +N
Qw ™ —Rw?3¥ w2 —pw+1

elde edilmis olur. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 4.1.2 C(M) ve C(K) circulant matrislerin determinantlari

~(K—QM_ )" +21H(Mn +PM,,—M,,+T —(2QM,_, —2K)(N=M,)
n-1

n
L[ QM —2K)(N-M,) 2P (P(=M, +N)+ M, —M,)"
P(-M,+N)+M_,;-M,;

+2"(P(-M_ +N)+M, ,—M)"+(-M, +N)"

Xa" Bys N Y,B”ay5+ Zy"aBo +W5”aﬁ7/ _ XBys —Yays—Zaps-Wapy
—5(Xa" +YB" +Zy" +WS") + yZy" + yOWS" —yB(Xa" +YB" +WS" +Zy")

—ya(Xa" +YB" +Zy" +WS") + yaZy" + yaXa" - Sa(Xa" +YB" + Zy" + W)

|

det(C(M)) =
( ( )) 1+Qn+21—3n(P_4)n _22—2n(Pn+Rn)+22—4n Pn
ve
—(-QK, ; —R)"+ (2" - 2""")(K,,; — (K, =3)P)"
N 21_,1[ K, +PK, .~ K., ~2-2(4- K )(-QK, , - R)J”
Kn:Jrl_(Kn _3)P
n
+2n[(4—Kn)(—QKn_1—R)J CAoK)
Koy — (K, =3)P f
dEt(C(K)) = n 1-3n n 2-2n n n 2-4n pn
1+Q " +27(P-4)" -2 (P"+R")+2°""P
dir.
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Ispat.
n-1
det(C(M)) =] [ 4;(C(Mm))
j=0

(QM n-1"— K)W_aj + (M n + PMm—l -M n+2 +T)W_2j
+(PM, M, ., +M;—PN)w ¥ -M_ +N
i0 Qw ™ —Rw 3 w2 —pw 41

esitliginde pay ve payda i¢in ayr1 ayr1 Yardimci Teorem 4.1 den

[Ta-bw* +ow™ —dw™ =a"—d"+ (2" -2""")b" + 21‘"(0 —sad j + 2“(%)
k=1

degerleri yerlerine yazildiginda

n
zzl—n Mn+PMn+1_Mn+2+T_(2QMn—1_2K)(N_Mn) 4 (ZQMn—l_ZK)(N_Mn)
_zl_zn(P(_Mn+N)+Mn+1_Ml)n+2_n(P(_Mn+N)+Mn+1_M1)n
+(-M,+N)"—(K-QM )"

esitligi elde edilir. Payda igin de benzer sekilde Yardimci Teorem 4.1 den

n n n
Ha—bw‘k +ow X _dw 3 + gW—4k —a+ gn 4L 922n (bn +d n) n 21—3n(4ac+bj n 22—4n(9j
k=1 a a

esitligi kullanilarak Q=g, R=d, —1=c¢, P=b, 1=a oldugu goriiliir, yani

n-1 . . . .
[TCK)=Qw™ —Rw™) —w? —pw +1

j=0
:1+Qn +21—3n(P_4)n _22—2n(Pn +Rn)+22—4n Pn

dir. O halde
—(K—QM )n+21—n Mn+PMn+1_Mn+2+T_(ZQMn_l_ZK)(N—Mn)
" P(-M,+N)+M - M,
n
4| (2QMny = 2K)Y(N =M,) 2" (P(-M, +N)+M,,, —M,)"
P(M,+N)+M_ , —-M,
+2"(P(-M, +N)+ M —=My)" +(-M, +N)"
det(C(M)) =

1+Qn +21—3n(P_4)n _22—2n(Pn + Rn)+22—4n pn

dir. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.
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Teorem 4.1.3 C(M) ve C(K) circulant matrislerin Euclidean normu

2 on 2n 2 _2n 2 oo
n+nxz% +ny? of =" +n22% w2 52
l-o 1- pB° 1-y 1-¢6
_ n _ n _ n
E 1-ap 1-95 1-ay
} +2n i i i
[ @8=@" ) Br=BN" ) [ £ (59)
1-ad 1- By 1- 6o
ve
4 2n+2 2n+2 4 2n+2 4 S2n+2
n ¢ 0{2 'B i Y| " — }/2 +n5 52
l1-a 1- pB? 1-y 1-¢6
lc(K)], = ap-(ap)" | Br-Bn"  ar-(ap)
1- 1- 1-
ll+2n 2 n Pr n “r Lien
L ad=(@d)"  y5-(r0)"  B5—(Bo)
1-ao 1-yo 1- 66
dir.
. -1
Ispat. Euclidean norm tanimindan ||C(M)||2E = nnz M?Z olup
i=0
n-1 n-1 i . . .
M= (Xa' +YB' + 2y +WS')?
i=1 i=L
n-1 n-1 n-1 n-1
=X22a2|+Y22ﬂ2I+ZZZy2I+W2252|
i=1 i=1 i=L i=1
n-1 . n—1 . n-1 .
+2XYY (af) +2ZW ) (75)' +2XZD (ay)'
i=1 i=1 i=1
n-1 _ n-1 . n-l .
+2XWD (@) +2YZD (By) + YWD (B5)'
i=1 i=1 i=1
. Lo t-ti# e
dir. Ayrica ) t =——— oldugu bilindiginden
k=1 -
§2n

n- 5 1 (X ﬂZ 2n
M =(X o
St - {2 o e S
XY(aﬁ—(aﬂ) ]ﬂw[ya—(ys) J+xz(“7_(“7) j

1-ap 1-y0 1-ay
1-ao 1- By 1- s
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dir. Diger yandan
oy n-1 n-1
lcm)|2 = n(ZMf - ng =n (ZM? +1J
i=1 i=1

oldugundan ||C(M )||E aciktir. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.
4.2. NEGACYCLIC MATRISLER

Bu alt bolimde N(M) ve N(K) negacyclic matrisleri i¢in 6zdegerler ve determinantlar

elde edilecektir.

Teorem 4.2.1 N(M) ve N(K) negacyclic matrislerin 6zdegerleri j =0,1,---,n—1 i¢in

w2 QM, |, + K)+ w2 (-PM_ + M, + M, —PN
+ WM, —PM,;+M,,-T)+M, +N
QW4j+2 _ RW(6j+3)/2 _W2j+l il PW(2j+1)/2 +1

A,(N(M))—{

ve
w2 R_QK, )+ WK | —PK. +K,—4P)
+ WK 4K +4
QW4j+2 _ RW(6j+3)/2 _ W2j+1 _ PW(2j+1)/2 +1

AJ(N(K))j
dir.

Ispat: Ozdeger tanimindan

-1

M, w2 - Z(Xa +YSX + 2y W) wRik2
k=0

-1

3

=~
I
o
>

X ok WRithk/2 +Y’Bk W2IHDk2 Z}/k WZIFDKIZ |\ sk (21+DK/2

g

k

Il
M’ °
:

=X ( (2]+1)/2) +YZ(IBVV(2]+1)/2

DF
F—‘O

+Z (Wv(21+l)/2)+WZ(&V(2]+1)/2)

0

k=
(2J+l)/2 (2j+1)/2
X (avv (2) 1)/2 +Y (ﬂ,v 2 1/2) 1
oW ]+ ﬂ,v( i+1) 1

(WV(21+1)/2 j+W((&N(zj+1)/2) 1)
1

+7Z

@iz _

W Sz _

ve
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(a\N(ZjJrl)/Z)n :_an ’(M(2j+l)/2)n :_an ,(WV(Zj+1)/2)n :_yn ’(M(2j+l)/2)n :_§n

oldugundan

n-1

M, W2ik/2 _ X(av\;f]il)/—zl 1J+Y(ﬂv;(fﬂ)/—zl J
k=0 - -

—}/n -1 -o"-1
+Z[7)W(2j+l)/2 _1J+W£a/v(2j+l)/2 _:J

esitligi elde edilir. Bu son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

(~Xa" - X)(ﬂw(zjﬂ)/z _1)(7W(2j+1)/2 _1)(&N(2j+1)/2 1)
(Y —Y)(aW(2j+l)/2 _1)(W(2j+1)/2 —1)(&N(21+1)/2 1)
L (-Zy" - Z)(aw(2j+1)/2 _1)(ﬂw(2j+l)/2 _1)(&v(2j+1)/2 1)
+(CWS" —W)(aW(2j+1)/2 _1)(ﬁ,w(2j+1)/2 _1)(7W(2j+1)/2 1)
,375N(6j+3)/2 _ﬂywzprl _’B&NZjﬂ Jrﬂw(zjﬂ)/z
_}/§N2j+1 y 7W(2j+1)/2 4 sv@ie _q }
ay&v(sj+3)/2 —a}XNZM —a&NZM Jr0NV(2j+1)/2}
_y&vzju N 7W(2j+1)/2 4 sv@iz _q
aﬁaN(GjJrS)/Z _ aﬂszﬂ _aaszA " aW(2j+1)/2}
_IB&VZj+1+Ib;\N(2j+1)/2 4 o@Dz _q

(-Xa" - X){
+(=YB" —Y){
+(=Zy" —Z){

(6j+3)/2 2j+ 2j+l (2j+1)/2
apfm —afin - am + oW
+(-ws" —W){ }

_ B 4 g2 4 @iI2 g
ve boylece

W@Hg),z{— Xa" (By8) - X (Byd) ~YB"(ad) - (@yd) }

= Zy" (o) - Z(ap5) -Ws" (afy) =W (afy)
—Xa"(B+y+8)-X(B+y+0)-YB (a+y+0)

+ W2 Y (g 4y +8)-Zy"(B+a+6)-Z(B+a+5)

-Ws"(B+y+a)-W(B+y+a)

— Xa"(=py — B = y8) = X (= By — S - 15)

~YB"(~ay—ad-yo)-Y(~ay—ad-yd)

- Zy"(~af—-ad- BS)-Z(-aB—ad— BS)

-Wé"(-af-ay-py)-W(-ap-ay-py)

+(Xa" +YB"+Zy" +WS") + (X +Y +Z +W)

+W2]+1

elde edilir. Ayrica ifadeler diizenlendiginde
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W(6j+3)/2{_ Xa"Q-YA" Q-7 1Q -Ws"1Q - K}
w22 Xa"(P-a)+YB"(P=p)+Zy"(P~y)+Ws"(P-9)
+X(p-a)+Y(P-p)+Z(P-y)+W(P-0)
y2it) Mo = PMog + My = X (7B + 0B +y6) =Y (ya+ da + )
—Z(af+ad+ po)-W(af+ay+ pfy)

+M,+N

=wlI2oM, ,+K)+w@DZCpM_ + M, + M, —PN)
+WH (M, —PM,;+M, ,-T)+M +N

bulunur. Payda igin

(aVV(Zj+1)/2 _1)(mv(2j+l)/2 —1)(WV(2j+l)/2 —1)(M(2j+l)/2 _1)

— (aﬂNZjﬂ _MN(2j+l)/2 _ﬁw(zm)/z +1)(}/5N2j+1 _M(2j+l)/2 _aN(Zjﬂ)/Z +1)

:aﬂya,v4j+2 _aIBy(N((SjJrS)/Z _aﬂaN((SjJrS)/Z +aﬂN2j+l—a7/§/V(6j+3)/2 +aWV2j+l
+aaN2j+l _avv(Zj+l)/2 _ﬂde(GjJrB)/Z +ﬂ7‘N2j+l+ﬂ&N2j+l—ﬁN(2j+l)/2
+}/§N2j+1 _M(2j+1)/2 _Sn@imiz 1

=QW? + (—aBy—aps—ays— Pro)W V' + (af+ay+ad+ By + S + yS)wHH
+(~a—p-y-o)wrM?2 11

— QW4j+2 _ RW(6j+3)/2 _W2j+1 il PW(2j+l)/2 +1

dir. O halde 6zdeger

w2 oM, , + K)+ w2 (-PM_ + M, +M; -PN)
+ WM, —=PM, ,+M,,,-T)+M,+N
QW4j+2 _ RW(6j+3)/2 _W2j+1 _ PW(2j+l)/2 +1

ﬁ,(N(M))—{

dir. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 4.2.2 N(M) ve N(K) negacyclic matrislerin determinantlari

—wE(K=QM )" + (=M, =N)" = (27" =2 (-W(M ., =M, =PM,,; =T))"

o[ My =PM, M, = PN)W 2 - 2(K QM , Jw!2(-M,, ~ N)
Mn + PMn71+T_Mn+2

D"

_Zn[(K QM )W(-M, - N)J"
M,+PM ,+T-M_,,
det(N(M)) =

1n+QnW2n+22—2n((RW3/2)n+(P\N1/2)n)_21—3n(RW—1/2Q—1_4W)+22—4n(RQ71W—1/2)n

ve
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~W¥2 (=R - QK )" + (=K, —=4)" + (27" - 22" (-wK )"
n
_21—n(w_1/2(Kn+1 B PKn + K1 _4P)W_1/2 _2W3/2(_R _Qanl)(_Kn _4)J

D"

-WK,

-WK,
1n+QnW2n+22—2n((RW3/2)n+(va1/2)n)_21—3n(RW—1/2Q—1_4W)+22—4n(RQ—1W71/2)n

_zn{w”(—R - QK )(K, —4)}”

det(N(K)) =

dir.
Ispat: Negacyclic matrisler i¢in determinant tanimindan

det(N(M))=1jz,-<N<M>)

w2 QM L, + K)+ w2 (—PM_+M, ,+M, PN
= +W2j+1(_Mn_PMn+1+Mn+2 _T)+Mn+N

_H QW4j+2_R\N(6j+3)/2_W2j+l_P\N(2j+1)/2+1

i=0

dir.

n-1
Pay ve payda I_IW“‘j ile carpildiginda

i=0

n—

. "{ﬁ(M“ +N)W 3 +((M,,, —PM, + M, - PN)w"2)w 2 }

1
0 [0+ (Mo =My —PMpy ~T)WW ') + (K -QM ;) w*'?

ij(w‘4j —(PW2)w —ww 2 —Rw¥ 2w+ Qw?)

=0

n-1
>wl=0"-(-1)" =—(-1)" oldugundan
j=0

—W3n/2(K _QM n—1)n + (_M n— N)n _(27n _21—2n)(_W(M n+2 Mn - I3Mn+1 _T))n

(| gn[ Mo =PM, + My —PN)W 2 —2(K —QM , w2 (-M,, ~N)
M,+PM ,+T-M,,
n

o[ (K=QM, )W (-M, —N)

det(N (M) = M,+PM ,+T-M_,,

ln+QnW2n+22—2n((RW3/2)n+(P\N1/2)n)_21—3n(RW—1/2Q—1_4W)+22—4n(RQ71W—1/2)n

dir. Benzer sekilde
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n-1
det(N(K)) =] [4;(N(K))
j=0

W(61+3)/2(_R ~QK, ) +W(Zj+1)/2(Kn+1 _PK, +K, —4P)
ﬁ + WK 4K, +4
i0 QW4J+2 _ RW(6j+3)/2 _W2j+1 _ PW(2j+1)/2 1

n-1
pay ve payda 1_[\/\/‘4j ile carpildiginda,
j=0
n-1 j{"l(Kn + AW (K, —PK, +K, —4P)W1’2)w‘2j}

W .
0 o+ (Kaw)w ! +(-R-QK,_)w*?

n-1 i . . :
JTw™ —(Pw?)w) —ww ) —Rw*?w ) + Qw?)
i

-1
bulunur ve nZW*i =0"—(-1)" =—(-1)" oldugundan

j=0
~W"2(—R-QK, )"+ (-K, —4)" + (27" = 22" (—wK )"
_d _ n
(_1)n _21—n[w 1/2(Kn+1 r I:)Kn + Kl _4P)W V2 _2W3/2(_R_QKn—1)(_Kn _4)J
-wWK,

_Zn(wg”?(—R—QKM)(—Kn —4)}”

-wK,

det(N(K)) =
et( ( )) 1n+QnW2n+2272n((RW3/2)n+(PW1/2)n)_2173n(RW71/2Q71_4W)+2274H(RQ71W71/2)H

olarak elde edilir.
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5. K-BALANS SAYILARI VE TRIDIAGONAL MATRISLER

Bu boliimde k —balans sayilarini ve farkli formlarini elde edecek sekilde tanimlanan, k

parametresine bagli nxn tipindeki B, (k) ve W, (k) tridiagonal matris aileleri
incelenmistir. Chebyshev polinomlarindan yararlanarak B, (k) tridiagonal matris ailesi
icin 6zdeger ve determinant, C, (k) kofaktér matrisinden yararlanarak da W, (k)

tridiagonal matris ailesinin tersi k —balans sayilarina bagli olarak verilmistir. Ayrica bu
tridiagonal matrisler arasindaki iliskiler Kk —balans sayilarindan faydalanarak elde

edilmistir.

k >1 tamsay1 olmak {izere K —balans sayilar B,'f ile gosterilir ve genel terimi
BX =0, Bf =1, Bf, =6kBf —-Bf,, n=1
dir. Balans sayilarinin karakteristik denklemi x? —6kx+1=0 olup bu denklemin kokleri

a=3K+vV9k? -1 ve f=3k— 9k?-1

dir. Buna gore K —balans sayilarinin Binet formilii

Bk_ an_ﬂn

2Jok? -1

dir. Diger k — balans sayilar1 da
b =0, by =2,bf, =6kbK —b¥, +2, n>2

n+1
C¥=1Cf=3Cf, =6kC-Ck,, n>1
ck=1ck=7ck, =6kek-ck,, n>2

olarak tanimlanir ve bu sayilarin Binet formiilleri

_(@+a" +(B+1)p" — 6k -2

bk

! 2(9k? -1)
ck_B-pa"-@B-a)p’
" 24/9k? —1
ok - (a=Da"* - (7p-1p"*
" 24ok? 1

dir. 1k olarak daha sonra kullanmak iizere asagidaki teorem verilsin.
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Teorem 5.1 a; #0 tamsayisinda, i ile i. satir, j ile j. siitun temsil edilmek {izere

Dzaﬁln— 4a,,,8,,, #0 olsun. n>3 icin baglangi¢ degerleri ile birlikte T,

tridiagonal matrisinin determinanti
det(Ty)) =a,,

det(T(z)) =a,,8,; —8,,a,
det(T,)) =a,, det(T, ;) —a, 8,1, det(T,, )

seklindedir [18].

Burada
det(T(n)) =a,, det(T(n—l)) — 0@y det(T(nfz))
indirgeme bagntisi i¢in karakteristik denklem
2
X" —8naX+8,n18n 10 = 0

olup denklemin kokleri

a,, ++/D a,, -+D
a=———— Ve f=—"——
2 2
an 4 n
dir. Buna gore Binet formiilii det(T ) = dir [3].

k —balans sayilar1 i¢in taniml1 nxn tipindeki tridiagonal matris aileleri

36k 6
1 o6k 1
1 6k 1
W, (k) = 1 (5.1)
1
L 1 6k_nxn
ve
36k 1-18Kk> ]
1 3k 1
1 6k 1
B(n)(k): 1 (5.2)
1
L l 6k—an
dir.
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Burada dikkat edilirse W, (k) matrisi i¢in determinant aslinda, (n+1). k —balans

sayisiin 6 katina karsilik gelmektedir. Benzer olarak B, (k) matrisi igin determinant

(n+1). k —balans sayisina karsilik gelmektedir. Agik olarak

det(W, (k)) = 36k = 6B}
det(W,, (k)) = 216k * — 6 = 6B5
det(Wz, (k)) = 6k(216k* — 6) — 36k = 6B;

det(Wy (k)) = 6k det(W, 1 (k)) —det(W,_,)(k)) = 6By,

ve

bulunur [19].

det(Byy, (k) = B;
det(By (k)) = BS

det(B (k)) = B, (5.3)

det(B, (k) = B,

Burada tanimlanan iki tridiagonal matris ailesinin secimi merak edilebilir. Ozel olarak

bu ailelerin se¢ilmis olmasi det(B(n)(k)):Bk ve de'[(\N(n)(k))szBrlf+1 olmasindan

n+1

kaynaklanmaktadir. Bagka bir deyisle B, (k) nin determinanti ile W, (k) nmn

determinant k —balans sayilar: ile ifade edilebilirdir. Ustelik tek terimli k —balans

sayilar1 i¢in

[36k2 —1
1

O(n) (k) =

1
36k?% —2 1
1 36k?-2 1
1 .
. 1
1 36k*-2

matrisi ve ¢ift terimli kK —balans sayilari i¢in de
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6k 0
1 36k%?-2 1
1 36k2-2 1
E(ﬂ) (k) = 1 )

: 1
1 36k*-2

matrisi verilebilir. Bu matrislerin determinantlarindan sirasiyla tek K —balans sayilari ve

cift k —balans sayilari
det(E ) (k) = B3, ve det(O, (k)= Bj,.s

elde edilir.

Yardimer Teorem 5.2 Eger B, (k), (5.2) de tanimlanan tridiagonal matris ailesi ise
B(n) (k) min determinanti Chebyshev polinomlarina bagl olarak
det(By, (k)) = 6kT;_; (3k) — (1-18k U 12 (3K)
seklinde verilir B, (k) min karakteristik polinomu da
Pey 0 (2) = (A -6K)T_, (4 —3K)— (1 —-1+18k*)U,_,(3k)(1—3K) (5.4)
dir [19].

Ispat: Ay (k) ve C (k) tridiagonal matris aileleri olmak lizere determinantlari

3k 1
1 6k 1
det(Ay(K)=| 1
1
1 6knxn
ve
6k 1
1 6k 1
det(C ny (K)) = 1
o1
1 6k
nxn

dir. O halde B, (k) igin Laplace agilimima gore determinant hesaplanacak olursa

birinci siituna gore
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36k 1-18k?
1 3k 1
1 6k 1
det(By (k)) = L
1
1 6k|
3k 1 1-18k? 0
1 6k 1 1 6k 1
=6k 1 - — 1
KOS | 1
1 6k (n-1)x(n-1) 1 6k (n-1)x(n-1)
3k 1 6k 1
1 6k 1 1 6k 1
=6k 1 - —(1-18k?) iy
EORET | 1
1 6k (n-Dx(n-1) 1 6k (n=2)x(n-2)

— 6k det( Ay, (K)) — (L— 18k %) det(C ,_y (K))

dir. (2.1.5) ve (2.1.6) dan 1. ve 2. tiir Chebyshev polinomlarinin 6zel segimleri ile elde

edilen determinantlar:
det(B, (k)) =6KT,_, (3k) — (1-18k*)U o (3K)
olarak ifade edilebilir. Ayrica B ) (k) nin karakteristik polinomu ise
Py (k) (A4) = det(Al — B, (K)) = (4 - 6K)T, 4 (1 —3K) = (A -1+ 18k*)U,,_, (A —3K)

dir.
Teorem 5.3 B, (k) tridiagonal matrisinin 6zdegerleri
4 =3k +cos— 2, (i=1,2,--,n)
n+1
ve Kk —balans sayilari
n-1 H
/4
BX =[] (3k +cos—
- Fceess

dir [19].
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Ispat. (2.1.7) ve U, (x) in indirgeme bagintis1 kullanlarak

det(By, (k)) = 6kT,_; (3k) — (1-18k*)U ,_, (3k)

=3kU, ,(3k)—3kU, 5(3k)—(1-18k?)U ,_,(3k)
=U, (3k) +3k(6kU,_,(3k) -U,_5(3k))—3kU, , (3k)
~U,(3)
elde edilir. Dolaysiyla B, (k) min 6zdegerleri (5.4) karakteristik polinomunun kokleri
iz

hesaplanarak elde edilebilir. U (x) =0 denkleminin kokleri 6; = 1 i=@12,---,n)

i . .
veya buna denk olarak x; =cosé, = cosn—ﬂ1 dir. Yani
+

Doy o (i) = det(45] — By (K)) =U, (41 —3K)

olupi=12,---,n igin
A — 3k + cos
n+1

dir. Dahasi (5.3) den ve determinant tanimindan
n-1 H
By =[] Gk+ cos %)
) n
sonucu elde edilir.

Bu teoremden asagidaki sonuglar elde edilebilir.

Sonu¢ 5.4 B,'f, n. k—balans sayisi ve B, (k) tridiagonal matris ailesi olsun. Bu

takdirde

(i) det(Bypy (K)) = [ (3K + cos%) dir.
(i) 1=142,---,n—1 icin 3k # —cos—"ise By (k) tersinir bir matristir.
n+1

(iii) det(W,, (k))=6] ], (3k + cos%ﬂ) dir [19].

W, (k) matris ailesinde bulunan matrislerin terslerini belirlemek igin W, (k)

matrislerinin kofaktér matrislerine ihtiya¢ duyulur. Buradan kofaktér matrislerin

ailesine C (k) denilecek olursa n iizerinden tiimevarim ile asagidaki sonug agiktir.
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Yardimci Teorem 5.5 Brlf , N. k —balans sayis1 ve W, (k) matrisinde j ile j. siitun ve i

ile i. satir gosterilsin. W, (k) tridiagonal matris ailesinin kofaktér matrislerinin ailesi

C(n—l) (k) ;

(i) N> 4 cift ise

B 1<i< tek iken |1
n—(i-1) A<i<n-1 ;tekiken

_ 6B} :2< j<n cift iken _ 6B ;2<i<n-1 ;cift iken
" ]-6Bf  3<j<n tekiken P oeBK :3<i<n-1 ;tek iken

- _{— Bi iy 2<j<n-1 ;ciftiken _{—68,‘1‘_(1-_1) :2<j<n-1 ;cift iken
i1 =

6By iy 3<j<n-1 ;tekiken
diger durumlarda
[-6BfBy () si>ive () =-1 iken
YU 6BIBY .y s> (-DT =1 iken
[=6BYBy .y i<i, (=) =-1iken
YU 6B¥BY .y i<i(-D)'T=1  iken

Mj :6Bik Br|1(7(j71) ; =] (ij #11 ve ij = nn) iken

My, :_6Blk
(ii) n>5 tek ise
oo —6BY ;2< j<n ciftiken . —-6B ;2<i<n-1gift iken
" | 6BY  ;3<j<n tek iken " 6B ;3<i<n-ltek iken
. —Bi iy ;2<i<n-Lift iken oo —6By ;5 ;2<j<ngift iken
" By A<i<n-ltekiken U8By 3<j<n tek iken

diger durumlarda

_J76BBy gy 1i>i(-D" =-liken  [-6B{Bi iy :j<i,(-D)"!=-1iken
T 6BKBY iy i>i (D" =1 iken

Mj :6BikBr‘1(—(j71) ;i=](ij#11 ve ij #nn) iken,

my, :6Blk
dir [19].
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Sonuc¢ 5.6 Brif ,

lizere

(i) det(C(n ) (k)= (6Bn+l "L dir.

- det(Cy,.,y (K)) :

(i) —det(w(w ) = (6By,5)" dir [19].

n. k —balans sayist ve C, 4 (k), W, (k) nin kofaktdr matrisi olmak

Asagidaki teoremden W) (k) matris ailesinin tersi ifade edilsin.

Teorem 5.7 Brlf ,N. K —balans sayis1 ve

W,y (k) matrisinde j ile j. siitun ve i ile i. satir gosterilmek iizere

Cinpy(K), Wi (k) min kofaktdr matrisi olsun.

W,y (K) matrisinin

iken

tersi
(i) n > 4gift ise
T, . A iL . o
B: ;2<j<ngcift iken ——B" ;2<i<n-1gift iken
Bk J Kk i
My = nil Min = nJil
B_k BY ;3<j<n tek iken o B BX :3<i<n-1tek iken
n+1 n+1
il . iy ~1 ok . 9 .
" — g BX. iy 2<i<n-1gift iken —— Bn(j-y 2= J<n-1gift iken
6Bn+l Bn+1
mil = 1 mlj = ]_
— Bn iy l<i<n-1tek iken Bn oy 3= j<n-1tek iken
6B
n+1 n+1
diger durumlarda
1BB 1§ 1,(=D™ =1 iken 1BB Li<i, (1)) =1 iken
n(j-y >, =-1 ke G-y 5 <i, (=177 =-1 ike
M = nfl o mys "1+1 o
—— BB} oy 1> EDT =1 iken —— Bk Bn iy si<i(-D)"=1
n+1 n+1
mj = —— — BBy -y 5 i=]J@j=11veij=nn) iken
Bn+1

mln

-1
BX

n+1

B
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(ii) n>5 tek ise

_kl BX ;2< j<nift iken _TlBik 12 <i<n-1gift iken
= Bn+1 L= n+1
mnj 1 mm 1
——B¥ ;3<j<ntek iken ——B ;3<i<n-1tek iken
Bn.1 n+l
_1 k - - - _1 k - - -
—— Bngn 2<i<n-Lgift iken —Bn_(j-ny 2<j<ngift iken
m, = GBn+1 m; = Bn+1
i i
1k Br_iy 1<i<n-1tek iken %B,‘j_(j_l) :3< j<n tek iken
68n+1 Bn+1
1 . it - -1 L it -
B Bn (on J1>1,(=1)7 " =-1iken —— Bk Bn iy J<i, (=17 =-1iken
= n+1 L= Bn+1
m” 1 k o k . . i+i . m” 1 . . i+ .
BTlB- By (j.y J>i,(-D)" =1iken o 1B Bn iy J<i,(=D"™ =1 iken
n+ n+
mij =—— B Bn _(j-n > 1= ](ij #11lveij # nn) iken,
Bn+1
1 Lk
My, = B,
" Br|1(+1
dir [19].

Ispat Tanim 2.2.1 den

(W(n)( )= (C(n)(k)) ve (W(n)(k))_l (C(n)(k))

6Bk

n+l

de t(W(n) (k)

olup Yardimer Teorem 5.5 den C, (k) nin transpozu n > 4 cift ise
—6Bf ;2< j<nift iken _— —6Bf ;2<i<n-1 cift iken
T 6B" :3< j<n tek iken " 6BF  :3<i<n-1 tek iken

. — By iy 2<i<n-1gift iken ~6B (. :2<j<ncift iken
" BE iy A<i<n-1tek iken L 6BN_(jy :3<j<ntek iken

—6B{BN_(j_y i>i, (<D™ =-1 iken —6BIBN .y ;i<i,(-D" =-Liken
i 6BBi_ iy i>i,(-D)"T=1 iken 7] 6B Bn iy 5i<i,(CD™I=1 iken

m;; _GB Bn (- > 1= ]J(] #11lve ij =nn) iken

My, :_6Blk

ve n>5 tek ise
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_|-6Bf ;2<j<ncift iken _|-6Bf ;2<i<n-1 gift iken
"l 6Bf 3<j<ntekiken " | 6Bf ;3<i<n-1tek iken

o _)=Biw 2<i<n-ldiftiken 6By ;2<j<n cift iken
"By A<isn-ltekiken 7| 6By :3<j<n tek iken
- —6BfBN_(j_y ;i>i,(-1)"" =—1iken [-6B¥Br iy 1i<i, (-1 =—1iken
YU 8BIBY .y i>i(-D"i=1iken U | 6BYBf .y ;i<i,(-)"F=1iken
m; =6BBL ;4 ;i=j(ij=11veij=nn) iken
mln:_6Blk

dir. Bu matrisin terimleri 5B ile carpildiginda istenilen sonug elde edilmis olur.

n+l

56



6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda asagidaki sonuglar elde edilmistir:

) nx>2 i¢cin U, Lucas ve V, kompanion-Lucas tamsay: dizileri incelenip bu

tamsayi1 dizilerinin ilk n terim toplamlar1 bulunmustur.

i) Bu tamsay1 dizileri ile circulant, negacyclic ve semicirculant matrisler igin
Euclidean norm, spektral norm, 1-normu ve sonsuz normu i¢in sonuglar elde
edilmistir, daha sonra bu matrisler i¢in ozdegerler ve determinantlar
bulunmustur.

iii) Bu tamsayi dizilerinin terimleri ile elde edilen kompanion matrisin kuvvetleri
verilmigtir.

Iv) M, tetranacci ve K, kompanion-tetranacci tamsayr dizileri incelenip bu

dizilerin ilk n terim toplamlar1 ve genel terimleri arasindaki fark verilmistir.
V) Bu tamsayi dizileri ile circulant ve negacyclic matrisler tanimlanmig M, ve K,
tamsay1 dizilerinin circulant matrislerinin matris normlar1 elde edilip daha
sonra circulant ve negacyclic matrisler i¢in 6zdeger ve determinantlar
bulunmustur.
vi) k—balans sayilarim1 ve farkli formlarimi elde edecek sekilde tanimlanan, k

parametresine bagli nxn tipindeki B, (k) ve W, (k) tridiagonal matris
aileleri incelenmistir. Chebyshev polinomlarindan yararlanarak By, (k)

tridiagonal matris ailesi i¢in 6zdeger ve determinant bulunmustur.

Vii) C(y_5 (k) kofaktor matrisinden yararlanarak da W, (k) tridiagonal matris

ailesinin tersleri k —balans sayilarina bagli olarak verilmistir. Ayrica bu
tridiagonal matrisler arasindaki iliskiler k —balans sayilarindan faydalanarak

elde edilmistir.

Benzer olarak sunulabilecek Oneriler; 4. boliimde, 2. boliimde kullanildigi gibi
tetranacci sayilari yerine dordiincli basamaktan en genel tamsayi dizileri alinarak
sonuglar tiim dordiincii basamaktan tamsayi dizilerine genisletilebilir. 5. bdliimde
bulunan tridiagonal matrislerin k —balans sayilarina uygulamalar1 diger k — cobalans,

k — Lucas-balans ve k — Lucas-cobalans sayilari i¢inde benzer sekilde bulunabilir.
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