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OZET

LINEER ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN KESIN FARK
SEMALARI

NEVIN YILDIZ
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitust, Matematik Anabilim Dali
Yiksek Lisans Tezi
Danigman: Dog. Dr. ilhame AMIRALI
Haziran 2017, 45 sayfa

Bu ¢alismada, birinci, ikinci mertebeden diferansiyel denklemler ve singiler pertiirbe
olmus lineer baslangig-deger ve siir-deger problemlerinin sonlu farklar metodu ile
niimerik ¢éziimleri ele alinmustir. Singiiler pertiirbe olmus adi diferansiyel denklemlere
yonelik fark metotlar1 kurulup, incelenmistir. Diizgiin sebekede kesin fark semalari
yontemi kullanilarak elde edilen eksponansiyel katsayili uyarlanmis fark semalar: ele
alimmistir. Fark semalar1 eksponansiyel baz fonksiyonlarindan, kalan terimleri integral
seklinde olan ve agirlik fonksiyonu igeren interpolasyon kuadratir formdallerinden
yararlanilarak kurulmustur. Son olarak, ele aliman diferansiyel denklemlerin niimerik
sonuglarmin teorik sonuglarla uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Anahtar sozcukler: Singiiler pertiirbe olmus problemler, Kesin fark semalari, Adi
diferansiyel denklemler, Diizgiin yakinsaklik.
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ABSTRACT

FITTED DIFFERENCE SCHEMES FOR ORDINARY LINEAR
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Nevin YILDIZ
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ilhame AMIRALI
June 2017, 45 pages

In this study, we investigate the numerical solutions of first-order and second-order
differential equations and singularly perturbed linear initial and boundary-value
problems. By the method of integral identities with the using exponential basis
functions and interpolating quadrature rules with the weight and remainder term in
integral form an exponentially fitted difference scheme on an uniform mesh has been
developed. Finally, we show that numerical results are in agreement with the
theoretical results.

Keywords: Singularly perturbation problem, Exact difference scheme, Ordinary

differential equations, Uniform Convergence.



1. GIRIS

Diferansiyel denklemler icin singiiler pertiitbe olmus problemler, uygulamali bilim
dallarinin bircok degisik alanlarinda kullanilmaktadir. Ornegin, arttilmis-gaz dinamik,
osinografi, aerodinamik, meteoroloji, akiskanlar dinamigi, elastik kuantum mekanigi,
plastik, akigkanlar mekanigi, yayillma teori ve reaksiyon-difuizyon sireglerinde
karsilasiimustir [1], [2].

Singiiler pertiirbe olmus problemlere ilgi yaklasik olarak yirminci yiizyilin baslarinda
baslamistir. Aragtirmalar esasen asimptotik agilimlar iizerine yogunlasmis ve 1960’11
yillardan sonraki donemlerde ¢ok iyi sonuglar elde edilmistir. Buradaki esas zorluk sinir
katlarinda kesin ¢ozlim Ozelliklerinin hizli bir sekilde kotiilesiyor olmasidir. Coziim
fonksiyonun turevleri parametrenin kiigiik degerleri i¢in ince gegis katlarinda sonsuza
raksar ve klasik niimerik yontemlerin uygulanmasi kararsizliktan dolayr imkansiz olur
[3]-[5]. Dolayisiyla, kararli ve kiigiik parametreye gore diizgiin yakinsaklik 6zelligine

sahip numerik metotlarin kurulmasi biiyiik 6nem tagimaktadir.

Singiiler pertiitbe olmus lineer baslangi¢c-deger ve simir-deger problemlerinin farklar
metodu ile nilimerik ¢oziimleri ele alimirken agirlikli olarak iki tip yaklasim

kullanilmaktadir:

1. Diizgiin (esit aralikli diiglimlerden olusan) sebekede iistel katsayili fark
semalarinin uygulanmast;
2. Smir katlar1 dahilinde 6zel kuralla belirlenen diizgiin olmayan sebekenin

secimine dayal1 fark metotlar.

Bunlarin her ikisinde de amag diferansiyel problemin 6zelliklerini daha iyi sekilde ifade
edebilecek niimerik metodun kurulmasidir [6]-[14].

Bu tezde birinci ve ikinci mertebeden diferansiyel denklemler igin diizgiin sebekede
kesin fark semalar1 verilmistir. Kesin fark semalari yontemi olarak da bilinen bu
yontem, verilerin diisiik diizgilinliiklii olmas1 veya diferansiyel ¢oziimiin kotii davranigh
olmasi durumlarinda yakinsak fark semalarmin kurulmasina imkan saglayan bir

yaklasimdir [15]-[19].



Ayrica, kesin fark semalar1 yonteminin, bu kisimdaki diferansiyel operatorlerin ve bu
kisimda olmayan diferansiyel operatdrlerin singiiler pertiirbe olmus durumlaria yonelik

uygulamalari da ele alinmustir [20]-[23].

Bu ¢alisma 7 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde konuya girig yer almaktadir.

Ikinci béliimde tez calismasinda kullanilan genel bilgiler ve 6zet verilmistir.

Calismanin {iglincii boliimiinde asagidaki birinci mertebeden adi diferansiyel denklem

i¢cin baslangi¢-deger problemi ele alinmistir:

Lu=u+a(x)u=f(x), x>0

u(0) = u,
burada a(x) ve f(x)siirekli fonksiyonlardir. x; =ih, ih=01,... digiimleri kullanilarak
uygun kesin fark semasi kurularak niimerik ¢ézim elde edilecektir [24]-[28].

Dordunct bolimde singiiler pertiirbe olmus birinci mertebeden lineer baslangi¢-deger

problemi ele alinmigtir [29], [30]:

Lu=eau+a(x)u= f(x), 0<x<lI
u(0)=A

Besinci bolimde asagidaki ikinci mertebeden self-adjoint smir-deger problemi

incelenmistir:

Lu=—sau"+a(x)u = f(x), 0<x<I
u(0)=A, u(l)=8,
burada ¢ kiglk pozitif parametre, a(x) >a >0, f(x) yeterince diizgtin fonksiyonlar,

A ve B verilmis sabitlerdir. Her bir durum igin problemin bir tek ¢oziimiiniin varligi
kabul edilmektedir. Bu problemin ¢6zim( genel olarak x=0 ve X =1 noktalarinda
olmak Uzere iki smir katina sahiptir. Problemin ¢6ziimii i¢in istel katsayili fark semasi

kurulmus, yakinsaklik hiz1 degerlendirilmistir.
Altinc1 boliimde elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

Yedinci boliimde ise tez calismasinda yararlanilan kaynaklar verilmistir.



2. GENEL BILGIiLER

2.1. Tanimlar

2.1.1. Diferansiyel Denklem

Icerisinde bir degiskenin bilinmeyen bir fonksiyonu ve bu fonksiyonun degiskene gore
cesitli basamaklardan tiirevleri bulunan denklemlere diferansiyel denklemler denir. Bir
diferansiyel denklemde bir veya daha fazla bagimli degisken olmasina karsilik yalniz
bir bagimsiz degisken varsa bu denkleme adi diferansiyel denklem denir. Eger
diferansiyel denklem bir tek bagimli degiskenin iki veya daha fazla sayida bagimsiz

degisken cinsinden tiirevlerini igeriyorsa, boyle denkleme kismi diferansiyel denklem
denir [31], [32].

2.1.2. Lineer Denklemler

Genel sekli  a,(X)y"+a,,(X)y"" +..+a,(X)y' +a,(X)y=b(x) seklinde olan
denklemlere n. mertebeden lineer denklemler denir. b(x) =0 ise denkleme homojen

lineer denklem denir [31].
2.1.3. Baslangi¢c-Deger ve Sinir-Deger Problemleri

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerinin bagimsiz degiskenlerinin bir tek noktasinda
beliren yardimci sartlari, baslangi¢ sartlartyla birlikte denklemi olusturan probleme
baslangi¢-deger problemi denir. Bilinmeyen fonksiyonun ve onun tirevlerinin bagimli
degiskenin birden fazla noktasinda beliren yardimci sartlara sinwr sartlar: denir. Bu tir

sartlarin oldugu problemlere sinir-deger problemleri denir [31], [32].

2.1.4. Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu
i) Diizgiin sebeke: [O, I] aralifinda tanimlanan diizgiin sebeke

on = {xi =ih,i=012,..., N;h =l}
N



seklindedir.

Burada h sebeke adimi, X -sebeke diigimi, y=Y, =y(X), wn sebekesinde tanimli

sebeke fonksiyonudur [33]-[36].
ii) Diizgiin olmayan sebeke: [O, I] araliginda tanimlanan
Z):{xi|0:x0 <X <Xy <o <Xy <Xy =1

ayrik noktalar kiimesine diizgiin olmayan sebeke denir. X, noktalarina sebeke diigiimleri

denir. Sebeke adim1 h, = x, — X, , seklinde tanimlanir [23], [37], [38], [39].

2.1.5. Fark Turevleri

[O,l] araliginda tanimli u(x) fonksiyonunun diizgiin sebeke icin fark tiirevleri

asagidaki gibidir [40]-[43]:

. Ui, — U, . cg . .
i) u,=-—L -1 - g(x) fonksiyonunun x; noktasindaki ileri fark tiirevi,
X1 h A
- ui - ui—l o . a . .
i) u. = - u(x) fonksiyonunun x; noktasindaki geri fark tiirevi,
X1 h
U, —U._, _ . . o
i) u, = —on u(x) fonksiyonunun x; noktasindaki merkezi fark tiirevi,
X1
Ui —U., u.,—2u +u .
iv) u o= X _T T T g(x) fonksiyonunun x; noktasinda

XX, h h2

ikinci mertebeden merkezi fark tirevi.



2.1.6. Regiiler ve Singiiler Pertiirbe Olmus Problem

P. problemi & parametresine bagli bir problem olsun. Bu problemin u, ¢6ziminin
L(u,&) =0 denklemi ile belirlendigi kabul edilsin. Bu tiir probleme genelde pertiirbe
olmug problem denir. £ =0 durumundaki P, probleminin ¢dziimii, bagka bir deyisle
L(uy,0) =0 bagintisi ile tanimlanan problemin ¢6ziimii, U, olsun. P, problemine P,

problemine wuygun indirgenmis problem denir. Eger indirgenmis P, problemi verilmis

problemle ayni1 tipe ve mertebeye sahipse, ayrica her iki problemin de bir tek ¢oziimii

varsa, 0 halde P, problemine regiiler pertiirbe olmus problem, aksi durumda ise

singtiler pertiirbe olmug problem denir [37], [44]-[49].
Ornek 2.1.1.

u'(x)+eu(x)=0, 0<x<1
u0)=1

baslangi¢-deger problemi verilsin. Céziim fonksiyonu
u.(x)=e*
seklindedir. Uygun indirgenmis problem

u'(x)=0, 0<x<1
u(x)=1

seklinde olup &’ un pozitif kuvvetlerine gore
1 2y2
u(x) :1—5X+Eg X~ —...

gibi bir seri ile ifade edilmektedir. Ayrica, keyfi X, e[O, |] sabiti igin

lim limu(x) = lim lim u(x) =1

X=Xy €0 £—0 X=X,

olur. Indirgenmis problem ana problemle ayni mertebeden olup, ¢oziimii u,(x)=1

seklindedir. Dolayisiyla ele alinan bu baslangi¢-deger problemi regiiler pertiirbe olmus

problemdir.



Ornek 2.1.2.

al’'(x)+u(x)=0, 0<x<1
u(0) =1

baslangi¢-deger problemi verilsin. Coziim fonksiyonu

X

u (x)=e ¢
seklindedir. Burada ¢ ’a bagli olmayan keyfi X, € (O, I] icin

lim limu(x) = lim lim u(x) =1

X=Xy €0 £—0 X=X,
oldugu goriiliir. Fakat tekrarli limitlerin esitligi X =0 noktasi i¢in s6z konusu degildir:

0 =lim limu(x) # limlim u(x) =1.

x—0 &0

Bu tip esitsizlikler singiiler pertiirbe olmus diferansiyel problemlere has bir 6zelliktir ve
baslangi¢ veya sinir katinin varhigiin belirtisidir. Boylece ele alinan problem X =0

noktasinda bir baslangic katina sahiptir. Uygun indirgenmis problemin ¢oziimii

Uo (X) =0 seklindedir ve bu durumda baslangig sart1 gereksiz bir hal almaktadir.

2.1.7. Ayrik Maksimum Norm

on = {xi =ih,i=012,.,N;h= l}
N

sebekesinde taniml1 ayrik maksimum norm

Y(Xi X

Iyl =1,z =¥, = max

0, @h 0<i<N

seklindedir.
2.1.8. [0,1] arahginda Siirekli Maksimum Norm
[O, |] araligindaki stirekli maksimum norm

Jull, =10l g0y =¥,y = max|u(x)

0<x<l

seklindedir.



2.1.9. Diizgiin Yakinsakhik

u(x) diferansiyel problemin ¢ozimii, y, uygun fark probleminin ¢8zimi, || da belli

bir sebeke normu olsun. Eger & ’dan ve h ’dan bagimsiz bir C sabiti icin
ly—u|<Ch?, p>0

seklinde bir esitsizlik s6z konusu ise, bu durumda yaklasik ¢6ziim kesin ¢6ziime O(h p)

hiziyla & ’a gore diizgiin yakinsaktir denir [37].

2.1.10. Kararhhk

Lineer
Lu=f(x), xeG (2.1)
denkleminin

u=pu(x), xel' (2.2)

sartin1 saglayan ¢oziimiin bulunmasi istensin, burada f(x), z(x) belirli fonksiyonlar, L

ve / diferansiyel operatordir.
G=Gurl
bolgesinde herhangi bir
on = @, IV
sebekesinin kuruldugunu varsayalim.
(2.1)-(2.2) problemine karsilik gelen fark problemi
Ly=9¢,, Xeco, (2.3)
ChY = Xns XE7, (2.4)
seklindedir.

Bu problemin belli siniflardan olan her bir ¢,, y, baslangic veri fonksiyonlar: ve yeteri

kadar kiiglik h <h, i¢in bir tek ¢6ziime sahip oldugunu varsayalim.



(2.1)-(2.2) probleminin baslangic veri fonksiyonlar g?)h, ;_(h olan ¢ozimii vy ile

belirlensin. Yeteri kadar kiiglik h ve h’dan bagimsiz C, ve C, sabitleri icin
ly=y, =Cen—ol, +Colzn -,

esitsizligi varsa (2.3)-(2.4) fark semasi sag tarafa ve smir sartina gore kararlidir denir.
Boylece kararlilik, fark semasinin ¢6ziimiiniin baslangi¢ veri fonksiyonlarina surekli

sekilde bagli oldugunu, hem de bu bagliligin h ’a gére diizgiin oldugunu ifade eder [50].

2.2. Kuadratur Formulleri

Fark semalarmin kurulmasinda ve incelenmesinde asagidaki kuadratiir formdalleri

kullanilacaktir [51]:
i p(x)f (x)dx =ﬁ p(x)dx}{of (b)+(@1-o)f(a)}+ fla,b j' Jp(x)dx +R,(f),  (2.5)

burada o reel parametre, p(x)e C[a,b] agirlik fonksiyonu, f belirli bir fonksiyondur.
b b
R.(F)=[ p(0dx[ f" (&K, (x,§)dE  feC, n=lveya2

K (&) =T.(x=&) - (b-a) " (x—a)(b—¢&)°, s=0,1
X =ab+(-0c)a, flab]=(fb)- f(a)/(b-a)

T.(A)=2/sl, 120;T,(1)=0, 1<0

o

p(x)f'(x)dx =f [a,b][ p(x)dx + R, (), (2.6)

D C——y T

1Y)

Rn*(f):—I: p’(x)dxj‘ f (EOK, (x,£)ds, feC", n=1veya?2

(2.7)

R, (1) =[] pOOdx] (K, (E0dé,  feC? (28)



(2.7) ve (2.8) formiillerinde ayn1 KS(X, f) fonksiyonunun bulundugunu belirtelim.

Ayrica,

Kl(a,ﬁ):Kl(b,f) Kl(x’a) (X b):0
Kl(xié): Kl(e;,x),
%Kl(x,f):—K()(x,g), % (%,£) =K, (£,x)

oldugu kolayca goriilebilir.

Baz1 uygulamalarda (2.5) formiilli, sag tarafindaki ikinci terimin kalan terime dahil

edilmis sekliyle kullanilmaktadir.

iM@f&bx%}p@h%bﬂ@+ﬂ—aﬁ@ﬂ+Rdf)
burada

+R, (f)

lgul
o
O
P
—_
>
|

n =0 durumu igin R» (f ) kalan terimi, daha kisa sekilde asagidaki gibi yazilabilir:
b b
)= [ ([ f(£)T )-odé.

Ayrica n=0, p(X) =1licin

olur. p(x)="1icin

Rn(f):(b—a)z(% jab+

[ (b-¢)™ _E(b_g)”(b—a)}f T ()ds

(n+1) 2

D ey T

ve n=1, a:% , p(x)=1durumu igin

:% [f(eNa-eNo-&)e



seklinde yazilabilmektedir.
b b
| o) 5,

burada

b

R, E-T p(x)dx_[ £ DK, (x, £)dE +nf(

:D'—.c‘

= j' p(x)dxj' f (&K (x,£)dE +nf [a,b] j'(x x° )p(x)dx, n=0,1
K, (6,8) = (=& [To(x &) Ty (7 ¢
Ko (%)= K, (6.8) = nlx—x7 )k, (6,x7)

oldugundan

R, =T, (x=&)-T, (7 &)+ n(b-a) (b &) (7 - x)
olur.

Asimptotik degerlendirmelerin  bulunmasinda bazen asagidaki diferansiyelleme

formiiliinden yararlanilir:

g'(x):g(ao;al)_J.lKo(é:’X)g”(é)dg’ geC?, ay SX=a. (2.9)

Ao

2.3. Klasik Fark Semalari

Fark semas1 bir lineer cebirsel denklem sistemidir.
Herhangi bir fark probleminin uygulanmasinda asagidaki asamalar s6z konusu oluyor:
i.  Fark semasinin kurulmasi
ii.  Ele alinan problemin ¢oziimiiniin varlig ve tekligi
iii.  Fark semasinin kararlihigi
iv.  Fark probleminin yakinsakligi ve yakinsama hizinin belirlenmesi

v.  Fark problemi i¢in uygun bir realizasyon algoritmasinin belirlenmesi.

Genelde klasik fark semalar1 diizgiin sebekede kararsizliklart ve &’a gore diizgiin

yakinsak olmamalar1 nedeniyle kullanigli olmamaktadirlar.
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Diger yandan, fark semasinin 6nemli &zelliklerinden biri diferansiyel problemin

sagladig1 6zelliklerin ayrik benzerini saglamasidir.

Sonlu Fark Yontemleri

Diferansiyel denklemlerin sonlu farklar metodu ile ¢oziimiinde klasik fark semalarinin
diizgiin sebekedeki uygulanmasi kapali bolgede kesin ¢oziimiin belli tiirevlerinin sinirl
olmasi gerektirir. Fakat birinci tiirevler bile genelde siirli degildirler. Bu nedenle de
klasik fark semalarmin diizgiin sebekede uygulanis1 ya kararsiz ya da iraksak
olmaktadir. Verilen bir diferansiyel problemde tiirevlerin belli bir yolla fark problemine

doniistiiriilmesi sonucu elde edilen metoda sonlu fark metodu denir [37], [52]-[55].

Metodun faydasi: Diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine her zaman ulasilamayabilir,

fakat lineer sistemler her zaman ¢ozilebilirdir.

2.3.1. Euler Semalar1 Hakkinda Genel Bilgi

Birinci mertebeden

al’+ f(x,u)=0, 0<x<I
u(0)=A

baslangi¢-deger problemi i¢in klasik fark semalarini ele alalim.

Burada u(x)gozuim, f(x,u) verilen fonksiyon, A sabit ve ? >a>0.
u

2.3.1.1. Acik Euler Semasi

g'yi+lh_ d + f(xi’yi): 0,i=01.,N-1
Yo = A
seklindedir.

Burada y,, X; diigiim noktalarindaki yaklagik ¢oziimdiir. Bu semanin kapali aralikta

u"(X) <C olmaldir. Fakat kapal1 aralikta birinci tiirevlerin

yakinsak olabilmesi i¢in

bile sinirsiz oldugu bilinmektedir.

Daha acik olsun diye asagidaki 6rnegi verelim.
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Ornek 2.3.1.

al'+u=0, x>0
u(0)=1.

X

Kesin ¢6zim u(x)=e ¢ seklindedir.

Birinci tlrev fark tlirevi ile ifade edilirse,

o Jin Vi +y.=0, i=01..,x =ih,

Yo =1
olur. Yaklasik ¢oziimiin hatast X, noktasinda Yy, — u(Xl)seklindedir.
Fh
u(x,)=e ¢,
h

Y: =1-—
&

oldugu dikkate aldiginda, 6zel olarak h = ¢ alinirsa

-h

h -
-ul) =i =
&

elde edilir, yani diizgiin yakinsama yoktur. Sonug olarak, A¢ik Euler semasi ne kararl

ne de yakinsaktir.

Asagida verecegimiz Kapali Euler ve Crank-Nicolson semalar1 ise kararli fakat

yakinsak degildirler. Clinkl kalan terimleri h — Oigin sifira gitmiyor.
2.3.1.2. Kapal Euler Semasi

8%4‘ f(x,y,)=0, i=04,..,N

Yo =A

seklindedir. Bu, her bir i icin bir nonlineer skaler denklemdir ve nonlineer esitlikler i¢in
uygun algoritma uygulanarak ¢ozilebilir. Bu sema mutlak kararlidir fakat yakinsak

degildir.
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Yakinsak olmasi i¢in semanin kararli olmasi ve kalan teriminin sifira gitmesi

gerekmektedir.

2.3.1.3. Crank-Nicolson Semasi

gy hyll Z[f(XY)+f(|1’y|1)] 0, i=01..,N

seklindedir.

Bu semanin hatas1 daha az, kararlilik performansi ve kesinligi daha yiiksektir. Klasik
fark semalarinin kullanimi singiiler pertiirbasyon parametresi & kiigiik oldugu zaman
zorluk c¢ikarabilir. Bu sebepten bdyle problemler icin daha kullanisli metotlar

gelistirmek onemlidir. Asagidaki ¢ok kullanilan bir yaklagimdan bahsedelim.

2.3.1.4. Ustel Katsayili Fark Semalari

au'(x)+ a(x)u = f(x)

baslangi¢-deger problemine karsilik kurulan

L.y = eﬁy'g”+am=f“ i=1,..N

oa. h
gi:—l’ p=—
1-ep(-pa) = ¢

fark semas1 kiigik parametreye gore diizglin yakinsak semadir. Yaklagim hatasi
R (Lu+R =f,)

R, = 7 *h* [[a()—a(x, (), (x)cx +2, " * ]‘[f (%)~ 1 (x, )b, (x)ox

seklindedir. Buradaki baz fonksiyonlari
o, (x)= exp{—%(xi — x)} i=1..,N
seklindedirler. Hata degerlendirmesi igin
ly—ul|_<Ch
esitsizligi dogrudur.
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3. LINEER ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIiN KESIN
FARK SEMALARI

3.1. Kesin Fark Semalar1

Bu kisimda birinci, ikinci mertebeden diferansiyel denklemler ve singliler pertiirbe
olmus diferansiyel denklemler i¢in diizgiin sebekede kesin fark semalar1 verilmektedir.
Kesin fark semalari yontemi, verilerin diisiik diizgiinliikli olmasi veya diferansiyel
¢Oziimiin kotii davranislt olmast durumlarinda yakinsak fark semalarinin kurulmasina

imkan saglamaktadir.

Verilen sebekenin diigiim noktalarinda fark semasinin ¢6zUmi uygun diferansiyel

problemin ¢6ziim degerleri ile gakisiyorsa, bu fark semasina kesin fark semasi denir
[35], [37].

3.1.1. Birinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklem I¢in

Lu=u"+a(x)u = f(x), x>0
u(0)=0

baslangig-deger problemi verilsin. Burada a(x) ve f(x)stirekli fonksiyonlardir.

X, =1h, 1=01,... diigimleri kullanilarak kurulan uygun kesin fark semasi asagidaki
gibidir.
[k 6nce klasik sema ve kesin fark semasini tanimlayalim.
Klasik sema
%miyi — f i=12,..N,, ueC?[0,T]
Yo = 4,

kesin fark semasi ise

Bu. +Au =F, 1=12,..
A (3.1)
Up = H
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seklindedir. Burada

B,=h" ]l(pi (x)dx +h™ Xf(x —x, Ja(X)p, (x)dx,

Xi-1 Xi-1

A =h" Jla(x)gpi (x)dx,

F=h" Xj f (X)p, (x)dX,

Xi—1

@, (x) fonksiyonu ise
-¢'+a(xX)p =0, Xjig <X <X

@ (x)=1

baslangiG-deger probleminin ¢dziimii olup

—Xfi a(n)dn

@;(x)=¢e *

seklinde agik ifadesi de yazilabilir.

(3.1)” in dogrulugunu gosterelim.

h™ XjLu(x)gpi (x)dx=h" XI f (X)e, (x)dx

Xi—1 Xi_1

0zdesliginden baslayalim. (2.5) formili n=1, p(X) = ¢, (X) icin kullanilirsa

Xi—1

o0 090k = % {hl [ 000, (x)de +RY

h? j u'(X)e, ()dx =u . {hl j f (X)o, (x)de +RY

Xi—1 Xi—1

ifadesi, (2.5) formili de o =1, n=1 ve p(X) =@, (X) i¢in kullanilirsa
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Xi

h j a(x)u(x)e, (x)dx = [h-l }ai (X, (x)dx}li +Us, (h‘l ]La(x)(x — X))o, (x)dxj +R®

Xi—1

esitlikleri yazilabilir.

(2.7) formiliinden R,“ kalan teriminin ifadesi

R® =-h? j(p. (X)dx IU(é)[T (x=&)~h*(x-x,_)Be,
(2.8) formiilinden de R, kalan teriminin ifadesi

R® =h” a(¥)9, (x)dx:fu'(s)[n (x= &)~ h?(x=x, )¢

seklinde yazilir.

—ax +ax

i (X)=¢e

¢oziimii dikkate alindiginda

Ri<1>:_aemﬁ—axi) J'exp(ax)dx ju(é)T (x=&)dg " (x=x,,) IU(f)dﬁ

| aexp(- ax)(exp(ax)
a h a

exp(ax_l)ﬂfu(éﬁ (x=&)dé —h™ (x=x.; u(h)

-2 20k ""“)j (T, (x-)de - X u(n

- L OO0 Xk fuT, - 0,

h h

R = —exp(ﬁaxi) J a0oem(@)dx [u'(@T, (x- )de ~h(x-x,.) [u'(ene

_ {exp(—axi)

. (exp(axi)—exp(axi_l)} [T, (x-£)de ~h(x=x, Ju(h

Xi—1

= [w(em(axi) _e‘Xp(aXi—l)} ]L U'(QZ)TO (X é‘)df— s u(h)

1 exp(-ah) Xx-=x;

T A MU
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elde edilir. Boylece Ri(l) + Ri(z) =0 ifadesinin dogrulugu, dolayisiyla (3.1) Kesin
semasinin dogrulugu tespit edilmis olur.
Birinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklem I¢in Ozellikler

a) h™ J.Cl’i (x)dx = ¢, (x,,)+h™ I(Xi - x)p, (x)

bagintis1 ve ¢, (X) baslangic-deger problemi dikkate alinirsa B, = ¢, (XH) seklinde

ifade edilir.

Ispat.

B,=h" ]igoi (x)dx +h™ ](x —x; Ja(x ), (x )ox

B, =)+ [0, ) (04 [l o ki
hl]xx X)o, (x)dx = hajx X, ), (x)dx,
=ha ]iX{Di (x)dx — )_jiXi¢i (x)dx]

X, X;
:h—la I xe "2+ axdy ine_aXi+aXde|

Xi-1 Xi—1

= h‘la{eaxi ]ixeaxdx— x,e " Teaxdx}

Xi-1 Xi-1

-1
= h‘le‘a“[h + 1] - h—
a) a

h‘l]i(xi—x)goi’( =hx, J.(p, x)dx —h J.Xgol

Xi-1 X1
Xi

_ h—lxi Ia.e—axi+axdx_hfl Ixae—axi+axdx

Xi-1 Xi-1

X X
=h"x,ae™* .[ef"xdx—h‘lxiae‘alXi Ixeaxdx

=h7'e ah( h_ij h_l
a a
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olup B, =¢,(x,,) seklindedir.

b) a, f ‘nin sabit olmasi durumunda

X/

* p(x)=e

—ax +ax

% B = '(Xi—l): e_a(xi—xm) — e*ah ’

A = [a(xp,(x)ix =h* e =y

i-1 Xi_1

Xi
=h -1 I e_axi +aXy dx
Xi-1

—ax, X

* =& fe“"‘"dx ,
h -
i-1

>

F = h_l J. f(X)(DI (X)dX = h_l Ji.e_a(xi—xifl)dx

X1 Xi1

X
—nt fermentgy
X;_

i-1

,axi Xi
o e

. X:fle‘a" dx

_ e (ea’* _eaxH> (Xi _ ih),
eah

L)

ah

F=fl"
ah

olur.

—ah

l-e . .
Fark semasinin her iki tarafi ( ] ifadesine bollnurse,

Q. +au; =1, i>1

elde edilir.

Burada
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ah e—ah
1 _ e—ah

seklindedir.
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4. SINGULER PERTURBE OZELLIKLI BIRINCIi MERTEBEDEN
DENKLEM iCiN BASLANGIC-DEGER PROBLEMI

Bu kisimda singiiler pertiirbe olmus
Lu=au'+a(xu=f(x) O0<x<l (4.1)
u(0)=A (4.2)

problemi ele almacaktir. Burada & -kiiglk pozitif parametre, a(x)>a >0, f(x)

yeterince dizgun fonksiyonlar, A verilmis sabittir. Diizgiinliik derecesi yeri geldiginde
somutlastirilacaktir ve her bir durum igin (4.1)-(4.2) probleminin bir tek ¢6zimunin

varlig1 kabul edilecektir. (4.1)-(4.2) probleminin ¢bzimu genel olarak, x =0 noktasinda
bir sinir katina sahiptir [3], [56].

Ornek 4.1.

al'+u=0, x>0

u(0)=1 (4.3)

probleminin X =0 noktasinda baslangi¢ kat1 i¢erdigi bilinmektedir.

u(xj<1 (0<x<l)

olmasima ragmen bu fonksiyon x =0 civarinda ani degisme gostermektedir ve ¢ —0

iken tiirevler sinirsiz olmaktadir. Gergekten de, (4.3) probleminin ¢ézimunin

u(x)=exp (— Ej (4.4)

&

oldugu g6z 6niinde bulundurulursa
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elde edilir. (4.4) fonksiyonunun

u'(x)f <1

sartin1 saglayabilmesi i¢in X > 5||n g| olmasi1 gerekmektedir.

Simdi de (4.1)-(4.2) probleminin nimerik ¢6zimu icin kesin fark semalar1 yontemi
yardimiyla tstel katsayili fark semasi kurularak, bunun sebeke adiminin birinci

derecesiyle dlizgun yakinsak oldugu ispatlanacaktir.

4.1. Surekli Problem

Fark semasmm yakinsakliginin incelenmesinde u(Xx) ¢oziimil icin bazi asimptotik

degerlendirmelere ihtiyag vardir.

Lemma 4.1.1. ( Maksimum Prensibi)
v(x)eC*[0,1] fonksiyonu Lv(x)>0 (0<x<I), v(0)>0 sartlari saglayan fonksiyon

olsun. Bu durumda v(x)>0 (0<x<I) olur.

Ispat. Aksini varsayalim: &yle bir X, >0 noktast vardir ki, V(X1)<0. V(O)ZO
oldugundan v(x,)=0 ve V(x)<O0 (x, <x<x,) sartlarmi saglayan bir X, noktasi

vardir. Bu durumda Ortalama Deger Teoremi’ ne gore, dyle bir X, €(X,, %, ) bulunur ki,

v'(x,)= —V(Xil) - \)/(ixo )< 0

olur. Buradan ve V(x, ) < Ooldugundan Lv(x,)<0 olur. Bu ise Lemma 4.1.1’in hipotezi

ile gelisir.
Lemma 4.1.2. Her v(x)eC*[0,1] fonksiyonu igin

v(x) <[v(0) + & max|Lv(s), 0<x<I (4.5)

0<s<I

degerlendirmesi dogrudur.
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Ispat. Kolayca goriilebilir ki,

P(x)=2v(x)+(0) + ™ max|Lv(s), 0<x<I

0<s<l
fonksiyonu igin

¥(0)>0
ve

L¥(x)=£Lv(x)+a(xJv(0) +a(x)e: * max|Lv(s) > 0

0<s<I

olur. Buradan ise Lemma 4.1.1'¢ gore W¥(0)>0(x, <x<x,)olur. Bu da (4.5)
esitsizligini verir.

Lemma 4.1.3. (4.1)-(4.2) probleminin ¢6ziimi i¢in asagidaki esitsizlikler saglanir:

u(xf<c, 0=<x<l; ax) f(x)ecC[o,1] ise, (4.6)
u'(x) < C{1+%exp(— %}} 0<x<I;a(x) f(x)eC[o,1] ise, (4.7)
u'(x)<C, 0<x<1;a(x), f(x)eC*[0,1],a(x)A= f(0) ise. (4.8)

Ispat. Once (4.6)’nin dogrulugunu gosterelim. (4.1)-(4.2)’ ye gore Lemma 4.1.2° yi

uygularsak,

u(x)} <|A +a™ max| f (s)

0<s<I
elde ederiz. Bu da (4.6) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.

Simdi (4.7)’nin dogrulugunu gosterelim. (4.1) denkleminden
, 1 C
u'(x) < g| f(0)-a(0)A < " (4.9)

yazilabilir. Ayrica (4.1) denkleminin tiirevi alinirsa

Lv(x) = p(x) (4.10)
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elde edilir. Burada
ve

olur. (4.10) esitliginden v(x) igin

X X

v(x) = v(0)exp [— %Ia(s)dsj + %j‘(p(gf)exp (— %ja(s)ds}dg (4.11)

0 é

esitligi elde edilir. (4.11) ifadesinin sag tarafindaki birinci terim (4.9) esitsizligine gore

degerlendirilirse

ol -2 ek

0

< Eexp(_ %j (4.12)
&

g

olur. (4.11) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim (4.6)’ ya gore degerlendirilirse,

X

otcen| -t

0

< 116 0t o -
< 1) wpt 1o -2 <

& &

(4.13)

m

ifadeleri bulunur. (4.12) ve (4.13) esitsizlikleri (4.11) ifadesinde yerine yazilirsa, (4.7)’

nin dogrulugu goriiliir. (4.8)” e gelince;

oldugundan, bu esitsizligin dogrulugu (4.11) ve (4.13)’ den ¢ikar.

4.2. Fark Semasinin Kurulmasi

Genelde klasik fark semalar1 diizglin sebekede, kararsizliklart ve &’a gore diizgiin

yakinsak olmamalart nedeniyle (4.1)-(4.3) probleminin ¢6zimiine uygulanamazlar.
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Diger yandan, fark semalarimin O6nemli niteliklerinden biri, diferansiyel problemin
sagladig ozelliklerin ayrik benzerlerini saglamalaridir. Klasik fark semalarinin genelde

belirtilen 6zelliklere sahip olmadigini ifade eden bir 6rnekle baslayalim.

Ornek 4.2.1.

problemini ele alalim ve bu problem i¢in A¢ik Euler semasini yazalim:

lv. = +vy. =0, i=01...
yl ‘ny,l yl (414)
Yo =1
burada
_Yia Y,
yX,i h ]
h sebeke adimidir. (4.14)’den
Yi = (1_P)i
h P e
bulunur (p :—j. Buradan v, :(1—p) , 1=0]1... yaklasik ¢oziiminin p>1
£

durumunda istenmeyen salinimli 6zellik tasidigr gorilmektedir. vy ’ler sirasiyla pozitif
ve negatif deger almaktadirlar. Buna karsin kesin ¢dziimiin u(x;)=e™ degerleri azalan
pozitif bir grafik ¢cizmektedir. Ayrica (4.4) ifadesinden u(xl) = u(h) =exp (— p) bulunur.
Buradan p =1 (h = ¢) kabul edilirse,

lim|y, —u(h) = exp(~1)

olur. Bagka bir deyisle, ¢ ’a gore diizgiin yakinsaklik yoktur. 2y, fark operatOrinu

ty, ZEYM +[1_ljyi’ 120
p p
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seklinde yazalim. Buradan da, maksimum prensibinin saglanabilmesi i¢in p <1 olmasi
gerektigi anlasilmaktadir. p <1 sart1 ise pratik olmayan agir bir sarttir. Eger (4.3)

probleminin ¢ézimd icin

gyx,i + yi+1 = O’ I 2 0
Yo =1

Kapali Euler semas1 kullanilirsa, ayrik maksimum prensibi kosulsuz saglanacaktir, fakat

yine de & ’a gore diizgiin yakinsaklik olmayacaktir.

Ornegin, y, =(1+ p) " ve p=1igin

olur.

Simdi (4.1)-(4.2) problemi igin fark semasinin kurulmasina gegelim. [0, I] araliginda

oy {xi —ih, i=12,..,N-1 h= —}

sebekesini kuralim ve

270 LU, (dx = 7,70 [ £ (X, (0, =12,..N (4.15)
0zdesligini ele alalim. Burada

o, (x)= exp{—%(xi —x)}, i=12..N,
zi=h*] o =1220C @)

¢;(x) fonksiyonunun

_ g¢’ +a. (X)(p(X) = 0, X4 <X< X (416)
(/’(Xi ) =1
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probleminin ¢o6ziimii oldugunu da belirtelim. (4.15) esitligini asagidaki sekilde

duzenleyelim:
Ziilh_lg JLU’(X)% (X)dx"'ai)(iilh_l JLU(X)Q’i (X)dX =fi—-R;, (4.17)

7 ht .[ Ju(x)p, (x)dx + 7, *h™ _[ )= (), (x)dx. (4.18)

Xi—1

(4.17) esitliginin sol tarafina kesin fark semalart yontemi uygulanarak ve (4.16)

bagintis1 goz oniinde bulundurularak

esitlikleri elde edilir.

(4.17) esitliginin sol tarafina kesin fark semalar1 yontemi uygulandiginda

u(;(hg_[ ()dx]+[;g, - gj ()(p()dx}u +u[ + Jalxxx o, () ]

i-1 Xi1

(4.19)

=g{1+ 7 htas™ ]i(x— X; ) i(X)dX}Ux,i +au,

Xi-1

esitligi elde edilir. Basit islemler sonucunda

Xi]ll(x =% Jo, (x)dx = Xile(x — X, )exp {— %(Xi _ x)}dx
—exp( (x~ X)j; (X_Xi_aiij
1+ 77 'h e le.lx X; Jo, (x)dx # exp(— par;)

oldugu goriilebilir. (4.17) ve (4.19) bagintilar1 g6z 6ntine bulundurulursa, (4.1)-(4.3)

probleminin
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ty; =ady;, +ay; = 1=12..N
Yo =A

fark semasi sunulabilir. Burada

0 pai

=W9Xp(_/0ai)

seklindedir.
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5. SELF-ADJOINT SINIR-DEGER PROBLEMI

Bu kisimda
Lu=-au"+a(xu=f(x) 0<x<lI (5.1)
u()=A, u(l)=8B (5.2)

siir-deger problemi incelenecektir. Burada & pozitif kiglk parametre, a(X)Z a>0,
f(x) yeterince dlzgun fonksiyonlar ve A, Bverilmis sabitlerdir. (5.1)-(5.2) problemi
genel olarak, x=0 ve x =1 noktalarinda olmak tizere iki sinir katina sahiptir. Burada
(5.1)-(5.2) problemi igin Ustel katsayili fark semasi kurularak bu semanin &’a gore

O(h) ve O(hz) diizgiin yakinsama durumlari incelenecektir.

5.1. Surekli Problem

Burada u(x) ¢bziimii igin gerekli baz1 degerlendirmeler verilecektir.
Lemma 5.1.1. ( Maksimum Prensibi )

Varsayalm ki, v(x), v(x)eC[0,I]nC?(0,1), Lv(x)>0 0<x<I, v(0)>0,v(I)>0
esitsizliklerini saglayan fonksiyondur. Bu durumda V(X) >0 (O <x< I) olur.

Ispat. Aksini varsayalim:

Oyle x,ve X, noktalari vardir ki, v(x,)=0, v(x,)=0,v(x)<0 (x, < x<x,) olur. Bu

durumda 6yle bir & e (x,, X, ) noktas: bulunur ki,

V" — V(Xl ) — 2V((Xo + X )/2) + V(Xo ) >
R PR 7

olur. Buradan ve V(&)< 0 oldugundan Lv(£)< 0 olur. Bu ise Lemma 5.1.1%in hipotezi

ile gelisir.
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Lemma 5.1.2. Herhangi v(x) e C[0,1]~C?(0,1) fonksiyonu igin

V(x) < v(0) +[v(l) + & * max

0<s<I

Lv(s), 0<x<lI (5.3)

degerlendirmesi dogrudur.
ispat.

P(x) = 2v(x)+(0) +[v(l) + o max|Lv(s), 0<x<I

0<s<I

fonksiyonu igin ¥(0)>0,¥(1)>0 ve L'¥(x)>0oldugu kolayca griilebilir. Buradan

Lemma 5.1.1°e gre ¥(0)>0 (0 < x <1) olur. Bu da (5. 3)iin saglandigin1 gosterir.

Lemma5.1.3.

(5.1)-(5.2) probleminin ¢ozim igin asagidaki esitsizlikler saglanir:

u(x)<c, 0=<x<I; «a(x) f(x)ecC|o,l] (5.4)

|u'(x)£C{1+%(exp—%+exp—\/EEEX)J}, 0<x<l; ax), f(x)ec'o,l} (5.5)

Ispat. Once, (5.4) iin dogrulugunu gosterelim. (5.1)-(5.2)° ye gére Lemma 5.1.2

uygulanirsa,

ux) <|A+[B|+ o max|  (s)

O<s<I
elde edilir. Bu da (5.4) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.

Simdi (5.5)’nin dogrulugunu gosterelim. (5.1) denkleminde (5.4) dikkate alinirsa

u"(x) < —| a(xu(x) < = (5.6)

yazilabilir. Daha sonra |u’(0)| ve |u’(|)| i¢in degerlendirmeler elde etmek gerekir.
Eger (2.9) formuliinde
g(x)=u(x), x=0, a,=0, a =&

degerleri kullanilip (5.4) ve (5.6) dikkate alinirsa

u'(0) = A (5.7)
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oldugu goriiliir. Daha sonra (2.9) formilunde
g(x)=u(x), x=1, a,=1-e, a, =I

verileri kullanilirsa

u'(t)= % (5.8)

Lv(x) = p(x) (5.9)

bulunur. Burada

v(0)= o(%j i) = o%j 510
olur. (5.9)-(5.10) lineer probleminin ¢6zima
V(X) = vy (X)+ v, (x)
seklinde aranabilir. Burada v, (x)ve v,(x) fonksiyonlari
Lv,(x) = (x), 0< x <1 (5.11)
v,(0)=v,(1)=0,
Lv, =0, 0<x<I (5.12)

v,(0)=0y/Ve) v, ()= 0ly/Ve)

problemlerinin ¢6zimudur. (5.11) probleminin ¢6zimd Lemma 5.1.2°ye gore

o(s)

Vo (%) < o max

0<s<I

olur. ¢(x) fonksiyonu & ’a gére diizgiin simrh oldugundan
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Vvo(x)<C,0<x<I (5.13)
elde edilir. (5.12) problemine maksimum prensibi uygulanirsa

v, (x) < w(x) (5.14)

yazilabilir. Burada W(X) fonksiyonu asagidaki problemin ¢oziimiidiir:

— W'+ ew' =0, 0<x<|

w(0)=v; (0}, wil) = v, (1):

Sabit katsayili (5.15) probleminin ¢oziimii agik olarak

W<X>M{vl<oxsmh[”}€x)j {2

(5.15)

seklinde bulunur. Buradan (5.12)’ye gore

w(x) < %{exp - % +exp— \/5\(/1;— X)} (5.16)

oldugu kolayca gorilur. Son olarak, (5.13), (5.14) ve (5.16) esitsizlikleri

u'(x) <[vo (x)] +[v (x)

esitsizliginde kullanilirsa, (5.5)’in ispatlandig1 goriiliir.

Not. Eger a(0)A= f(0) ve a(l)B= f(l) sartlari varsa,

u(x)<c,0<x<l k=12 (5.17)

¢ -diizgiin esitsizligi saglanir. Gergekten, bu durumda U(X)’i

u(x)= f(x)/a(x)+&R(x)

seklinde arayabiliriz. Burada R(X)

LR(x)= ( (x)/a(x)
R(0)=R)=0

probleminin ¢ozimudir. Lemma 5.1.3’¢ gore
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R'(x) <

S0

olur. Dolayisiyla

+é R’(X]

() = [ (ot

esitsizliginden (5.17)’nin k =1 i¢in saglandigi goriiliir.

& R”(X) <C

oldugundan (5.17)’nin k = 2 i¢in saglandig1 agiktir.

5.2. Fark Semasinin Kurulmasi
[O, I] araliginda
w, ={x =ih,i=12,..,N;h=1/N}, on =, U{x=0,1}

diizgiin sebekesini ele alalim. Fark semasinin kurulmasi siireci i¢in baslangig olarak

asagidaki 6zdesliklerden hareket edecegiz [57], [58]:

270 | Lu(x)p, (X)ex = 7,70 [ £ (x)e, (x)ax, 1< < N -1 (5.18)

sinh y, (X — X, ..

(Pi(l)(x)E Sji/nEI h l)’ Xig < X<X

(=0 0)= R, <xen
0 coxe (X Xi)
Burada ¢, (X) belirlenmig baz fonksiyonudur.
a
Vi (X): s '
£
X yih

32



seklindedir. ¢, (l) (X) ve (pi(z)(x) fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki problemlerin
cozimudrler:

—ep"(x)+ap(x)=0, X, <x<x

o(x1)=0,0(x)=1, (5.19)

- E(P"(X)+ a; (P(X) =0, X; <X <X,y

o(x)=1,0(x.,)=0. (5.20)

(5.20) 6zdesliginden yola ¢ikilarak (5.18) bagintisi

7™ r o, (x)u'(x)dx + 7, e Tlu(x)¢i (x)dx=f,—R,, 1<i<N-1  (5.21)

Xi-1 Xi-1

seklinde diizenlenebilir. Kalan terimin ifadesi

R = | a0 alx o (ks 2 [0 £ () (522)

Xi—1 Xi-1

seklindedir. (5.21) bagntisina her bir (Xi_l,xi) ve (X X ) araliginda (2.5) ve (2.6)

7 il
formilleri uygulanir. (2.5) formiild, (X,,,X;) araligi igin o =1 ve (x;,X,,,) aralig1 icin

o = 0 alinarak uygulanir.

Ayrica (5.19), (5.20) bagintilar1 dikkate alinirsa asagidaki esitlikler yazilabilir:

‘1eh’lj¢, u(x)dx + 7, a;h™ _[ u(x)e, (x)dx

=—y, lg{1+ £'a, T(pi B (x)x - x, )dx}uxx‘i +a,z, l{h‘l J.l @, (x)dx + Igo, dx}u

Xi—1 -1

=-gd,u._ +au,. (5.23)

7 xx,i

Burada

0, = {1+ ca’ qui B (x)x - x, )dx} = {1— ca’ T(Pi D )x - )dx}

Xi-1

katsayist

PR Vo - h (5.24)

4sinh (\/_p/Z) Je

seklindedir.
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(5.21)’e geri donulerek (5.23) dikkate alinirsa
 =-gdu. +au =f-R, i=12,.,N-1 (5.25)
yazilabilir.

Boylece, (5.1)-(5.2) problemi icin

gui E_‘C’giy;x,i +ay; = fi , 1=12,.,N-1 (5'26)

Yo=A Yy =B (5.27)

fark semasi Onerilebilir. (5.26)-(5.27) bagmtilart y,,Y,,..., Yy 'lere gore lineer cebirsel
denklem sistemi olustururlar.
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6. NUMERIK SONUCLAR

Ornek 6.1.

al'+u=x, x>0

u(0)=1
baslangi¢-deger problemini ele alalim. Kapali Euler semasi ile elde edilen yaklasik
¢cOziim degerleri iistel sema ile elde edilen yaklasik ¢oziim degerleri ve uygun mutlak
hata degerlerini karsilastiralim [59]-[66].
Bu problemin Kapali Euler semasi

au'+u=x, x>0

u(0)=1
seklindedir.

Problemi & =107°kesinliginde 10 adimda inceleyelim:

GV Yy (h:ij, (x =ih)

ety =x = 107y, -107 4y, =01
i=1icin Bl
10
y, =0,10008
Ty, = x = 10y, +y, —0,00001000 = 0,2
1 V2T Y, +Y, 0, -0,
=2 igin Bl
10
y, =0,199998
: 1 iy =x = 10"*y, +y, —0,000019998 = 0,3
i =3 icin il
10

y, =0,299998
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I +Y, =X,
i =4icin =
ICI 10
Y5Iy4+y5=X5
i=5icin —
ICI 10
5y61y5+y6_xs
i =6 icin —
¢ 10
)’71)/6_'_)/7_)(7
=7 ici B
i icin 0
y81y7+y8:X8
i =8 icin —
¢ 10
gy91y8+y9:X9
i=9icin —
¢ 10
& ylo;yg *+ Y10 = Xgo
1 =10 igin —
10
olur.
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10"y, +y, —0,000029998 = 0,4

y, =0,399998

10y, + y, —0,000039998 = 0,5
Y, = 0,499998
10y, + Yy, — 0,000059998 = 0,6

Ys = 0,599998

10y, +y, —0,000069998 = 0,7
y, = 0,699998

10"y, + y, —0,000029998 = 0,4
y, =0,799998

10"y, + y, —0,000029998 = 0,4

Y, =0,899998

10™*y,, + Y, —0,000029998 = 0,4

Y, = 0,999998



Problemin kesin ¢6ziimdi

seklindedir.

i=1 icin

I=2 icin
=3 igin
I=4 icin
I=5 icin
i=6 icin
I=7 icin
1=8 igin
1=9 icin
1 =10 icin

olur.

baslangi¢-deger probleminin Ustel katsayili fark semasini olusturalim:

u(x,)=x —e+@1+s)exn(-x /&)

u(0,1)=0,1-10"° + (1+10° Jexp(- 0,1/10°*)

(,
(0,1) = 0.09999

u

0.29999

u(0,2)=0.19999
0:3)
(

u
u(0,4)=0.39999
u(0,5)=0.49999

0.59999

u(0,6)

u(0,7)=10.69999

0.79999

u(0,9)=0.89999

u(0,8)
(09)
u(l)=0.99999

al'+u=x, x>0
u(0)=1

ty,=ady; +ay; = f, i=12..,N

YO:A
8,
ei: exp _pal
1-ep(- pa;) ( )
h
,0:_;
&
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burada 6, =0 oldugundan ¢oziim Y; = X; seklindedir.

Asagidaki tabloda Kapali Euler semasi ile elde edilen yaklasik ¢oziim degerleri tistel

sema ile elde edilen yaklasik ¢6ziim degerleri ve uygun mutlak hata degerleri verilmistir

(h=01, £=10%)

X Kapali Euler |y| _ U(XiX Ustel katsayili |yi _U(Xi) Kesin ¢6zim
' sema u(x,)
0.1 0,10008 108.10° | 0,10000 10 0,09999
0,2 0,19998 10°° 0,20000 10~ 0,19999
0,3 0,29998 107 0,30000 10~ 0,29999
0,4 0,39998 10°° 0,40000 107 0,39999
0,5 0,49998 107 0,50000 10~ 0,49999
0,6 0,59998 10°° 0,60000 10~ 0,59999
07 0,69998 10° 0,70000 10 0,69999
0,8 0,79998 10 0,80000 107 0,79999
0,9 0,89998 107 0,90000 10~ 0,89999
1 0,99998 10° 1 10 0,99999
Ornek 6.2.
au'"(x)—u(x)=cos? zx + 2er 2 cos 27X
1 1
u(0)=0, u(@)=0, =20 h %

self-adjoint problemini ele alalim.

o)l )
ool 2 o

seklindedir. Cozimin bu ifadesinden x =0 ve X =1’de olmak iizere iki sinir katinin

Bu problemin kesin ¢6zimi

u(x)=

varlig1 gorilmektedir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada tip, mithendislik ve fen bilimleri gibi gesitli bilim dallarinda kullanilan
lineer adi diferansiyel denklemler i¢in kesin fark semalar1 yonteminin bazi uygulamalari
ele alindi, birinci mertebeden adi diferansiyel denklem, singuler pertirbe 6zellikli
birinci mertebeden adi diferansiyel denklem ve self-adjoint problemlere uygulandi. Fark
semalar1 eksponansiyel baz fonksiyonlarindan, kalan terimleri integral seklinde olan ve
agirhik fonksiyonu iceren interpolasyon kuadratiir formiillerinden yararlanilarak

kuruldu.

Diizgiin sebekede diferansiyel problemin 6zelliklerini daha iyi sekilde aksettirebilecek
nimerik metot olusturuldu. Niimerik sonuglarin teorik sonuglarla uyumlu oldugu

goralda.
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