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OZET
UNIVALENT FONKSIYONLARIN ELEMENTER TEORISI

Hasan SAHIN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisi, Matematik Anabilim Dali
Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. ismet YILDIZ
Haziran 2018, 50 sayfa

Bu c¢alismada S simifinin alt sinifi olan A simifindan sectigimiz ve ayni zamanda
tnivalent fonksiyon olan iki fonksiyonun birim disk U = {z eC:lz 1} da analitiklik

sartin1 saglarken bu iki fonksiyonun cebirsel toplaminin aritmetik ortalamasinin
univalent fonksiyon olmadigin1 f(0)=0 ve f'(0)=1 sartin1 saglamadigini gdstermis

olduk.

Anahtar sozcukler: Analitik fonksiyon, Aritmetik ortalama, Cebirsel toplam,
Univalent fonksiyon.



ABSTRACT
ELEMENTARY THEOREM OF UNIVALENT FUNCTIONS

Hasan SAHIN
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Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematic
Master’s Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
June 2018, 50 pages

This work is shown below, the algebraic sum of the two functions from class S of
univalent functions which is a subclass of this class A of funtion f(z) satisfy the

conditions analytic in the open unit disc U = {Z eC:zk 1} normalized with f(0)=0
and f'(0) =1 is not univalent.

Keywords: Algebraic sum, Analitik functions, Aritmetic average, Univalent functions.
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1. GIRIS

Fonksiyon ¢esitlerinden biri olan iinivalent fonksiyonlar yakin zamanda 20.yy' in
baslarinda ortaya ¢ikmis bir konu olmasina ragmen giiniimiiz aragtirmalarinda aktif
olarak ele alinan bir alana doniligsmiistiir. Bu alanin baslica problemlerinden bir tanesi
gecmisi 1916 yilina dayanan Bieberbach tahminidir. Bu tahmin, S sinifindaki her bir
fonksiyonun Taylor katsayilari i¢in | an |< n esitsizliginin sagladigini iddia eder. Bu
meshur Bierberbach tahmininin dogrulugunu gdstermek icin yapilan ispatlarin yeniden
g0zden gegirilmesi iinivalent fonksiyonlar teorisi {izerine c¢alisan matematikgilerin
diisiince ufkunu 6nemli Olciide genisletmistir. 1984 yilina kadar sadece ai, az, as, as
katsayilar1 i¢in yapilan ispat, aym1 yil Louis de Bronges tarafindan an katsayilari i¢in

verilmistir.

Cagimizin 6nde gelen matematikgilerini yetmis yil ugrastiran bu problemin ¢oziilmiis

olmasi, yeni problemlerin ortaya ¢ikmasina zemin hazirlamistir.

Biz bu ¢alismamizda, S sinifina ve onun bazi alt smiflarina ait fonksiyonlarin 6zel

problemini ¢dzmeyi amacgladik.



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

Boliim 1, Tezin Giris kismiydi. Boliim 2 ve sonrasi tezin igerigindeki boliim basliklarini

ve alt bagliklar igerir.

2.1. GENEL KAVRAMLAR
Bu boliimde ¢alismamizda gerekli olan tanimlardan ve teoremlerden bahsedecegiz.

2.1.1. Tamim (¢- Komsulugu)

Zo< C noktasi verilsin.
B(zo, €)= {z=C : |z-20/< &}
kilimesine zo noktasinin &€ komsulugu denir.
2.1.2. Tanmm (i¢ Nokta)
ACC herhangi bir kiime ve zo& A olsun. zo noktasinin bir € komsulugu, tamamen A
kiimesine ait ise, zo noktasina bir i¢ nokta denir.
2.1.3. Tanmim (D1s Nokta)

ACC alt kimesi verilsin. A kiimesinin tumleyeninin bir i¢ noktasina, A kiimesinin Bir

dis noktas1 denir. Biitlin dis noktalarin olusturdugu kiimeye A kiimesinin dis1 denir ve
(C-A)ile gosterilir.
2.1.4. Tamim (Y1gilma Noktasi)

a=C olsun. o' nin her € > 0 komsulugunda A kiimesine ait sonsuz eleman varsa, o' ya

A kiimesinin y1g1lma noktasi denir.

2.1.5. Tamim (Kapanis Noktasi)

ACC alt kiimesi ve bir z&C noktas1 verilsin. Eger z noktasinin her boslugunda A

kiimesinin en az bir elemani varsa, z noktasina A kiimesinin kapanis noktasi denir.



2.1.6. Tamim (Kutup Noktasi, Sifir Noktalarr)
f fonksiyonu, z = z, noktasinda analitik degil fakat
lim(z —zy)"f(z) =A#0
Z-Zg
Olacak sekilde bir n € Z* sayis1 mevcut ise, z = z, noktasina f fonksiyonunun bir
kutup noktasi denir. Ifadeyi gerceklestiren en kiiGlk n € Z* sayisina z, kutup noktasinin

mertebesi denir. Mertebesi 1 olan kutup noktasi basit kutup noktasi adini alir .

zo€C noktasinda analitik bir f fonksiyonu igin f(z,) = 0 iken

f(z) = (z —20)"g(2)
kosulunu saglayan bir n pozitif tamsayisi ve g(z,) # 0 olan, z, noktasinda analitik bir

g fonksiyonu varsa z, noktasina f fonksiyonunun bir basit sifir1 denir.

2.1.7. Tammm (Baglantili Kiime)

A, Y ve Z C kompleks sayilar kiimesinin alt kiimeleri olsun. Eger ACYUZ, ANZ # @,
ANY # @ ve ANYNZ # O olacak bicimde Y ve Z gibi bos olmayan iki ayrik ve agik
kiime bulunamaz ise, A C C kiimesine baglantilidir denir ve aksi baglantisizdir denir.

2.1.8. Tamim (Basit Baglantih Kiime)

ACC olsun. Eger bir A kiimesi i¢indeki herhangi iki noktay1 birlestiren biitiin yollar

yine kiime igerisinde kaliyor ise bu A kiimesine basit baglantili kiime denir.

2.1.9. Tamim (Bolge)

Kompleks diizlemde acik ve baglantili kiimelere bdlge denir.

2.1.10. Tamim (Seri)

aatataztas..+ant ...

ifadesine seri denir. ay, a2, ... sayilarina da serinin terimleri ad1 verilir.

Bir seriyi gostermek igin

aatat..+tant .. = Z:a1
n=1

veya



aptat+..tant..= Zan

kullanilir [1].

2.1.11. Tamim (Rezidi)

f fonksiyonu, tek degerli olmak {iizere C icindeki bir z =z, noktast harig, C' nin
uzerinde ve i¢inde analitik olsun. f fonksiyonunun z = zy noktasindaki Laurent agilimi,

0 0

() = ) an (2= 20)" + ) ba (2= 2)"

n=0 n=1

seklindedir.

Bu agilimdaki terimlerinin katsayisina f fonksiyonunun z =z, noktasindaki

Z—Zg

rezidlsu denir ve Rez(f, zy) ile gosterilir.

Rez(f,zy) = by

seklinde tanimlanir. Bu rezidii ayrica

1
b1 . % J;f(Z)dZ

integrali ile de hesaplanabilir. Bu nokta bir basit kutup ise

f(z) = +ag+a;(z—12zp) +ay(z—12z9)%+ -

b,
Z — ZO
acilimi1 var olup burdan

by = lim (2 - 2,)f(2)]

limiti ile de rezidl hesaplanabilir.

2.1.12. Tamim (Yakinsaklik)

Kompleks sayilarin bir { zn } dizisi ve zo & C verilsin. Her € > 0 sayist igin n > ng
oldugunda | zn - Zo | < € olacak sekilde bir no dogal sayis1 varsa, bu dizi zo kompleks
sayisina yakinsaniyor denir. { z, } dizisinin zo noktasina yakinsamasi zn — zo veya

lim; =z, seklinde gosterilir.
n



2.1.13. Tanim (Diizgiin Yakinsakhk)

A C Cvefn: A — Cfonksiyonlarmin { fn } dizisi verilsin. Eger her ¢ >0 ve timz € A

degerleri i¢in n > ng alindiginda

| fn(2) - f(2) [ <e
olacak bigimde bir no dogal sayis1 varsa, { fn } fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgin

olarak yakinsaniyor denir.

2.1.14. Tamim (Mutlak yakinsakhk)

serisi yakinsak ise

serisine mutlak yakinsak seri denir.

2.1.15. Tamim (Stireklilik)

A C C, f: A — C bir fonksiyon ve zo & A olsun. € > 0 keyfi olmak tlizere z = Ave |z -
20| < & icin | f(z) - f(z0) | < € olacak bi¢imde O ( zo, £)>0 sayis1 mevcut ise f fonksiyonu
Zonoktasinda stireklidir.

2.1.16. Tamim (Ac¢ik Kiime)

A C Colsun. A kiimesinin her noktasi bir i¢ nokta olan kiimeye ag¢ik kiime denir.

2.1.17. Tamim (Parcal Siireklilik)

A C C, f: A — C tanimh bir fonksiyon olsun. f' nin A" daki siireksizlik noktalarinin

say1s1 sonlu ise f fonksiyonuna A iizerinde pargali siireklidir denir [2].

2.1.18. Tanim (Egri Cesitleri )

Xx=x(t) ve y= y(t) surekli reel fonksiyonlar olmak uUzere x(t), y(t)f a <t < b
denklemlerinin kiimesinin, diizlemde parametrelenmis bir C egrisi oldugunu kabul
edelim. C ' nin baslangi¢ ve bitis noktalar1 (x(a),y(a)) ve (x(b),y(b)) sirasiyla, A ve B ile

temsil edilsin. Bu durumda:



(1) Eger x' ve y' [a,b] kapal1 aralig1 {izerinde siirekli ve (a,b) acik aralifinda ayn1 anda

sifir degerlerini almiyorlar ise C' ye diizgiin egri denir.

(i1) Eger C egrisi sonlu sayida Ci, Cs,..., Cy diizglin egrilerinin ucuca eklenmesi ile
olusan, yani, bir Ck egrisinin bitis noktas1 bir sonraki Ck+1 egrisinin u¢ noktasi ile

cakisiyorsa C ye diizgiin pargal1 bir egri denir.
(ii1) t=a ve t=b noktalar1 hari¢ C egrisi kendisi ile kesismiyorsa C' ye basit bir egri denir.
(iv) Eger A=B ise C ye kapal1 bir egri denir.

(v) Eger C kendisi ile kesismiyor ve A=B ise , yani, C basit ve kapali bir egri ise C ye
basit kapali egri denir [3].

B
A=B A=B
A _ _
(@) Diizgiin ve o o (©) Kapali fakat (d) J_BaSIt kapal:
basit egri (b) Kismi diizgiin ve basit egri basit degil egri

Sekil 2.1. Diizlemdeki egri tipleri.

2.1.19. Tamim (Starlike Bolge )

B CC bir bolge ve y & B olsun. Eger y noktasin1 B nin herhangi bir x noktasina

birlestiren dogru pargasi tamamen B'nin i¢inde kaliyorsa B'ye y noktasina gore starlike
bolge denir. Daha agik bir ifade ile B bolgesinin her bir noktasi y noktasindan

gordlebilir.

Sekil 2.2. Starlike bolge.

Yukaridaki sekilde; herhangi bir B bolgesi, y noktasina gore starlike fakat x noktasina
gore starlike degildir [4].



2.2. ANALITIK VE UNiVALENT FONKSiYONLAR

Simdiki boliimde konumuzun temelini olusturan tanimlarin yani sira dnemli teoremlere

de yer verecegiz.

2.2.1. Tamim (Analitik Fonksiyon )

f, kompleks degiskenli ve kompleks degerli fonksiyonu zo & C noktasinin bir

komsulugunda tanimli olsun. Eger

lim f(Z)— f (ZO)

-2, -1,
limiti varsa, bu fonksiyona zo noktasinda differansiyellenebilirdir denir. Eger f(z), zo
noktasinin bir komsulugunda differansiyellencebilirse, f ve zo noktasinda analitik

fonksiyon denir [5].

2.2.2. Tammm (Periyodik Fonksiyon)

Kompleks diizlem iizerindeki her noktada tanimli ve reel sayilar cisminde lineer
bagimsiz vektorler olan wy ve w, kompleks sayilar olmak {izere iki periyoda sahip olan

fonksiyona gifte periyodik fonksiyon denir.
Tum kompleks z sayilari i¢in w,; Ve w, nin f'in periyodlar1 olmasi
f(z +wy) =f(z+ wy) = f(2)
seklinde ifade edilir.
2.2.3. Tanmim (Meromorf Fonksiyon)
Bir D bolgesinde kutup noktalarindan baska singililer noktasi olmayan fonksiyona
meromorf foksiyon denir.
2.2.4. Tamim (Konveks Fonksiyonlar)
Eger f(z) |z| < 1 icin analitik ise, 0 zaman ancak ve ancak f'(z) # 0, zf"(z)/f (z) ve

¢[1+ z%] > 0 analitik iken Gnivalent ve konveks olur.

Bu sekilde su gosterime ulasabiliriz:

f'(z) ] 4ze it
TV f 1= e O

—T

1
Bunu da p(t) yi azalmayan, u(m) — u(—m) =1 ve , p(t) yi normalize edilmis olarak

7



kabul edebiliriz, bu sekilde

~[ut+0) + p(t— 0)] = p(®), [* u®)dt =0
2.2.5. Tamim (Univalent Fonksiyon )
B kompleks dizlemde bir bdlge olsun. B bdlgesindeki birebir olan f fonksiyonuna
univalent fonksiyon denir ve segilen z1 , z> de f(z1)# f(z2) kosulunu saglamasi gerekir.
2.2.6. Tamim (Lokal Olarak Univalent Fonksiyon )

Eger f fonksiyonu zg € B noktasinin uygun bir komsulugunda tinivalent ise, f' ye lokal

olarak Univalent denir. f analitik fonksiyonu igin f'(zo)=0 sarti, zo noktasinda lokal
tinivalentlige denktir. Bir analitik iinivalent fonksiyon onun aci koruma o6zelliginden

dolay1 konform doniisiim olarak adlandirilir [6].

2.2.7. Tammm (Starlike Fonksiyon)

feS olsun. f(D) orjine gore starlike ise bu f(z) fonksiyonuna starlike fonksiyondur
denir ve starlike fonksiyonlarin sinifi genellikle S* ile gosterilir [7].

2.2.8. Tamim (Cift ve Tek Fonksiyonlar)

A c R olmak lizere xe€ A oldugunda —Xx e A oluyor ise A kiimesine simetrik kiime
denir. A Simetrik bir kime ve f:A - R olmak (zere her Xe€ A igin f(—x)= f(x)
oluyor ise f fonksiyonuna gift fonksiyon, f(—x)=—f(x)oluyor ise f fonksiyonuna

tek fonksiyon denir.

2.2.9. Tammm (Koebe Fonksiyonu)

S smifinda olan,
Z 00
k(z) = etk +2z%2 4+ 3z3 + - = Y7_ nz"
Biciminde gosterilen fonksiyona Koebe fonksiyonu denir. Bu fonksiyon E birim diskini

C— (=, — %] bolgesi lizerine bire bir olarak doniistiiriir.

2.2.10. Tamim (Taylor Serisi)

Bir serinin |z — z,| = R iginde bir f fonksiyonunu gosterdigi bu sekilde kabul edersek

devaminda,



o]

() = ) ay(z—70)* =

k=0
ag+a(z—2z) +a,(z—129)% +az(z—1z9)%+... (2.1)
f'in tdrevlerini alalim.
f(z) = Yy agk(z — zo)¥ ™' = a; + 2a,(z — zg) + 3a3(z — zg)? + -+ (2.2)
f'(z) = Yy ,ark(k — 1)(z — z)*2 = 2.1a, + 3.2a3(z — z,) + - (2.3)
f"(z) = Yr_sagk(k — 1) (k — 2)(z — zo)*¥ 3 =3.2.1a3 + - (2.4)

Serileri oldugu ¢ikar. Denklem (2.1) kuvvet serisi kendi |z —zy| = R yakinsaklik
cemberi icinde, (burada R pozitif ya da sonsuzdur), turetilebilir bir f fonksiyonu
gosterdiginden, kendi yakinsaklik ¢emberi i¢inde kuvvet serisi bir analitik fonksiyon

gosterir sonucuna variriz.

Denklem (2.1)' deki ay katsayilari ile f nin tiirevleri arasinda bir iliski vardir.z = z, da
denklem (2.1), denklem (2.2), denklem (2.3) ve denklem (2.4)" i degerlendirerek

sirastyla
f(Zo) = ao, f’(Zo) = 1! al, f”(Zo) S 2! az, ve
f"(zo) = 3!az verir.Genel olarak, f™(z,) =n!a, yada

a, = ) n > 0. (2.5)

n!

Denklem (2.5)' te n = 0 iken sifir mertebeden tiirevi f(z,) ve 0!=1 olarak aliriz, dyle

ki formil ag = f(zy) verir. Denklem ( 2.5) ve denklem (2.1) de kullanarak

£ (zo)

f(2) = Zico— — (2 — 20)"

verir. Bu seriye f in z, merkezli Taylor serisi denir. z, = 0 merkezli bir Taylor serisi,

[e¢]

(9]
=) 2 (o)

k!
k=0

bir Maclaurin serisi olarak anilmaktadir.



2.2.11. Tamim (Laurent Serisi)

Bir f kompleks fonksiyonu bir z = z, noktasinda analitik degilse bu noktaya noktanin
tekilligi veya tekil noktasi denir.Ornegin, z =2i ve z = —2i kompleks sayilari

f(z) =72 / (22 + 4) fonksiyonun tekil noktalaridir, ¢linkii f bu noktalarin her birinde

sureksizdir.

2.2.12. Teorem (Riemann Doniisiim Teoremi)

C kompleks diizlem B de C diizleminde birden fazla sinir noktasina sahip basit baglantili
bir bolge ve zo & B olsun. f(zo)=0 ve f'(zo)>0 sartlarin1 saglayan ve B'yi birim disk

uzerine konform olarak doniistiiren bir tek f konform doniisiimii vardir.

2.2.13. Teorem (Schwarz Lemmasi)

D birim diski igerisindeki f analitik, f(0)=0 ve [f(z)|<] olsun. O zaman [f'(0)|<]1 ve

f(z)<|z| olur. ' de tahmin edilemeyen kesin esitsizlikler diskte donme yapilirsa
f(z)=¢"z

olur.

Ispat

Analitik fonksiyona maksimum modul teoremi uygularsak g(z)=f(z)/z olur.

2.2.14. Teorem (Schwarz Lemmasi)
f:D={z:|z|<1}—C analitik, zED i¢in |f(z)|<] ve f(0)=0 olsun. Bu durumda z&D
noktalar1 i¢in [f(z)| <|z| ve [f'(0)| < 1 dir. Ustelik zo €D (z0#0) icin [f(z0)| =|z0| ise ¢, |c|=1

ozelliginde 1 sabit olmak {izere f(z)= cz bi¢imindedir.

Ispat
E, z#0 ise
9(2)=3 z (2.6)
f'(0), z=0 ise

seklinde bir fonksiyon alalim. O halde g, D-{0} kiimesi zerinde analitiktir ve D de

siireklidir. Dolayisiyla g, D de analitiktir. Simdi 0<r<1 olmak {izere,

Dr = {z:|z|<r} C D kiimesini alalim. g, Dr de analitik olacagindan |z|=r iizerinde

10



f(2)

z

19(2) =

<1 @7)
2 |

olur. Béylece Dy iizerinde |f(z)|<|z|/r dir. Buradan r—1 igin |f(z)|<|z| elde edilir. Ozel
olarak |g(0)|<1 dir. Boylece (1) den [f(0)|<1 olur. Eger zo#0 icin, |f(zo)|<|zo| ise denklem
(2.7) den |g(zo)|=1 elde edilir. Ustelik bu deger Dy ' nin i¢indeki maksimum deger olur.
O halde g fonksiyonu bir Dr bolgesinde analitik ve eger Dr de |g| maksimum deger
aliyorsa g, Dy de sabittir. Bu sabitlik r den bagimsizdir. O halde denklem (2.7) den D de

l9(2)|=1 ve [f(2)/z|=1 yani [f(z)| = |z| bulunur. Bdylece |c| =1 olmak Uzere f(z)=cz' dir.

2.2.15. Teorem (S Sinifi)

D{z&C:|z|<1} birim diskinde analitik ve tinivalent olan ve f(0)=0, f'(0)=1 sartlarini

saglayan D diskinde

f(z)=z+) a,z"
n=2

biciminde bir Taylor ag¢ilimina sahiptir. Bu sekildeki fonksiyonlarin smifi S ile
gosterilir.

2.2.16. Tanim (Bieberbach Tahmini)

S sinifindaki f(z) fonksiyonu

f(z)=z+a,2° +a,° +a,2" +a,2° +..=z2+ ) _a;z
n=2

n

acilimina sahiptir. Bieberbach, n>2 i¢in

la, [<n
oldugunu soylemistir. Bu esitsizlik Bieberbach tahmini olarak adlandirilir.
2.2.17. Tamim (Cauchy-Riemann esitligi)

f:D—C D iizerinde analitik olsun. Eger f(z)=u(z)+iv(z) yazarsak, u ve v, f nin gercek
ve goriintii pargalarini olusturur, sirastyla, Cauchy-Riemann esitligini karsilarsak
u_vedu_ v
oxX oy oy OX

Tersine, eger u:D—R ve v: D—R seklinde devam edersek

11



u_v e v

ox oy oy  ox
Buradan u+iv: D—C D Uzerinde analitik olur.

12



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. JORDAN EGRIiSi VE CAUCHY INTEGRAL FORMULU

3.1.1 Tanim

Kompleks diizlemde yay goriintiisii siirekli dogru pargasi olusturur. C igerisinde a<f<b
araliginda stirekli doniisiimii olan ze(t) yayin goriintiisiinii olusturur. Diizeltilebilir
yayin uzunlugu doniisim fonksiyonu ¢ icin sinirli degiskendir. Jordan yayr kendi
arakesiti olmayan yaydir. Kapali egrilerin goriintiisi ¢ember ya da yaym kesim
noktasinda c¢akisir. Basit kapali egriler ya da Jordan egrisi arakesiti olmayan kapali
egrilerdir. Biitiin Jordan egrileri diizlemi iki parcaya boéler, egrinin i¢ ve disg bolgesine

boler, Jordan egrisinin i¢ bolgesine Jordan alani denir.
f karmasgik degerli bir fonksiyonun karmasik doniisiimii zo < C noktasinda tiirevlenebilir.
Trevi

F(z,) = lim+ A= 1(Z)

=1 -1,

Zo noktasinda olur.

f fonksiyonu zg noktasinda analitik ise zo' 1n baz1 komsuluklarindaki biitiin noktalarinda
tirevlenebilir. Kompleks analizin mucizelerinden bir tanesi olan bu f zo da ttrevlidir ve

' nin Taylor agilimindan

o ()
f(z):nzz(;an(z—zo)”, anz—f n(!ZO)’

acik diskin merkezindeki zo' a yakinsaktir.

Cauchy integral formulina kullanarak Taylor serisinin aginimini kolayca elde ederiz.

™y N f(£) d
f (Z)_Zﬂij-c(é/_z)nﬂ C’

burada C diizeltilebilir Jordan egrisi, f C icinde ve lzerinde analitik, z C icerisindedir.

13



3.1.2. Teorem (Cauchy integral formal()

[cf(@)ds=0
integral altinda diferansiyel katsayinin ¢oziilmesinin standart islemi (n>li¢in) daha
genel bir formile sahiptir. C igerisindeki analitik fonksiyonlar i¢in bu sonuglar alinir ve
kapamada siireklidir. Analitik fonksiyonlarin benzersizlik prensibi Taylor serisinin direk
sonucunu temsil eder. Ardisik noktalar olan iki analitik fonksiyon bu kiime igerisinde
cozlimleyicilik alaninda biitin noktalarda saglandigi goriilir. Es deger olarak zo

noktasinda f analitik ise f(zn)=0 ve belli z, noktalarin1 zo noktasina yaklasan ardisik

f(zn)=0 oldugunda f(z)=0 olur [8].

3.1.3. Teorem (Cauchy Teoremi)

Eger f basit D bolgesi icinde karmagik degerli fonksiyon olursa o zaman
[cf)ds =0

Bundan dolay,

D igerisinde biitiin diizeltilebilir Jordan egrisi olan C uzatilabilir yani f, D igerisinde

analitiktir.

3.2. ROUCHE'S TEOREMI

3.2.1. Teorem

Dizeltilebilir Jordan Egrisi C iginde ve lizerindeki f ve g analitik olsun, C' de
9@)I<[f@)!.

O zaman f ve (f+g) aym sifirlarin numarasina sahiptir, C icerisinde ¢ogunluga baglh

hesaplanir.

Ispat

Acarg(f+g)=A.argf +A.argl+g/ f)=A.arg f
D alani icerisindeki {fn} ardisik fonksiyonlar1 analitikse D' nin sikistiritlmig biitiin alt

kiimeleri f fonksiyonunun esit oranda yakinsamasi oldugunda f D igerisinde analitiktir

denir. Bu da bize Cauchy integral formiilii yardimryla basit ispat yaptirir.

14



3.3. HURWITZ'S TEOREMI

3.3.1 Teorem

fn D alaninda analitik ve fn(z)—1f(z) i¢in n—o0, D'nin ayni sekilde diizenli altkiimeleri
olsun. O zaman ya D icerisinde f(z) = 0 ya da f'nin biitiin sifirlar1 f, fonksiyonlarinin
ardisik sifirlarinin limit noktasidir.

Ispat

Varsayalim ki f(zo)=0 ama f(z) # 0 olsun. Sifirin baz1 fonksiyonlarinin zo komsulugunu
gostermek igin yeterlidir. >0 secersek D igerisinde disk |z-zo|< & ve f(z)#0 C ¢emberi

Uzerinde |z-zo|= & olarak tanimlanmistir. m |f(z)|' nin C Uzerinde minimumu olsun.
O zaman biitiin n>N,

| f.(2) - f(2)lkm< £(2)]
C Uzerinde elde edilir. Rouche' s teoreminden, f, f' nin aym sifir numaralarina C
igerisinde sahiptir. C igerisinde n>n olduguda fn(z) kaybolur.
3.3.2. Teorem
D bolgesinde f, univalent ve analitik olsun, fi(z)—f(z) olarak n—oo varsayarsak, D
sikigtirilmis alt kiimeyi olusturur. O zaman f D icerinde tek degerli yada sabit olur.
Ispat

Varsayalim ki aksi durum var, f(z1)= f(z2) = a bazi ayn ikili noktalarda D igerisinde z1
ve z; noktalart olsun. O zaman eger f(z)#o olursa Hurwitz' s teoreminde yada ispatina
bakarak bu n >N i¢in fn(z)- a fonksiyonu z1 ve z2' nin ayrik komsulugunda yok olur.

Buda fi' nin tek degerliligini ihlal eder, yani f(z)= o' dir.

Alternatif olarak, Rouche teoreminden de direk olarak ispat edilir. Limit fonksiyonlari

sabittir. Ornek olarak fn(z)=z/n.
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3.4. BOLGESEL DONUSUM OZELLIKLERI

3.4.1. Tanim

Kompleks fonksiyon o =f(z) geometrik doniisiimde z diizlemi icerisindeki bolgeden @
diizlemi igerisindeki bolgeye doniistigiimde u=u(x,y), v=v(X,y) ve z=x+iy ve @ =U+iv
olur. f analitik alirsak, gergek ve goriintii kisimlarin1 Cauchy- Riemann denklemlerinden

saglarsak

u_ovoou_ v

ox oy oy ox
If'(z)? Jacobian déniisiimiinii takip ediyor. Ters doniisim teoreminden f\(z)#0
oldugunda f bolgesel tek degerlidir. fnin tek degerli bazi zo komsulugunda f zo'da
analitiktir ve f'(zo)#0 olur. Aksine eger f zo'da bolgesel tek degerli ise o zaman {'(zo)#0
Rouche teoreminde olusturulanlarin ikisi de ispatlanir. Analitik doniisiimler i¢in, bu
nedenle, bolgesel tek deger igin Jacobian'in ortada olmasi gerekli ve yeterlidir. Daha
kolay genel doniisiimler i¢in bu kosul yeterlidir ama gerekli degildir. Alandaki analitik

fonksiyonlar bélgesel {inivalenttir ama {inivalent degildir [9].

Ornek
f(z)=22 bolgesel Univalenttir olur alan icerisinde

D={z:1<z|<2, O<argz<37/2}

ama iinivalent degildir.

3.4.2. Tamim

D birim disk igerisinde S sinifinda analitik ve {inivalent olan f fonksiyonu iinivalent
fonksiyonlar teorisini biiyiik o6lciide ilgilendirir ve f(0)=0 ve f(0)=1 saglamak

zorundadir. Biiyiime teorisinde,

| (@)K z|@-]z])* , z&D
butiin fES icindir. Ozel olarak f€S fonksiyonu D 'nin bitiin altkimeleri icin diizgin
stirlidir. Montel teoreminin normal sinifindan dolay1 S sinifi bélgesel sirhidir. Ustelik

faeS ve fa(z)—1(z) D' nin diizenli altkiimelerinde esit alirsak f D' de analitik olur ve

birebir yada sabittir. Ama sabit olamaz ¢iinkii diizglin yakinsaklik cevaplarindan,
Cauchy Integral formiilii tarafindan, f,'(0)—f(0), yani £(0)=1#0. Bu da bize f' nin D
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icerisinde linivalent oldugunu gdosterir.

Sonug olarak fES, ¢iinkii f(0)=0 ve f(0)=1 normallestirilmesinde esit yakinsaklik

tarzinda korunur. Genisleme teoreminden yararlanarak ispati elde etmis oluruz.

3.5. RIEMANN DONUSUM TEOREMI

3.5.1. Teorem

Kompleks diizlemin alt kiimesinde basit baglantili bir D alami olsun. { D igerisinde
verilen nir nokta olsun. Ozel bir f fonksiyonu secersek birim disk tizerinde konform D

doniigiimii yaparsak f({)=0 ve f'({)>0 6zellikleri olur.

Ispat

Hipotezdeki D biitiin diizlemin temeli degildir ¢linkii Liouville teoreminde her sinir
biitiin fonksiyonlarda sabittir. Bu tez kolaylikla kurulur. Gergekten de eger g'nin verilen
diger 6zel doniisiimii kendi iizerindeki birim diske olan konform déniisiimii h=gof'
fonksiyonu ve bu nedenle dogrusal kesir doniisiimlerinin 3.4 sonunda oldugu goriiliir.
Ama h(0)=0 ve h'(0)>0, yani h birimdir(6zdestir). Burada f=g ve doniisiim 6zgindur.

Ispata donersek D igerisinde ¥ ailesi sinifinin f fonksiyonu analitik ve {inivalenttir ve
bitiin z&D igin f()=0 ve f'({)>0 ve [f(z)|<I olur. Bu sinif D'nin konform dontisiimlerini
birim diske doniistiiriir. Montelin teoremine uyarsak, ¥ normal smif olur. Bu ' nin bos

olmadigi gormek icin, a ¢ D sonlu noktas: segersek ve g(z)=(z-a)"? fonksiyonunu
dikkate aliriz. D basit baglantili oldugunda, g tek degerli kisim olur. Bu g fonksiyonu D
icerisinde z1, z> noktalar1 i¢in iinivalent ve analitik g(z1) # -g(z2) olur. Cunki g’ nin bazi

diskler igerisindeki biitiin degerlerini farz edelim |w—g(&) <eg|, butin diski ihmal

edersek |w+g(&) <¢].

Birim disk Uzerinde w(g(£)) =0 ve w'(g(<)) >0 Uzerinde |w+g (<) |> ¢ bblgesinde

lineer kesir doniisiimii y alalim. O zaman y 0g< .

Simdi suprey f '({)=M<co olsun ve segilen f,=F ardisik fonksiyonu igin f'n({)—>M
olur. ¥ normal simif oldugundan dolayi, bazi alt diziler sikisik analitik f fonksiyonu

tizerindeki esit yakinsak {inivalent yada sabittir. Limit fonksiyonu f({)=0 olur ve

f()=M>0 dir. Bu durumda M<<° ve f sabit degildir yani f& Folur.
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Extremel ug fonksiyon f' nin D Uzerinde birim diskin konform doniisiimiine ihtiyaci

vardir. Eger yoksa, f bazi @ ©D noktalarin1 ihmal eder ve bazi kiimeleri
¢ 1/2
Fg=| 8=
1-wf(2)

analitik ve D igerisinde tek degerlidir. D igerisinde F univalenttir ve |F(z)|<1 olur.

Fonksiyon

G(Z) — e—i& F(Z) B F(é/) ’
1-F(F(2)
e’ =F'(¢)/|F'(£)], bu nedenle F'ye aittir. A¢ik hesaplar verir ki
: [F' ()] _ o
(é/) = = (C) )
-FF 2+4|o]
ve G'(¢) > f'(¢&). T deki 6zel ug noktalar goterir ki birim disk icerisindeki f herhangi

bir noktayr ihmal etmez. Eger D Jordan alani ise Riemann doniisiimiinde sinirin
genisletilmis  siirekliligi ve birim ¢emberde genisletilmis sinirli  fonksiyon
dontigimlerinin sinirh biikeyligi birebir yapiliyor. Carathéodory (3.6)' da ki 6nemli
sonug yeterlidir [10].

3.6. CARATHEODORY GENiSLEME TEOREMI

Jordan egrisi C D alaninda sinirlandirilmis olsun ve birim D diski Uzerinde f' nin D

konform doniisiimii olsun. Kapali disk D iizerinde fnin genisletilmis homomorfizmasi

D= DUC olur.

Ispat

Kabul edelim ispatta A (zerinde D genisletilmis homomorfizmasi A Jordan alaninda,

D Jordan alani iizerindeki konform doniisiimii olur.
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3.7. UNIiVALENT FONKSiYONLARIN TEMEL TEORISi

3.7.1. Tamim

Tek degerli f fonksiyonu eger iki kere ayni degeri alamazsa DC C alaninda iinivalent
olur, bu da, D iginde zi#z> ve bitlin z1,z> noktalart igin f(z1)#f(z2) olur. f fonksiyonu
20&D noktasinda bolgesel tlinivalent ise bazi zo noktasinin komsular1 iinivalenttir.

Analitik f fonksiyonlar1 igin f'(zg)#0 sart1 zo nokasinda bolgesel iinivalente esdegerdir.
Analitik tinivalent fonksiyonlar konform doniisiim olarak gosterilir ¢iinkii agi-koruma

ozelligi vardir.

Oncelikle birim D={z:|z|<1} diski icinde S smifimin analitik ve iinivalent olan f
fonksiyonu ile ilgilenerek f(0)=0 ve f(0)=1 sartlarin1 saglayarak normallestirmeliyiz.

f&S Taylor serisi agilimi seklinde
f(z2)=z+a,2°+a,2%+a,2* +... , JzI<l.
Riemann doniisim teorisinde, geometrik teoremleri ilgilendiren S sinifinin

fonksiyonlarindan iinivalent fonksiyonlar bir sinir noktasindan daha ¢ok rastgele secilen

basit baglantili alanlar olarak agiklanir.
Ornek

S simifindan Koebe fonksiyonu

k(z)= z(1-2)?= z+27%+372%+...
Negatif reel eksende -1 den eksi sonsuza negatif tam dizlemde D diskinin koebe

fonksiyonu doniistiirlir. Yazarak gortirsek,

2
k(z)zl(“_zj 1
4\1-z 4

ve bu fonksiyona sahip oluruz

1+z
W_

11—z

Sag yarim diizlemde D konform doniisiimii olursa Re{w}> 0 olur.
Ozellikler
S igerisindeki diger basit fonksiyon drnekleri,

i.  f(z)=z birim doniisiim,
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i. f2)=z01-2)"'! Re{w}> -% yarim dizlemde D'de konform donsiim olur.

ii. f(z) =z (1-297 , D diizlemi iizerinde tam negatif iki yan dogru %s X< Ve
—0< X< —E )
2

iv. f(2)= %Iog[?—z] yatay eksen (izerinde D déniisiimiinde —%< Im{w}<%,
~7

v. f@2=1z —% 7° = %[1— (1- 2)2], D doniistimii tizerinde kardoidin igidir [11].

3.8. ALAN TEORISIi

3.8.1. Teorem

Eger g X ise
Snlb, <1
n=1

esitligi ancak ve ancak g € > oldugunda saglanir.

Ispat

E g tarafindan kurulsun. r>1 icin, |z|=r ¢cemberinin g goriintiisii altinda |z|=r olsun. Cr

basit kapali egrisi Er D E alanin1 kapsamaktadir. Eralanindan

1 ,— 1 —,
A= [wdw="-]  a(2)g'(2)dz

_ 1 p2r i, N nAing
_E-[O {re +nz_(;bnr e }
x{l—vavr”e“”*”‘9 }re"’“d@

v=1

:72'{[’2 =>n|b, [ r‘z”}, r>1.
n=1

ryi 1' e azaltirsak o zaman
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m(E)= n{l—inlbn |2},

buradan m(E) E' nin 6lgtimii disindadir. O zaman m(E)>0 teoremi ispatlar.
Esitsizlikte [ba|< n™¥2 | n=1, 2, ... Bu esitsizlikte n>2 etkili degildir, fonksiyonda

g(z)=z+n*2z"

tinivalent degildir. Sonug olarak tiirevde
gv(z)zl_nllzz-n-l
A igerisindeki bazi noktalar n>2 icin ortadan kaybolur. Esitsizligin keskin ve 6nemli
sonucu |by|<1" dir.
Sonug

Eger g& X ise |b1/<1 denklemden ancak ve ancak

9(z)=z+bo+ b1/z, lbi|=1
oldugunda bu A' nin konform doniisiimiin tiimleyeninin ¢izgi boélimiindeki uzunluk

Atdr.

Son sonuca bakarsak Bieberbach teoremini hesaplarken, S smifindaki ap
fonksiyonlarinin  katsayilarimi  hesaplarsak bu bize Bieberbach konjektiiriiniin

temelinden saglanir.

3.8.2. Teorem (Bieberbach Teoremi)

Eger f&S ve |a2|<2, Koebe fonksiyonunun doniisiimii olan f ancak ve ancak bu sekilde

esit olur.
3.8.3. Teorem (Koebe Bir-Ceyrek Teoremi)

S sinifindaki biitiin fonksiyonlarin mesafesi diskte {w:|w|< %}.
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3.9. GENISLEME VE BUKULME TEORISi

Bieberbach esitsizliginde [az2/<2 konform doniisiimlerin geometrik teorisini ima eder.
Koebe biikiilme teoreminin bir 6nemli sonucuda keskin iist ve alt sinir i¢in f sinifina

yayilan [f'(z)| olur.

f doniistimii altinda ark boyunun bdliinemeyecek kadar kiigiik oran carpant [f'(z)|
geometrik tanimindan biikiilme meydana gelir ya da alanin boliinemeyecek kadar kiiciik
alan ¢arpani Jacobian [f'(z)| den gelir. Devam eden teoremde verilen temel tahmin

bukulme teoremi ile iligkili sonuglardir.

3.9.1. Teorem

Butln f=S igin,

MWLZFL4r
| f'(2) 1-r] 1-r? lzl=r<d, 3.1

Ispat

Verilen f< S, saptanan (<D ve disk otomorfizmasinin yapiminda

(s
F(z2) = = 2y 3.2
(2) (1—|§| )f'(f) Z+A(5)z° + (3.2)

O zaman F&S ve hesaplamalar1 yaparsak

1 () >
%@={ 15 2+
2( )fm
Ama Bieberbach teoreminde | A,({) |<2 dir. Bu esitsizlikte ¢ yerine z koyarsak,
denklem (3.1) esitsizligine sahip oluruz. Biitiin z&D i¢in Koebe fonksiyonlarinin uygun

dontigiimleri yapildiginda sonucu elde ederiz.

3.9.2. Teorem (Bukulme Teoremi)

Secilen f=S icin

=L ()| lz|=r<1. (3.3)

(l+ r)

)

Butlin z&D, z#0 esitligin olmasi ancak ve ancak uygun Koebe fonksiyon doniigsiimleri

22



ile saglanir.

Ispat
Esitsizlikte |o|<c ima edilen -c<Re{ a }<c, bu da (3.3)' ten
2 ] 2
2r-—4r <Re zf "' (2) < 2r° +4r
1-r? f'(2) 1-r?
Clnku f(2)#0 ve f(0)=1, tek degerli logf'(z) dali secersek orijinden kaybolur. Simdi
bunu ele edersek

7f'(z) | i . _ raif
Re{f'—(z)} =1 Reflog f'(2)}, z=re".

Buradan

2r—4 0 : 2r+4
<—log| f'(re') < .
1-r? " or gl F(re)]l 1-r?

o sabit tutarsak, 0'dan R'ye olan r' nin integralini aliriz. Hesapladigimiz esitsizlikte

(3.4)

1-R i 1+R
log—— <log|f'(Re") < log——,
ga+Rf o (Re") ga—Rf
ve Ust alma tarafindan biikiilme teorisi devam eder. Koebe fonksiyonunun uygun

doénmesinde

K'(2)= Atz

@-z)
gosterirki |f'(z)' nin sonucu en iyi ihtimaldir. z=Re' esitligi i¢in en iist yada en alt
sonu¢ (3.3) esitliginde biitlin sayilar r' ler i¢in uyan denklem (3.4) kisminda 0<r<R olur.
Ozel olarak,
Al
reJe? O _ 1y
f*(0)
buradan |az|=2. Bieberbach teoreminden f Koebe fonksiyonunun déniisiimii olmalidir.

Biikiilme teoremi [f(z)| i¢in alt ve {ist sinirlar gdsterir.Bu sonuglar goriiliir.
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3.9.3. Teorem (Genisleme Teoremi)

Butlin f=S igin,

ﬁg“(zﬂgﬁ, lz|=r<1. (3.9)

z&D , z#0 esitligi olmasi i¢in gerek ve yeter sart Koebe fonksiyonunda uygun dénme
yapmaktir.
Ispat
fES ve sabit z € re'? ile 0<r<l. Elde edecegimiz
f(2) :jor f'(pe')e’dp,
f(0)=0 oldugunda elde edilir. Genisleme teorisinde

r

@-ry

Alt sonug daha ustacadir. Eger |f(z)> %, olursa r(1+r)'2<% icin 0<r<lI. Eger |f(z)|< %

F@|<[ | (ee")dp<[ (11_+5)3dp:

ise Koebe bir-ceyrek teoreminde elde edilen f menzilinde 0'dan f(z)'ye dairesel dilim

biitlinliigiinii verir. C 0'dan z'ye yayin biitiinliigiidiir ve

f(2)=] f()dg .

Ama f'({)d ¢ C sabit isareti boyunca, yapim asamasinda, biikiilme teorisinden

rl-p r
f(2)=||f' dg|> dp =
@=L POl [ 5 =4 1y
elde edilir.
Denklem (3.5) esitligindeki bazi kisimlar denklem (3.3) esitsizliginden elde
edildiginden f'nin Koebe fonksiyonu doniistimii oldugu gosterilmis olur.

3.9.4. Tanim (Bieberbach Konjektlri)

f fonksiyonunun biitiin katsayilar1 i¢in f&=S de n=2,3,4,... f Koebe fonksiyonu yada

doniigiimlerinden bir tanesi oldugu durumda biitiin n'ler i¢in esitsizlikler kurulabilir.
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3.10. iC ALAN TEOREMI

f eS olsun. O0<r<1igin, A = ﬂz n|an|2r2” sayilarinin sinirl oldugunu kabul edelim.
n=1

Bu halde f(D)' nin alani,

A= ﬁi nfa,|
n=1
ile verilir.

Ispat: |z| <1 igin gegerli

W=f@2)=Yazr a-1
n-1
toplamin1 yazalim.
C, ={z:2=re”0<r<10<0<2z}
cemberini goze alalim.
I,=1(C,),D, =int(C,),A, =int(T,)A = AlanA,

olsun.

a(u,
rffonlfi

= j j | (2)[dxdy

dxdy

271 -
- [ ]| f(re!?) rarao (36)
00

biciminde yazilir. Ayrica

f'(re')=a, +2a,re' +...+na r" e’ + .,

olup

f'(re'’) =ai+2azre™ +...+na,r" eV 4

yazilabileceginden

[£1(re'”)| = £(re") £ (re"")
— Zw: n2|an|r2n72 + cheikg
n=1 k=0
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esitligi elde edilir. Son toplamda k sifirdan farkli tamsayilar olup ve ¢, ' larda a,ye ve r

ye baghdir. Dolayisiyla
r‘ f '(re”)‘2 =>"n%a, r"+> re e
n=1 k=1
ifadesi denklem (3.6)' da kullanilir ve terim integral alinirsa,
A =7 nfa,[r®
n=1
elde edilir. Cunkd, k #0 icin
2z ]
[e*do=0
0
dir. Eger 0<r<ligin A smirlanir ve M ist sinur olarak alinirsa,
N 2
7y na, r’" <M
n=1

yazilir. Burada N keyfi sabit pozitif bir tamsayidir. Sol taraftaki toplam r ye gore
monoton olarak artan ve sinirlidir. Dolayisiyla r — 1~ giderken bir limite sahip

olup,
N 2
ﬂz n|an| <M
n=1

esitsizligi elde edilir. Ciinki,
N 2
72 nfa,|
n=1

kismi toplamlari sinirlidir. N — oo giderken ﬁz n|an|2 serisi yakinsak oldugundan,
=1

A=lim Ar = ﬂi n|an|2 (3.7)
n=1

r-1-

ifadesi elde edilir. (3.7)" de tanimlanan A sayisina A = f(D) 'nin i¢ alan1 denir. Daima,

A=r(l+2a,[ +.)2 7

esitsizligi vardir. F(z)=z olmasi durumunda f(D) alan1 ile D' nin alam esittir. F(z)=z

durumu hari¢ diger durumlarda f(D)' nin alanindan fazladir [12].

.. 7z
Ornek: w:1—=z+22+z3+...
—z
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fonksiyonu D, ={z:|z| <r,0 <r <1} diskini, r 1" giderken A — oo olacak sekilde,

(1_ r2) n=1
alanina sahip olan,
2
r r
A =W |w-—
' { 1-r? 1—r2}
diskine doniistiiriir.
CoOzum: w=i:> 7= W
1-z 1+w
olur. Buradan,
2| = <r
1+w

ifadesinde w=u+iv yazilip, gerekli islemler yapilirsa,

2 2

+vi<

2
us—2u
1-r? 1-r?

olur. Bu esitsizligin her iki yanina

bi¢imini alir. Bu da

W_

Ar:{w: < rz}
1-r

ifadesinin agik seklinden baska bir sey degildir. w= li altinda D' nin gorintileri olan
A

1-r?

A, diskleri

Rew>—l
2

yar1 diizlemini Orter.
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3.11. DIS ALAN TEOREMI

f € P olsun. Bu halde f(D)' kapali bolgesinin alani,

B= ﬂ{l—inhd

n=1

esitligi ile verilir. Burada f(D)'=C\ f(D)"dir.

Ispat: f e Pigin 0<|z| <1 igin gecerli olan

W= f(z):%+ibnz“
=1

ifadesini yazmak kolaydir. f altinda D' nin goriintlisiiniin alan1 © noktasini ihtiva

edeceginden f(D) sonlu olmaz. Bu yiizden bu teorem A = W alanindan soz eder.
C, ={z:re®0<r<10<0<2x}
D, =int(C,),E, = Ext(C,),T, = f (C,)
olsun. Ik olarak f(D,)=Ext(T,) oldugunu gosterelim. Bunun igin W, = f(z,) olmak
lizere r<|z,|<1 olacak bicimde |zj|eE, secelim. f iinivalent oldugundan
w—w, = f(z) — f(z,)fonksiyonunun |z|<r de sifiri yoktur. Bununla birlikte bu
fonksiyon |z|=r gemberinin iginde z=0 noktasinda basit kutba sahiptir. Dolayisiyla

argliman teoreminden,

—l:N—P=i_J.M:i.Jd—W
2n ¢ f(2)-1f(z,) 2747 w-w,

[ c

yazilir. Bu gosterir ki Q_ (w,)=-1olup w, eint(I';) ve I, negatif yondedir. (C,
pozitif ydnde yonlendirilmis) Ustelik eger z, € D, ise N-P=0 olacagindan Q, (w)=0

olur. Buda w; e Ext(T,) oldugunu gosterir.

A, =int(l,) ve B, de A, 'nin alani olsun. Bu durumda

j f(2)f'(2)dz (3.8)
dir.
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f(z)=1+2bmzm
z

n=1

oldugundan

f'(z)=-z2+) mb,z""

n=1

ifadesi elde edilir. Bu ifade denklem (3.8)' de yerine konulursa

B, = ! J'{@_l +§‘5nz‘”}[z‘2 —imbmzm‘l}dz
2Cr n=1 m=1

esitligi bulunur. Yine

2z { 0, m=#n

J‘ nym-lz — jpmm j'e(m—n)dez
g 27r" m=n

o

r

ifadesinden
1 & 2
B, =7 {F—anb | 2”}
n=1
elde edilir. B, >0 oldugundan

>l rer <

n=1

bulunur. Boylece,

B=lim B, = ﬂ{l—inhﬂ

r-1- n=1

sonucu elde edilir.
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3.12. GRONWALL - BIEBERBACH

Eger f eP ise, Zn|bn|2 <1 dir. Bu sonu¢ 1914' de Gronwall tarafindan, 1916" da

n=1
Bieberbach tarafindan ayr1 ayr elde edilmistir. Gronwall-Bieberbach esitsizliginin bir

sonucu olarak |o|<1 yazlir. |o|=1esitligi sadece b, =b,=...=0oldugundan ortaya

¢ikar. Bu durumda b, =e”“ olmak tizere f fonksiyonu

f(z) _1 ey
z

bicimindedir. z=¢'? icin f(e') ="’ +e**¢"

— eia (e—iHe—ia + eiaeiﬁ)
— eia (e—i(a+:9) + ei(a+0))
=e" (cos(a + 0) —isin(a + 6) + cos(a + 6) + isin(a + 6))
= 2e'“ cos(a +6)
yazilir. w=u+iv denirse
2e' cos(a + 6) =u +iv
esitliginden
u=2cosacos(a+8)
vV =2sin a cos(a + 6)

ve bu iki esitlikten de

v
—=tana = v=(tana).u
u

seklinde bir dogru denklemi elde edilir. Boylece, z, ¢, birim diskini bir kez tararken w,

orta noktasi orijin olan ve « egim agisina sahip olan 4 birim uzunlugundaki L
dogrusunu iki kez ileri ve geri tarar. Bu f fonksiyonu acik birim diski, L dogrusu

¢ikarilmis w diizleminin tamamina doniisiir. Bu durumda, B=0' dur.
3.12.1. Teorem: f e icin |z|>1igin

f(z)=z+c,+Ccz 7 +..4C2 " +...
yazilir. H(z) =~ ters fonksiyonu iinivalent oldugundan

1
z
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9(2) = (foH)(2) -, =%+clz+...+cnz” +...

ifadesi de tinivalent ve P sinifindan olup bolim (3.12)' ye gore

mnc 2<1
n

n=1
ve
o<1
dir.
- 2ia 1
Not: f(z)=z+c,+e”" =
z

fonksiyonu i¢in n>1 oldugumda |c |=0 dir. Bu fonksiyon D vyi [— 2e' +¢,,2e'“ +CO]
dogru pargasi ile delinmis w- diizleminin tamamina doniistiiriir. Ger¢ekten z = re'?
icin

- Wl o e 1o
f(z)=re' +c, +e” = =e"| re'* + =" |4,
r r

= e‘“[r cos(f —a) +irsin(@ —a) +%COS(06 -0) +%Sin(a —9)}"‘(30

olur.
. 1) ., (1., .
u+iv=|r+='“cos(@—-a)+i r—=[e'“sin(6-a)+c,
r r
denirse
1 ia 1 ia a1
u=(r+—je cos(@—a)+c0,v:(r—FJe sin(@—a)
r
yazilir.
1 ia 1 ia o
u—c, = r+F e'“cos(f@—a), v= r—F e'“sin(d - )
esitliklerinden
Ju—cy| =[2e" cos(0- )| < 2,
u—co|=2Jcos(@—a)| < 2
lu—col<2
dir. Yani
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f(z)=z+c, setel
z
fonksiyonu, D'yi

|- 2¢' +¢,,2¢" + ¢, |

dogru parcasi ile delinmis tiim w diizlemine doniistiiriir.

3.13. DISTORTION TEOREMLERI VE BIEBERBACH ESITSIiZLiGi

Burada bazi distortion teoremleri ve Bieberbach esitsizligi verilecektir.

3.13.1. Teorem: Eger f €S |a,|<2 dir. Esitlik sadece f(z)=z(1+€"z)” seklindeki
Koebe fonksiyonlari i¢in saglanir [13].

Ispat: f(z)=z+a,z’ +a,2° +..e S

iken bu fonksiyonun tersi

L _ 1 5 zi[l—(azz+a3zz+...)+(azz+a322+...)2—...]
f(z) zQ+a,z+azz®+..) z

=%—a2 +(@5-ay)z+...
seklinde olup ilave bir sabit hari¢ P sinifindadir. Boylece b6lim (3.12)" den dolay1
‘azz —ag‘sl (3.9)
esitligi elde edilir.
Bu esitsizlikten sadece a, ' yi iceren bir bagka esitsizligi soyle ¢ikabiliriz. Bunun i¢in de
D' de Univalent ve analitik alan
_ PN S 2 4 12 _ 1 5
h(z) = [f (z )] =z(l+a,z° +a,2" +..)"" =2 +Ea22 + ... (3.10)

fonksiyonunu goézoniine almak yeterlidir. Bu fonksiyon S sinifindadir. D de h(z)
fonksiyonunun tinivalent oldugunu gormek igin |z,|<1, |z,/<1 olmak (zere
h(z,) =h(z,) oldugunu kabul edelim. Buradan f(z’)=f(z}) seklinde olup f
{inivalent oldugundan z; =2z yazabiliriz. Bu halde z, =z, veya z, =—z," dir. Fakat

Z, =—1Z, olmasi h(z,) =h(-z,) olmasim gerektirir ki bu z, =0 i¢in h sifirdan farkli ve

tek fonksiyon oldugundan miimkiin degildir.
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Denklem (3.10) ifadesine gore h(z)' nin agilimindaki ikinci ve tigiincii katsayilar
a,=0 ve a, :%a2

dir. BOylece bunu ‘ag —a3‘ <1 de kullanirsak

‘0—%% <1

1
§|a2|sl

|a,|<2

esitsizligini buluruz. Alternatif olarak Y sinifina ait olan
-1
1 1 1
F(z)=|h=|| =z—-=a,—+..
fonksiyonunu g6z 6niine alabiliriz. Buna gore Gronwall - Bieberbach esitsizliginden

‘—%az <1 veya |a,[<2

yazilir. Esitlik durumunun olmasi i¢in gerek ve yeter sart 2o = 8 olmak Uzere

F(z):z+e""l
z

biciminde olmasidir. Boylece,

ifadesinden
Z
")
fonksiyonu ve h(z) =/ f (z?) esitliginden
W=f(2) =t =7 2672 +36% 70 — .+ (-1)" eV 4 (3.11)

(1+ eiﬂz)2

bulunur. Bu fonksiyon Koebe fonksiyonu olarak adlandirilir ve bu Koebe fonksiyonu
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butin n' ler igin |a,| = n 6zelligine sahiptir.

Denklem (3.11) esitliginin yani W= ( esitliginin her iki yanin1 " ile garpip

1+ewzf

_i " y1 hesaplarsak

e’w
1 1 (+e”2f 1,
= : = : =——+e%z742 3.12
e’w e’z ez e’z (3.12)
(1+e‘ﬂz)2

buluruz. Denklem (3.12) in sag tarafi |z|=r <1 igin [0,4] reel arahgindaki degerleri
alir. Boylece Koebe fonksiyon D birim diskini tz% olmak tizere w=te " 1smu ile
delinmis w- diizlemi i¢ine doniistiiriir [14].

3.13.2. Sonug

Eger,
W=g(z)=z+C,+CZ2 " +...
fonksiyonu Y sinifindansa, |z| >1 in g fonksiyonu altinda goriintiisiniin sinir1

lw—c,| <2 diskinde ihtiva eder.

Ispat: Kabul edelim ki A, |z>1' mn g fonksiyonu altindaki goriintiisiine ait

olmasin.

Bdylece,

f(z):+: Z+(A—c,)z’ +...
9(;)—}b

fonksiyonu S sinifindan olup, Teorem (3.13.1) den |/1 — CO| <2 yazilr.

Not: 1907 yilinda Koebe, herhangi bir f €S fonksiyonu i¢in w=0'" 1n f(D)' nin sinirina

olan uzakhig1 ¢ olacak sekilde pozitif bir ¢ sayisinin varligimi gosterdi. 1916 yilinda,

Bieberbach, Koebe sabitinin degerinin tam olarak % oldugunu gosterdi. Daha sonra

bagimsiz kisa bir ispat da Faber tarafindan verildi.
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3.13.3. Teorem: Bir f €S doniisimii altinda birim diskin goriintiisii |w] <% diskinin
tiim noktalarini ihtiva eder. (Koebe-Bieberbach Teoremi)

Ispat: b (D) nin bir sinir noktasi olsun ve

bf (2)
b—f(2)

w(z) = =z+(a, +b™)z* +...

fonksiyonunu g6z 6niine alalim. y =Tof oldugundan y de S sinifindadir. Burada T,

seklinde lineer olmayan bir doniisimddir.

T(W) = bb""

Teorem (3.13.1)' den
‘az + b‘l‘ <2
olup
b <2+a,| <4
yazilir. Bundan dolay1 |b| > % olur. Bir sinir noktasinin tam olarak baslangic noktasindan
% birim uzaginda olabilmesi, bu fonksiyonun Koebe fonksiyonu olasi durumunda

gosterilir. Boylece % , herhangi daha biiyiik bir sabit ile degistirilemez.

Not: D de analitik f(z):z+Z:anzn bigimindeki fonksiyonlarm ailesi icin (D de

n=2
univalent olmasi gerekmeyen) f (D) 'nin L yarigapli bazi diskleri ihtiva edecek sekilde

L>0 pozitif sabiti vardir.

Landau, L' nin miimiikiin olan en iyi degerinin en az % oldugunu gosterir.

3.13.4. Sonug: f eS olsun. Kabul edelim ki ave g, Argf— Arga =+x Ozelligine

sahip f tarafindan alinmayan iki degerdir. Bu taktirde hem « hem de ' nin orijine
.1, o
olan uzaklig 5 ye esittir.

Ispat: Teorem (3.13.3)' iin ispatinda oldugu gibi S sinifina ait olan

of (2)
a—f(2)

w(z)=

bigimindeki fonksiyonu g6z oniine alalim. Bu halde g sayisi, f' nin gorinti bolgesinde
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olmadigindan aﬁﬁ say1st da y ' nin goriintii bolgesinde degildir.
a —

Teorem 3.13.3'den

K7
a-p| 4
veya
o = |a|ei,1 - _|'8|ei,1
oldugundan
‘ Loy
a ﬁ |
esitsizligi bulunur. Ornegin, || <|a| kabul edildiginde
2 _ l 1 <4
el "l 1l
veya
1
2
2

elde edilir. Eger |a|:% ise 32 veya |ﬁ|>— olur. |B|<|a| oldugu kabul

edildiginden dolay1 | 5] = % gelir.

Not: Eger f altinda birim diskin goriintl konveks bir bolge ise teorem 3.13.3' in sonucu

asagidaki teoremde oldugu gibidir.

3.13.5. Teorem: f €S olsun. Eger f(D)=A konveks bir bolge ise, bu bolge |w|<%

diskinin tiim noktalarini ihtiva eder.
Ispat: ze D icin, b, f(z) tarafindan alinmayan bir deger olsun ve
w(2)=[f(2)-bf =(-b+z+a,z%+..)°

=b%*—-2bz+...

ve

Z+...

_P-y(@) _
9@) == =
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fonksiyonlarini gbéz Oniine alalim. y(z) fonksiyonunun D diskinde sifir1 olmadigi
agiktir. y(z) ' nin D de iinivalent oldugunu gostermek igin, D' de z, ve z, gibi farkl iki

nokta alalim. Bu halde

w(z,)-w(z,)=[f(z)-bf -[f(z,)-b[
=[f(z) - f(z)]f(z)+ f(z,)-2b]
#0

dir. Ciinki, f tinivalent oldugundan f(z)# f(z,), A konveks oldugundan

%[f(zl)+ f(z,)]eA ve beA,

olup
1
E[f (z,)+ f(z,)]=b
yani
[f(z)+ f(z,)-2b]#0
seklindedir.

Boylece y, D' de {iinivalent oldugundan g' de D Dbolgesinde Gnivalent ve

normallestirilmistir. Ustelik g(z), %b degerini alamaz. Koebe- Bieberbach teoreminde,

~lb|> 3 veya >
yazilir.

Z 2
W=——=Z+272"+...
1-z

fonksiyonu D diskini konveks bir bolge olan Rew>—% yart diizlemi iizerinde

dontstiirdiigiinden yukaridaki sonug kesindir.

Asagida verilen teorem; r<I olmak {izere orijin merkezli r yarigapl kapal1 diskindeki z

ler igin f eS fonksiyonunun |f'(z)| ve |f(z)] modullerinin alt ve {ist sinirlari ile

ilgilidir. Bu esitsizlikler Koebe' ye ait Distortion teoremleri olarak bilinirler. Koebe

m, (r) S|f(z)|§ M, (r) ve m,(r) S|f'(z)| <M, (r)

olacak bigimde m,(r), M,(r), m,(r) , M,(r) pozitif tamsayilarinin varligin1 gésterdi.
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Teorem 3.13.6' nin tam bir ifadesi 1916 Gronwall ve Bieberbach tarafindan verildi.

3.13.6. Teorem: Eger f €S ve 0<r<lise |z|<r ozelligindeki her z i¢in

(11+‘rr)3 <|t'(2)< (11_+rr)3 (3.13)
ve
(1+rr)2 <|f(2)|< (1_rr)2 (3.14)

esitsizlikleri vardir.

Ispat: 0 <|a| <1 olmak lizere

w(z)= f( Z+Ej

1+az

fonksiyonu D de univalenttir. Boylece,

w(z)- f(a)
f'@-la)

fonksiyonu da yine D' de tnivalent olup g(0)=0 ve g'(0)=1 sartlarin1 saglar. Dolayisiyla,

9(2) =

geS'dir. Eger a, sayist g(z) fonksiyonunun Taylor acilimindaki ikinci katsay1

ise

) 0@ _1{ " (a)a-[d )_25}
A2 f'(a)

dir. Bieberbach esitsizligine gore |a2| < 2 olacagindan

@) |,
f'(a) B

yazilir. Burada a yerine z yazilir ve her iki taraf ile garpilirsa son

1-|zf°
esitsizlik

|zf"(z)_ 2|Z|2 |< 47|
@ |

(3.15)
haline dniisiir. |Re 7| <|z| ve |z =r <1 oldugu disiiniiliirse
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ENCOIS
| f'(z) 1-r?| 1-r?

Re zf"(z)_
f'(2)

2r? |

<
1—r2‘
olur ki buradan da

2r2 —4r <Re zf"(z) _ 2r% +4r

< < 3.16
1-r? f'(z) = 1-r? (3.16)
esitsizligi elde edilir. Simdi, z = re'? denirse,
f' (z)=e"(u, +iv,), f"(z)=e?’(u, +iv
ve
zf ”(Z) _ r-(urr + iVrr _ r(urr + ivrr)(ur — in)
f'(2) u +iv, u’ +v?
yazilir. Buradan,
zf'"(z) _r(uu, +v,v,)
f'(2) u? +v?
= riln(ur2 +v2)Y?
or
0 \
=r—In|f'(2)| (3.17)
or
bulunur. Denklem (3.17) ifadesi (3.16)' da yerine yazilir ve r #0 ile bolinurse
2r—4 0 2r+4
<—In[f'(2)[< 3.18
1-r* " or @) 1-r? (3.18)
esitsizligi elde edilir. Denklem (3.18) ifadesinin her bir yaninin 0' dan r ye integrali
alinirsa
InL—r)—3In@+r)<In|f'(z)| < In(@+r)-3In(L—r)
yada
1-r 1+r
—<L|f'()£—-
ey SOy

esitsizligi elde edilir ki, bu da (denklem 3.13 ifadesidir. r=0 i¢in esitsizlikler agiktir.
Simdi de denklem (3.14)" U ispatlayalim.

Ik olarak 0<t<r olmak iizere yukaridaki esitsizligin ikinci kismini1 kullanarak

¢ =te' egrisi boyunca ¢ =0 dan ¢ =z =re'’ 'ya kadar integrali alinirsa,
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z

[ t()ds

0

f@)|=

<[|f(©)pt

1+t
< | ——dt
'([(1—t ’

)

(3.19)

@-ry

(1+rr)2 S|f(z)| oldugunu goéstermek i¢in 0 <r <1 iken (1+rr)2

gdz oniine alalim. |f(z)|2% olursa esitsizlik dogrudur. Simdi kabul edelim ki

bulunur.

< % oldugunu

|f(z)|<% olsun. Koebe - Bieberbach teoreminden dolayr w=f(z) noktasini orijine
birlestiren 5, dogru pargast f(D) de ihtiva edilir. Eger y = f '(,) ise, yani », f
altinda goriintiisii , olan 0 noktasinin z noktasina birlestiren egri ise

[w

W= (7) [|dw]= L(,)

ve denklem (3.13)" deki ilk esitsizlikten

" O S
|f(z)|_(7/)£|f (z)||dz|2£(1+r)3dr_ iy

yazilir.Burada |dz|=(dr?+r?d@?)"? >dr dir. Denklem (3.19) ve denklem (3.20)

(3.20)

esitsizlikleri birlestirilerek denklem (3.14) sonucu elde edilir. Denklem (3.14)" (in esitlik

hali Koebe fonksiyonu ile elde edilir.
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3.14. KONVEKS VE STARLIKE FONKSiYONLAR

S smifimin  alt smifinin  hangi geometrik kosullarda tanimlandigina bakarsak
Bieberbachin varsayimlarini biitlin altsiniflar i¢in ispatlamak gereklidir.

Eger E kiimesi igerisindeki butin we E noktalar1 W,'in lineer segmenti ise w, € E
noktasinda E —C starlike olur. Daha agik sekilde ihtiyacimiz olan biitiin E noktalar1 W,

da gortiniir. E nin herhangi iki noktast E' nin iginde ise ve bu noktalarda starlike ise E
kiimesi  konveks olur. Konveks fonksiyonlar birim diskiyle konveks alanina
dontisiir.Starlike fonksiyonlarda birim diskiyle starlike alanina doniisiir. S' nin altsinifi
olan konveks fonksiyonlar C olarak gosterilir ve S* starlike fonksiyonlarm altsmifidir
[15].

C ¢ S"cS olur. Koebe fonksiyonlar starlikedir ama konveks degildir.

P siifinin biitiin analitik ¢ fonksiyonlar1 C ve S”siniflari ile alakalidir ve ¢ (0)=1 de D'
nin pozitif ger¢cek kisimlari olur. Herglotz formiilii bunun ¢ e P Poisson - Stieltjes

integralinde temsil edersek

et 4 7

9(2) = | S du() (3.20)
5 € —Z

du(t)=0 ve [du(t) =1
3.14.1. Tammm (Carathéodory Lemma)
Eger pe P ve
o(2) :1+icnz” :
]

lcn|<2, n=1,2,3,... Esitsizlikteki biitiin n'ler igin.

Ispat
it »
en_+z =1+2> e™™z" (3.21) bakarsak
e -z n=1

2
cn=2[e"du(t) n=123,..
0

|cn| < 2 esitliginde ancak ve ancak e ™ sabit isaretleri igin dz Olgliminde.
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Esitliklerdeki n ler i¢in fonksiyon

p(2) = 1

seklinde elde edilir.

1+2
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolimde f(z)= %[2(1— ) +z(1+ z)’z] iki fonksiyonun ortalamasi S kiimesindedir
ama bu iki fonksiyonun ortalamasi iinivalent olmadigini ifade eden 6zel problemi elde
edecegiz.

[k olarak

1
(@) =3 lo@+h()]
seklinde fonksiyonumuzu diizenleyerek g(z) ve h(z) fonksiyonlarini inceleyelim.

z

9(2)=m

seklinde fonksiyonumuzun Koebe fonksiyonundan yararlanarak

o0

2+ nz"=z+222+32° +47" + .. (4.1)

n=2
g(0)=0+2.0°+3.0°+...=0
0'(2)=1+4z+92° +..=1+4.0+9.0° +... =1
g(0)=0, g'(0)=1 sagladigindan analitik fonksiyondur ve A siifindandir deriz. Simdi g(z)

fonksiyonumuzun iinivalent olup olmadigina bakalim.
Z, #1, igin

9(z)-9(z,) =0

olursa Uinivalent olur.

Z, # 7, igin

zl+in21” -7, —inzzn =2,-1, +in21” —inzzn
n=2 n=2 n=2 n=2

2 3 4 2 3 4
=2,-2,+27 +3z, +4z, +..—-22," -3z, -4z, —...

2 2 3 3 4 4
=2,-12,+27 —-22,"+3z7, -3z, +4z, -4z, +...

—7,-7,+ 2(212 - 222)+ 3(213 - 223)+ 4(214 - 224)+
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=2,-2,+2(2, - 2,2, +2,)+3(z, - 2, X2,” + 2,2, + 2,°) +...
=(z,-2,)[ 1+ 2(z,+2,)+3(z,° + 2,2, +2,°) +...] =0

Z, #, igin

1+ 2(2,+2,)+3(z, + 2,2, + 2,°) +... 2 0
olur. Bundan dolayr g(z)' nin inivalent oldugunu gdstermis oluruz. Simdi g(z)

fonksiyonunun goriintiisiiniin nereden nereye doniistiigline bakalim.

w=g(2) = ——

-2)

W= 1-z) T 222741

Wz2 —2WzZ +W=12
wz? —-2wz+w—-2=0
wz® —(2w+1)z+w=0

buradan elde ettigimiz denklemin diskriminantina bakarsak
A =b®—4ac den

A=(2w+1)* —4ww

= 4wW? + 4w +1— 4w?

=4w +1
_—btJA  2w+ltJaw+l
L2 2a 2w
Buradan
4dw+1
bakarsak
VAw+1 = \/4(u +iv) +1 = V4u +4iv +1
=4u+4v+1=>0
=Uu+v +l >0
4
olur.
Gergek kisma bakarsak
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u+£20,u2—£.
4 4

Birim ¢emberin dontigiimii Sekil 0.1' deki gibi olusur.

Ay Y, \

+1
( _l/->+l x> (1 1!]

4

b 4 b 4

Sekil 0.1. g(z) fonksiyonunun gorintusu.

Simdi diger fonksiyonumuz olan h(z) fonksiyonumuzu inceleyelim.

h(z) = (1+2)?

SR
(1+2z)
seklinde fonksiyonumuzu dizenlemek icin Binom agilimini kullanmamiz gerekiyor.

Bu acilimi kullanirsak (1+ 2)72 diizenlersek binom agilimindan

o2y or, C202 (N2 (D3A°F
1 21 3l

=1-2z+32*-47% +5z2° —...
Elde ettigimiz sonucu z ile ¢arparsak

z(l+2)?=z(1-2z+3z°-4z7°+5z2" -..)

=2-22°+32°-4z* +52° —... =Z+Z(—l)n_lnzn. 4.2)
n=2

h(0)=0 ve h'(z)=1-4z+9z%-16z3+... h'(0)=1 sagladigindan analitiktir ve h(z) A
smifindandir deriz.

Simdi h(z) fonksiyonumuzun iinivalent olup olmadigina bakalim.
2, #1, i¢in

h(z,)-h(z,)#0

olursa Uinivalent olur.

Z, #1, igin
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L+ i (_1)“*1 nzln —Z- i (_1)n71n22n =17, —1,+ i (_:I-)IF1 nzln - i (_l)”*l n22n
n=2 =2 ~ n:2

—7,-2,-22,"°+22,°+32° -3z, - 42" +42," +...
=7,-2,-2(z°-2,2)-3(z° +2,°) -...
=(z,- zz)ll— 2(z,+12,)-3(z, - zl...)J;t 0
oldugundan h(z) fonksiyonumuz iinivalent olur. h(z) fonksiyonumuzun goriintiisiiniin
nereye doniistiigline bakmak icin

z

WD =y

z 1
1+z) z%+2z+1

Wz% +2WZ +W = 2
wz? +2wz +wW—2z =0
wz? —(2w-1)z+w=0
elde edilen denklemin diskriminantina bakarsak
A =(2w-1)* —4ww
= 4w* — 4w +1— 4w’
=—-4w +1

C—btJA  —2w+liy/-dwtl

L2 2a 2w

Buradan

N-4w+1

bakacak olursak

V=dw+1= -4 +iv)+1=~—4u—4div+1
= —-4u—-4v+1=>0
:>—u—v+£20

4

olur. Gergek kismina bakarsak

NG
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Birim ¢emberin doniisiimii Sekil 4.2' deki gibi olusur.

-h|.'-'-

+1
( —l/—>+l I} ( X

wr N
Sekil 4.2. h(z) fonksiyonunun goriintiisii.
g(z) ve h(z) fonksiyonlarinin A simifindan iinivalent ve S sinifina ait olduklarini ve

gorilntiilerinin olusturduklar1 bolgeleri gosterdik.Simdi f(z) fonksiyonun inceleyelim.

f(z) fonksiyonunu elde ederken (4.1) ve (4.2)' yi yerine koyariz.

f(2) :%[g(z)+ h(z)]:%(Zz +62°+10z2° +)

—2+32%+52°+..= 2+ ) (2n+1)z¢"Y
n=2

f(-2)=-2-32°-52°+..=>-f(2) =2+32° +52° +...

Buradan

f(-z)=—f(2).

Sonug olarak f(z) tek fonksiyondur.
f(0)=0 ve f'(0)=1 oldugundan f(z) analitiktir fonksiyondur ve f(z) EA
f(z) fonksiyonunun iinivalent olup olmadigini arastiralim.
Eger
2,1,
iken
f(z)- f(z,) #0

oldugunda f(z) fonksiyonu tinivalent olur.

,—1,# 0wvef (21) — f (Zz) =7+ i(zn +1)Zl(2n+l) —7,- i(zn +1)Zz(2n+1)

n=2 n=2
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=7,-7,+ i(Zn +1)g, 2 - i (2n+1),*"

n=2 n=2
3 5 3 5
=2,-1,+32, +5 +..-32; -52, —...
=2,-2,+32) -3z +5, =52 +...

=2,-12, +3(zf —z§)+5(zf —z§)+...

=(z,-7,)[1+ 3(213 +2,2, + 222)+5 [(z,-2,) —52,2,(z, + z,)-102,2,..1] +...

(z,-2,)#0ve [1+ 3(213 +2,2,+ 222)+5 [(z,-2,) =52,2,(z, + z,)-102,2,...1] +...

zaman 0 olmayacaktir. Bundan dolay daima f (z,) — f(z,) # 0 olmaz.

Boylece f(z) linivalent degildir. Bu sekilde ispatimiz tamamlanmais olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Analitik olan bir 6zel fonksiyonun igerisindeki ayr1 analitik ve {inivalent fonksiyonlarin
aritmetik ortalamalarinin analitik oldugunu ama daima {inivalent olmayabilecegini
gosterdik. Bu sekilde A smifinda ve tinivalent fonksiyonlarin o6zelliklerini 6zel

fonksiyonlar i¢in diizenleyerek 6zel olarak secti§imiz problemin ispatini tamamlamis
olduk.
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	B ⊂C bir bölge ve y ∈ B olsun. Eğer y noktasını B nin herhangi bir x noktasına birleştiren doğru parçası tamamen B'nin içinde kalıyorsa B'ye y noktasına göre starlike bölge denir. Daha açık bir ifade ile B bölgesinin her bir noktası y noktasından görü...

	2.2. ANALİTİK VE ÜNİVALENT FONKSİYONLAR
	2.2.1. Tanım (Analitik Fonksiyon )
	f, kompleks değişkenli ve kompleks değerli fonksiyonu z0 ∈ C noktasının bir komşuluğunda tanımlı olsun. Eğer
	2.2.2. Tanım (Periyodik Fonksiyon)
	Kompleks düzlem üzerindeki her noktada tanımlı ve reel sayılar cisminde lineer bağımsız vektörler olan ,𝐰-𝟏. ve ,𝐰-𝟐. kompleks sayılar olmak üzere iki periyoda sahip olan fonksiyona çifte periyodik fonksiyon denir.
	2.2.3. Tanım (Meromorf Fonksiyon)
	Bir D bölgesinde kutup noktalarından başka singüler noktası olmayan fonksiyona meromorf foksiyon denir.
	2.2.4. Tanım (Konveks Fonksiyonlar)
	Eğer 𝐟(𝐳) ,𝐳.<𝟏 için analitik ise, o zaman ancak ve ancak ,𝐟-′.(𝐳)≠𝟎,  𝐳,𝐟-′′.(𝐳)/,𝐟-′.(𝐳)  ve 𝛇[𝟏+𝐳,,𝐟-′′.(𝐳)-,𝐟-′.(𝐳).]>𝟎 analitik iken ünivalent ve konveks olur.
	2.2.5. Tanım (Ünivalent Fonksiyon )
	B kompleks düzlemde bir bölge olsun. B bölgesindeki birebir olan f fonksiyonuna ünivalent fonksiyon denir ve seçilen z1 , z2 de f(z1)≠ f(z2) koşulunu sağlaması gerekir.
	2.2.6. Tanım (Lokal Olarak Ünivalent Fonksiyon )
	Eğer f fonksiyonu z0 ∈ B noktasının uygun bir komşuluğunda ünivalent ise, f' ye lokal olarak ünivalent denir. f analitik fonksiyonu için f'(z0)=0 şartı, z0  noktasında lokal ünivalentliğe denktir. Bir analitik ünivalent fonksiyon onun açı koruma özell...
	2.2.7. Tanım (Starlike Fonksiyon)
	𝐟𝛜𝐒 olsun. 𝐟(𝐃) orjine göre starlike ise bu  𝐟(𝐳) fonksiyonuna starlike fonksiyondur denir ve starlike fonksiyonların sınıfı genellikle  ,𝐒-∗. ile gösterilir [7].
	2.2.8. Tanım (Çift ve Tek Fonksiyonlar)
	𝐀⊂ℝ olmak üzere  olduğunda  oluyor ise A kümesine simetrik küme  denir. A Simetrik bir küme ve 𝐟:𝐀→ ℝ olmak üzere her  için oluyor ise  fonksiyonuna çift fonksiyon, oluyor ise  fonksiyonuna tek fonksiyon denir.
	2.2.9. Tanım (Koebe Fonksiyonu)
	𝐒 sınıfında olan,
	2.2.10. Tanım (Taylor Serisi)
	2.2.11. Tanım (Laurent Serisi)
	Bir 𝐟 kompleks fonksiyonu bir 𝐳=,𝐳-𝟎. noktasında analitik değilse bu noktaya noktanın tekilliği veya tekil noktası denir.Örneğin, 𝐳=𝟐𝐢 ve  𝐳=−𝟐𝐢 kompleks sayıları     𝐟,𝐳.=,𝐳-(,𝐳-𝟐.+𝟒).  fonksiyonun tekil noktalarıdır, çünkü 𝐟 bu nokt...
	2.2.12. Teorem (Riemann Dönüşüm Teoremi)
	C kompleks düzlem B de C düzleminde birden fazla sınır noktasına sahip basit bağlantılı bir bölge ve z0 ∈ B olsun. f(z0)=0 ve f'(z0)>0 şartlarını sağlayan ve B'yi birim disk üzerine konform olarak dönüştüren bir tek f konform dönüşümü vardır.
	2.2.13. Teorem (Schwarz Lemması)
	D birim diski içerisindeki f analitik, f(0)=0 ve |f(z)|<1 olsun. O zaman |f'(0)|≤1 ve f(z)≤|z| olur. f' de tahmin edilemeyen kesin eşitsizlikler diskte dönme yapılırsa
	2.2.14. Teorem (Schwarz Lemması)
	f:D={z:|z|<1}→C analitik, z∈D için |f(z)|≤1 ve f(0)=0 olsun. Bu durumda z∈D noktaları için |f(z)| ≤|z| ve |f'(0)| ≤ 1 dir. Üstelik z0 ∈D (z0≠0) için |f(z0)| =|z0| ise c, |c|=1 özelliğinde 1 sabit olmak üzere f(z)= cz biçimindedir.
	2.2.15. Teorem (S Sınıfı)
	D{z∈C:|z|<1} birim diskinde analitik ve ünivalent olan ve f(0)=0, f'(0)=1 şartlarını sağlayan D diskinde
	2.2.16. Tanım (Bieberbach Tahmini)
	S sınıfındaki f(z) fonksiyonu
	2.2.17. Tanım (Cauchy-Riemann eşitliği)
	f:D→C  D üzerinde analitik olsun. Eğer f(z)=u(z)+iv(z) yazarsak, u ve v, f' nin gerçek ve görüntü parçalarını oluşturur, sırasıyla, Cauchy-Riemann eşitliğini karşılarsak


	3. MATERYAL VE YÖNTEM
	3.1.  JORDAN EĞRİSİ VE CAUCHY İNTEGRAL FORMÜLÜ
	3.1.1 Tanım
	Kompleks düzlemde yay görüntüsü sürekli doğru parçası oluşturur. C içerisinde a≤f≤b aralığında sürekli dönüşümü olan zφ(t) yayın görüntüsünü oluşturur. Düzeltilebilir yayın uzunluğu dönüşüm fonksiyonu φ için sınırlı değişkendir. Jordan yayı kendi arak...
	3.1.2. Teorem (Cauchy integral formülü)
	3.1.3. Teorem (Cauchy Teoremi)
	Eğer f basit D bölgesi içinde karmaşık değerli fonksiyon olursa o zaman

	3.2. ROUCHE'S TEOREMİ
	3.2.1. Teorem
	Düzeltilebilir Jordan Eğrisi C içinde ve üzerindeki f ve g analitik olsun, C' de |g(z)|<|f(z)|.
	İspat

	3.3. HURWİTZ'S TEOREMİ
	3.3.1 Teorem
	fn D alanında analitik ve fn(z)→f(z) için n→∞, D'nin aynı şekilde düzenli altkümeleri
	olsun. O zaman ya D içerisinde f(z) ≡ 0 ya da f'nin bütün sıfırları fn fonksiyonlarının ardışık sıfırlarının limit noktasıdır.
	İspat
	Varsayalım ki f(z0)=0 ama f(z)  0 olsun. Sıfırın bazı fonksiyonlarının z0 komşuluğunu göstermek için yeterlidir. δ>0 seçersek D içerisinde disk |z-z0|≤ δ ve f(z)≠0 C çemberi üzerinde |z-z0|= δ olarak tanımlanmıştır. m |f(z)|' nin C üzerinde minimumu o...
	3.3.2. Teorem
	D bölgesinde fn univalent ve analitik olsun, fn(z)→f(z) olarak n→∞ varsayarsak, D sıkıştırılmış  alt  kümeyi oluşturur.  O zaman f  D içerinde  tek  değerli  yada  sabit  olur.
	İspat
	Varsayalım ki aksi durum var, f(z1)= f(z2) = α bazı ayrı ikili noktalarda D içerisinde z1 ve z2 noktaları olsun. O zaman eğer f(z)≠α olursa Hurwitz' s teoreminde yada ispatına bakarak bu n ≥N için fn(z)- α fonksiyonu z1 ve z2' nin ayrık komşuluğunda y...

	3.4. BÖLGESEL DÖNÜŞÜM ÖZELLİKLERİ
	3.4.1. Tanım
	Kompleks fonksiyon =f(z) geometrik dönüşümde z düzlemi içerisindeki bölgeden
	düzlemi içerisindeki bölgeye dönüştüğümde u=u(x,y), v=v(x,y) ve z=x+iy ve  =u+iv
	olur. f analitik alırsak, gerçek ve görüntü kısımlarını Cauchy- Riemann denklemlerinden
	sağlarsak
	Örnek
	f(z)=z2 bölgesel ünivalenttir olur alan içerisinde
	3.4.2. Tanım
	D birim disk içerisinde S sınıfında analitik ve ünivalent olan f fonksiyonu ünivalent fonksiyonlar teorisini büyük ölçüde ilgilendirir ve f(0)=0 ve f'(0)=1 sağlamak zorundadır. Büyüme teorisinde,

	3.5. RİEMANN DÖNÜŞÜM TEOREMİ
	3.5.1. Teorem
	Kompleks düzlemin alt kümesinde basit bağlantılı bir D alanı olsun. ζ D içerisinde verilen nir nokta olsun. Özel bir f fonksiyonu seçersek birim disk üzerinde konform D dönüşümü yaparsak f(ζ)=0 ve f'(ζ)>0 özellikleri olur.
	İspat
	Hipotezdeki D bütün düzlemin temeli değildir çünkü Liouville teoreminde her sınır bütün fonksiyonlarda sabittir. Bu tez kolaylıkla kurulur. Gerçekten de eğer g'nin verilen diğer özel dönüşümü kendi üzerindeki birim diske olan konform dönüşümü h=gof-1 ...

	3.6. CARATHÉODORY GENİŞLEME TEOREMİ
	Jordan eğrisi C D alanında sınırlandırılmış olsun ve birim D diski üzerinde f' nin D konform dönüşümü olsun. Kapalı disk ,𝐃. üzerinde f'nin genişletilmiş homomorfizması ,𝐃 .=  olur.
	İspat
	Kabul edelim ispatta  üzerinde ,𝐃. genişletilmiş homomorfizması  Jordan alanında, D Jordan alanı üzerindeki konform dönüşümü olur.

	3.7. ÜNİVALENT FONKSİYONLARIN TEMEL TEORİSİ
	3.7.1. Tanım
	Tek değerli f fonksiyonu eğer iki kere aynı değeri alamazsa D⊂C alanında ünivalent olur, bu da, D içinde z1≠z2 ve bütün z1,z2 noktaları için f(z1)≠f(z2) olur. f fonksiyonu z0∈D noktasında bölgesel ünivalent ise bazı z0 noktasının komşuları ünivalentti...
	Öncelikle birim D={z:|z|<1} diski içinde S sınıfının analitik ve ünivalent olan f fonksiyonu ile ilgilenerek f(0)=0 ve f'(0)=1 şartlarını sağlayarak normalleştirmeliyiz. f∈S Taylor serisi açılımı şeklinde
	Örnek
	S sınıfından Koebe fonksiyonu
	Özellikler
	S içerisindeki diğer basit fonksiyon örnekleri,

	3.8. ALAN TEORİSİ
	3.8.1. Teorem
	Eğer  ise
	,
	İspat
	E g tarafından kurulsun. r>1 için, |z|=r çemberinin g görüntüsü altında |z|=r olsun. Cr basit kapalı eğrisi Er E alanını kapsamaktadır. Er alanından
	Sonuç
	Eğer g∈ ise |b1|≤1 denklemden ancak ve ancak
	3.8.2. Teorem (Bieberbach Teoremi)
	Eğer f∈S ve |a2|≤2, Koebe fonksiyonunun dönüşümü olan f ancak ve ancak bu şekilde eşit olur.
	3.8.3. Teorem (Koebe Bir-Çeyrek Teoremi)
	S sınıfındaki bütün fonksiyonların mesafesi diskte {w:|w|< }.

	3.9. GENİŞLEME VE BÜKÜLME TEORİSİ
	3.9.1. Teorem
	Bütün f∈S için,
	İspat
	Verilen f∈S, saptanan ζ∈D ve disk otomorfizmasının yapımında
	3.9.2. Teorem (Bükülme Teoremi)
	Seçilen f∈S için
	İspat
	Eşitsizlikte |α|≤c ima edilen -c≤Re{ α }≤c, bu da (3.3)' ten
	3.9.3. Teorem (Genişleme Teoremi)
	Bütün f∈S için,
	İspat
	f∈S ve sabit z ∈ ile 0<r<1. Elde edeceğimiz
	3.9.4. Tanım (Bieberbach Konjektürü)
	f fonksiyonunun bütün katsayıları için f∈S de n=2,3,4,... f Koebe fonksiyonu yada dönüşümlerinden bir tanesi olduğu durumda bütün n'ler için eşitsizlikler kurulabilir.

	3.10. İÇ ALAN TEOREMİ
	3.11. DIŞ ALAN TEOREMİ
	3.12. GRONWALL - BİEBERBACH
	3.12.1. Teorem:  için için

	3.13. DİSTORTİON TEOREMLERİ VE BİEBERBACH EŞİTSİZLİĞİ
	3.13.1. Teorem: Eğer  dir. Eşitlik sadece  şeklindeki Koebe fonksiyonları için sağlanır [13].
	3.13.2. Sonuç
	Eğer,
	3.13.3. Teorem: Bir  dönüşümü altında birim diskin görüntüsü  diskinin tüm noktalarını ihtiva eder. (Koebe-Bieberbach Teoremi)
	3.13.4. Sonuç:  olsun. Kabul edelim ki ve ,  özelliğine sahip  tarafından alınmayan iki değerdir. Bu taktirde hem  hem de ' nın orijine olan uzaklığı ' ye eşittir.
	3.13.5. Teorem:  olsun. Eğer  konveks bir bölge ise, bu bölge  diskinin tüm noktalarını ihtiva eder.
	3.13.6. Teorem: Eğer  ve  ise  özelliğindeki her z için

	3.14. KONVEKS VE STARLİKE FONKSİYONLAR
	3.14.1. Tanım (Carathéodory Lemma)
	Eğer  ve
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