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OZET

MITTAG-LEFFLER POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

Nihal YILMAZ
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Nejla OZMEN
Agustos 2019, 47 sayfa

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Bu tezin ne
ile ilgili olduguna dair kisa bir tanitim ve Mittag-Leffler polinomlarinin literatiir 6zeti
verilmistir. Ikinci boliimde &nbilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar
ve lemmalar verilmistir. Uciincii boliimde, Mittag-Leffler polinomu, deformed Mittag-
Leffler polinomu ve modified Mittag-Leffler polinomunun tanimlari ve bu polinomlarin
ozelliklerinden olugmaktadir. Dordiincii bolimde Mittag-Leffler polinomu ve tiirleri igin
bilinear ve bilateral dogurucu fonksiyonlarin1 veren teoremler igerir. Burada verilen
teoremlerin sonuglarina ve uygulamalarina yer verilmistir. Son bdliimde bu tez i¢in bazi
sonu¢ ve Oneriler sunulmustur.

Anahtar sozciikler: Dogurucu fonksiyon, Mittag-Leffler polinomlari, Modified Mittag-

Leffler polinomlari, Deformed Mittag-Leffler polinomlari, Multilineer ve multilateral
dogurucu fonksiyonlar.
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ABSTRACT

MITTAG-LEFFLER POLYNOMIALS AND PROPERTIES

Nihal YILMAZ
Diuizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Nejla OZMEN
August 2019, 47 pages

This thesis consists of five chapters. The first section is devoted to the introduction. A
brief introduction to what this thesis is about and the literature summary of Mittag Leffler
polynomials are given. In the second part, some definitions and lemmas are given. In the
third chapter, Mittag-Leffler polynomial, deformed Mittag-Leffler polynomial and
modified Mittag-Leffler polynomial are defined and their properties are given. The fourth
chapter contains theorems for the Mittag-Leffler polynomials and their types, which give
bilinear and bilateral generating functions. The results and applications of the theorems
given here are given. In the last chapter, some conclusions and recommendations are
presented for this thesis.

Keywords: Generating function, Mittag-Leffler polynomials, Modified Mittag-Leffler
polynomials, Deformed Mittag-Leffler polynomials, Multilinear and multilateral
generating functions.
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1. GIRIS

Mittag-Leffler fonksiyonu [1], Isvegli, bilim adami Gosta Mittag-Leffler (16 Mart 1846-
7 Temmuz 1927) tarafindan 1903 yilinda tanimlanmistir. Mittag-Leffler fonksiyonu ilk
olarak kesirli integral denklemlerinin ¢ézlimlerinde ortaya ¢ikmistir. Daha sonra, kinetik
denklemlerin kesirli genellestirilmesinde, rastgele yiiriiylislerde ve Lévy uguslarinda
kullanilmigtir  [1]-[3]. Mittag-Leffler fonksiyonu o&zellikle fizik ve uygulamali
matematigin bircok alaninda tanimlanmstir. Son 20 yilda, Isvecli matematikgi tarafindan
tanimlanan bu fonksiyon, son 10 yilda daha da 6nem kazanmaistir. Ciinkii bu fonksiyonlar
miithendislik, biyoloji ve fizik gibi bilim dallarindaki problemlerin ¢6ziimii igin biiytik bir
potansiyel teskil etmektedir. Bu tez, Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel hali olan
hipergeometrik Mittag-Leffler polinomlari iizerine yapilan bir ¢alismadir. Son yillarda bu
polinomlar {izerine yapilan c¢aligmalar uygulamali matematikte O6nemli bir yer
tutmaktadir. Uygun kosullar altinda hipergeometrik polinomlarin farkl tip 6zellikleri

halen ¢aligilmaktadir.

Bu tezde kullamlan Mittag-Leffler polinomlar: su sekildedir. ilk olarak 1940 yilinda H.

Betaman tarafindan tanimlanan Mittag-Leffler polinomu
gn () =2y oFi[1 —n,1 —y;2;2],

seklinde verilmistir ve bu polinom

y (o]
(ﬂ) = znzogn(y)xn lx| < 1,

1-x

dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir [4]. Buradaki,

A _voo &)nOn x"
JFi(k, Lmyx) = Zn=owm



seklinde bir hipergeometrik fonksiyondur. 2005 yilinda Mittag-Leffler polinomu, S.

Roman tarafindan,

M,(y) = Xk=0o (Z) (n— 1)n—k2k(x)k'

seklinde tanimlanmistir ve bu polinom

(o]
1+x

n y
o= (), k<

dogurucu fonksiyonuna sahiptir [5]. 2011 yilinda Stankovi¢ ve arkadaslar1 deformed

Mittag-Leffler polinomlarini

Gr(x,7) = en(6 Ve n(6y) = ) ga P, (h € R\ (0D

n=0

seklinde tanimlamislardir [6]. Burada ey, (x, y), iistel fonksiyonu

en(x,y) = (1 + hx)¥" (x € (C\{—%},y € R)

seklinde tanimlanmistir. Yine, 2011 yilinda Stankovi¢ ve arkadaslart modified Mittag-

Leffler polinomlarini

gn+1(iY)

intly (n € No)

(pn(y) =

seklinde tanimlamiglardir [6]. Giiniimiizde daha halen Mittag-Leffler polinomuyla ilgili

birgok ¢alisma ve 6zelliklerini bulmak miimkiindiir [7]-[13].

Ayrica tezimizde, Mittag-Leffler polinomlari, deformed Mittag-Leffler polinomlar1 ve

modified Mittag-Leffler polinomlar1 tarafindan iretilen bagka polinomlarin



ozelliklerinide bulmak miimkiindiir. Mittag-Leffler polinomlari, deformed Mittag-Leffler
polinomlar1, modified Mittag-Leftler polinomlar1 i¢in bilinear ve bilateral dogurucu
fonksiyonlar1 veren teoremler elde edildi. Bu teoremler kullanilarak bazi bilinear ve

bilateral dogurucu fonksiyon bagintilar1 verildi. Son olarak sonug ve 6nerilere yer verildi.



2. TANIMLAR VE TEMEL KAVRAMLAR

2.1. GAMMA FONKSIYONU

['(x) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,

I'(x) = fooo t*le~tdt

genellestirilmis  integrali yardimiyla tanimlanir. Gamma fonksiyonuna bazen
genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir. x > —1 olan herhangi bir reel say1 olmak

uzere

x! = fom t*e~tdt =T(x + 1)

yazilabilir. Ayrica, I' fonksiyonu su 6zellige de sahiptir [14]:

FGOr(1 —x) =——, x#0,+1,+2, ... (2.1)

sSinmx

2.2. POCHHAMMER SEMBOLU

P reel ya da kompleks bir say1, n sifir veya pozitif bir tamsay1 olmak {izere

B =BB+DB+2)..(B+n—-1) (2.2)

seklinde tanimlanan (f),, ifadesine Pochhammer sembolii denir ve (8), =1, (8 # 0)

olarak tanimlanir.



2.3. HIPERGEOMETRIK SERi VE HIPERGEOMETRIK FONKSiYONLAR

a, b ve c reel ya da kompleks sabitler olmak iizere

ab x | a(a+1)b(b+1) x?

1+ c 1! c(c+1) 2!

(2.3)

olarak ifade edilen seriye Gauss hipergeometrik serisi veya hipergeometrik seri denir.
Esitlik (2.3)’ten goriilmektedir ki ¢ degeri sifir veya negatif bir tamsayi
olmamaldir. Esitlik  (2.3) ifadesi 1+ x+x2?+ -+ geometrik serisinin  bir
genellestirilmesi oldugundan bu adi alir. Esitlik (2.3) hipergeometrik serisi |x| < 1 i¢in
yakinsak, |x| > 1i¢in wraksaktir. |x| =1 oldugu zaman c¢ > a + b ise seri mutlak

yakinsaktir. [x| = —1 iken ¢ > a + b — 1 ise seri yakinsaktir.

Esitlik (2.3) gosterimi dikkate alinarsa, bu hipergeometrik serisi

JFi(a,b;c,x) = Yoo, QnOn 2 (2.4)

©n n!

seklinde yazilir.

Esitlik (2.4)’ten goriilen F’nin altindaki 2 ve 1 alt indisleri F’nin yapisinda biri a ve b
digeri ¢ olmak tizere iki tip parametre bulundugunu ifade eder. Esitlik (2.4)’ln

genellestirilmis ifadesi

(a)n(@2)n-(ap)n ﬁ (25)

(c)n(c)n-(cgdn n!

qu(al, ey Ap; €1y ey Cgs x) = Y=o

dir.

Lemma 2.2. Hipergeometrik serilerin taniminda Esitlik (2.4)’teki ifadesinde a, b, ¢

degerlerini baz1 6zel degerler alindiginda asagidaki esitlik gecerlidir [14]:

(1-2)""= ,F(mn;n;z) (2.6)



2.4, ONEMLI BAZI OZELLIiKLER

Bilinear ve bilateral dogurucu fonksiyonlar konusunda c¢ok sik kullanilan bazi seri

Ozellikleri asagidaki gibidir [15]:

Lemma 2.3. Asagidaki esitlikler gecerlidir:

5]

) Ymeo ko Ak, n) = Xi_o Xy, Alk, n — pk) (2.7)
b) Xr-o Z[i]o A(k,n) = Yp—o Xk=o A(k,n + pk) (2.8)
Ispat:

8) Yo Xiemo A, n)t™+PK (2.9)

serisi dikkate alinir ve n + pk yerine m yazilirsa, Esitlik (2.9)’daki k ve n indisleri
k=j, n=m-pj (2.10)

olmak iizere yeni j ve m indisleri tanimlanir. Esitlik (2.9)’dan > 0 ve k > 0 olup Esitlik
(2.10)’dan

m—pj=0, j=0
veya
0<pi<m, m=0

yazilir. Boylece 0 <j S% olup, j 0’dan %’ye kadar degisen tamsayilardir. Bu

durumda,



7]

Ym0 im0 Ak, m)E™HPE = ¥, Zj=0A(l"m —ppt™ (2.11)

bagintisina ulasilir.

Boylece Esitlik (2.11)’de t = 1 ve sag taraftaki j ve m indisleri yerine k ve n alinirsa
Esitlik (2.7) elde edilir.

b) Esitlik (2.8) ifadesi, Esitlik (2.7) ifadesinin ispatina benzer sekilde gosterilir.

Tamim 2.1. Deformed iistel fonksiyonu

en(x,y) = (1 + hx)¥/" (xE(C\{—%}, y € R)

seklinde tanimlanir [16].

en(x, y) tstel fonksiyonun bazi temel 6zellikleri su sekildedir:

o ep(x,y) >0 ye[R{,h<0i(;inx<—% veya h>0iginx>—%.

. en(0,y) = ey (x,0) = 1.

e Eger h, isaretini degistirirse

en(oy) =en(-x-y)  @#)). (212)
elde edilir.

e Sadece ikinci degiskene gore olan toplama 6zelligi;

en(x, y1)en(x,y2) = en(x,y1 + y2)
dir.
e Deformed iistel fonksiyonlar asagidaki gibi gosterilebilir:

en(x,y) = Z;’{;O%xny("'h) (Jhx| < 1), (2.13)

e_n(0,y) = Tpoo—x"ymM (Jhx| < 1), (2.14)



Ozellik 2.1. Gergek sayilarin genellestirilmis tamsay1 kuvvetlerinin h € R \ {0} icin,
bazi 6zellikleri su sekildedir [16].

[} Z(O'h) —_— Z[O'h] o 1’

o z(WW =T["21(z—kh), (n€N),

o zIM =02z +kh) (n€N),

Tamim 2.2. Tiirev operatoriiniin tanimi su sekildedir [16]:

Bof (2) = FEBTD L5, — 1yf(2), (2.15)

dir. Burada | birim operatorii, E}, ise shift operatoriidiir. Bu h-tiirev operatorii lineerdir.

Bununla birlikte tiirev operatoriiniin genel kurali su sekildedir:

DMn(F(2)9(2) = f(z+ MALrg(2) + A nf(2)g(2). (2.16)

Ozellik 2.2. Eger deformed iistel fonksiyonlar iizerinde h-tiirev operatdrii uygulanirsa

sunlar elde edilir [16]:

o Apnen(xy) = T = xtny @I = xey (x, ), (2.17)
o Aynen(ny) = Eiapxtn(y + D = xe (o y +h), (2.18)
o A,z =pz("LW (e N),

o A, pzMM =n(z+ )L (n € N).

e Bu fonksiyonun ilging bir diferensiyel 6zelligi de soyledir:

(@ + 07 ) eny) = yeu(xy). (219)



2.5. DOGURUCU FONKSiYON

G (X1, X2, ..., Xp; t) fonksiyonu,

G(xl, X2, ey Xp; t) = Y=o Unfn (X1, X2, oo, Xp) "

seklinde t™’nin kuvvetlerine gore agcilabiliyorsa, G(x1,Xy,...,%p;t) fonksiyonuna

fn (X1, X3, ..., X)) fonksiyonu i¢in dogurucu fonksiyon denir.

Tamim 2.3. G(x,y,t) fonksiyonu

G(x,y,t) = Xnmo Unfu () fu (V"

seklinde t™’nin kuvvetlerine gore acilabiliyorsa, G(x,y,t)’ye bilinear dogurucu

fonksiyon denir. Burada u,,, x ve y’den bagimsizdir. Ornegin, Hermite polinomlarinin

bilinear dogurucu fonksiyonu

- n _1 axyt—4a(x?+y?)t?
S0 Hn (GO Hn () = (1 — 412) 72 exp (222 00

seklindedir [17].

Eger G(x41,%3, ..., %5 t), v + 1 degiskenli fonksiyonu t’nin kuvvetlerine gore

G(X1) s X £) = Xpmo Unfn (X1) fn(x2) o fn (e )E™

seklinde bir seriye acilabiliyorsa G (x4, ...,x,;t) fonksiyonuna, f,(x;), fn(x2), ..

fn(x;) fonksiyonlari i¢in multilineer dogurucu fonksiyon denir.

Tamm 2.4. H(x, y, t) fonksiyonu

Hx,y,t) = Xnmo bnfa (1) gn ()"

)



seklinde t™’nin kuvvetlerine gore acilabiliyorsa H(x,y,t)’ye bilateral dogurucu
fonksiyon denir. Burada h,,, x ve y’den bagimsiz, f,,(x) ve g,(y)’ler birbirinden farkli

fonksiyonlardir. Bilateral dogurucu fonksiyonlar i¢in

Xys
1-y)A-y+xy)

— A\b- _ -b 5y .
A=y 1+ x-1y) exp{ 1_y} Fi [b, c;
= Y%, LR [-n bl Iyl <1, [(x— Dyl <),

bagintis1 6rnek olarak verilebilir [14]. Buradaki LS,L“) (x), Laguerre polinomudur.

Eger H(x4,...,%x;t), v+ 1 degiskenli fonksiyonu t’nin kuvvetlerine gore

H(xlr s Xy t) — Z?f:o hnfl,n(xl)fz,n(xz) ---ﬁ",n(xr)tn

seklindeki bir seriye acilabiliyorsa, H(xy,..,x,;t) fonksiyonuna f;,(x1),

fan(x2), ..., frn(x,) fonksiyonlar: i¢in multilateral dogurucu fonksiyon denir.

10



3. MITTAG-LEFFLER POLINOMLARI VE OZELLIiKLERI

Bu bolimde Mittag-Leffler polinomlari, deformed Mittag-Leffler polinomlar1 ve

modified Mittag-Leffler polinomlar tanitilacak ve bazi 6zellikleri verilecektir.

3.1. MITTAG-LEFFLER POLINOMUNUN TANIMI VE OZELLIiKLERI

Mittag-Leffler polinomu 1940 yilinda H. Betaman tarafindan tanimlanmistir. Bu polinom

In(y) ile gosterilir ve

() = 32 ga)x"  Ixl <1 31)

1-x

dogurucu fonksiyonuna sahiptir [4]. Bu polinom

In(¥) =2y ,F[1—-n,1 —y;2;2]

=2y Z:ln_:lo A-1M)m(A-y)m 2™ (3.2)

)m m!
toplam ifadesine sahiptir [4]. S. Roman 2005 yilinda Mittag-Leffler polinomunu

o)

MNE = (22

1-x

n=0 (3.3)

My () = o () (0 = Dk 201 )

seklinde tanimlamustir [5]. Buradaki, (y), = y(y — D)(y — 2) ...(y — k + 1) dir.

Baslangi¢ degerleri go(y) =1, g,(y) = 2y olan bu polinomun rekiirans bagntilart

11



gn(y +1) - gn—l(y +1) = gn(}’) + gn—l(y) (3.4)

ve

M+ Dgnt1(y) —2y9,(0) + (n — D gn_1(y) =0 (3.5)

seklindedir [18], [19]. Bu rekiirans bagintilar1 yardimiyla Mittag-Leffler polinomlarinin
baz1 degerleri agagidaki gibidir:

gO(y) = 1!
9:1(y) =2y,
9:(y) = 2y?,
4y3 — 2y
9:0) = 2=,
2y% — 4y2
94(y) = —3

4y5 — 20y3 + 6y
15 '

gs(y) =

Ayrica bu polinom,

© . . d 0, m=
f_+oo gn(_ly)gm(ly)—y = E(S‘mn' Omn = { m (m,n € N) (3.6)

n
ysinhmy  n 1, *=n

seklinde bir ortogonal bagintisina sahiptir [6]. Mittag-Leffler polinomlarina karsilik gelen

bir monik polinom

3.0 =229, (37)

seklindedir [6]. Bu olusan monik polinom

2+x

(—)y = Z?f:ogn(Y)%l (3.8)

2—x

seklinde dogurucu fonksiyona sahiptir [6].

12



Teorem 3.1. Mittag-Leffler polinomlari igin agsagidaki bagintilar gegerlidir [7]:

2y
n!

a) gn(y) = n—1(y —1;2; —1). Buradaki M,,(y; B, c¢), Meixner polinomudur.

b) M,,(y) = n! g,(y). Buradaki M,,(y), Esitlik (3.3)’te tanimlanmustir.

) gn(=y) = (=D)"gn(y) dir.

Ispat:

a) M,,(y; B, ¢), Meixner polinomu

Mo ,6) = (B)n oF [~n—i i1~ ]

seklinde bir bagintiya sahiptir [21].

Bubagmtidan=n—-1, y=y—1, f =2, ¢ = —1 alinip, Pochhammer semboliiniin
tanimin1 kullanilir ve Esitlik (3.3) ifadesi yerine yazilip, gerekli diizenlemeler yapilirsa

ispat tamamlanir. m

b) Esitlik (3.1) ve Esitlik (3.3) bagintilar1 birbirine esitlenir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa istenen esitlik gosterilmis olur. Boylece ispat tamamlanir. m
c) Esitlik (3.1) bagintisinda y = —y, x = —x yazilirsa

0o 1-x\"Y 1+x\Y o0
Y g = (12) T = () = T ga)x"

1-x

elde edilir. Iki serinin esitligi kullanilirsa ispat tamamlanir. m

13



3.2. DEFORMED MITTAG-LEFFLER POLINOMUNUN TANIMI VE
OZELLIKLERI

2011 yilinda Stankovi¢ ve arkadaslar1 deformed Mittag-Leffler polinomlarini

G y) = e entun) = gl (h € R\{0) (39

n=0
seklinde tanimlamiglardir. Buradaki G, (x, y), deformed Mittag-Leffler polinomunun bir
dogurucu fonksiyonudur [6]. Bu polinom igin, Esitlik (2.13) ve Esitlik (2.14) bagintilari

taraf tarafa ¢arpilirsa,

y[m h]

en(x,y)e_p(x,y) = X7 y( x™ Ym=o

n! m!

y(m,h)y[n—m,h] .

= 2??:0 2?n=0

m!(n—-m)! !

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa, deformed Mittag-Leffler polinomunun

y(m,h)y[n—m,h]

1 —
In’ @) = Lo T = =T ()y ™My (n € Ny).

m!(n—-m)!

toplam ifadesi elde edilir. Deformed Mittag-Leffler polinomlar igin, Esitlik (3.9) ve
Esitlik (2.12) bagintilar1 kullanilirsa su 6zellikler elde edilir:

8) Gh(%,9) = Gp(=x,—y) = X0 g (=) (= 1)"x"
b) g (=) = (=1)"gM ()
C) Gh(xl Y) = G—h(x’y)

d) gS™ ) = 9P )
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Teorem 3.2. Deformed Mittag-Leffler polinomlari g,(lh)(y) icin asagidaki rekiirans
bagintis1 gegerlidir [6]:

m+1Dg®,0) - 2ygP ) -2 - 1)gP, N =0 (m=2), (3.10)

adPom =1 gPe)=2y.

Ispat: Ik olarak,

T6n(6Y) = s=en(n Ve n(x,) = (F-entx, ) e i) + en(x,) (Zen (7))

¢arpmanin tiirevi alinir.

ep (x, y)’nin (2.19)’daki 6zelligine gore (1 — hx)(1 + hx) ile garpilirsa

(1= 1x%) 2 G (x,y) = (1 — h0)y et Y)en(x,y) + (1 + hx)en(x, 1)y e-n(x,y)

= 2yGp(x,y).
elde edilir.
Yani,
a 2
72 Gn () = 525 Gr(x,Y) (3.11)
elde edilir.

Esitlik (3.9) bagintisinin her iki tarafinin x’e gore tiirevi alinir, Esitlik (3.11) bagintisi

kullanilirsa ispat tamamlanmig olur. m
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Esitlik (3.10) yardimiyla deformed Mittag-Leffler polinomlarinin bazi degerleri asagidaki
gibidir:

g =1,
h
g§ )(y) = 2y,

h
g () = 2y2,

2

gy = §y(2y2 + h?),
2

gM ) = 37207 +2hD),

2
géh) ) = Ey(Zy‘L + 10h2%y? + 3h%).

Teorem 3.3. Deformed Mittag-Leffler polinomlar gr(lh)(y) asagidaki rekiirans
bagintisina sahiptir [6]:

g+ =g =h(g{ G +m+gP)) =1
Ispat: Esitlik (2.16), Esitlik (2.17), Esitlik (2.18) bagintilar1 kullanilirsa

Ay,hGh(x' y) = Ay,h(eh(x; ve_n(x,y))
=ep(x,y + WAy pe_n(x,y) + e_p(x,y)A, nen(x,y)
= x(ep(x,y + h)e_,(x,y + h) + ep(x,y)e_,(x,v))

= x(G,(x,y + h) + G,(x,y))

ifadesi elde edilir. A, , operatdriiniin dogrusallig1 dikkate almip, bu son ifade Esitlik (3.9)

bagintisinda kullanilirsa ve n —» n — 1 doniistimii uygulanirsa ispat tamamlanir. m

16



Teorem 3.4. Deformed Mittag-Leffler polinomlari asagidaki bagintiya sahiptir [6]:

g () = 2yh" R [1-n1-2;2,2]  (nEN), (3.12)

Buradaki, ,F; Gauss hipergeometrik fonksiyondur.

Teorem 3.5. Deformed Mittag-Leffler polinomlari asagidaki bagintiya sahiptir [20]:
1o 1-n
gy(lh)(}’)Zz}’(Ty) F1[1—n,1—%;1+%;2;2—y,y] (n € N).

Buradaki, F; iki degiskenli Appell hipergeometrik fonksiyondur.

Ispat: F, iki degiskenli Appell hipergeometrik fonksiyonu
JFy [a,b; b+ b3 ] Fila,b,b";b + b'; x,y]

seklinde tanimlanmustir [14].

Bubagmtida a=1—-n, b—l—— b'=1 %,x=2—y alinirsa,

Y. 5ol — 1 12 14Y.9.9_
2F1[1—n,1—z,2,2]—(1_y)n_1F1[1 n1-2,1+2;22 -y,

elde edilir. Esitlik (3.12) bagintist kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

_ y
9 ) = 2yh" 1 HFy |1 -1 ~5i2 2|

= 2yh™ 1 )n 1171[1 ,1—%,1+%;2;2—y,y]
:Zy(%)n_lFl[l—n,1—%,1+%;2;2—y'3’]

- Zy(lhy)l_nFl [1-n1-2 14222,y

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. =
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Teorem 3.6. Deformed Mittag-Leffler polinomlari asagidaki bagintiya sahiptir [20]:

n0 =2 () () TR -m2E2] @em

Buradaki, F, iki degiskenli Appell hipergeometrik fonksiyondur.

Ispat: : F, iki degiskenli Appell hipergeometrik fonksiyonu

oFy [, b b+ b35S ] — Fila,b,b'; b+ b; x,y]

seklinde bir bagintiya sahiptir [14]. Bubagintida a=1-n, b=1-=, b’ =1 + =,

x = 2 —y alinirsa,

1

y
2F1[1—n,1—z;2;2]=m

y Yoo
F1[1—Tl,1—z,1+;,2,2 y,y]
elde edilir. Ayn1 zamanda, F, iki degiskenli Appell hipergeometrik fonksiyonu

F, [b',b,a—b;c’;lf—x,y] = Fyla,b,b";a,c’;x,y]

1
(1-x)-b

seklinde bir bagintiya sahiptir [14]. Bu bagntidab’ =1—n, b =1 — %, a=2c =2,

y
— =2 Linir
- y a sa,

2=-2y

Frlt-n1-21+%2,2-y,y| =ﬁ1~3 [21-21-m22,22 |

- (%y)l_H F, [2,1 -2 1-n 2,2;%,}’]

elde edilir.
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Teorem 3.5’deki bagint1 kullanilirsa,

g ) = 2y o [1 =m0 -22;2)
= 2yh"? (1_;)n_1 Fy [1 —m =7, 147522 - y,y]
= 2yhn~1 (1_;)11-1 Hly 7 P2 [2,1 -2 1-n 2,2;%.)}]
(1-53)
oy ()T () TR [ - L - m2a)

Yy
_ =\ oy Ve y o 272y
(7)) () "Rla-fi-maaTs)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 3.7. Deformed Mittag-Leffler polinomu i¢in asagidaki dogurucu fonksiyon

bagintis1 gecerlidir:

S0 gn) " = Z (1 - xh)F, [1-2,1,1;2;2, 2]

xh—1

Ispat: Esitlik (3.12) bagintis1 kullanilirsa,
S0 g X" = Tig 2" Fy (1=, 1= 752;2) 2" (3.13)
elde edilir. Gauss hipergeometrik fonksiyonlar igin

n!

oo A n -
anog Fp—nay;zlt" =1 —t)*F, [a,p,/l; v; z,tz_—tl] , |t < 1. (3.14)

bagintisina sahiptir [14].

Esitlik (3.14) bagintisinda A =1, p=1,a=1- %, y =2, z=2, t =xh almnirsa
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Esitlik (3.13) bagintist,
S0 g5 (A" = X 2yh™ L ,F, (1 -n,1-2;2; 2) X"
= 2%2??:0 2F (1 -n,1- %; 2; 2) (xh)™

21 -xh)F[1-2,112;2 02

|xh| < 1,

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

Teorem 3.8. Deformed Mittag-Leffler polinomu igin asagidaki dogurucu fonksiyon

bagintis1 gecerlidir:
h 2 - 2
= 09( )(Y)xn = %(1 —xh)™ ,F [1 - %; 1; 2;1—_xh]'

Ispat: Gauss hipergeometrik fonksiyon asagidaki bagintiya sahiptir [14].

[00]

1
S D -k i

n=0

=1 -2) (A= ,F a2 +p; (3.15)

ol
a-2)-nl

Esitlik (3.15) bagintisinda A=1, p=1, a=1- %,Z = 2, t = xh alinir ve Esitlik

(3.13) bagintis1 kullanilirsa,

Yne og(h)(Y)xn = Yo o 2yh" 1 ,F; (1 -n1- %; 2; 2) x™
= 2%25;0 2Fi (1 -n,1- %: 2; 2) (xh)™
Z(1-xh)t R [1-2,1,2

D)
" (1-2)(xh-1)

—2Y 1 _ )1 _Y 4.9 2
=21 -xh) R |1-2, 5255

elde edilir. Ispat tamamlanir. m
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Teorem 3.9. Deformed Mittag-Leffler polinomu icin asagidaki bilateral dogurucu
fonksiyon bagmtisi gegerlidir:

—n, (e,): (a,); (c,);
o h p;
220 g (y) Ftipr 2t x

(fv): (bq); (ds);
=2 )R -

[1:—; (ey); — 1—%i(ap);(cr)‘ |

x F(?’)I 2 zxh  txh I

l 1-xh’ xh—1" xh-1]
= () — 2; (bq)i (ds);

Ispat: Gauss hipergeometrik fonksiyon asagidaki bagintiya sahiptir [14].

N -, (ey): (ap); (cr);
57022 R [p — n,a; A+ p; 0] Bt ™ zt|x

" (ﬁ;) (bq); (ds);

n

= (1-w)*(1-x)"*

[1:—(e)i— @ (a); (6 1

©) @ oz
XF (1-—w)(x-1)" x—1"x-1[ (3.16)

—:—; (fp); = 2+ p; (bg); (ds);
Esitlik (3.16) bagintisindad =1, p=1, a=1-— %, w = 2 almirsa

—n, (e): (ap); (c1);
Tio oF [1-n1 -2 22| Bt z,t|x"
(fo): (bq); (ds);

—1+2 -
=(-D"TrA-07"

L= (en); = 1—=25(ap); (e
« F® 2 = o

— = (fv); - 2; (bq); (ds);

elde edilir.
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Bu bagintida x = xh alinir ve Esitlik (3.12) bagintis1 kullanilirsa,

—n, (e,): (a,); (¢,);
0 h D;
Y20 g () FtiPr 2, t|x

(f): (bq); (ds);

(—n, (e,): (ay); (¢r);
—2,2;2) Rl ? z,t[x"
(fb):(bq);(ds);

—n, (ey): (ap); (c,);
=2y o (1-n1-%2;2) Bt z,t| (xh)"
(£): (bg); (ds);

= Yo 2yh™ 1 5F; (1-n,1

2
-2 (1)~ (1 — xh)"!

[15 = (e = 1= (ap): (c); |

x F(3)I 2 zxh  txh |

l 1-xh’ xh—1’ xh-1
—u— (fp); — 2; (bq)i (ds);

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. =

Teorem 3.10. Deformed Mittag-Leffler polinomu igin asagidaki dogurucu fonksiyon

bagintis1 gegerlidir:

1—2:1;1;
h

© h 2y - i1
Y=o 91(1 )(Y)Zn = 7(1 —zh) 1F11:01,-01 2, 27h |
zh—1
2= —;

Ispat: Genellestirilmis hipergeometrik fonksiyon asagidaki bagintiya sahiptir [14].

ZZ;O% prafg[-m =1 (a,); (bg); x]2"

(a ):—m'l'

p ) )

_ -Appi1il xz

=1 =2)"F 0 x| 1zl < 1.

(bq): T
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Bu bagmtida A=1,p=1¢g=1 m=-1, (ap)zl—%, (bq)=2, x =2,

alinir ve Esitlik (3.13) bagintis1 kullanilirsa,

Zg}:O g‘r(lh)(y)zn = sz:o thn—l 2F1 (1 —n, 1- %; 2} 2) z"
2 [o.0]
= %Zn:O oFy (1 -n1l- %; 2; 2) (zh)"
1-2; 1;1;
h

_ 2y -11:151 2zh
= (1—zh) "Fi . 2, '
zh—1

2:—;—;

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

Teorem 3.11. Deformed Mittag-Leffler polinomu i¢in asagidaki bilinear dogurucu

fonksiyon bagintis1 gegerlidir:

oo 4 142 _
Zre0 0 W gnir (@x" = 22 (=D - xh)
X F, [1.1 —2,1-2; 22;%,#}.
h h 1-xh®" xh°-1

Ispat: Gauss hipergeometrik fonksiyon asagidaki bagintiya sahiptir [14].

[o'e} ( - )n _ —
¥ B B (o —n ;B x) SFy (—n,y; 83 )Eh = (1—x)"%(1 — )PP

n!

XFy|B = payi 8 ——, 2 (3.17)

a-x)(t-1)’ t-11

Esitlik (3.17) bagmtismda x=2,p=1 =2 a=1 —%, y=1 —%, 5=2,

y =2, t=xh® almir ve Esitlik (3.13) bagintis1 kullanilirsa,

23



220 g9 Mg, (@)xm
= %o 2yh™ 1 oFy (1-n,1-%;2;,2) 220" oF, (—n,1-2;2;2) 2"

4yzzn . 2F1(1 ,1—%;2;2) oF; (—n,l—%;Z;Z) (xh®)"

4yz 142 _ 2N-1 Y 4z, ] 2 2xh?
—(1-2) R(1—xh*)" F, [1'1 n’ 1 h’ 2.2; (1-2)(xh?*-1)’ xhz—l]
_4yz 142 _ 281 Yy _z, L2 2xh?
I ( 1) h(l xh ) FZ [1’1 h’l h’2'2' 1—xh2'xh2—1]’

elde edilir. Ispat tamamlanir. m

Teorem 3.12. Deformed Mittag-Leffler polinomu i¢in asagidaki ortogonal bagmtisi

gecerlidir [6]:

hZTl—Z

; d 2
17,980 (y) gm ™ (—iy) @) = O (m,n € N).
h

Ispat: Gauss hipergeometrik fonksiyonlarim integral gosterimi igin [14],

. — r'(©) a-1 c—a-171 _ -b
oFi(a,b;c;z) = T a)f t* (1 -1t (1 —zt)Pdt,

bagintis1 gegerlidir. Bu bagintida a = 1 — %, b=1—n, c=2, z=2, t =ualimr ve

Esitlik (3.12) bagintist kullanilirsa,

— rez
gr(lh)(:)’) = 2yh" 1Wf h(l — u)h(l —2u)" ldu

n Yy
=Zsin™ [} w1 (1 + (1 - ) hdu (3.18)
elde edilir. Esitlik (3.18) bagintisinda u = tanh( ) doniistimii yapilirsa,

)(y)— sm—f (tah )n dt,

sinh ht
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elde edilir. Boylece, bu son esitlikten,

dt
sinh ht

(W) iy — A o VY ity ht\n
gn (iy) = —sinh= J_.e'™(tanh )

—in 2sinh™ htyn 1
=ih \/;smhh}"((tanhz) Sinhht),

elde edilir. Buradaki ¢(t) » ®(y) =F ((p(t)) Fourier dontisimudir. Ters Fourier

doniistimii uygulanirsa,

n (h) ¢
(tanhE) _—__ _ jpn [ZFt g’f—ff;” ,
2/) sinhht 2 Smh(T)

elde edilir. Diger bir deyisle,

hyn = 1o ity 9n M)
(tanh—)" = ——sinh ht J_.e i) dy. (3.19)

Ayrica Esitlik (3.11)’e gore,

—ly

sinh ht eity _ 2 tanh(%) 1+tanh(%) ho
1—tan hz(%) 1—tanh(%)

ih ht 0 .
= ;tanh;a Gh(x, _ly)lxzitanh(%)

elde edilir. Buradan,

9 _j _yoo _m ) (_: ht\™ 1
dx Gr(x, —ty) |x=%tanh(%) = Ym=1 pm—1 Im"V (=iy) (tanh > )
oldugundan dolayz,
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. _i ih <o m . ht\™
sinhht e™™ = ;Zmﬂhm_l Im ™ (—iy) (tanh;) ,

elde edilir. Son ifade, Esitlik (3.19)’da yerine yazilirsa,

M\ 1 @ m Re\™ oo gy MW (iy)gm P (~iy)
(tanh 2) ~ 2nn-t Zm:l pm-1 (tanh 7) f—°° ysinh(n—hy) dy,

elde edilir. tanh (%) ile katsayilarin karsilastirilmasiyla gerekli bagintilar elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir. m

Deformed Mittag-Leffler polinomlarina g,gh)(y) karsilik gelen bir monik polinom

),

i =29 w. (3.20)
seklinde tanimlanmustir [6]. Bu olusan monik polinom

Grnry) = en(2.7) eon (9) = 20 8 %

seklinde dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir [6]. Bu polinomun rekiirans bagntisi

asagidaki gibidir [6]:
a0 =yal ) + 22250 (). (3.21)

26



Esitlik (3.20) ve Esitlik (3.21) bagintilart yardimiyla bu olusan monik polinomun bazi
degerleri su sekildedir:

P =1
P =y
P () = y?

2

hy
~(h
gg )(:V) _—)’3 | 2

dP ) = y* + 2n2y?

A 3

5" = y® +5h%y% + hty.

3.3. MODIFIED MITTAG-LEFFLER POLINOMUNUN TANIMI VE
OZELLIKLERI

Modified Mittag-Leffler polinomlari, Mittag-Leffler polinomlar1 yardimiyla asagidaki

gibi tanimlanir [6]:

o (y) = dz (n € Ny). (3.22)

in+1y

Teorem 3.13. Modified Mittag-Leffler polinomlari ¢, (y) asagidaki rekiirans bagintisina
sahiptir [6]:

M+ 2)Pr1(¥) = 2y0,(y) + n@r_1(¥) (n € N) (3.23)
vo(¥) =2, ¢1(y) =2y.

Ispat: Esitlik (3.23) bagmtisii ispatlamak igin, Esitlik (3.5) ve Esitlik (3.22) bagintis

kullanilirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa ispat tamamlanir. m
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Esitlik (3.22) ve Esitlik (3.23) bagintilar1 yardimiyla bu polinomun bazi degerleri su
sekildedir:

(pO(Y) = 2!
01(y) =2y
4y2 + 2
‘PZ(Y) = 3 )
2y3 + 4y
o) =2,

4y* +20y% + 6
¢4(Y) = 15 )

4y5 + 40y° + 41y

ps(y) = 45

Teorem 3.14. Modified Mittag-Leffler polinomlar1 asagidaki dogurucu fonksiyona
sahiptir [6]:

Glxy) = TEELEID_ = § on ()™ (3.24)

Ispat: Esitlik (3.23) bagmtisinin her iki tarafinin n = 1°den o0’a kadar toplam1 almnirsa,

Y1+ 2)@n 1 (VX" = 2y X1 0 (X™ + X1 n@p_1 (¥)x™ =0

bagintisi elde edilir. Bu bagintida gerekli doniisiimler yapilirsa,

Ynm2(n+ Do (x" 1 = 2y X1 0n()x™ + Xilo(n + D (0)x™ 1 =0
elde edilir. Bu ifadenin yerine asagidaki bagint1 yazilabilir.

10
x 0x

(X 252y on(1)X™) = 2y Tty (™ + x = (x it o (¥)x™) = 0.
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Buradan,

(1 +x2) = (xG(x,)) = 2yxG(x,y) =2 = 0

diferensiyel denklemi elde edilir. Baslangic degeri xG(x,y)|,=o = 0 ile elde edilen

diferensiyel denklemin ¢6ziimii, dogurucu fonksiyonu verir. Béylece ispat tamamlanir. m

Ozellik 3.1. Modified Mittag-Leffler polinomlar1 asagidaki bagintiya sahiptir [6]:

on(=y) = (D", (y) (n €N). (3.25)

Ispat: Teorem (3.1)/c ifadesi ve Esitlik (3.22)’deki bagint1 kullanilirsa,

_ Gn+1(y) _ Ine1(Cy) _ (D" gn4a(iy)
o) =T, Ve () =T

elde edilir. Bu iki ifade taraf tarafa oranlanirsa,

<) (—1)”“%“(@)

on(—y _in

oGy~ mmmy - DM =D ED]= D"
in y

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. =

Teorem 3.15. Modified Mittag-Leffler polinomu asagidaki ortogonal bagintisina sahiptir

[6]:

o 2
[ o on D om¥) Y = o (m,n € Np).

Ispat: Esitlik (3.6) ve Esitlik (3.23) bagimtilar1 kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

ispat tamamlanir. m

Modified Mittag-Leffler polinomlarina karsilik gelen bir monik polinom @, (y),
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(n+1)!

(f)n(y) = on+1 (pn(.V) (n € NO)- (3-26)

seklinde tanimlanmustir [6]. Bu olusan monik polinomun rekiirans bagintis1 asagidaki
gibidir [6]:

nn+1) .

Pn-1(¥) (n€N) (3.27)

{o\n+1()’) = yqﬁn(y) +

Esitlik (3.26) ve Esitlik (3.27) bagmtilar1 yardimiyla bu olusan monik polinomun bazi
degerleri su sekildedir:

Po(y) =1,

P (v) =y,
P20 =y? +2,
P3(y) = y* + 2y,

3
P.(y) =y*+5y* + >

23
Ps(y) =y° +10y% + =

Teorem 3.16. Monik modified Mittag-Leffler polinomu @, (y), asagidaki dogurucu

fonksiyon bagintisina sahiptir [6]:

4 exp(Zyarctan(%))
x2+4

Glxy) = = S o (3.28)

Ispat: Esitlik (3.27) bagintisinin her iki tarafinin n = 1°den oo’a kadar toplami alinirsa,
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nn+1) .

Pn-1 (y)% =0

=1 Pnr1(¥) J:l—, — 2n=1 YPn(y) % + Xn=1
bagintisi elde edilir. Gerekli doniisiimler yapilirsa,

X

S 0n () o — Y 2 0 () o+ 252+ D (0 + 2)§,()

(n-1)! n

xTL+1 .

(n+1)!

elde edilir. Bu ifadenin yerine asagidaki bagint1 yazilabilir.

266y = ¥6(xy) + 1= (x26(x,3)) = 0

Buradan,
d_§ S 2y—x
[ 2 x2+4 d

diferensiyel denklemi elde edilir. Baslangic degeri G(0,y) = 1 ile elde edilen diferensiyel

denklemin ¢oziimii, dogurucu fonksiyonu verir. Boylece ispat tamamlanir. m

Ayni sekilde modified deformed Mittag-Leftfler polinomlari, deformed Mittag-Leffler

polinomlar1 yardimiyla asagidaki gibi tanimlanmistir [6]:

n .
h In+1(EY)
o) =TEE (neNy). (3.29)

Modified deformed Mittag-Leffler (pflh) (y) polinomu, modified Mittag-Leffler
@, (y) polinomunun 6zellikleri yardimiyla tiiretilebilir. Bu yiizden modified deformed

Mittag-Leffler polinomlarinin sonuglari ispatsiz olarak verilecektir.

[lk olarak,
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oM (=) = 1M () (n €N),

ozelligine sahiptir.

Teorem 3.17. Modified deformed Mittag-Leffler <p,(lh) (y) polinomu asagidaki rekiirans
bagintisina sahiptir [6]:

(m+2)0™, () = 2y (y) — h?ne™, (v) (n € N).

Esitlik (3.29) ve Teorem 3.17’deki bagint1 yardimiyla bu olusan monik polinomun bazi
degerleri su sekildedir:

oMy =2,

o (y) = 2y,

4y* — 2h*
00 =5

2
oM (y) = g)f(y2 — 2h?),

4y* — 20h%y? + 18h*
15 ’

oM (y) =

4y5 — 40h?y3 + 58yh*

o (y) = =

Teorem 3.18. Modified deformed Mittag-Leffler <p,(lh) (y) polinomu asagidaki dogurucu
fonksiyona sahiptir [6]:

G 59) = 2 (exp (2 aretant) ~ 1) = 250 0P )"

Teorem 3.19. Modified deformed Mittag-Leffler polinomu asagidaki ortogonal
bagintisina sahiptir [6]:
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ZhZTl
n+1

12 oM el ) — hy(ﬂ) dy = =—0mn (m,n € Ny).
h

Modified deformed Mittag-Leffler polinomlari (p,(lh)(y) yardimiyla olusan monik

polinom,
) =T el o) (n € Ny). (3.30)
seklindedir [6].

Teorem 3.20. Monik modified deformed Mittag-Leffler polinomlari @(lh) (y) asagidaki

rekiirans bagmtisina sahiptir [6]:

2
P ) =y ») —“nm+ Do, ) (n € N). (3:31)

Esitlik (3.30) ve Esitlik (3.31) bagintilart yardimiyla bu olusan monik polinomun bazi
degerleri su sekildedir:

oMo =1,
oMo =y,
o) =y? - h;
¢ (y) = y* — 2%y,

P 0) =y~ Shiy? 4o,

29
oMM () =y — 10n2y3 + — yh*.

Teorem 3.21. Monik modified deformed Mittag-Leffler polinomu q”),(lh) (y) asagidaki
dogurucu fonksiyona sahiptir [6]:
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Gr(x,y) = (4 + h3x?)Pexp (2% arctan ) = B0 91 () 57 (3:32)
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4. MITTAG-LEFFLER POLINOMLARI VE TURLERI
ICIN BILINEAR VE BILATERAL DOGURUCU
FONKSiYONLAR

Bu boliimde, Mittag-Leffler polinomlari, deformed Mittag-Leffler polinomlar1 ve
modified Mittag-Leffler polinomlar1 i¢in bilinear ve bilateral dogurucu fonksiyon

bagintilar verilecektir. Bu bagintilar yardimiyla bazi 6zel durumlar elde edilecektir.

4.1. MITTAG-LEFFLER POLINOMLARI iCiN BILINEAR VE BILATERAL
DOGURUCU FONKSiYONLAR

Bu kisimda Mittag-Leffler polinomlar: igin bilinear ve bilateral dogurucu fonksiyon
bagintilart verildi. Burada kullanilan yontem ve uygulamalari [22]-[28] numarali

calismalarda bulmak miimkiindiir.

Teorem 4.1. u -lincii basamaktan sy, ...,s,, ¥ = 1 kompleks degiskenli sifira denk

olmayan Q,(sy, ..., sy) (r € N) fonksiyonu igin,

A[,L,l/)(sll ey ST; 5) = Z;?:O a’k QM+1/)k(Slt "'IST)ka (ak * OI l’l’lll) € (C)

ve p,n €N

[n

01!:;)/) (y' S1y 00y Sps T) = kazo 295 gn—pk (y)ﬂu+¢lk (Sl' e ST)Tk (41)
olsun. Bu durumda

1+x

Yo @,’f“g) (y; Sq, ...,sr;:—p) x" = (—)y A,w,(sl, vy Sp 1) (4.2)

1-x

ifadesi gergeklesir [20].
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Ispat: Esitlik (4.2) ifadesinin sol tarafi T olsun. Esitlik (4.1) ifadesi Esitlik (4.2)’de yerine
yazilir ve Esitlik (3.1) bagintist kullanilirsa,

n

_] k
T= Z?}?:O (ka=0 Ak Yn-pk (y)'Q/.L+¢k (51, ey Sr) (:_p) > x"
elde edilir. Bu son ifadede Esitlik (2.8) bagimntis1 kullanilirsa,

k
r= 27%0:0 (Zlio=0 20 gn(y)-()ﬂﬂpk(Sl, . Sr) (:—p) >xn+17k
:(Z?{;O gn(Y)xn )(Z]?;O Ay .Qﬂ+¢k(51, e Sr)nk)

1+x

= (—)y A#ﬂp (51; s Sp; 77)

1-x

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =

Sonug 4.1. Teorem 4.1°de

@)

Qe (1, 0er Sp) = le(Hlpk(sl, e Sp)

alinirsa

Ay (51, e, 85 8) = Yo A (:I)l(ﬁ)wk(sl, v, S ) (a, #0, w1 € €,

E] k
Yin=0 (ka=o Ak Gn-pk (y)q)l(loj-)ll)k (S1) e Sp) (:_P) > "

k
= 320 (20001 0 IOy Cor5) (L)) 2P

=(Z50 n X" (B0 @i DLy (51, - 5,91 )

1+x

= (_)y Ay (S1y s S 1)

1-x

olur.
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Burada kullanilan CID(“)

pra (s4, -, Sy) ¢ok degiskenli bir polinomdur. Bu polinom

Tro @) (g, o, )2 = (1= x12) % G202 (2] < {|x;| 1} @ € ©), (4.3)

dogurucu fonksiyonuna sahiptir [28].

Uyant 4.1. Sonu¢ 4.1’de a, =1, u=0, Y =1 alinir ve Esitlik (4.3) bagintisi

kullanilirsa

Z;?:o ( Li]o gn—pk(y)q)l(ca) (51, S S’") (:—p)k> x"

= 550 (S0 000 (51,50 (B) ) 2o
=Xn=0gn(¥)x" )(2}?:0 D (sy, ..., 5,) nk)

1 y _ ~
= (22) @ - sy meCes0n, (Ix < 1, Inl < {Is,| D).

1-x

elde edilir. Boylece Mittag-leffler polinomunun bir ailesi ic¢in bilateral dogurucu

fonksiyonu elde edilmis olur [20].

4.2. DEFORMED MITTAG-LEFFLER POLINOMLARI iCIiN BILINEAR VE
BILATERAL DOGURUCU FONKSIYONLAR

Bu kisimda deformed Mittag-Leffler polinomlar: i¢in bilinear ve bilateral dogurucu

fonksiyon bagmtilar1 verildi.

Teorem 4.2. 4 -lincii basamaktan sy, ...,s,, ¥ = 1 kompleks degiskenli sifira denk

olmayan Q,(sy, ..., sy) (r € N) fonksiyonu igin,

Ny (St s S 1) = Yo Ak Qi (51, -0, 5T, (ax # 0,1, € C)

ve pn€N
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H;il,(p(% S1) s S5 {) = kp=0 295 gr(lh_)pk(:)’)ﬂuﬂpk(sl, ---;Sr)zk (44)

olsun. Bu durumda

Yo Olﬁ(p (y; S1y s Sy} :—p) x™ = Gr(x,y) Ay (S1, s Sp5 1), (4.5)
ifadesi gerceklesir. Buradaki Gy, (x, y), Esitlik (3.9)’da verilmistir [20].

Ispat: Esitlik (4.5) ifadesinin sol tarafi H olsun. Esitlik (4.4) ifadesi Esitlik (4.5)’de yerine
yazilir ve Esitlik (3.8) bagintis1 kullanilirsa,

o H h 4
H =Y, (z,z;o Qe 90k Dt gre51, -, 5) (5) ) 2"
elde edilir. Bu son ifadede n yerine n + pk doniisimii yapilirsa,

k
H= 27‘;0:0 (ZZO:O ax gﬁth) (y)-Q/,H(pk (51’ ey Sr) (:_p) > x"tPk

=20 957 %™ ) (B0 Wi By rpie (51, 51 I)

= Gh(xl y)Aﬂ,(p (Sll y ST; 77)
ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =

Sonug 4.2. Teorem 4.2°de

'Qu+gok(31: Ty Sr) = hl(ﬁl(;'];'&) (Sl, ,Sr)

alinirsa
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Ay (S1y s Sp3 T) = Yo Qg h,(fil(;,",;"ﬁS)(sl, v, ST (ap £ 0, k € Nyp),

B By
H;Z(p (y' Sty s Sy {) = kp=0 ag gr(l—)pk(y)hfﬁ.l(pkﬁ )(Sll SR Sr)ck'

ve

n

Y064t (y; S1 ey Sp) xn—p) x
=y 2[5] 0™ R ErBI sy (L )
n=0 k=0 kgn—pk y u+opk Leor) Op

o b h B k
=Yn=o0 (Zk=0 akgr(L )(Y)h,(ﬁ,l(pkﬁ )(51: wer Sy) (:_p) ) x" Pk

=(Zo 0" )™ ) (B0 axh L (51, oy 50

= Gh(xr y)Au,(p (51: ey Sy 77)1

olur. Burada kullanilan hl(ﬁ_l(;',;'ﬁ 5)(51,...,sr) cok degiskenli Lagrange-Hermite

polinomudur. Bu polinom

Z%ozo hr(lﬁp----.ﬁr)(zll ...,Zr)tn — ;21 {(1 _ thj)_ﬁj}

(el < min{lz,| ™, 12,17V, .., |z, 7Y/7)), (4.6)
dogurucu fonksiyonuna sahiptir [29].

Uyan 4.2. Sonu¢ 4.2’de ap, =1, u=0, ¢ = 1alinir ve Esitlik (4.6) bagintisi

kullanilirsa

k
S0 (Z20 gL OS5y, ) (L) )il =
(Zo g ™ ) (B0 PP (s, 510 1)
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= GG Ty {(1 - 1) ),

(|77| < min{lsll_lr |SZI_1/2; LR Isrl—l/r}’ ] = 1'2' ...,T').

elde edilir. Boylece deformed Mittag-leffler polinomunun bir ailesi i¢in bilateral

dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilmis olur [20].

Sonuc¢ 4.3. Teorem4.2’de r =1, s; =5,

Qrgic(s) = g\ 1 ()

alinirsa

Mg (5:7) = Bieo e Gop o (T (ax # 0, k € Ny),

5
O i 5: Q) = B0 ar 90 )G o i ()T,

ve

B

%) o h h *
Y=o @lil.fp (y; S; x’l_p) x™=Yato <2k=0 Ax gg}pk(y)gl(“')fpk(s) (3?_1’) > x"

k
=Yo (Z?;o ai 9" (y)ggipk(s) Q_P) ) X

(DR ) D)

= Gh (X, y)Au,q) (S; 77),

elde edilir [20].

Uyant 4.3. Sonu¢ 4.3’de ar =1, u=0, ¢ =1lalnir ve Esitlik (3.9) bagintisi

kullanilirsa,

(20 98" 02 ) (20 97 (1) = Gu(x,)Gn(n, ),
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elde edilir. Boylece deformed Mittag-leffler polinomunun bir ailesi i¢in bilinear dogurucu

fonksiyon bagintisi elde edilmis olur [20].

4.3. MODIFIED MITTAG-LEFFLER POLINOMLARI iCIN BILINEAR VE
BILATERAL DOGURUCU FONKSiYONLAR

Bu kisimda modified Mittag-Leffler polinomlar1 i¢in bilinear ve bilateral dogurucu

fonksiyon bagmtilar1 verildi.

Teorem 4.3. 4 -lincii basamaktan sy, ...,s,, ¥ = 1 kompleks degiskenli sifira denk

olmayan Q,(sy, ..., sy) (r € N) fonksiyonu igin,

An,lp(Sb s Sp; f) = Zl?:o ag Qn+l[1k(51' ...,Sr)fk, (ak 0, 77,1/J € (C)

ve pn€N

B

ONY (51, w00r S5 T) = T U Prpie ) i (51, e, 5,)TF 4.7)
olsun. Bu durumda

exp(2yarctanx)—1
xy

Yo 9,7}’;,/) (y; Sqy ey Sy) x%) x" = Mgy (S1) ey Sp; ) (4.8)

ifadesi gergeklesir.

Ispat: Esitlik (4.8) ifadesinin sol tarafi K olsun. Esitlik (4.7) ifadesi Esitlik (4.8)’de yerine
yazilir ve Esitlik (3.24) esitligi kullanilirsa,

— V' [%] ﬂk n
K =i 2220 O Pnpe )y (51, 5 (3) )
elde edilir.
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Bu son ifadede Esitlik (2.8) bagintis1 kullanilirsa,

k
K = 5520 (220 01 0002y 5 () )2

:(Z‘;.‘I(.)=O (pn(Y)xn )(Z?:O ag Qn+1/)k (51' R Sr)(‘)k)

__exp(2yarctanx)—1 .
= - Ay (S1) ey Sp; )

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =

Sonuc¢ 4.4. Teorem 4.3’de r =1 i¢gins; = s ve

-Qn+1pk(5) = Pn+1pk(5)

alinirsa

Ay (53 7) = oo g Pyyyic ()78 (@i # 0,k € Ny),

5

91117,’;)/)(3/; $;0) = k=0 %k Pn-pk (y)PT]+1/jk (s)7¥,

ve

n k
?10=0 9171],’;7/) (y; S; x%) x" :Z;.lozo < Lp=]0 Qg (pn—pk(y)PnH/Jk (S) (:_p) ) x"

=Xn=0 (Zlcs;o ai Pn (y)Pn+¢k (s) (:—p)k> x" Pk

=(Zrzo @n ODx™ ) (ZiZ0 APy i (S) wk)

__exp(2yarctanx)-1 .
= - Ay (s w),

olur. Burada kullanilan P, ., (s) Jacobi polinomudur.
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Bu polinom

1

Y=o P ()™ =T (4.9)

dogurucu fonksiyonuna sahiptir [14].

Uyant 4.4. Sonu¢ 4.4’de ar =1 n=0, Y =1almir ve Esitlik (4.9) bagintisi

kullanilirsa

S0 O (555 ) x"=(Bio o O™ ) (Tiz P (5) ¥)

__exp(2yarctanx)—1 1
xy V1-2sw+w?2

elde edilir. Boylece modified Mittag-Leffler polinomunun bir ailesi i¢in bilateral

dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilmis olur.

Sonug 4.5. Teorem 4.3’de r =1 i¢ins; = s ve

L (s) = Pn+yk (s)

alinirsa
Ay ($;T) = Xz Ar ‘Pn+¢k(s)‘fk (ax # 0,k € Ny),

5

o1 (35:0) = 2720 ke Ppie P e ()T,
3

k
Sao0ny (visi )t = T, (z,:;o e Prpie V) Py () (35) )x"

=Xin=0 (Zg’:o Ak Pn (}’)<P,7+¢k (s) (:—p)k> xntPk

=(Zr=0 0n 2™ )(Zi%0 A P 4pic (S) wk)

__exp(2yarctanx)-1 .
= > Ay (s; ),

olur.
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Uyan 4.5. Sonu¢ 4.5’de a, =1, 1n=0, Y =1alinir ve Esitlik (3.24) bagintis

kullanilirsa

S0 On (55 L) 2m=(Bio 0n O™ ) (Tio 01 (5) ")

__exp(2yarctanx)—1 exp(2sarctanw)—1

xy sSw

elde edilir. Boylece modified Mittag-Leffler polinomunun bir ailesi i¢in bilinear

dogurucu fonksiyon bagintist elde edilmis olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada hipergeometrik Mittag-Leffler polinomu, deformed Mittag-Leffler
polinomu ve modified Mittag-Leffler polinomlar1 incelenmistir. Bu polinomlarin bazi
ozellikleri verildikten sonra bu polinomlar i¢in multilineer ve multilateral dogurucu
fonksiyon bagintilarin1 veren teoremler elde edilmistir. Ayrica bu teoremlerin 6zel
durumlan elde edildi ve 6zel tipten bazi polinomlarin Mittag-Leffler polinomlar: ile
iliskileri verildi.

Bu tezde calisilan konularin 15181 altinda gelecekte farkli polinomlarin dogurucu
fonksiyon bagintilari, bagka polinomlarla iliskisi elde edilebilir. Ayrica burada kullanilan
yontemler yardimiyla baska polinomlarin ortogonalligi, bilinear ve bilateral dogurucu
fonksiyon bagtilari, rekiirans bagmtilar1 incelenebilir. Hipergeometrik ve ortogonal
olan bir¢cok polinomun farkli 6zelliklerinin incelenmesi konusunda yardimer bir kaynak

olusturmaktadir.
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