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OZET

KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN GENELLESTIRILMIS INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

Yonca BAKIS
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dog. Dr. Hiiseyin BUDAK
Subat 2020, 52 sayfa

Bu tez calismasi konveks ve s-konveks fonksiyonlar yardimiyla elde edilen genellestirilmis
Hermite-Hadamard ve Fejer tipli esitsizlikler tizerinedir. Alt1 boliim olarak hazirlanan
bu caligsmanin birinci boliimii giris niteliginde olup ikinci boliimde tezin hazirlanmasinda
kullanilan bazi tanim ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde literatiirde var olan
baz1 Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler sunulmustur. Dordiincii boéliimde konveks
ve s-konveks fonksiyonlarin ¢arpimi i¢in Fejer tipli esitsizlikler incelenmistir. Besinci
boliimde ise dordiincii boliimde ispatlanan esitsizlikler yardimiyla Riemann-Liouville
kesirli integrallerini igeren bazi Fejer tipli esitsizlikler elde edilmistir. Tezin son kismi olan
altinci boliimde ise bazi sonuglar ve sonraki ¢aligsmalar icin 6neriler verilmisgtir.

Anahtar sozciikler: Hermite-Hadamard esitsizligi, Fejer esitsizligi, Konveks fonksiyon,
Kesirli integral.
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ABSTRACT

GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES FOR CONVEX FUNCTIONS

Yonca BAKIS
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Hiiseyin BUDAK
February 2020, 52 pages

This thesis is about generalized Hermite-Hadamard and Fejer type inequalities obtained
with the help of convex and s-convex functions. The first part of this study, which is
prepared as six chapters, is an introduction and in the second chapter some definitions
and theorems used in the preparation of the thesis are given. In the third chapter, some
Hermite-Hadamard type inequalities in the literature is presented. In the fourth chapter,
Fejer type inequalities is examined for the product of convex and s-convex functions. In the
fifth chapter, some Fejer type inequalities including Riemann-Liouville fractional integrals
is established with the help of the inequalities that are proved in the fourth chapter. In the
sixth chapter that is the final section of the thesis, some conclusions and some directions
for future researches are given.

Keywords: Hermite-Hadamard inequality, Fejer inequality, Convex function, Fractional
integral.
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1. GIRIS

integral esitsizlikleri, A. L. Cauchy, P. L. Cebysev, ve C. F. Gaus doneminden beri
yaklasim metotlarinin temellerinin elde edilmesinde onemli rol oynamaktadir. Yirminci
ylizyilin baglarinda, ¢ok sayida esitsizlik matematigin hemen tiim alanlarinda, bilim ve
miihendisligin ise bir¢cok alaninda incelenmis ve kullanilmistir. Esitsizliklerin bir¢ok tipi,
hem teorik hem de uygulama alaninda arastirma yapan arastirmacilar tarafindan yillardir
calisilmaktadir. Analitik esitsizliklerden faydalanmak i¢in farkli aragtirmacilar bir¢cok
yaklagim gelistirmistir. Temel sonuglari, yontemleri ve uygulamalar1 yeni arastirmacilara

tanitan bir¢ok temel ve 6nemli kitap vardir.

Son otuz yilda, integral esitsizlik alan1 dikkate deger bir gelisim gostermistir. Ozellikle
Ostrowski, Griiss, CebyseV, Jensen ve Hermite-Hadamard olarak adlandirilan esitsizlikler
ile ilgili pek cok arastirma makalesi yapilmistir. Son yillarda yayinlanan bazi arastirma ve

monografiler integral esitsizligi alanindaki ilerlemenin 6nemli bir kismin1 olusturur.

Konveks fonksiyonlar i¢in en dnemli integral esitsizliklerinden biri olan Hermite-Hadamard

esitsizligi asagidaki gibi verilmistir:

f I C R — R fonksiyonu 7 aralifinda bir konveks fonksiyon ve a,b € [ i¢in a < b ise, bu

durumda

esitsizlikleri saglanir. Eger f fonksiyonu konkav ise (1.1) esitsizliklerinin tersi gecerli olur.

Bu esitsizlik ilk olarak Charles Hermite tarafindan "Mathesis" dergisine gonderilen
mektupta yer almistir. Bu esitsizligi iceren not, bu dergide Mathesis 3 (1883), p. 82,
say1 ve sayfa numarisiyla yayimlanmigtir. Ancak Hermite’in 1901 yilinda 6liimiinden
sonra, onun ¢aligmalarinin toplandi81 ve biyografisinin yazildig: [1] calismada, bu nottan

bahsedilmemistir. Ayni esitsizlik J. Hadamard tarafindan 1893 yilinda ispatlanmistir [2].



Bu esitsizlik yillarca Hadamard esitsizligi olarak bilinmigtir. 1974 yilinda D. S. Mitrinovic
C. Hermite’nin bu notunu bulmus ve bilim diinyasina duyurmustur. Boylece (1.1) esitsizligi

literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinmektedir.

Diger yandan, L. Fejer (1.1) 1906 yilinda Hermite-Hadamard esitsizliginin agirlikli hali

olan asagidaki esitsizligi ispatlamistir [3]:

f 1 C R — R fonksiyonu / araliginda bir konveks fonksiyon ve a,b € [ i¢in a < b ise, bu

durumda

f (a;b> /bw(x)dx < /bf(x)w(x)dx < M/w(x)dx (1.2)

a

. . o . o . . . eqe _ +b
esitsizlikleri saglanir. Burada w : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve x = “5

icin simetrik (yani w(x) = w(a + b — x)) bir fonksiyondur. Bu esitsizlik literatiirde Fejer

esitsizligi veya Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi olarak bilinmektedir.

Son yillarda (1.1) ve (1.2) esitsizliklerinin bir¢cok genellemesi ve farkli konveks
fonksiyonlar i¢in versiyonlar1 elde edilmistir. Bunlardan bazilar icin [4], [S], [6], [7],
[8], [9], [10], [11] referanslarina bakilabilir. Ayrica bu esitsizliklerin bircok farkli kesirli
integral operatorleri icin de genellemeleri yapilmistir ([12], [13], [14], [15], [16], [17],
[18], [19], [20], [21], [22], [23]). Diger yandan konveks fonksiyonlarin ¢arpimlari
icin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler ispatlanmistir. Bu tipteki ilk esitsizlikler
Pachpatte tarafindan iki konveks fonksiyonun carpimu icin yapilmistir [24]. Kirmaci
ve ark. iki s-konveks fonksiyonun ¢arpimi i¢in Hermite-Hadamard tipli bazi esitsizlikler
ispatlamiglardir [25]. Farkli konveks fonksiyonlarin ¢carpimi i¢in elde edilen calismalardan
bazilar1 ([26], [27], [28], [29], [30], [31]) olarak verilebilir. Ayrica [32] de Chen iki
konveks fonksiyonun ¢arpimi i¢in Riemann-Liouville kesirli integralleri iceren esitsizlikleri
ispatlamigtir. Diger yandan Latif ve Alomari, ([33]) koordinatlarda konveks fonksiyonlarin
carpimi yardimiyla iki degiskenli fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler
elde etmislerdir. Daha sonra, Ozdemir ve ark. koordinatlarda s-konveks ve h-konveks
fonksiyonlar icin benzer esitsizlikleri elde etmislerdir ([34], [35]). Ayrica Budak ve
Sarikaya, koordinatlarda konveks fonksiyonlar yardimiyla Riemann-Liouville kesirli

integralleri iceren Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmigslerdir [36]. Literatiirde



konveks fonksiyonlarin ¢arpimi i¢in Fejer tipli esitsizlik mevcut degildir. Bu tezde farkli

tiirden konveks fonksiyonlar icin Fejer tipli esitsizlikler elde edilecektir.

Bu tezin akis1 su sekilde olacaktir: Ikinci boliimde sonraki boliimlerde kullanacagimiz
tanimlar ve baz1 6nemli 6zellikler verilerek literatiirde var olan bazi dnemli esitsizlikler

ispatsiz olarak sunulacaktir.

Uciincii boliimde ise, konveks fonksiyonlarin garpimi icin Pachpatte ve s-konveks
fonksiyonlarin ¢arpimi icin Kirmaci ve ark. tarafindan ispatlanan esitsizlikler verilecektir.
Ayrica Chen tarafindan elde edilen, konveks fonksiyonlarin ¢arpimi i¢in Riemann-Liouville

kesirli integralleri iceren Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler de sunulacaktir.

Dordiincii boliimde ilk olarak iki konveks fonksiyonun ¢arpimu i¢in literatiirde var olan
esitsizliklerin genellemesi olan bazi Fejer tipli elsitsizlikler elde edilecektir. Daha sonra
konveks ve s-konveks fonksiyonlarin ¢carpimu i¢in Fejer tipli esitsizlikler ispatlanacaktir.

Ayrica iki s-konveks fonksiyonun ¢arpimu i¢in benzer esitsizlikler sunulacaktir.

Besinci boliimde, dordiincii boliimde elde edilen esitsizlikler yardimiyla Riemann-Liouville

kesirli integralleri iceren Fejer tipli esitsizlikler ispatlanacaktir.

Son olarak altinci boliimde ise tezde elde edilen sonuclar dzetlenerek, sonraki ¢calismalarda

neler yapilabilecegi iizerinde durulacaktr.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde literatiirde var olan ve tezin hazirlanmasinda kullanilan bazi temel kavramlara

ve teoremlere yer verilecektir.

Tanim 2.1. 7, R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olmak iizere her x,y € [ ve t € [0, 1]
i¢in,

flex+(1=1)y) <tf(x)+(1-1)f(y) 2.1)
sartim1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Egitsizlikte ” > olmasi

durumunda ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Eger (2.1) esitsizligi t € (0, 1)

icin kesin ise bu durumda f fonksiyonu kesin konvekstir denir [37].

Tamm 2.2. [38] o, >0, a®+ B* =1 ve s € (0,1] olmak iizere tim u,v € R" icin
f:R" — R fonksiyonu

floau+Bv) <o’ f(u)+ B f(v) (2.2)

esitsizligini sagliyorsa f ye birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin
sinifi K§ ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu birinci anlamda s-konkav

olarak adlandirilir.

Tamm 2.3. [38] oo, > 0,00+ =1 ve s € (0, 1] olmak iizere tiim u,v € R™ igin
f: Rt — R fonksiyonu

floau+pv) <o’ f(u)+B°f(v)

esitsizligini saghiyorsa f ye ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonun
sinifi KS2 ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu ikinci anlamda s-konkav

olarak adlandirilir.

Yukarida verilen her iki s-konveks fonksiyon tanimlari i¢in s = 1 olmas1 durumunda bilinen

konveks fonksiyona doniisiir.



Tamm 2.4. x € R* icin Gamma fonksiyonu

[

T(x) — / e dy 2.3)
0
olarak tanimlanir.
Gamma fonksiyonunun
C(x+1) =x[(x), xe RT (2.4)
'x)=(x-1)!,xeN (2.5)

gibi 6nemli ozellikleri vardir. (2.5) ten I'(1) = 1 dir. Simdi F(%) = /7 oldugu

gosterilecektir. (2.3) den

[

1
r (§> = /e_tt_édt

0

yazilir. t = y* doniisiimii yapilirsa, df = 2ydy olacagindan

1 V; 2
F(§> = Z/e_y dy (2.6)
0

bulunur. (2.6) ya denk olarak

r (%) —2 / e dx @2.7)
0

yazilabilir. (2.6) ve (2.7) nin carpimindan,

{r (%)} T 40/°°O/°°e(x2+y2)dxdy



iki katl integrali elde edilir. Bu integralini hesaplamak i¢in kutupsal koordinatlara gecilirse,

yani

elde edilmis olur.

Tamim 2.5. Beta fonksiyonu x,y € R™ i¢in

1
B(x,y) = / (1 =) dr (2.8)
0
olarak tamimlanir.

Beta Fonksiyonu, Gamma Fonksiyonu cinsinden

B(X,y):—, x7y€R+ (29)
olarak yazilir.

Tamim 2.6. [39] f(x) € L[a,b], a > 0 ve a > 0 olsun. Sag ve sol J&, f(x) ve J* f(x)

Riemann-Liouville integralleri sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir:

J4 fx) = ﬁ/@-r)“lﬂz)dt, x>a
b
JE ) = %a)/(t—x)a_lf(t)dt, x<b

X

integrallerine o > 0 i¢in «. mertebeden kesirli integral denir. Bu integraller

Riemann-Liouville kesirli integrallleri olarak bilinir. Burada I'(ot) Gamma fonksiyonu ve

T f(x) =J)_f(x) = f(x)

6



dir.

Simdi f(¢) = (t — a)% ve o = % olmak iizere asagidaki Riemann-Liouville kesirli integrali

g6z Oniine alinirsa

X

I (x):F(ll/z)/(x—t)_l/z(t—a)l/za’t,x>a

olarak yazilir. Sayet t = a+ (x — a) degisken degistirmesi yapilirsa Beta fonksiyonu

yardimiyla

I = ﬁ/(x—t)—l/z(t—a)l/zdt,x>a

a

1

1
_ n/(x_a)uz(x_a)_1/2+1y1/2<1_y)l/zdy
0

S

1

(r—a) [y'2(1=) 2y
0

(x—a)B(3/2,1/2)

I'(3/2)[(1/2)

=) TGaa112)

SEE

(x—a)

esitligi elde edilir. Kesirli integrallerle ilgili daha fazla bilgi i¢in [39], [40], [41], [42], [43]

nolu referanslardaki kitaplara bakilabilir.

Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren Hermite-Hadamard esitsizlligi ilk olarak

Sarikaya ve ark. tarafindan ispatlanmistir. Bu esitsizlik asagidaki gibi ifade edilir.

Teorem 2.7. [12] f : [a,b] — R pozitif fonksiyon ve a < b i¢in f € L; [a,b] olsun . & > 0
olmak iizere, eger f, [a,b] arahginda konveks fonksiyon ise Riemann-Liouville kesirli

integralleri i¢in

a-+b r 1 a b
1(557) =yt b+ @) < L0 o

esitsizligi vardir.



Diger taraftan Iscan agagidaki lemmay1 ve Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in Fejer

tipli esitsizlikleri ispatlamisgtir.
Lemma 2.8. [13] Eger w: [a,b] — R integrallenebilir ve (a + b) /2 igin simetrik fonksiyon

ise, a < b ve o¢ > 0 olmak iizere

T w(b) = J¢ w(a) = % % w(b) + I w(a)]

esitligi yazilir.

Teorem 2.9. [13]0 <a < bve f: [a,b] — R konveks fonksiyon olsun. Eger f € L, [a,b]
ve w: [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve (a + b)/2 igin simetrik ise, & > 0

olmak {iizere kesirli integraller i¢cin asagidaki esitsizlik yazilabilir.

/ <a§b) & wb) +IEw@)] < [T (fw) (0) + 5 (fw) (a)] @.11)

f(a)+f(b)
2

IN

[J2 w(b) + T w(a)] .



3. FARKLI TURDEN KONVEKS FONKSIYONLARIN CARPIMI
ICIN HERMITE-HADAMARD TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu béliimde literatiirde var olan baz1 Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecektir. Tk
olarak iki konveks fonksiyonun carpimi i¢in Pachpatte tarafindan elde edilen esitsizlikler
sunulacaktir. Daha sonra konveks ve s-konveks fonksiyonlarin carpimi i¢in Kirmaci ve
ark. tarafindan ispatlanan Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecektir. Son olarak,
Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren ve iki konveks fonksiyonun carpimui ile

Chen tarafindan elde edilen sonuglar sunulacaktir.
3.1. KONVEKS FONKSIYONLARIN CARPIMI iCIN BAZI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde iki konveks fonksiyonun ¢arpimi i¢in Pachpatte [24] tarafindan ispatlanan

Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecektir.

Teorem 3.1. f ve g ,|a,b] araliginda reel degerli, negatif olmayan ve konveks fonksiyonlar

olsun. Bu takdirde

1
b—a

b
/ F)g(x)dx < %M(a,b) + éN(a,b) 3.1)

esitsizligi vardir. Burada M (a,b) = f(a)g(a)+ f(b)g(b) ve N(a,b) = f(a)g(b)+ f(b)g(a)

olarak tanimlanmistir.

Ispat. f ve g konveks fonksiyonlar oldugundan, # € [0, 1] i¢in

flta+(1—1)b) < tf(a)+(1—1)f(b)

glta+(1—1)b) < tg(a)+(1—-1)g(b)



esitsizlikleri yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa carpilirsa

f(ta+ (1 —1t)b)g(ta+ (1 —1)b) (3.2)

< *fla)gla)+ (1 —1)*f(b)g(b) +1(1—1)[f(a)g(b) + f(b)g(a)]

esitsizligi elde edilir. (3.2) esitsizliginin her iki tarafinin # ye gore [0, 1] arahiginda integrali

alinirsa,
1

1 1

/ flta=+(1=1)b)g(ta~+(1-1)b)di < SM(a.b)+ N(ab) (3.3)
0

esitsizligi elde edilir. Burada ra + (1 —¢)b = x doniisiimii yapilirsa

1

/f(m+ (1—1)b)g(ta+ (1 —1t)b)dr =

0

1
b—

b
-~ [ Fg)ax G4

esitligi elde edilir. (3.4) esitligi (3.3) esitsizliginde kullanilirsa istenen esitsizlik elde edilir.
O

Teorem 3.2. f ve g ,[a,b] araliginda reel degerli, negatif olmayan ve konveks fonksiyonlar

olsun. Bu takdirde

b
b b 1 1 1
27 (306 (“37) < o [ Fstan s M)+ N@E) 3

esitsizligi vardir. Buradaki M(a,b) ve N(a,b) ifadeleri Teorem 3.1 deki gibi tanimlidir.

Ispat. f ve g fonksiyonlari [a,b] araliginda konveks oldugundan, ¢ € [0, 1] i¢in

a+b a+b
((45)e(22)

B ta+(1—=t)b  (1—t)a+1tb ta+(1—=t)b (1—t)a+tb
f( 2 2 )g( 2 2 )

IN

3 Ftat (1=0)b) + (1 ~1)a+1b] [glea-+ (1 1)) + (1 ~1)a-+ 1]

IN
ENT

[f(ta+ (1 —1t)b)g(ta+ (1 —1)b)+ f((1 —1t)a+1tb)g((1 —t)a+1tb)]

10



+7[tf(@)+ (A=) f(B)][(1 —1)g(a) +18(b)]

=

+ (1 =1)f(a) +1f(B)][tg(a) + (1 —1)g(b)]]

[fta+ (1 —1)b)g(ta+ (1 —1)b)+ f((1 —t)a+1tb)g((1 —t)a+1b)]

SN

+% [20(1=1) [£(a)g(a) + f(B)g(b)] + [1* + (1 —1)°] [f(a)g(b) + f(b)g(a)]

yazilir. (3.6) esitsizliginin her iki tarafinin [0, 1] araliginda ¢ ye gore integrali alinirsa,

a+b a+b
()3

1
/[f(m+(1 —b)g(ta+ (1 =1)b) + (1 —)a+1b)g((1 —t)a+1b)]dt
0

IN
B -

1 1
+EM(CI, b) + gN((l, b)

esitsizligi elde edilir. (3.7) esitsizliginde

NS

f(a;b)g(“;b> < 1/l[f(ta+(1—t)b)g(ta+(1—t)b)]dt (3.8)
0

1 1
+EM(61, b) + EN(G, b)

oldugu kolayca goriilebilir. Elde edilen (3.8) esitsizliginin her iki tarafi 2 ile carpilip, (3.4)

esitligi gbz Oniine alinirsa istenen (3.5) esitsizligi elde edilir. [

3.2. KONVEKS VE s-KONVEKS FONKSIYONLARIN CARPIMI IiCIN
HERMITE-HADAMARD TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt bolimde Kirmaci ve ark.[25] tarafindan konveks ve s-konveks fonksiyonlarin

carpimu i¢in elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler sunulacaktir.

11



Teorem 3.3. f.g: [a,b] = R ,a,b € [0,00), a < b ve f,g € L' (la,b]) olsun. Eger f
fonksiyonu [a, b] aralifinda konveks ve negatif olmayan bir fonksiyon, g fonksiyonu da

[a,b] araliginda s € (0, 1] i¢in s-konveks bir fonksiyon ise

1

b
[ g < 1

(s+1)(s+2)

yM(ab)+ N(a,b) (3.9)

esitsizligi vardir. Buradaki M(a,b) ve N(a,b) ifadeleri Teorem 3.1 deki gibi tanimlidir.

Ispat. [a,b] araliginda f fonksiyonu konveks ve g fonksiyonu s-konveks oldugundan,

flta+(1=0)b) < tf(a)+(1—1)f(b)

glta+(1—1)b) < 1'g(a)+(1-1)°¢(D)
esitsizlikleri her # € [0, 1] i¢in yazilir. f ve g negatif olmayan fonksiyonlar oldugundan

fta+ (1 —1)b)g(ta+ (1 —1)b)
< M f(a)g(a)+1(1-1)f(a)g(b)

5 (1 —1) f(b)gla) + (1 — 1) f(b)g(b)

esitsizligi elde edilir. Her iki tarafin [0, 1] araliginda integrali alinirsa,

1

/ Flta+(1=0)b)g(ta+ (1 —1)b)dt

=]

12



esitsizligi elde edilir. Bu da ispati tamamlar. [

Sonuc 3.4. Eger Teorem 3.3 te dzel olarak s = 1 seclirse, (3.9) esitsizligi (3.1) esitsizligine

doniistir.

Teorem 3.5. f,g: [a,b] =+ R, a,b € [0,), a < b ve f,g € L' ([a,b]) olsun. Eger f
fonksiyonu [a, b] araliginda s;-konveks ve negatif olmayan bir fonksiyon, g fonksiyonu

[a, D] araliginda s-konveks ve negatif olmayan bir fonksiyon (s, s, € (0, 1]) ise

1
s1+sy+1

M(a,b)+B(s1+ 1,50+ 1)N(a,b) (3.10)

1 F(S] )F(Sz)

= —  |M(a,b) +s1s
( ) lzl“(s1+s2+1)

N(a,b
s1+sp+1 ( )

esitsizligi vardir.

Burada B(x,y) fonksiyonu Beta fonksiyonu ve I'(x) ise Gamma fonksiyonudur.

Ispat. [a,b] araliginda, f fonksiyonu si-konveks ve g fonksiyonu sy-konveks oldugundan

flta+(1=1)b) < ' f(a)+(1—1)" f(b)

gltat+(1—1)b) < 17g(a)+(1—1)"g(b)

esitsizlikleri her ¢ € [0,1] i¢in mevcuttur. f ve g negatif olmayan birer fonksiyon

olduklarindan

flta+ (1 —1)b)g(ta+ (1—1)b) (3.11)
< 172 f(a)g(a) + 1 (1—1)2 f(a)g(b)

+2(1—=1)" f(b)g(a) + (1 —1)""2 £ (b)g(b)

13



esitsizligi yazilir. (3.11) esitsizliginin her iki tarafinin [0, 1] aralidinda integrali alinirsa

asagidaki sonuca ulasilir:

1

/ Flta+(1—0)b)glta+ (1 —1)b)dt

0

1

b
= o [ FW)dx
10

IN

ST [f(a)g(a) + f(b)g(b)] +

1 1
@) [0 =17+ Bl [0 -0ar
0 0

= M)+ Fa)gD)B s+ 1)

+f(b)g(a)B(s2+ 1,51 +1)

1
= — M(a,b)+B(s1+1,52+1)N(a,b
M@ )+ B+ L2+ DN (ab)

1 ['(s1)(s2)

= — [M(a,b)+s1s
s1+s2+1 (a,) 121"(s1—|—s2+1)

N(a,b)|.
Boylece ispat tamamlanir. 0

Sonuc¢ 3.6. Eger Teorem 3.5 te 6zel olarak s; = 5o = 1 seglirse, (3.10) esitsizligi (3.1)

esitsizligine doniisiir.

Teorem 3.7. f,g: [a,b] = R, a,b € [0,),a<bve f,g € L' ([a,b]) olsun. Eger f, [a,b]
araliginda konveks ve negatif olmayan bir fonksiyon, g, [a,b] aralifinda s € (0, 1] i¢in

s-konveks bir fonksiyon ise, bu durumda

b
b b 1
2 (%) . (“; ) - [ F@gas (3.12)

1 1
(s+1)(s+ Z)M(a’ b)+ s—l——ZN(a’ b)

14



esitsizligi saglanir.

Ispat. Her t € [0,1] igin

at+b ta+(1—t)b+ (1—t)a+1tb
2 2 2 ‘

esitligi vardir. Burada f fonksiyonunun konveksligi ve g fonksiyonunun s-konveksligi

kullanilarak,

IN

IN

1(45):()

ta+(1—=t)b  (1—t)a+tb ta+(1—=t)b (1—t)a+tb
(s )

2% [f (ta+ (1 —1)b) + f (1 —1)a+1b)] [g (ta+ (1 — 1)b) + g (1 —1)a+1b)]

% [f(ta+(1—1)b)g(ta+(1—1)b)+ f((1—t)a+1tb)g((1 —t)a+1b)

+f(ta+(1—1)b)g((1 —t)a+1tb)+ f((1 —t)a+1b)g(ta+ (1 —1)b)]

% [f (ta+ (1 —1)b)g(ta+ (1 =1)b)+ f (1 —t)a+1tb) g ((1 —t)a+1b)]

+2S—1+1 {[tf (@) + (1 =) f(D)][(1 —1)°g(a) +1°¢(D)]
+{(1=0)f(a) +1f (D) [F°g(a) + (1 —1)°g(D)]}

% [f (ta+(1—1)b) g (ta+ (1 —1)b) + £ (1 —t)a+1b) g (1 — t)a + tb)]

1

oot [ =0+ (L= )M(a,b) + (¢! + (1= 1) ))N(a,b)]

_|_
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0, 1] araliginda integrali alinirsa

(E)e(5) -2k [ any
= 2s1+1 {(s+1)2(s+2)M(a’b)+sJ2r2N(a’b)}

1 {;
25 [(s+1)(s+2)

1
M(a,b)+——=N(a,b
@)+ 5N )]
esitsizligi yazilir. (3.13) esitsizliginin her iki tarafi 2° ile ¢arpilirsa istenen sonug elde edilir.
]
Sonu¢ 3.8. Eger Teorem 3.7 de 6zel olarak s = 1 seclirse, (3.12) esitsizligi (3.5)

esitsizligine doniisiir.

3.3. KESIRLI INTEGRALLERI ICEREN BAZI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde Chen [32] tarafindan elde edilen konveks fonksiyonlarin ¢arpimi icin

kesirli Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler sunulacaktir.

Teorem 3.9. f ve g fonksiyonlar1 [a,b] araliginda reel degerli, negatif olmayan konveks

fonksiyonlar olsun. Bu durumda a > 0 i¢in

'a+1)

2b—a) & f(b)g(b) + 5 f(a)g(a)] (3.14)
1 o o
= (5‘<a+1><a+2>)M(“’b>+<a+1><a+z>N<“»b>

esitsizligi vardir. Burada M(a,b) ve N(a,b) Teorem 3.1 deki gibi tanimlanur.

Ispat. f ve g |a,b] araliginda konveks fonksiyonlar oldugundan ¢ € [0, 1] i¢in asagidaki

esitsizlikler yazilir:

flta+(1—1)b) <tf(a)+(1—1)f(b) (3.15)

16



g(ta+(1—1)b) <tg(a)+ (1 —1)g(b). (3.16)

(3.15) ve (3.16) esitsizliklerinden

flta+(1=0)b)g(ta+(1—1)b) < i*f(a)g(a)+(1—1)*f(b)g(b)
(3.17)
+1(1—1)[f(a)g(b) + f(b)g(a)]

elde edilir. Benzer sekilde

(A =na+ib)g((1-t)a+1b) < (1-1)*f(a)gla)+1*f(b)g(b)  (3.18)

+t(1—1)[f(a)g(b) + f(b)g(a)]

esitsizligi vardir. Buradan

f(ta+(1—1t)b)g(ta+ (1 —1)b) (3.19)

+f((1—t)a+1tb)g((1—t)a+1b)

< @2 =2u+1)[f(a)gla) + f(b)g(b)]

+21(1—1)[f(a)g(b) + f(b)g(a)]

esitsizligi elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi 1! ile carpilip bulunan ifade [0, 1]

aralifinda r ye gore integre edildiginde asagidaki esitsizlik yazilir;

1% Uf(ta+ (1 —1)b)g(ta+ (1 —1)b)dr (3.20)

S—0_ _

1
+/t°“1f((1 —Da+1b)g((1—1)a+1b)dr
0

17



_ (i—i+l>M(a,b)+

Buradan

&y f(D)g(b) + T3 f(a)s(a)]

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur. [
Sonu¢ 3.10. Eger Teorem 3.9 da 6zel olarak o = 1 seclirse, (3.14) esitsizligi (3.1)
esitsizligine doniisiir.

Teorem 3.11. f ve g [a,b] aralidinda reel degerli, negatif olmayan konveks fonksiyonlar

olsun. Bu durumda agagidaki esitsizlik saglanir;

2f(a;b)g<a;b> (3.21)
< S U SO+ @)
o 1 o
Tar @M@t (E‘ <a+1><a+2>)N(“”’)'

18



Burada M(a,b) ve N(a,b) Teorem 3.1 deki gibi tanimlanur.

Ispat. Her t € [0,1] igin

a+b ta—l—(l—t)b+ (1—t)a+1tb
2 2 2

olarak yazilabilir. Buradan f ve g konveks oldugundan

AN
FN,

IN
I

f(a—;b) ¢ (a—;—b) (322)
f(ta+(;—t)b+ (1—t)2a+tb)g(raht(;—t)bJr (1—t)2a—|—tb>

[f (ta+ (1 —1)b) + f (1 —=t)a+1b)] [g (ta+ (1 —1)b) + g ((1 —1)a + 1b)]

[f (ta+(1—1t)b)g(ta+ (1 —1)b)+ f((1 —t)a+1D)g((1 —t)a+1b)]

Bl =

4 @t (1 =0)g (1 =0)a+1b) + (1= t)a+ 1b)g ta-+ (1 ~1)b)]
[ (ta-+ (1= 0)b)g 1+ (1= 1)b) + £ (1 =)+ 1b) g (1~ 1)+ 1)
4 {I7@) + (=071 = 1)gla) +15(0)

+[1=0f@)+1£0)] ig() + (1-1)g(0)]}

[f(ta+(1—t)b)g(ta+(1—1t)b)+ f((1—1t)a+1tb)g((1 —t)a+1b)]

Bl

+}1 {20(1=1)[f(@)g(a) + f(b)g(D)] + [(1 —1)* + 1] [f(a)g(b) + f(b)g(a)]}

esitsizligi yazilir. Esitsizligin her iki tarafi r*~! ile carpilip bulunan ifade [0, 1] araliginda ¢

ye gore integre edilirse

1

a+b a+b a1
f< > )g( > )/t dt (3.23)

0
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Bl =

1
[/t“ L (ta+( b)g(ta+ (1 —1t)b)dt

=)

1
+/t°‘ Lr((1=1)a+1b) ((1t)a+tb)dt]
0
1
a—1
Z{[ /t 2t(1—1t)d
0
1
+ [f(a) (1 —1)? +17] }
!

esitsizligi bulunur. Buradan

_f<“+b) (“;b) (3.24)

['(a)
(b—a)*

1 1
1
+Z{M(a,b)/ 1*"12¢(1 —1)dt +N(a,b) /r“ M }
0

0

[a—

IN

U, F(b)g <b>+fg‘_f<a>g<a>]]

1
4

esitsizligi yazilir. Burada

ve

esitliklerinden

2f (a;b)g<a;b> (3.25)

o a 1
D@t TN@b) (a——i—2_a—+1+§)
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esitsizligi yazilir ve boylece ispat tamamlanmis olur. [

Sonu¢ 3.12. Eger Teorem 3.11 da 6zel olarak o = 1 seclirse, (3.21) esitsizligi (3.5)

esitsizligine doniisiir.
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4. KONVEKS FONKSIYONLARIN CARPIMI iCiN FEJER TIPLI
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde konveks ve s-konveks fonksiyonlarin ¢carpimui icin Fejer tipli esitsizlikler elde

edilecektir.

4.1. IKI KONVEKS FONKSIYONUN CARPIMI iCIN FEJER TIPLI
ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde iki konveks fonksiyonun carpimi icin Fejer tipli esitsizlikler sunulacaktir.
Ayrica elde edilen esitsizliklerin 6zel durumlart literatiirde var olan ve 6nceki boliimlerde

ifade edilen esitsizliklere doniisecektir.

Teorem 4.1. w : I — R negatif olmayan, siirekli ve x = % icin simetrik (diger bir deyisle

w(x) = w(a+ b —x)) fonksiyon olsun. Eger f,g : I — R fonksiyonlari / aralidinda reel

degerli, negatif olmayan ve konveks birer fonksiyon ise a,b € I olmak lizere

b
[ F@g@wods @1

b b
?Z(_“al;)z / (b—x)? w(x)dx+ (JZ(“’b)z / (b—x) (x— a) w(x)dx

IN

esitsizligi yazilir. Burada,

M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) ve N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a)

olarak tanimlanir.

Ispat. f ve g, [a,b]araliginda konveks fonsiyonlari igin

f((L=t)a+1b) <(1—1)f(a) +1f(b) (4.2)
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veE

g((1=t)a+1b) < (1—1)g(a)+1g(b)

dir. (4.2) ve (4.3) ten

f((1=t)a+1tb)g((1—t)a+1b)

< (1-1)* f(a)g(a) +7°f (b)g(D)

+1(1—1)[f(a)g(b) +f(b)g(a)]

4.3)

4.4)

esitsizligi yazilir. (4.4) esitsizliginin her iki tarafi w ((1 —¢)a+tb) ile ¢arpilip, bulunan

ifade [0, 1] araliginda ¢ ye gore integre edilirse

1
/f((l—t)a—l—tb)g((l—t)a+tb)w((1—t)a—l—tb)dt
0

1
< fla)gla) / (1=1)2w((1 —1)a+1b)dt
0
I
£ (b)g(b) /tzw((l ~)attb)ds
0
1
+[f(a)g(b)+ f(b)g(a)] /t(l —t)w((1 —t)a+1b)dt
0
esitsizligi elde edilir. Burada x = (1 —¢)a +tb de8isken degistirmesi yapilarak

1
/f((l—t)a+tb)g((l—t)a—i—tb)w((l—t)a—l—tb)dt
0

23
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sonucuna ulagilir. w fonksiyonu x = “+b icin simetrik fonksiyon oldugundan

1 b
/tzw((l—t)cH—tb)dt = 3/x a)* (4.7)
0

b

= 3/bx

esitligi elde edilir. Kolayca gortilebilir ki

1 b
(1= w((1—1t)a+1tb)d (b—x)2 4.8)
-
dir. Ayrica
1 b
/t(l—t)w((l—t)a-l—tb)dtz ! 3/(b O r—a)wde  (49)
0 (—Cl) a

esitligi yazilir. (4.6)-(4.9) esitlikleri (4.5) esitsizliginde yerine konulursa

b
fla)g(a) + f(b)g(b)
/f(x)g(x)w(x)dx < b—a) a/(b —x)?w(x)dx (4.10)

b

/(b x) (x —a)w(x)dx

a

fla)g(b) +f(b)g(a)
(b—a)’

_|_

ifadesi elde edilir. Eger (4.10) esitsizliginin her tarafi (b — a) ile ¢arpilir ise istenen sonuca

ulagilir. O

Sonug 4.2. Eger Teorem 4.1 de her x € [a,b] igin w(x) = 1 secilirse (4.1) esitsizligi

Pachpatte tarafindan ispatlanan (3.1) esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.3. Eger Teorem 4.1 her x € [a,b] i¢in g(x) = 1 secilirse, (1.2) esitsizliginin sag

tarafi olan
b b

/f(x)w(x)dx < Lt /w

a

esitsizligi elde edilir.
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Ispat. Her x € [a,b] igin g(x) = 1 ise, (4.1) esitsizliginden

b
/f(x)w(x)dx 4.11)

IN

b b
f((cz))j’;;(zb) /(b—x)zw(x)dx—f-/(b—x) (x—a) w(x)dx

yazilir. Burada w fonksiyonu x = # icin simetrik fonksiyon oldugundan

atb

/b(b—x)w(x)dx =4 /z(b—x)w(x)dx—{—/b(b—x)w(x)dx (4.12)

atb

atb atb

= /z(b—x)w(x)dx-l- /2(x—a)w(a+b—x)dx

= (b—a) /zw(x)dx

esitligi elde edilir. (4.12) esitligi (4.11) ifadesinde yerine konulursa istenen sonuca ulagilir.

]

Teorem 4.4. Teorem 4.1 in kosullarinin saglandig1 varsayilsin. Bu durumda asagidaki

esitsizlik yazilir:

b
2f (“;b)g(“;b) /w(x)dx 4.13)
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b
(]Z(j’:))z / (b—x)*w(x)dx.

a

M(a,b)
(b—a)?

+

b
/(b—x) (r—a)w(x)dx+

Burada M(a,b) ve N(a,b) Teorem 4.1 deki gibi tanimlanur.
Ispat. Her t € [0,1] igin

a+b (1—t)a+tb+ta+(1—t)b
2 2 2

esitligi yazilabilir. f ve g nin konveksligi kullanilarak

f(5):(*)

f((l—t)a+tb+ta—|—(1—t)b>g ((1—t)a+tb+ta+(l—t)b)

2 2 2 2

IA

[f(1=t)a+tb)+ f(ta+ (1—1)b)][g((1 —t)a+1tb)+g(ta+ (1 —1)b)]

FN-

[f(1=t)a+1tb)g((1—1t)a+1tb)+ f(ta+ (1 —1)b)g(ta+ (1 —1)b)]

&=

41— D)atib)g(ra+ (1 0)b) + fta+ (1~ 1)b)g((1~ t)a+1b)

esitsizligi elde edilir. Son esitlikteki ikinci ifade icin tekrardan f ve g nin konveksligi

kullanilirsa

f(5): ()

[f(1=1t)a+1tb)g((1—1t)a+1tb)+ f(ta+ (1 —1)b)g(ta+ (1 —1)D)]

(4.14)

<

Bl

3110 [f(@)gla) + FB)gB)] + § [P+ (1 ~17] Fa)s(®) + F(b)g(a)]
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yazilir. (4.14) un her tarafi w((1—1¢)a+1b) ile carpilip, O dan 1 e kadar ¢ ye gore integral

alinirsa asagidaki ifadeye ulagilir;

(4.15)
1

a;—b)g (a;b) /W((1—t)a+tb)df

0

f

N

[f(1—=1t)a+1tb)g((1 —1t)a+1D)

IN
Bl
o — _

+f(ta+ (1 —1)b)g(ta+ (1 —1)b)]w((1 —t)a+1tb)dt

_|_
=

1
b)/t(l—t)w((l—t)a+tb)dt
0

1
/ (1—=0*|w((1—1t)a+1b)dr.
0

(4.6)-(4.9) esitlikleri (4.15) esitsizliginde yazilirsa

b
b b\ 1
f(";r )g(“; )b_a/w(x)dx (4.16)

% /f dx+b a/f yw(a+b—x)dx

b b

M(a,b) N(a,b) 5
+m/(b—)€)(x—a)W(x)dX—Fm/(b—x) W(x)dx

a a

esitsizligi elde edilir. (4.16) esitsizliginde her iki taraf 2(b — a) ile carpilirsa istenen sonuca

ulagilir. [

Sonug 4.5. Eger Teorem 4.4 te her x € [a,b] icin w(x) = 1 segilirse (4.13) esitsizligi

Pachpatte tarafindan ispatlanan (3.5) esitsizligine doniisiir.
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Sonug 4.6. Eger Teorem 4.4 de her x € [a,b] i¢in g(x) = 1 secilirse,

b

2f(“+b>/ dx</f dx+(+f /w

esitsizligi elde edilir.

Ispat. (4.13) esitsizliginde her x € [a,b] igin g(x) = 1 segilirse

2f(a+b) /bw(x)dx

a

< /f x)dx+ ((Cl?j;;gb) /b(b—x)(x—a)w(x)dx+/b(b—x)2w x)dx
b
/

. /f SOV

olur. Buda istenen sonugtur. 0

4.2. KONVEKS ve s-KONVEKS FONKSIYONLARIN CARPIMI iCiN FEJER
TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde, bir konveks fonksiyon ve bir s-konveks fonksiyonun ¢arpimi yardimiyla

baz1 Fejér tipli esitsizlikler ispatlanacaktir.

Teorem 4.7. w : I — R negatif olmayan, siirekli ve x = “+b icin simetrik (diger bir deyisle
w(x) = w(a+ b —x)) fonksiyon olsun. Eger f : I — R fonksiyonu / aralifinda reel degerli,
negatif olmayan ve konveks bir fonksiyon ve eger g : I — R fonksiyonu 7 da s € (0, 1] igin

s-konveks fonksiyon ise, bu durumda a,b € I olmak iizere

b

/ fx)glwix)dx @.17)
Mab) | s+ N(a,b) | )

(b_a)s—H /(b—x) W(X)dx—i—m/(b—x) (x—a) w(x)dx

a a

esitsizligi vardir. Burada M(a,b) ve N(a,b) Teorem 4.1 deki gibi tamimlanur.

28



Ispat. [a,b] araliginda f fonksiyonu konveks ve g fonksiyonu s-konveks oldugundan

fta+(1—1)b) <tf(a)+(1—1)f(b) (4.18)
ve
g(ta+(1—1)b) <r'gla)+(1—1)"g(b) (4.19)

dir. (4.18) ve (4.19) esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilirsa

f(ta+(1—1)b)g(ta+ (1 —1)b) (4.20)
< ' f(a)gla)+ (11" f(b)g(b)

+1(1—1)° fa)g(b) + 1 (1 —1) f(b)g(a)

esitsizligi elde edilir. (4.20) esitsizliginin her iki tarafi w (ta+ (1 — 1) b) ile carpilip [0, 1]

araliginda integre edildiginde

1
/f(ta+(1—t)b)g(ta+(1—t)b)w(ta+(1—t)b)dt 4.21)
0

1
/t‘“ (ta+ (1 —1)b)dt
0

) w (ta+ (1 —1)b)dt

O\_

+f(a)gb) [ t(1—1)’w(ta+ (1 —1)D)dt

o —_ _

+f(b)gla) [ (1 —t)w(ta+ (1 —1)b)dt

O\_
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bulunur. x =ta+ (1 —¢t)b, dx = — (b — a)dt degisken degistirmesi yapilarak

1
/f(ta+(1—t)b)g(ta+(l—t)b)w(ta+(1—t)b)dt

olur. Ayrica,

1
s _ 1 s
O/t hy(ta+ (1 —1)b)dt = m/(b_x) yw(x)dx

a

a

oldugu kolayca goriilebilir ve w , H’ icin simetrik fonksiyon oldugundan

1 b
/(1—t)s+1w(ta+(1—t)b)dt Y A as+2/ )L w(x)dx
0 1 Y
Y RS-
b
_ (b_i)ﬁz / (b— ) w(u)du

esitligi bulunur. Benzer sekilde,

1 b
/t(l—t)sw(ta—i—(l—t)b)dt:_;/(b %) (x—a) w(x)dx
0 a

veE

b
Sw(tas(1—1)b)dt = _;/(b—x)s(x—a)w(x)dx

O\H
o~
—
S
N
el
+
[\

b
- _;/(b—u)(u—a)sw(a—f—b—u)du
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(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)



b
— m/(b—u) (u—a)’ w(u)du

esitlikleri de elde edilir. (4.22)-(4.26) esitlikleri (4.21) esitsizli§inde yazilarak

b
[f(a)g(a) + f(b)g(b)] .
(b—a) "2 /(b —x) T wx)dx  (4.27)

a

b
f(a)g(b)+ f(b)g(a)
(b—a)™? / (b—x) (x—a) wlx)dx

a

_|_

bulunur. (4.27) esitsizliginin her iki tarafi (b — a) ile carpilirsa istenen sonuca ulagihr. [

Sonug 4.8. Eger Teorem 4.7 de her x € [a,b] igin w(x) = 1 segilirse, (4.17) esitsizligi

Kirmaci ve ark. tarafindan ispatlanan (3.9) esitsizligine doniisiir.
Sonuc¢ 4.9. Eger Teorem 4.7 de s = 1 secilirse, (4.17) esitsizligi (4.1) esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.10. Teorem 4.7 de her x € [a,b] i¢in f(x) = 1 segilirse, bu durumda Sarikaya ve

ark. tarafindan [4, h(¢) = ¢* i¢in] da ispatlanan

b b
/ 2(X)w(x)dx < % / [(b—x)° + (x—a)*] w(x)dx

esitsizligi elde edilir.
Ispat. Her x € [a,b] igin f(x) = 1 ise, (4.17) esitsizliginden

b b
/g(x)w(x)dx < b as+1/ X w(x)dx (4.28)

a

b
b 2 s+1 / a)’ w(x)dx
= b 2 s+1 /b x)* w(x)dx—i—/(b—x) (x—a)’ w(x)dx
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olur. Burada M(a,b) ve N(a,b) Teorem 4.1 deki gibi tanimlanir. x = “+b icin simetrik
oldugundan asagidaki esitlik yazilabilir;
b b

/(b—x)”lw(x)dx:/(x—a)sﬂw(x)dx.

a a

(4.28) esitligi kullanilarak asagidaki ifade elde edilir;

/bg(x)w(x)dx < b 2 s+1 /b a)* ! (x)dx+/(b—x) (x —a)’ w(x)dx

Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Teorem 4.11. Teorem 4.7 in kosullarinin saglandig1 varsayilsin. Bu durumda

(4.29)

b b

a a

esitsizligi vardir. Burada M(a,b) ve N(a,b) Teorem 4.1 deki gibi tanimlanur.

Ispat. t € [0,1] igin

a+b (1—t)a+tb+ta+(1—t)b
2 2 2
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esitligi yazilabilir. f fonksiyonunun konveksligi ve g fonksiyonunun s-konveksligi

kullanilarak,

/(5)s ()

<(1—t)2a+tb+ta+(;—t)b)g((1—t)2a+tb+ta+(;—t)b)

= f

1
23—0—1

IN

[f(1—=t)a+tb)+ f(ta+ (1 —1)b)][g((1 —t)a+1tb)+g(ta+ (1 —1)b)]

1

= 5 [f(1=1t)a+tb)g((1—1)a+1tb)+ f(ta+ (1 —1)b)g(ta+ (1 —1)D)]

1

+2s+l

[f((1=1)a+1b)g(ta+ (1—1)b) + f(ta+ (1 =1)b)g((1 —1)a+1b)]

esitsizligi elde edilir. Son esitsizligin sag tarafinda f fonksiyonunun konveksligi ve g

fonksiyonunun s-konveksligi tekrar kullanilarak,

a+b a-+b
f( 5 )g( > ) (4.30)

[f(1=t)a+1tb)g((1 —t)a+1tb)+ f(ta+ (1 —1)b)g(ta+ (1 —1)D)]

<

2s+1

+251+1 [ (1 =1)+1(1=2)’][f(a)g(a) + f(b)g(D)]

+% (=0 [f@)g(b) + £ (b)g(a)]

bulunur. (4.30) esitsizliginin iki tarafi w ((1 —¢) a +¢b) ile carpilarak elde edilen esitsizligin

0 dan 1 e kadar ¢ ye gore integrali alinirsa,

f(a;b>g(a;b) /lw((l—t)a+tb)dt (4.31)
0

1
< sorr [ U= 0a+b)g((1 ~1)a-+1b)
0
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+f(ta+ (1 —1)b)g(ta+ (1 —1)b)]w((1 —t)a+tb)dt

S(1—1)+1(1—1)]w((1 —t)a+1b)dr

+
E
O\_

2s+1

1
1

2s+1 / s+1 (1= w((1 =1)a+1b)dr

0

esitsizligi elde edilir. Degisken degistirmesi yardimiyla

1 b
/w((l—t)a+tb)dt:bia/w(x)dx, 4.32)
0 a
1
/f((l—t)a+tb)g((1—t)a+tb)w((1—t)a+tb)a’t (4.33)
0

fta+(1—=1)b)g(ta+ (1—1)b)w((1 —t)a+1tb)dt

+
o—_ _

1
/[ts(l—t)th(l—t)s]w((l—t)athb)dt (4.34)
0

[ (1—t)w((1—t)a+1tb)+t(1 —1)*w((1 —t)a+1tb)]dt

I
S—__

b

= (b_L)HZ/(x—a)s(b—x)w(x)dx
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b
+m/(x—a)s(b—x)w(a+b—x)dx

2

b
= m/(x—a)s (b —x)w(x)dx

a

Ve

P —t)SH} w((1—1t)a+1tb)dr (4.35)

o—__

1
_ /}S“w((l—t)a+;b)+<1—;)S+1w(<1—;)a+tb)]dt
/|

b b

= (b_IW/<b—X)S+IW(a+b—X)dX+m/(b_x)s—klw(x)dx
b

= #/(b—x)sﬂw(x)dx

a

esitlikleri yazilabilir. (4.32)-(4.35) esitlikleri (4.31) esitsizliginde yerine yazilirsa,

b
b b\ 1
f(“;r )g(“; )b_a/w(x)dx (4.36)

a

b
1
S / F()g(x)w(x)dx

b
M(a,b) /(x—a)s (b —x)w(x)dx+

b

2S (b o a>5+2
a
olur. (4.36) esitsizliginin her iki tarafi 2°(b — a) ile ¢arpilirsa istenen sonug elde edilir. [

Sonug 4.12. Eger Teorem 4.11 de her x € [a,b] icin w(x) = 1 secilirse, (4.29) esitsizligi

Kirmaci ve ark. tarafindan elde edilen (3.12) esitsizligine indirgenir.

Sonu¢ 4.13. Eger Teorem 4.11 de 6zel olarak s = 1 alinirsa, (4.29) esitsizligi (4.13)

esitsizligine indirgenir.
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Sonug 4.14. Eger Teorem 4.11 de her x € [a,b] i¢in f(x) = 1 segilirse, asagidaki Fejér

tipli esitsizlik elde edilir;

2°g (a;b) /bw(x)dxg /bg(x)w(x)dx—l—%i[(x—a)s—i-(b—x)]sw(x)dx.

a a

Ispat. (4.29) esitsizliginde f(x) = 1 alinrsa,

2@(“3”) /bw(x)dx

IA
S e—_
=
=
SN~—
=
=
=
=

8@ ts®) /b (v=a) (b—wix)dx + ELTEE) /b (b2 wix)dx

(b—a)*' (b—a)t'
b b b
_ / 2()w(x)dx+ % / (x—a)° (b —x) w(x)dx + / (b—x)" w(x)dx
b
_ / ()w()dx+ ; (Zti()b) / (=) + (b—x)] w(x)dx
olur. Béylece ispat tamamlanr. 0

43. IKIi s-KONVEKS FONKSIYONUN CARPIMI ICIN FEJER TIiPLI
ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde, Boliim 4.2 de elde sonuclart genellestiren iki s-konveks fonksiyonun

carpimi i¢in bazi Fejer tipli esitsizlikler sunulacaktir.

Teorem 4.15. w : I — R negatif olmayan, siirekli ve x = “+b icin simetrik (diger bir
deyisle w(x) = w(a+ b —x)) fonksiyon olsun. s1,s2 € (0,1] olmak iizere eger f: I — R
fonksiyonu 7 da si-konveks fonksiyon ve g : I — R fonksiyonu / da s,-konveks fonksiyon

ise, bu durumda a,b € I i¢in

b
/f(x)g(x)w(x)dx < %/(b—x)sﬁ”w(x)dx (4.37)

a a
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N(a,b)
(b—a)s1+s2

b
/ (b—x)"" (x—a)?w(x)dx

a

esitsizligi vardir. Burada M(a,b) ve N(a,b) Teorem 4.1 deki gibi tamimlanur.

Ispat. f, si-konveks fonksiyon ve g, sp-konveks fonksiyon oldugundan
flta+(1—=1)b) <t f(a)+ (1 —1)" f(D) (4.38)

veE

g(ta+(1—1)b) <t2g(a)+ (1 —1)" g(b) (4.39)

yazilir. (4.38) ve (4.39) esitsizliklerinden

ftat(1—1)b)g(ta+(1—1)b) (4.40)
< " f(a)gla)+ (1 1) f(b)g(b)

+° (1=1)" f(a)g(b) +17 (1 —1)" f(b)g(a)

ifadesi bulunur. (4.40) esitsizliginin her iki tarafi w(ra+ (1 —1)b) ile carpilip, [0, 1]

araliginda integrali alinirsa

1
/f@a+(y—gmgaa+(y-nmwmm+«1—obyh (4.41)
0

1
< ﬂ@g@/?ﬁmmm+u—nmm
0
1
ﬂ@MM/Uﬁwmww+ﬂﬁMMt
0

+f(a)g(b) [ ' (1 —1)2w(ta+ (1 —1t)b)dt

o _
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1
+f(b)g(a)/tsz (1= w(ta+(1—1)b)dt
0

elde edilir. x =ra+ (1 —t) b degisken degistirmesi yardimiyla

1 b
[etmwtar(-0pja=———— (-9 war @4
0

. s1+sp+1
(b—ay T )

bulunur ve w fonksiyonu x = # icin simetrik oldugundan

1
/(1 — )" 2y (ta+ (1 —1)b)dt (4.43)
0

1
TEmrEl A
1

G | 60 b

/
Z

b
4y / (b—u)"" 2 w(u)du

_\S1tsa+
(b—ay =1 J

elde edilir. Benzer sekilde

1 b
/ B (1 —=1)2 w(ta+(1—1)b)di = m / (b—x)" (x—a)2 w(x)dx (444)
0 a

Ve

1
/ 2 (1= 1) w(ta+ (1 —1)b) dr (4.45)
0

1

m (b—x)" (x—a)" w(x)dx

1

m (b—l/l)sl (M—Cl)sz W(Cl+b—1/t)du

/
|

b
- ;/(Za—u)s1 (u—a)?w(u)du

_\s1+sa+
(b—ayrr )

38



yazilir. (4.42)-(4.45) esitlikleri (4.41) esitsizliginde kullanilarak

b
[ r9stigar < LK LON / Py (446)

b
SOOI [0t

a

esitsizligi elde edilir. (4.46) esitsizliginin her iki tarafi (b — a) ile garpilarak istenen sonuca

ulagilir. [

Sonug 4.16. Eger Teorem 4.15 te her x € [a,b] icin w(x) = 1 segilirse, (4.37) esitsizligi

Kirmaci ve ark. tarafindan ispatlanan (3.10) esitsizligine indirgenir.

Sonuc 4.17. Eger Teorem 4.15 te 6zel olarak s; = 1 ve s, = s segilirse, (4.37) esitsizligi

(4.17) esitsizligine indirgenir.

Sonuc 4.18. Eger Teorem 4.15 te 6zel olarak s; = s, = s segilirse asagidaki esitsizlik elde

edilir;
/ M(“ab) / 2s
a/f(x)g(x)w(x)dx —(b—a)zsa/(b_x) w(x)dx
Nab) o o
(b_a)zsa/(b—x) (x—a)’w(x)dx

Teorem 4.19. Teorem 4.15 in kosullarinin saglandig1 varsayilsin. Bu takdirde

b
. (a+b +b
sl (“2 >g(“2 )/w(x)dx (4.47)

< [ F@gtowxdx

a

M(a,b)
(b . a)sl-l-sz

b b
/()C — a)sl (b —x)sz W(x)dx+ % / (b —x)SH—Sz w(x)dx

a a

dir. Burada M(a,b) ve N(a,b) Teorem 4.1 deki gibi tanimlanr.
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Ispat. f fonksiyonunun s;-konveksligi ve g fonksiyonunun s»>-konveksligi kullanilarak

f(3)e(5)

(1—-t)a+tb ta+(1—1)b (I—-t)a+tb ta+(1—1)b
(e e ()

1
281+82

IN

[f(1=t)a+tb)+ f(ta+ (1 —1)b)][g((1 —t)a+1tb)+g(ta+ (1 —1)b)]

1

= > f(1—=t)a+1tb)g((1—t)a+1tb)+ f(ta+ (1 —t)b)g(ta+ (1 —1)b)]

+

sy o (L =tatib)glta+(1 —1)b) + flta+ (1 —1)b)g((1 —1)a+1b)]

bulunur. Yukaridaki esitsizligin son satirinda f fonksiyonunun s;-konveksligi ve g

fonksiyonunun s,-konveksligi tekrar kullanilarak

a+b a+b
f< ! >g( ! ) (4.48)

1
<
—  2s1ts2

[f(1=1t)a+tb)g((1—t)a+1tb)+ f(ta+ (1 —1)b)g(ta+ (1 —1)b)]

b [ (=02 2010 [F(@)g(@) + £ (B)g(b)]

s [ 4 (-0 [F(@)g(6) + F()g(@)]

bulunur. (4.48) esitsizliginin her iki tarafi w ((1 —¢) a +1tb) ile ¢arpilip sonrasinda [0, 1]

aralifinda ¢ ye gore integrali alinirsa

f(a;b)g<a;b) /1w((1—t)a+tb)dt (4.49)
0

1
Zsllm /[f((l —t)a+1tb)g((1—1t)a+1b)

0
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+f(ta+ (1 —=1)b)g(ta+ (1 —1)b)|w((1 —t)a+1tb)dt

e /[“ ° 421 =) (1= 1)a-+1b) d
1

+

/ s1+sz+(1 )s1+s2] ((1—t)a+rtb)dt
0

2S1 +S2

elde edilir. x = (1 —7) a +tb degigken degistirmesi yapilarak

02 +r2(1—1)"\w((1—t)a+1b)dt (4.50)

(1 —1)a+1b) +12(1— 1) w((1 —1)a+tb)]dr

O\H O\_

b
_ (b—a)ﬁ / (x— )" (b—x)" w(x)dx

b

/ (x—a) (b—x)?w(a+b—x)dx

a

1

(b r a)sl—l-Sz-H

b
— ;/(x—a)s1 (b—x)?w(x)dx

_ A\S1+sat+l
(b—a) J

ve
[tsl+52—|—(1—t)sl+sz]w((l—l‘)a-l—lb)df (4.51)

(1520 (1= t)a+1b) + (1 —1)" ™2 w((1 —t)a+1tb)] dt

S O~ _

b b

1

= b as1+s2+1/b xs‘ﬂ2 (a+b— x)dx—km/(b_x)slﬂzw(x)dx
a

-2 / (b— 2" w(x)dx

_\S1tsa+
(b—a) J
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esitlikleri bulunur. Eger (4.32), (4.33), (4.50) ve (4.51) esitlikleri (4.49) esitsizliginde

yazilirsa

b
b b 1
f(a; )g<a; >b_a/w(x)dx (4.52)

S T (p—a)

M(a,b)
2s1+52—1 (b _ a)

P /(x— a)’ (b—x)? w(x)dx

a
b

[ (b= (s

a

N(a,b)
2511921 (p —q)

esitsizligi bulunur. (4.52) esitsizliginin her iki tarafi 25121 (b — a) ile carpilirsa istenen

sonuca ulaglir. ]

Sonug 4.20. Eger Teorem 4.19 da her x € [a,b] igin w(x) = 1 segilirse, bu durumda

+b a+b
()
2 )

b
/f(x)g(x)dx+B(s1 + 1,55+ 1)M(a,b)+

a

1
b—a

1
s1+8sy+1

< N(a,b)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.21. Eger Teorem 4.19 da 6zel olarak s; = 1 ve 55 = s segilirse, (4.47) esitsizligi

(4.29) esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.22. Eger Teorem 4.19 da 6zel olarak 5| = s, = s alinirsa, asagidaki esitsizlik elde

edilir;
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5. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRALLERI ICIN FEJER
TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, Boliim 4.1 de elde edilen esitsizliklerden faydalanilarak Riemann-Liouville
kesirli integrallerini iceren bazi Fejer tipli esitsizlikler sunulacaktir. Burada ispatlanan

esitsizlikler Boliim 3.2 de verilen esitsizliklerin genellestirilmesi olacaktir.

Teorem 5.1. w : [a,b] — R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilen ve x = "*b yani
w(x) = w(a+ b —x)) i¢in simetrik bir fonksiyon olsun. Eger, f,g : I — R fonksiyonlar1
reel degerli, negatif olmayan ve konveks fonksiyonlar ise, a,b € I ve o > 0 icin asagidaki

esitsizlikler vardir.

Jay (few) (b) + T3 (fgw) (a) (5.1)

\w

b X) —|—(x—a)2] w(x)dx

Burada M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) ve N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a) olarak

tanimlanmugtir ve I', Gamma fonksiyonudur.

a

Ispat. w fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve x = %32 icin simetrik

oldugundan h(x) = ﬁ [(b —x)* T (x— a)afl] w(x) fonksiyonu da negatif olmayan,

a+b

integrallenebilen ve x = icin simetrik fonksiyondur. Teorem 4.1 kullanilarak

b b
[ resnceds < EZ(_’;)Q [P+ (ZZ(_Z’)Z [0 (- a) ()

a a a
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esitsizligi yazilir. Bu esitsizlik de

o /b (b— )% ()glx)w(x)dx (5:2)
+ﬁ /b (x—a)*! f(x)g(x)w(x)dx

(chf;’?(a)a/b(bx)z (60" + (- 0) " wl)dx
%/(b ) (r-a) [0+ (=) | wia)d

esitsizligine denktir. Riemann-Liouville kesirli integral tanimlarindan,

b
/b )% () g(x)w(x)dx (5.3)

_|_

T(a)
=J% (few) (b) +JZ (fgw)(a)

esitligi yazilir. Burada w fonksiyonu x = “+b icin simetrik fonksiyondur. Bu durumda

(b—x)2 [(b—x)“*l Fx—a)® 1] w(x)dx (5.4)

I
St~ ST—=

(b — )% () dx + / (b—x)? (x—a)*  w(x)dx
b
= /b x) %y x)dx—i—/(x—a)z(b—x)a_lw(x)dx

= /(b—x)a ! [(b—x)z—k(x—a)z} w(x)dx
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veE

b
/(b—x) (r—a) [(b—0)*" + (=) | wix)dx (5.5)
b b
= /(x—a) (b—x)aw(x)dx+/(b—x) (x —a)*w(x)dx
b
= /(x—a) (b—x)aw(x)dx+/(x—a) (b—x)*w(x)dx

b
= 2/(x—a) (b —x)%w(x)dx.

esitlikleri vardir. Eger (5.3)-(5.5) esitlikleri (5.2) esitsizliginde yazilirsa istenilen (5.1)
esitsizligi elde edilir . 0

Sonug 5.2. Teorem 5.1 de her x € [a,b] igin w(x) = 1 segilirse (5.1) esitsizligi (3.14)

esitsizligine indirgenir.
Sonug 5.3. Teorem 5.1 de o = 1 secilirse (5.1) esitsizligi (4.1) esitsizligine indirgenir.

Sonug 5.4. Teorem 5.1 de her x € [a,b] icin g(x) = 1 segilirse,

fla) +f(b)

Tas (gw) (b) + T4 (fw) (a) < >

[JE w(b) + T w(a)]

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlik ise Iscan tarafindan ispatlanan (2.11) esitsizliginin sag

tarafidir.

Ispat. g(x) =1,x € [a,b] i¢in (5.1) esitsizligi ve Lemma 2.8 kullanilarak asagidaki esitsizlik

yazilir.

Jay (8w) (b) + I (fw) (a) (5.6)

BNIORSI0

b

a

b

+2/ (x—a) (b—x)*w(x)dx

a
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Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Teorem 5.5. Teorem 5.1 in sartlarinin saglandgi varsayilsin. Bu durumda asagidaki

esitsizlik yazilir;

21 (";” ) 2 (a;b ) % w(b) + I w(a) 5.7

< J% (fgw) (0) +IE (few) (@)

b
2M(a,b
+#/(x—a) (b —x)%w(x)dx
(b—a)'I'(a)
a
Nab) |
#2’/@)—)6)0‘1 [(l)—)c)z-l—()c—a)2 w(x)dx.
(b—a)’T(a)
Ispat. w fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilen ve x = # icin simetrik

oldugundan h(x) = ﬁ [(b —x)* T (x— a)a_l] w(x) fonksiyonu da negatif olmayan,

integrallenebilen ve x = # icin simetrik bir fonksiyondur. Bdoylece Teorem 4.11

kullanilirsa

2f(a;b)g<a;b) /bh(x)dx

b
< [ r@s@hxax




esitsizligi vardir. Buradan

zf(‘jb)g(“;”) i /b (-9 + (-0 wix)

b
1 o— a—
< Fa [ @) [0+ (x= @) | wix)dx
M(a,b) |
a, o—1 o—1
ma/(b—)() (X—Cl) |:(b—X) —I—(x—a) :| w(x)dx
b
N(a,b) 2 T — 0% 4 (e a1 (a0 dc
ooarr@ ) T o9 - i
elde edilir. (5.3)-(5.5) esitlikleri kullanilarak (5.7) esitsizligi elde edilir. L]

Sonug 5.6. Teorem 5.5 te her x € [a,b] igin w(x) = 1 segilirse (5.7) esitsizligi (3.21)

esitsizligine indirgenir.
Sonug 5.7. Teorem 5.5 te @ = 1 segilirse (5.7) esitsizligi (4.13) esitsizligine indirgenir.

Sonug 5.8. Teorem 5.5 te her x € [a,b] i¢in g(x) = 1 segilirse,

2f (“;") & w(b) + I w(a)]

Fla)+ f(b
< JE(fw)(B)+ I (fw) (a) + (@) 7 () [JE w(b) + 7 w(a)]
esitsizligi elde edilir.
Ispat. Ispat (5.6) esitsizliginden agiktir. O
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez caligmasinda farkl: tiirden konveks fonksiyonlarin ¢arpimi i¢in Hermite-Hadamard
ve Hermite-Hadamard-Fejer tipli esitsizlikler iizerinde durulmustur. Ozellikle konveks ve
s-konveks fonksiyonlarin ¢arpimi i¢in bir¢ok esitsizlik elde edilmistir. Ayrica elde edilen
esitsizliklerin sonucu olarak Riemann-Liouville kesirli integraller i¢in bazi esitsizlikler
verilmisgtir.

Sonraki ¢aligsmalarda bu tezde kullanilan yontemler izlenerek diger konveks fonksiyonlarin

carpimu i¢in Hermite-Hadamard ve Fejer tipli esitsizlikler ispatlanabilir.
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