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Bu calismada ilk olarak bazi 6zel say1 dizileri, polinomlar: ve kuaterniyonlarinin giiniimiize
dek tarihsel siireci incelendi. Daha sonra iirete¢ matrislerin temelini olusturan Q-matrisi
hatirlatildi.  Ikinci boliimde, yine 6zel sayi dizileri, polinomlar ve kuaterniyonlar ile
ilgili temel bilgiler verildi. Uciincii boliimde ise, iki degiskenli Fibonacci kuaterniyon
polinomlar: ve iki degiskenli Lucas kuaterniyon polinomlar: tanitildi ve temel 6zellikleri
incelendi. Dahasi bu kuaterniyon polinomlarin Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari,
Catalan, Cassini, d’Ocagne gibi 6zel 6zdeslikler ile cesitli toplam formiilleri ve matris
gosterimleri ispatlariyla verildi. Sonraki boliimde, kuaterniyon dizilerinin bir genellemesi
olan Horadam kuaterniyonlarindan hareketle ¢esitli toplam ve binom formiilleri, 6zdeslikler
ve matris gosterimleri elde edildi. Son béliimde ise sonug ve Oneriler sunuldu.

Anahtar sozciikler: Kuaterniyonlar, Binet formiilii, Urete¢ fonksiyon, Horadam
kuaterniyonlar1, Iki degiskenli Fibonacci kuaterniyon polinomlar.
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In this study, firstly, historical process of some special number sequences, polynomials
and quaternions are examined. Then, the Q-matrix that forms the basis of the generating
matrices is reminded. In the second part, basic information about special number sequences,
polynomials and quaternions are given. In the third part, bivariate Fibonacci quaternion
polynomials and bivariate Lucas quaternion polynomials are introduced and their basic
properties are studied. Moreover, Binet formulas, generating functions, special identities
such as Catalan, Cassini, d’Ocagne and various sum formulas and matrix representations
of these quaternion polynomials are given with the proofs. In the next part, motivating the
Binet formula of Horadam quaternions which is a generalization of quaternion sequences,
various sum and binomial formulas, identities and matrix representations are obtained. In
the last part, results and suggestions are presented.

Keywords: Quaternions, Binet formula, Generating function, Horadam quaternions,
Bivariate Fibonacci quaternion polynomials.

X



1. GIRIS

Sayi dizileri denilince hi¢ siiphesiz akla ilk gelenlerden biri Fibonacci say1 dizisidir.
Italya’nin Pisa sehrinde diinyaya gelen Leonardo Fibonacci (1170-1250), Liber Abaci
(Hesaplama Kitab1) isimli eserinde bahsettigi “Bir cift tavsanin her ay yeni bir cift tavsan
dogurmasi1” sorusunun cevabimi ararken elde ettigi 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... sayilari ile
bilim diinyasina farkli bir ilgi odag1 kazandirmistir. Soyle ki dogada ¢cam kozalagindan
aycicegine canlilar aleminde salyangozun kabuk yapisindan insan anatomisine kadar
pek cok yerde Fibonacci sayilarina uygun dizilimler goriilmektedir. Iste bu gizemi ile
sadece matematik bilimi degil diger bilim dallarinin da ilgisini cezbetmistir. Ikinci
teriminden sonra kendinden Onceki iki teriminin toplami seklinde yazilan Fibonacci
sayilarina benzeyen fakat farkli baglangi¢c degerleri ile tanimlanan bir¢ok say1 dizisi vardir.
Bunlardan bazilar1 Lucas sayilari, Pell sayilari, Pell-Lucas sayilari, Jacobsthal sayilari
ve Jacobsthal-Lucas sayilar1 gibi say1 dizileri farkli baglangi¢ degerleriyle tanimlanmigtir
[1]. Diger taraftan modern cebirdeki en 6nemli gelismelerden biri kuaterniyonlarin kesfi
olmustur. Irlandali matematikgi olan William Rowan Hamilton’un 1843’te kuaterniyonlari
kesfi ile etkileri gliniimiizde kuantum fiziginden bilgisayar bilimlerine pek ¢ok alanda
kendisini gostermistir [2], [3]. Reel sayilar R, kompleks sayilar C, kuaterniyonlar H ve
oktonyonlar O olmak iizere bunlardan olusan ve son zamanlarda 6nemli bir konu olan
normlu bdlme cebiri ilk bakista reel sayilar1 ve karmasik sayilart kuaterniyonlar iizerine
tasty1p genisletilebilecekmis gibi dursada, kuaterniyonlarin carpma iglemine gore degismeli

olmayisindan dolay1 buna pek imkan vermez.

Tarihsel siirecinde bir¢ok alanda kendisine yer bulan Fibonacci ve Fibonacci tipi say1
dizisi olan Lucas say1 dizileri polinomlarla ve kuaterniyonlarla da iliskilendirilmistir.
Polinomlarla olan iliskilendirmede karsimiza ilk olarak 1883 yilinda Bel¢ikali matematikci
Charles Catalan ile Alman matematik¢i Ernst Jacobsthal ¢ikmaktadir. Tek degiskenli
olarak tanmimlanmis olan Fibonacci ve Lucas polinomlarinin giiniimiize degin cesitli
genellestirmeleri yapilmistir [4]-[6]. Bu calismalarda olusturulan polinom dizilerinin

rekiirans bagintilarindan hareketle Binet formiil i, Cassini 6zdesligi, Catalan 6zdesligi,

1



d’Ocagne 6zdesligi gibi 6zel 6zdeslikler ve ¢e sitli binom formiilleri elde edilmistir.
Dolayisiyla bu bahsettigimiz 6zdeslikler ve benzerlerini matrisler ve matris 6zellikleri
yardimiyla elde etme fikri cok dogaldir. Literatiirde Fibonacci Q-matrisi (altin matris)

olarak adlandirilan matris King tarafindan

seklinde olusturulmus olup, ayrica King bu matris ile klasik Fibonacci dizisi arasindan > 1
icin
F n+1 Fu

Q" =
Fn Fn—l

gibi bir iligki kurmustur [7]. Q-matrisini Lucas sayilar1 i¢cin de uyarlamak miimkiindiir.

Hoggatt ve Ruggles, Lucas sayilari icin Q-matrisi roliinii istlenen R-matrisini

1 2
R=
2 -1
seklinde olusturmus olup ayrica
1 2 F, F, L L
R Qn _ n+1 n _ n+1 n

matrisini elde etmislerdir [8]. Ote yandan bahse konu olan Fibonacci ve Lucas say1 dizileri
kuaterniyonlarla da iligkilendirilmistir. Bunun ilk 6rnegi [9] da, Horadam tarafindan
literatiire kazandirilan katsayilar1 Fibonacci sayi dizisinin terimleri ile olusturulan
kuaterniyonlardir. Yine ayni yazar, [10] da kuaterniyon rekiirans bagintilarini incelemistir.
Keza, [11], [12] calismalarinda Fibonacci ve Lucas say1 dizilerini kuaterniyon ve
polinomlarla iligkilendirmistir. Son yillarda say1 dizilerinin genellestirmeleri iizerine
de birgok calisma yapilmustir. Ote yandan [13], [14] deki calismalarda Fibonacci ve
Lucas say1 dizilerinin yani sira farkli say1 dizilerinden katsayilar alinmasiyla olusturulmus
kuaterniyon dizileri mevcuttur. Iyer [15] de, Fibonacci kuaterniyonlar1 ve genellestirilmis
Fibonacci kuaterniyonlar1 arasindaki iliskiyi ¢alismistir.  Yine ayni yazar [16] daki

calismasinda Fibonacci kuaterniyonlar1 ve Lucas kuaterniyonlar1 arasindaki iligkiyle ilgili



calismalar yapmistir. Giintimiize gelirsek [17] de Halici, Fibonacci kuaterniyonlari ve
Lucas kuaterniyonlarini ele almigtir. Cesitli toplam formiilleri tiiretmistir. [18] de Polatls,
Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin yeni bir genellestirmesi iizerine yogunlasmis ve

elde ettigi bu yeni genellestirilmis kuaterniyonlar icin toplam formiilleri tiiretmistir.

M. Catalani (2004) [5] “Generalized Bivariate Fibonacci Polynomials” isimli calismasinda
iki degiskenli Fibonacci polinomu ve iki degiskenli Lucas polinomlarini olusturmustur.

Yine bu iki de8iskenli polinomlar1 matrislere tasimis ve incelemistir.

A. Ozkog ve A. Porsuk’un [11] “A Note for the (p,q)—Fibonacci and Lucas Quaternion
Polynomials” adli ¢aligmalarinda (p,q)—Fibonacci and Lucas kuaterniyon polinomlart
tanitilmistir. Binet formiilii ve iirete¢ fonksiyonu olusturulup buradan hareketle Catalan,
Cassini, d’Ocagne 6zdesligi gibi cesitli 6zdeslikler elde edilmistir. Ayrica cesitli toplam

formiilleri ve binom toplamlar1 tiiretilmistir.

P. Haukkanen (2002) [19] “A Note on Horadam’s Sequence” isimli calismasinda Horadam

dizilerinin lineer bilesimleri ve iirete¢ fonksiyonlar1 hakkinda bilgi vermistir.

C. B. Cimen ve A. Ipek (2016) [20] “On Pell Quaternions and Pell-Lucas Quaternions”
isimli ¢calismalarinda yeni bir kuaterniyon dizisi olan Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlarini

tanitmislardir.

C. Flaut ve V. Shpakivskyi (2013) [21] “On Generalized Fibonacci Quaternions
and Fibonacci-Narayana Quaternions” isimli calismalarinda genellestirilmis Fibonacci

kuaterniyonlar1 ve Fibonacci-Narayana kuaterniyonlari iizerine ¢alismiglardir.

E. Polatli ve S. Kesim (2015) [22] “On quaternions with Generalized Fibonacci and Lucas
Number Components” isimli ¢aligmalarinda Binet formiillerini kullanarak binom toplam

formiillerini elde etmislerdir.

S. Halici ve A. Karatas (2017) [23] “On a Generalization for Fibonacci Quaternions” isimli
calismalarinda daha 6nce tanimlanmis kuaterniyon dizilerinin bir genellestirmesi olan
Horadam kuaterniyonlarini tanitmiglardir. Aymi ¢calismada bu kuaterniyon dizisinin Binet

formiilii, Cassini 6zdesligi, toplam formiilleri ve norm degeriyle ilgilenmislerdir.



S. Gopal Rayaguru, D. Savin ve G. Krishna Panda (2019) [24] “On Some Horadam Symbol
Elements” isimli calismalarinda Horadam sembol elemanlarini tanitmiglardir. Bu yapinin
ozelliklerini inceleyip Catalan, Cassini, d’Ocagne 6zdesligi gibi cesitli 6zdeslikler elde

etmislerdir.

P. Catarino (2016) [12] “A note on h(x)—Fibonacci Quaternion Polynomials,” isimli
calismasinda h(x)—Fibonacci kuaterniyon polinomlarini tanitip Binet formiild, iireteg
fonksiyonu ve bazi 6zdeslikleri tiiretmistir. Yine yazar h(x)—Fibonacci kuaterniyon
polinomlarini, [25] “A note on certain matrices with h(x)—Fibonacci quaternion

polynomials™ isimli ¢calismasinda matrislere tasimis ve incelemistir.

Bu caligmada ise ilk iki boliimde literatiir taramasi ve gerekli 6n bilgiler verilmigtir. Daha
sonra iki degiskenli Fibonacci ve iki degiskenli Lucas kuaterniyon polinomlarinin yeni bir
genellestirilmesi tanimlanarak bu kuaterniyon polinomlarinin sagladig1 6zellikler ii¢lincii
boliimde ele alinmistir. Tezin dordiincii boliimiinde ise daha 6nce tanimlanmis Horadam
kuaterniyon dizisi hakkinda bilgi sunulup bu kuaterniyon dizisinin Binet formiiliinden

hareketle cesitli toplam formiilleri ve 6zdeslikleri elde edilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tezin bu boliimiinde, diger boliimlerde kullanilacak bazi tanim ve kavramlara yer

verilecektir.
2.1. TAMSAYI DIiZiLERI

Bu alt boliimde, calismanin temelini teskil eden tamsay1 dizileri ile ilgili baz1 temel

kavramlara ve teoremlere yer verilecektir.

Tanim 2.1. Klasik Fibonacci say1 dizisi {Fy },,c

0 n=01ise
= 1 n=1ise

Fo1+F n>2ise

rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada F;,, n. Fibonacci sayisi olup bu dizinin bazi

elemanlar1 0, 1, 1, 2,3, 5, 8, 13, 21, 34,... seklindedir [1], [26].

Tanm 2.2. Lucas say1 dizisi {L,},c), klasik Fibonacci say1 dizisinin baglangic

kosullarinin degistirilmesiyle

2 n=01ise
L,= 1 n=11ise

L, 1+L,» n>2ise

seklinde tanimlanir. Burada L, n. Lucas sayis1 olup bu dizinin bazi elemanlar1 2, 1, 3, 4,
7, 11,18, 29, 47, 76, ... seklindedir [1], [26]. Yine bu say1 dizilerine benzer fakat farkl
baslangic degerleriyle tanimlanmis Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas gibi bir

cok say1 dizisi literatiire girmistir [1].



Klasik Fibonacci sayi dizisinin baglangi¢ kosullarinin degistirilmesiyle elde edilen Lucas
say1 dizisi ile Fibonacci say1 dizisinin rekiirans bagintilar1 aynidir. Bu rekiirans bagintisinin
karakteristik denklemi

WPW—h—1=0

seklindedir. Karakteristik denklemin kokleri @ = HT‘B ve B = I’T‘E olmak tizere n >0

icin Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet formiilleri sirasiyla

n__ Rn
.
o—p
ve
seklindedir. Ayrica kokleri arasinda
a+p =1
a-B = V5
of = —1

esitlikleri gecerlidir. Ozdesliklerin ve bircok formiiliin gecerli oldugunu gdstermede
yararlanilan Binet formiilleri, ilk olarak Abraham De Moivre (1718) daha sonra da Jacques

Philippe Marie Binet (1843) tarafindan ispatlanmigtir [1],[26].

Diger taraftan negatif indisli Fibonacci ve Lucas sayilari sirasiyla
o Fo4=-3F3=2 F,=—1,F =1

Ve

oL g=7,L3=—4 L =3 L 1=—1

olup n > licin F_, = (—1)"*'F, ve L_, = (—1)"L, seklinde tanimlamr. Bu esitliklerin

gecerli oldugunu gérmek i¢in Binet formiillerinden yararlanilirsa :



off = —1 oldugundan

elde edildigi kolayca goriiliir. Hatta Lucas say1 dizisi i¢in de benzer yol izlenildigi takdirde
L_, = (—1)"L, esitliginin elde edildigi goriilecektir. Ayrica Fibonacci ve Lucas say1

dizileri icin iiretec fonksiyonlar1 sirasiyla

- t
Ftn:—

Ve

> 2—t
Y L= 2
o} 1—t—t

dir [1].

Tamm 2.3. a,b,p,q € Z ve baslangi¢ kosullart Wy = a, W; = b olmak iizere Horadam
dizisi

Wn:Wn(aab;p7Q) = an71+an727 n>?2 2.1

ile tamimlanir. Burada W,;, n. Horadam sayisidir [27],[28].

Horadam sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu

= t(b—
Y W = at1( pc;)
= 1—pt—qt

seklindedir. Ayrica Esitlik (2.1)’in karakteristik denklemi
W —ph—q=0

olup bu denklemin kokleri

_pHVPPt+4g vef=P" P> +4q
2

o
2



seklindedir. Bu dizinin Binet formiilii A = b — a3 ve B = b — aa olmak iizere

Ao — Bp"

W, =" °F

(2.2)

dir. Dikkat edilecek olursa Horadam dizisi Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin bir

genellestirmesidir. Ciinkii Esitlik (2.2) *de

a=0,b=1,p=1veqg=1alnirsa; W,(0,1; 1, 1)7_, yani Fibonacci say1 dizisinin,
a=2,b=1,p=1veq=1alnsa; W,(2, 1; 1, 1);_, Lucas say1 dizisinin,
a=0,b=1,p=2veqg=1alnirsa; W,(0,1; 2, 1), Pell say1 dizisinin,
a=0,b=1, p=1veq=2alnsa; W,(0,1; 1, 2)7_, Jacobsthal say1 dizisinin,
a=2,b=2,p=2veqg=1alnirsa; W,(2,1; 2, 1)7>_, Pell-Lucas say1 dizisinin,

a=2,b=1, p=1veq=2alnirsa; W,(2,1; 1, 2);°_, Jacobsthal-Lucas say1 dizisinin

elde edildigi goriilecektir.
2.2. ONEMLI CEBIRSEL OZDESLIKLER VE TOPLAM FORMULLERI

Literatiir tarandiginda bahse konu olan Fibonacci ve Lucas sayr dizileri ile ilgili
bircok 0zdeslik gormek miimkiindiir. Bu 6zdesliklerden bazilari bulan kisinin adiyla
Ozdeslesmistir. Asagida Fibonacci ve Lucas say1 dizileriyle ilgili baz1 6zdegliklere yer

verilmistir.

Teorem 2.4. italyan matematikci Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) tarafindan

verilen Cassini 6zdesligi, Fibonacci ve Lucas sayi dizileri i¢in sirasiyla n > 1 icin
Fn—an—H _Fn2 = (_l)n

Ve

Ly 1Ly —L2=5(-1)""

dir [1].



Ispat. 1lgili Binet formiilii kullanilir ise

Fy \Forr — F2 = (a"—;:gn—1> (an+olc:gn+1) - (a;:gn) (aa":gn)

olupa+B =1, a—B =5, aB =—1ve F = 1 esitlikleri kullanilip elementer islemler

() () ()
_ Ea "' B Brlam 4B )_(oc aﬁ+[3)

yapilirsa

FyiFpp1 —F7 =

5 5
_anflﬁnqtl _ ﬁnflanJrl +2anﬁn)
5

= —(ap)"! (OCZJFBZ—Z(W)

- @ (E)

= —(ap) 'R

= (-1

elde edilir ki bu istenendir. Lucas say1 dizisi icinde Cassini 6zdegliginin benzer sekilde

ispat1 yapilabilir. [

Cassini 6zdesliginin genellestirmesi asagidaki teoremde Eugene Catalan (1814-1894)

tarafindan verilmistir.

Teorem 2.5. Eugene Catalan (1814-1894) tarafindan verilen Catalan 6zdesligi, Fibonacci

ve Lucas say1 dizileri i¢in sirasiyla s € Z* olmak iizere n > s i¢in
2 —s+1 52
FysFois — Fy = (_1>n o g

veE

Ly sLyys—L2=5(—1)""F?

dir [1].



Ispat. Tlgili Binet formiiliinden hareketle

Fy Fpis—F2 = (an—s\;gﬁn—s> (an+s\;§ﬁn+s> - ( an\;gﬁn) ( an\;gﬁn)
_ (a2n _qSBs _ Bresgts +[32n) - <a2n _2anpn +[32n)

5 5
_an—an—l—s _ Bn—san—i-s _|_2anﬁn
- ; )
2s 2s SRS
o —-2a
— ~(apy (2R
5
o — ﬁs)Z
— —(aB)"*
(wpy (£
bulunur ve burada aff = —1 esitliginden yararlanarak
Fo—sFnis — Fn2 = _(_1)n_SFsz

—s+1 2
= (-1 HE

elde edilir ki bu istenendir. Lucas say1 dizisi i¢in de benzer sekilde ispati yapilabilir. [

Teorem 2.6. Fransiz matematik¢i Philbert Maurice d’Ocagne (1862-1938) tarafindan
verilen d’Ocagne 6zdesligi Fibonacci ve Lucas say1 dizileri i¢in sirasiyla n,s € Z olmak
lizere n > s i¢in

FnFs+l _Fn+1Ev == (_l)an—s

veE

Lan+1 _Ln+lLs = 5(_1)S+1Fn—s

dir [1].

Ispat. 11gili Binet formiilii kullamilip elementer islemler yapilirsa

() () (7))
(an+s+1 _ anﬁs+1 _ 'Bnaerl +ﬁn+$+l>

FnEv+l - Fn+1Ev -

5
an+1+s _ OC”"HﬁS . Bn-Has + ﬁn+1+s
-( s )
(_anﬁs—i—l _ﬁnas—i-l + an+1ﬁs+ﬁn+las
_ . )
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_ (o"B (=Bt o)+ B e’ (—a+p)
( ; )

(o —p)(a"B* — p"a’)

5

olur. Burada esitligi % ile carpip & — B = /5 ve af = —1 kullanilirsa

(a—B)(a'p —p'a) ()

FnEerl _Fn+1Fs =

o—p)? (aB)~

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. Benzer sekilde Lucas say1 dizisi i¢in de

d’Ocagne 6zdesligi gosterilebilir.

]

Yukarida verilen 6zdesliklerden farkli olarak, gerek Fibonacci dizisi gerek Lucas dizisi

ile ilgili bircok 6zdeslik litaratiirde mevcuttur. Hatta Fibonacci ve Lucas say1 dizileri

arasindaki bagintilar1 gosteren 6zdeslikler de mevcuttur [1]. Bu bahse konu 6zdesliklerden

bazilar1 agsagida verilmistir.

FoFp — Fypy bk = (_1)n_ka+k—an
Ly = LFyms1+ L1 Fam

LomLop = L;%Hn + L;%q—n - 4(_ 1 )m+n

n .
,Zl(—1>’*1Fl-+1 =(=)"'F,
1=

1

2n )
;1 FiFii ) = F2n+1 —1

1

n
§1F231>1 = (F23n+3F2”) /4
n
_zl Fy = (F3 —3Fn-1+2) /4
1=
Fm+ka—k — Fypsbp—s = (_ 1)m7stFk+s

Fm+n - m—HFn—H _Fm—an—l
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Pomi1FPon1 =F} i +Fh

Lom1Lonsr =Ly iy — By H4(=1)"7"
SFy=Ly—1Lny1+(=1)"

LyLyy1 = Lopy1+(—1)"

F? | —F}—F} | =3F,11FF

L3 L-L  =3L, Lyl

n+1"—

n
L (N)Fi=Fau,n>0
=

n
L ()Li=Lownn20
=

n .
igo(—l)’(’g)in = (—1)"F,
2 i 21\ Hi—1 B
.;0(_1) (i)2 Li=5

;0 (Z) Fanie = Lngme
2.3. FIBONACCI VE LUCAS POLINOMLARI

Polinom dizileri, say1 dizilerinde oldugu gibi rekiirans iligkileri yardimiyla tanimlanabilir.
Ozel say1 dizilerinden olan Fibonacci ve Lucas say1 dizileri gibi farkli dizilerin de rekiirans
bagmtilarmin katsayilar1 alarak olusturulmus 6zel polinomlar bulunmaktadir. Tlgi odag:
olan Fibonacci ve Lucas polinomlarinin tarihsel siirecine bakildiginda ilk olarak 1883’te
Belcikali matematik¢i Charles Catalan tarafindan ve daha sonra Alman matematik¢i Ernst
Jacobsthal (1882-1965) tarafindan ele alinmistir. Ayrica, 1970’ lerde Lucas polinomlari
adi1 verilen diger polinom ise Marjorie Bicknell tarafindan olusturulmustur. Yine M.N.S
Swamy tarafindan da 1966°da gelistirilmistir. Fibonacci polinomu olarak kabul edilen

polinom, Catalan tarafindan agagidaki gibi tanimlanmustir:

12



Fy(x) = 1 ve Fi(x) = x olmak iizere n > 2 i¢in
F, (X) =xF,_ (X) +F, > (x)
dir. Fibonacci polinom dizisinin ilk birka¢ terimi

= 1

= X

(x)
(x)

B(x) = ¥+1
(x) = X©+2x
(x) = x*4+3%+1

seklindedir. Lucas polinomlart 1970 yilinda Bicknell tarafindan su sekilde tanimlanmugtir:

Lo(x) =2 ve Li(x) = x olmak iizere n > 2 i¢in
Ly(x) =xLy—1(x)+ L,—2(x)

dir. Lucas polinom dizisinin ilk birkag¢ terimi

= x3—|—3x

(x)
(x)
L(x) = xX*+2
(x)
x) = x*+a?42

seklindedir [1].

Tanim 2.7. p(x) ve g(x) reel katsayili polinomlar olmak iizere n > 1 i¢in

Fpgn+1(x) = p(x)Fp gn(x) +q(x)Fp g n—1(x)
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rekiirans bagintis1 ve Fj, ,0(x) = 0, F, 4 1(x) = 1 baslangi¢c kosullar ile tanimlanan

polinoma (p,q)—Fibonacci Polinomu denir [29]. Dizinin ilk birkag terimi

Folx) = 0

F) = 1

B = o)

F(x) = p*(x)+4q(x)
Fi(x) = p’(x)+2p(x)q(x)

dir. Benzer sekilde; p(x) ve g(x) reel katsayili polinomlar olmak iizere n > 1 igin

Ly gn+1(x) = p(x)Lpgn(x) +q(x)Lp gn—1(x)

rekiirans bagimntist ve L, ,0(x) =2, L, 41(x) = p(x) baslangi¢ kosullar1 ile tanimlanan

polinoma (p,q)—Lucas Polinomu denir [29]. Dizinin ilk birkag terimi :

Lo(x) = 2

Li(x) = p(x)

Ly(x) = p*(x)+2q(x)

Li(x) = p’(x)+3p(x)q(x)

Li(x) = p'(x)+4p°(x)q(x)+24*(x).

dir.

Tamm 2.8. n > 2 i¢in iki degiskenli Fibonacci polinomlari baglangi¢ kosullari Fy(x,y) =0

ve Fi(x,y) = 1 olmak iizere

Fu(x,y) = xF—1(x,y) + yFp—2(x,y) (2.3)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir [30].
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Burada (2.3) rekiirans bagintisindan hareketle iki degiskenli Fibonacci polinomunun bir

kac terimi

Fo(x,y) = 0
Fi(xy) =1
B(xy) = x
F5(x,y) = *+y
Fy(x,y) = x> +2xy

seklindedir. Diger yandan n > 2 i¢in iki degiskenli Lucas polinomlar1 baglangic kosullari

Lo(x,y) =2 ve Li(x,y) = 1 olmak iizere
Ln(x7y) :an_l(x,y)+yLn_2(x,y) (2.4)
rekiirans bagintisi ile tamimlanir [30]. Benzer olarak bu polinomun da birkag terimi

=4

= X

(x,¥)

(x,y)
Ly(x,y) = x*+2y

(x,y) = x>+3xy

(x,y)

= X +4x?y+2y?

seklindedir.

(2.3) ve (2.4) iin karakteristik denklemi
h? —xh—y=0
olup bu karakteristik denklemin kokleri

o= 0fx,y) =
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dir. Ureteg fonksiyonlar sirasiyla

t

F, "=

ve
- 2 —xt

L "=
dir.
Ayrica n > 0 i¢in Binet formiilleri sirasiyla

a — B"

Fu(x,y) = o B ve L,(x,y) = a" + " (2.5)

seklindedir [30].

Iki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinom dizileri icin asagidaki esitlikler gecerlidir [31].
YE (644 () = Ba)

L?(x,y) + (=1)"14y" = (x> +4y) F7 (x,y)

Ly(x,y)Lpsa(x,y) — L2, (x,y) = (—1)"y" (x* +4y)

L (x,y) +2(=1)"1y" = Lpa(x,y)

YFy—1(x,) + Fpi1(x,y) = La(x,y).

Iki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinom dizilerinin genellestirilmesi iizerine de

calismalar yapilmis ve cesitli 6zdeslikler elde edilmistir [5], [32].
2.4. KUATERNIYON KAVRAMI

Tezin bu alt boliimiinde kuaterniyonlar ile ilgili gerekli tanimlar ve 6n bilgiler verildikten
sonra Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 verilmistir. Akabinde teze 6zgii Fibonacci ve
Lucas kuaterniyon polinomlarinin bir genellestirmesi olan iki degiskenli Fibonacci ve

Lucas kuaterniyon polinomlar1 sunulmustur.
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Tamm 2.9. ag,ay,a;,a3 € Rve 1,i, j, k kuaterniyon taban1 olmak iizere bir g kuaterniyonu

q = (ag,a1,a2,a3) = apl +aii+az j+aszk (apl = ao)

biciminde yazilabilen bir hiperkompleks say1 olup eg = 1,e1 =i,e2 = j,e3 = k ifadeleri

e(z) = 1, e%ze%ze%zeleza =—1 (2.6)
eje2 = e3, ee3 =¢e, €361 =€
€e] — —e3,e36e = —¢€], €163 = —€)

carpim kurallarini saglar. Dolayisiyla reel kuaterniyonlar kiimesi

Hr={q = ao+aie1 +azez +azes : ap,a1,a2,a3 € R}

seklindedir [33]. Tez boyunca reel kuaterniyonlar icin sadece kuaterniyon tabiri
kullanilacaktir. Hemen belirtilsin ki {eg,e1,e3,e3} taban elemanlart kendi aralarinda
carpma islemine gore degismeli degildir. Fakat Hr kiimesi birlesmelidir. Literatiirde
William Rowan Hamilton’ a istinaden kuaterniyonlar kiimesi i¢cin H sembolii

benimsenmistir. Hg kiimesinin sagladigi bazi temel aritmetik islemler asagida verilmistir.

2.4.1. Kuaterniyonlar icin Skaler ve Vektorel Kisim

3
q= arer = ageg +aie1 +arex + azes
k=0

kuaterniyonu

q=_584+V,

seklinde de yazilabilir. Burada g kuaterniyonunun skaler kismi

Sq = apeéo

ve vektorel kismi

Vy = are1 +azer +azes
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seklinde ayr1 ayr yazilabilir. Dolayisiyla g kuaterniyonu
Sq+Vy =apeo+aier +aze; +azes
seklinde skaler ve vektorel kismin toplami olarak elde edilebilir.

2.4.2. Kuaterniyonlarin Esitligi

qo = aptaje| +azer +aszes

veE

q1 =bo+bre; +byer + bzes

kuaterniyonlart igin,

ap = by, ay = by, ap =by, a3 =b3

oluyorsa gg ve g esit kuaterniyonlardir.
2.4.3. Kuaterniyonlar icin Temel Aritmetik Islemler

qo = ap+aje| +azey +azes, g1 = by +bie) +brey +bzez ve qo = co+cre) +crex +cze3

tic reel kuaterniyon ve u € R olmak iizere;

(i) Iki kuaterniyonun toplami
qo+q1 = (ao+bo) + (a1 +b1)e1 + (a2 + ba)er + (az + b3 )es
(if) 1ki kuaterniyonun farki

g0 —q1 = (ao — bo) + (a1 —b1)e1 + (a2 — ba)es + (az — bz )es

(iii) Bir reel say1 ile kuaterniyonun ¢arpimi

1go = Hag+ (Hai)er + (Laz)es + (Has)es

18



(iv) Iki kuaterniyon ¢arpimi

qoq1 = (ap+aie; +azer+azes)(bo+bier +bres + bzes)
= aopbo+ apgbie; + agbrer + apbzes
+aiboe; +aibie? +aibrerey +arbzeies
+arboey +arbrereq + azbze% + arbzeses

+azbge; +azbieze; +azbrezer + a3b3e%
olup burada esitlik (2.6) kullanilirsa

qoq1 = apbo+apbier +apbres + apbses
+aibpe; —a1by1+a1bres —abszer
+ayboer — arbiez — arby + arbze

+aszboes +asbiey —aszbre —azbs
bulunur ve sonug olarak

qoq1 = (aobo —aiby —axby —azb3)
+(apby + arbo + axbsz — azby)e;
+(a0b2 —aibsy+axby + a3b1)€2

+(aobs + a1by — axby +azbp)es
elde edilir.
(v) Toplama isleminin degisme 6zelligi vardir. Yani
q0+4q1 =q1+qo
dir.
(vi) Toplama isleminin birlesme 6zelligi vardir. Yani
g0+ (q1+q2) = (q0+q1) + 2
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dir.

(vii) Carpma igleminin toplama iglemi iizerine soldan ve sagdan dagilma 6zelligi vardir.

Yani

q0(q1+q2) = q0q1 +qoq2
ve

(g1 +92)q0 = q190 + 4290
dir.

(viii) Carpma igleminin birlesme 6zelligi vardir. Yani

q0(q192) = (q091)q2

dir.

(ix) Carpma igleminin degisme ozelligi her zaman gegerli degildir. Yani

qo041 = 4190

olmasi gerekmez.

2.5. FIBONACCI VE LUCAS KUATERNIYONLARI

Tam say1 dizilerinden katsayilarin alinmasiyla olusturulmus Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlar1 [9] da Horadam tarafindan tanitilmistir.  Yine ayni calismada
yazar bu kuaterniyonlarin cesitli 6zelliklerini ¢alismig ve genellestirilmis Fibonacci
kuaterniyonlarin tiiretmigtir. Siire¢ icerisinde Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlariyla
ilgili bircok caligsmalar yapilmis olsa da Halici tarafindan [17] calismasi ile bu
kuaterniyon dizilerine ilginin arttig1 goriilmektedir. Tezin bu kisminda Fibonacci ve

Lucas kuaterniyonlariyla ilgili 6zet bilgi sunulmustur. Ayrica teoremler ispatsiz verilmistir.

Tamm 2.10. F,, n. Fibonacci sayis1 ve L,, n. Lucas sayis1 olmak iizere n > 0 icin

20



n. Fibonacci kuaterniyonu

On=F,+F i+ Fyoj+Fysk (2.7)
ve n. Lucas kuaterniyonu

Ky =Ly+Lyy1i+Lyyoj+ L3k (2.8)

ile tammlanir [9]. Burada {i, j,k} taban elamanlar1 i¢in Egitlik (2.6) daki ¢arpim 6zellikleri

gecerlidir.

Ayrica esitlik (2.7) ve esitlik (2.8) in rekiirans bagintilar sirasiyla

Qn+2 = Qn+1 + Qn

veE

Kn—|—2 = Kn—|—l + Ky

dir. Gortildiigii gibi karakteristik denklemleri aynidir. Yani karakteristik denkelemi
WP—h—1=0

olup karakteristik denklemin kokleri o0 = HT\B ve B = 1%6 seklindedir.

Teorem 2.11. (Binet formiilleri) n. Fibonacci kuaterniyonu Q,, ve n. Lucas kuaterniyonu

K, olmak tizere n > 0 i¢in Binet formiilleri sirasiyla

_Qan—éﬁn
0=

veE

bigimindedir. Burada o = 1+ io + jo* +- ko ve B = 1+if + jB% + kB> dir [17],[34].
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Teorem 2.12. (Uretec Fonksiyonu) Q, Fibonacci kuaterniyonu icin iirete¢ fonksiyonu

iQtn_t+i+j(t+l)+k(t+2)
= 1—t—12

seklindedir [17].
Teorem 2.13. n € N olmak iizere Q,,, Fibonacci kuaterniyonu i¢in iirete¢ fonksiyonu

- Qm+Qm—lt
==
’E)Qm—b—n 1 —t—t2

seklindedir [17].

Teorem 2.14. (Cassini 6zdesligi) n € NT olmak iizere Fibonacci kuaterniyonlari i¢in
Cassini 6zdegligi

0n-10n+1— 05 = (—1)" (201 —3k)

seklindedir [17].

Teorem 2.15. Fibonacci kuaterniyonlart ile ilgili asagidaki esitlikler gecerlidir:

(i) IIk n+1 teriminin toplami

Y 0i=0n2— 01,
i=0

(ii) Cift terimlerinin toplam1
n
Z Q2i = Q2n+1 - (1707 17 1)7
i=0

(iii) Tek terimlerinin toplami

n—1
Y. Osit1 = 02— 0o,
i=0

(iv) n > 0 igin
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veE

dir [17].

Ayrica Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 arasinda

Qn + Kn - 2Qn+l

K, — Qn = 2Qn—l

KnQn+1 - Kn+1Qn = 2(_1)n(2Q1 - 3k)

esitlikleri de gegerlidir [16].
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3. IKi DEGISKENLIi FIBONACCI VE LUCAS KUATERNiYON
POLINOMLARI

Bu boliimde, iki degiskenli Fibonacci kuaterniyon polinomlar: ve iki degiskenli Lucas
kuaterniyon polinomlar1 tamtildi. Iki degiskenli Fibonacci ve Lucas kuaterniyon polinom
dizileri icin iirete¢ fonksiyonu, Binet formiilii, binom formiilleri, bazi temel 6zdeglikler
ve cesitli toplam formiilleri elde edildi. Dahas1 bu kuaterniyon polinomlar1 i¢in matris

gosterimi olusturuldu [35].

3.1. IKi DEGISKENLI FIBONACCI VE LUCAS KUATERNIYON
POLINOMLARI UZERINE

Simdi tanitilacak olan polinomlar yeni bir kavram olup iki degiskenli Fibonacci kuaterniyon
polinomlart i¢in kisaca (QBF) ve Lucas kuaterniyon polinomlari i¢in (QBL) gésterimi

kullanilacaktir.

Tamm 3.1. F,;(x,y), (n+ k)—mc1 iki degiskenli Fibonacci polinomu olmak iizere iki

degiskenli Fibonacci kuaterniyon polinomlari

3
OBF,(x,y) = Y Fapi(x,y)ex = Fu(x,y)e0 + Fur1 (x,y)e1 + Faya(x,y)e2 + Foy3(x,y)es

k=0
(3.1)

dir.

3
QBFn+1(X,y) = ZFn+l+k(x7y>ek
k=0
3
= Y (Fpi(x,y) + Pk (x,y)) ek
k=

:xz

k=0

3
Foi(x,y)ec+y Y, Fupr—1 (x,y)ex
i=0
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olup

OBFy(x,y) = ei+xes+ (xz +y)es,

OBFi(x,y) = eo+xei+(x*+y)ex+ (x° +2xy)es
baglangi¢ polinomlart ile

OBF 11(x,y) = xQBF,(x,y) + yOBF,_1(x,y),n > 1 (3.2)

rekiirans bagintis1 elde edilir.

Tamm 3.2. L, (x,y), (n+k)—mnc1 iki degiskenli Lucas polinomu olmak iizere iki

degiskenli Lucas kuaterniyon polinomlar1

3
OBL,(x,y) = Y Lusx(x,9)ex = La(x,y)e0 + Luy1(x,y)e1 + Lut2(x,y)e2 + Lut3(x,y)e3

k=0
3.3)
dir.
3
OBLy1(x,y) = Y Loyipa(x,y)e
k=0
3
= Y Lok (x,y) + YLy k-1 (x,y)) ek
k=0
3
= xY Ly(xy €k+yZLn+k 1(x,)ex
k=0 k=0
olup
OBLy(x,y) = 2ep+xe;+ (x2 +2y)er + (x3 + 3xy)es,
OBL|(x,y) = xey+ (x2 +2y)e; + ()c3 +3xy)es + (x4 +4x%y + 2y2)e3
baglangi¢ kosullar ile
OBL,11(x,y) =xQBL,(x,y) +yOBL,_1(x,y), n > 1 (3.4)
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rekiirans bagintis1 elde edilir.

Esitlik (3.2) ve Esitlik (3.4)’deki rekiirans bagintilarindan hareketle iki degiskenli Fibonacci
kuaterniyon polinomu ve iki degiskenli Lucas kuaterniyon polinomlarinin karakteristik

denklemi

W —xh—y=0 (3.5)

olup esitlik (3.5) de ki karakteristik denklemin kokleri

x++/x2+4y

2

rmvreTYy V2 +4y (3.6)

ve Blxy) = T2

a(x,y) =

dir. Tezin bu boliimiinde bundan bodyle kolaylik agisindan a(x,y) = o, B(x,y) =

notasyonlar1 kullanilacaktir.

Esitlik (3.6)’daki koklerden

at+f = x (3.7)
o — = Vx2+4y
af = -y
a _ @
B
b _ P
o y

esitlikleri elde edebilir.

32. IKi DEGISKENLI FIBONACCI VE LUCAS KUATERNiIYON
POLINOMLARI iCIN TEOREMLER

Uretec fonksiyonlar1 sabit katsayili lineer homojen rekiirans bagintilar1 ¢c6zmede ¢ok
kullamghdir. Asagidaki teoremde iki degiskenli Fibonacci ve Lucas kuaterniyon
polinomlari icin iirete¢ fonksiyonlart olusturulmustur. Lemmada ise olusturulan bu
tirete¢ fonksiyonlarinin yeniden diizenlenmis hali verilmistir. Ayrica ispatlart verilirken
iki degiskenli Fibonacci kuaterniyonunun ispatina benzedigi icin iki degiskenli Lucas

kuaterniyonlarinin ispati yapilmamuisgtir.
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Teorem 3.3. n > 0 olmak tizere QBF ve QBL polinomlari icin iirete¢ fonksiyonlar sirastyla

> BFy(x,y)+ (OBF(x,y) —xQOBFy(x,y))t
o — xt — yt
ve
= . OBLy(x,y)+ (OBL{(x,y) —xOBLy(x,y))t
= —xt —yt
dir.
Ispat. QBF polinomunun iirete¢ fonksiyonunu olusturmak icin kuvvet serisinden
yararlanilirsa
Y OBF,(x,y)i"
n=0

= QBF()(X,y) +OBF (xay)l + QBFZ(x7y)t2 +...t QBFn(xay)tn +..

olup ¥, OBF,(x,y)t", (—xt) ¥. OBF,(x,y)t" ve (—yt*>) Y. OBF,(x,y)t" esitlikleri yine
n=0 n=0 n=0
kuvvet serisinden bulunarak taraf tarafa toplanirsa

i OBF, (x,y)t" +(—xt) i OBF, (x,y)t" + (—y1°) i OBF, (x,y)t"
= anlgFo (x,y) + (QBF (x,y;_—onBFo (x,y))¢ "

+(QBF;(x,y) — xQBF\ (x,y) — yOBFy(x,))*

+...

+(OBF,(x,y) —xQBF,_1(x,y) —yOBF, (x,y))t"

+...

ve Egsitlik (3.2) gozoniine alinarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
Y OBF, (x,y)i"(1 =t —y1*) = QBFy(x,y) + (QBFi(x,y) — xQBFo(x,y))t
n=0

bulunur ve buradan da

- n__ QBFo(x,y)+(QBF1(x,y)—xQBFo(x,y))t
n;OQBFn(va)t - 1—xt _yt2

elde edilir.
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Benzer sekilde islemler yapilarak QBL polinomunun iirete¢ fonksiyonu da elde edilir. [

Lemma 3.4. n > 0 olmak tizere QBF ve QBL polinomlarinin Teorem 3.3’deki iiretec

fonksiyonlar1 yeniden diizenlendiginde, sirasiyla

OBF, (x,y)—BOBFy(xy) _ QBF)(x,y)—aQBF(x.y)
ot

- = 1—Bt
OBF,(x,y)t" = (3.10)
,;O n( ) o — B
ve
o QBLl(X,)’i*ﬁQBLO(XaY) _ QBLl(va)I*%QBLo(XaY)
OBL,(x,y)t" = —o Pt (3.11)
¥ 08wy —
elde edilir.

Ispat. Esitlik (3.2) ile Teorem 3.3 gdzoniine alinirsa

- n__ QBFo(x,y)—l—(QBFl(x,y)—xQBFo(x,y))t
,;)QBFn(xvy)t = 1—xt —ye2

oldugu biliniyor. Burada Esitlik (3.7) uygulanirsa

- n__ QBFO(x,y)+(QBF1(x,y)—(OC—i—ﬁ)QBFo(x,y))t
2l - (1—an)(1- 1)

olup, dnce esitligin sag tarafi (a — f) ile carpilip béliindiikten sonra elementer islemler

yapilirsa

io OBF, (x, )"
_ (QBFo(w) + (OBFi(x,y) — (a+ﬁ)QBFo(x,y))t> < <a —B)
(1—ar)(1—Br) o—p
aQBFy(x,y) + €QBF} (x,y)t — > QBFy(x,y)t — af QBFy(x, )t
—BOBF(x,y) — BOBFi(x,y)t + aBOBF(x,y)t + B*OBFy(x,y)t
(1—oar)(1—pt)(c—p)

olur ki simdi de yine esitligin sag tarafinin pay kismina QBF;(x,y) ekleyip ¢ikarilip

elementer islemler yapildiktan sonra

Y OBF,(x,y)t"
n=0
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aQBFy(x,y) + aQBF; (x,y)t — a>QBFy(x,y)t — a«BOBFy(x,y)t — BOBFy(x,y)
—BOBF; (x,y)t + af QBFy(x,y)t + B*QBFy(x,y)t + QBF (x,y) — OBF; (x,y)
(I—at)(1-pt)(a—p)
QBFI (xay)(l _ﬁt) +BQBF()(X,)))(—1 +ﬁt) +QBF1(x,y)(—1 + (Xt) + (XQBF()(X,y)(l - OCI)
(1=pt)(1—ar)(x—PB)
(1—-Pt)(OBF(x,y) — BOBFy(x,y) + (1 — at)(QBFy(x,y) — OBFi (x,y))
(1=Bt)(1 —at)(a—p)

elde edilir. Son kez diizenleme yapilirsa

- 1 BF — BOBK BF — QQBK
ZQBFn(x7y)tn: (Q l(xvy) BQ 0(x7y) _Q 1()6,)7) Q O(X,y))
o o—p 1—at 1— Bt

ispat tamamlanmis olur.
Benzer yol izlenerek QBL polinomunun ispati yapilabilir. [

Lemma 3.5. F,(x,y) ile L, (x,y) sirasiyla iki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlart

olmak iizere k > 0 icin

(i) Fk+1(x7y) r aFk(xay) = Bk

ﬁFk(xvy) = ot

Lk+l (x,y) — ﬁk

(if) Feg1(x,y) —
(i) aly(x,y) —

o—p
(iv) LkH(x,fx):ng(x,y) = of
dir.

Ispat. Tiimevarim ydntemi ile ispat yapilabilir. k = 1 i¢in F>(x,y) — aFi(x,y) = (¢ + ) —
a = B dir. Kabul edelim ki k = n— 1 igin F,(x,y) — aF,_(x,y) = B"~! dogru olsun. O

halde k = n icin de dogru oldugu gosterilmek istenirse

Bn — Bn—lﬁ
= (Fa(x,y) — aF—1(x,y))B

= ﬁFn(X,y) - aﬁFn—l(xvy)
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dir. Esitlik (3.2) gozoniine alinip elementer islemler yapilirsa

B" = (a+B—a)F_1(x,y) — afFy(x,y)
= (a+B)Fu(x,y) — aF(x,y) — aBFy1(x,y)
= xFy(x,y) +yF-1(x,y) — aFy(x,y)

= Fupi(xy) — aF(x,y)
oldugundan ispat tamamlanur.
Ayrica (ii),(iii) ve (iv) de (i)’ye benzer sekilde yapilabilir. O

Asagidaki teoremde Lemma 3.4 ve Lemma 3.5 kullanilarak QBF ve QBL polinomlarinin

Binet formiilleri elde edilmistir.

3} 3

Teorem 3.6. o* = ¥, a*e; ve B* = ¥ Ber olmak iizere QBF ve QBL polinomlarinin
k=0 k=0

Binet formiilleri sirasiyla

a*a — B*B"
OBF,(x,y) = Tgﬁ
ve
OBL(x,y) =a o+ *B"
seklindedir.

Ispat. QBF polinomlarinm iirete¢ fonksiyonu

s n__ QBFo(x,y)+(QBF1(x,y)—xQBFo(x,y))t
r;)QBFn@,y)t = —

idi. Burada Lemma 3.4 kullanilirsa

QBFI(X,y) —ﬁQBFO(X,y) . QBFI(va) - (XQBF()(X,y)

- 1—oat 1— Bt
OBF, (x,y)t" =
N ap
olur.
! = i o"t" ve ! = i B"t"
l—ot = 1-Bt =

30



esitliklerinden

: | (QBF(xy) - BOBF(x)) T o
X OBRLey)" = o B
(0BF(x.) ~ QBF (x.) X p"r"
a—P

3
olur. Tanim 3.1 de QBF,(x,y) = Y F,.x(x,y)e, idi. Burada n = 1 i¢in QBF(x,y) =

3 3
Y Fir1(x,y)ex ve n =0 igin QBFy(x,y) = Y, Fi(x,y)e; kullanilirsa
k=0

3 v
Y (Fit1(x,y) — BFi(x,y))er ¥ a"t"
k=0 n=0

nngBFn (x,y)f" = = p

o)

3
k§0<Fk+l(x7y) —aFi(x,y))ex X B"t"

n=0
a—p

olup burada da Lemma 3.5 kullanilirsa

3 o 3 o)
Y ofe ¥ oMt — Y Bley ¥ B

k=0 n=0 k=0 n=0
o—p

Y OBF,(x,y)i" =
n=0

3 3
bulunur. Ayrica a* = ¥ a*e; ve B* = ¥ B¥er denilirse
k=0 k=0

- n__ .- a*an_ﬁ*ﬁn n
nngBF(x,y)t _n;)(—a—ﬁ )z

elde edilir. Yukaridaki adimlar izlenerek OBL polinomu i¢in de Binet formiiliiniin ispati
]

yapilabilir.
Teorem 3.7. Her k € N ve m,s € Z i¢in

. QBFv(x;y) — (_y)mQBvam(xay)x

- k
];) QBka+S (x,y)x - 1— Lm (x,y)x n (_y)mx2
ve
S k _ OBL(x,y) — (—y)"QBLy—m(x,y)x
k:ZOQBLmk-i-s(xvy)x - 1 _Lm(x,y)x+ (_y)mx2
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dir.
Ispat. QBF polinomlarimin Binet formiiliinden
oo a*amk+s _ B*ﬁmk+Sxk

i OBFyess(x,y)x* = Y

=0 =0 o—p

yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

Y 08fui) = S5 Y i PRy prid

k=0 a—B = =
_ o’ mxk_ B* . mxk
= w_B k:O(a A B k:O(ﬁ )

elde edilir. Burada seri toplamindan

iQBkaﬂ(X,y)xk:a*as( 1 ) ﬁ*ﬁs( 1 )

= a—B\l—amx) a—p \1-pmx

olup elementer islemler yapilinca

> B I a*a®(1—B"x) 1 B*B*(1—a™x)
k;oQBka—l-s(xvy)xk - a_B (1 _ Ot’"x) - a_B (1 _Bmx)
1 (a*as_ﬁ*ﬁs)_(a*asﬁm_ﬁ*ﬁsam)x
a—p 1—(am+B™)x+ (aff)x?

S (o (£

1= (o4 Bt (o)

olur ki Esitlik (3.7) ve Tanim 2.5’den

- \ _ OB ()~ (1) QBF: n(x,)
e

elde edilir.

Ayrica QBL icin de ayni adimlar izlenerek

- k QBLS(xay) - (_y)mQBLs—m(xay)x
k:ZOQBLmk—FS(xJ))x - 1 _Lm(x,y)x+ (_y)mx2

elde edilir. n

Asagidaki iki teoremde QBF ve OBL polinom dizileri icin toplam formiilleri tiiretilmistir.
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Teorem 3.8. OBF ve OBL kuaterniyon dizilerinin ilk » terim toplamu sirasiyla

OBFy(x,y) — OBF,1(x,y)

n —YOBF,(x,y) — %
L OBF () = @ - 1)
QBL()(X,y) - QBLrH-l (xay)
n —YOBL,(x,y) — ("B + B*x)
& OBl = @ D1
dir.

Ispat. T1gili Binet formiilii geregi

Y 0BR(vy) = y LEBF
k=0

I
Q‘

[ |— ©
VN
R
*

N agE
R

i
|

=

*

1=
=

bl
~_—

dir. Burada

seri toplamlarindan
n 1 an—H -1 Bn—H -1
I iy Gl i

olup gerekli elementer islemler yapilinca

1 (oc*oz;il 1— at B*ﬁ[’;*_l 1—[3*)

n
OBF(x,y) =
L aF
a*an+lﬁ . a*B . a*an+l + ot

1 _aﬁ*ﬁn+l+aﬁ*+ﬁ*ﬁn+l_ﬁ*

o—p (a—1)(B-1)
* N R*RN * on+1__ pxpntl
_ 1 aﬁaaa_gﬁ _aaa_[ﬁiﬁ
(a—l)(ﬁ—l) +a;:g* B a*g:gﬁ*
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bulunur ki burada aa:g = OBFy ve Esitlik (3.7) uygulanirsa

OBFy(x,y) — OBFy11(x,y)

—YOBF, (x,y) — “E-F¢
(a—1)(B - 1)

n
) OBFi(x,y) =
k=0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

OBL polinomu i¢in de ilgili Binet formiilii kullanilarak benzer yontemle ilk » terimin

toplam formiilii ispati bulunabilir. U

Teorem 3.9. Her m,s € Z icin

(_y)m (QBan+S(x7y) - QBFS—m(xvy))

2L _QBan-i-m-i-s(xay) +QBF3(X,y)

BFm sAy —
L OBF s (53) ()"~ In(ry)

veE
(=)™ (QBLun+5(x,y) — OBLy—(x,y))
Zn: OBLos.(r1y) = —OBLynym+s(x,y) + OBLg(x,y)
=0 1+ (=y)™ = Lu(x,y)
dir.

Ispat. Binet formiilii ve Esitlik (3.7)’den

n
Z OBFyyj15(,y)

k=0

n a*akars . ﬁ*Bkars

- ¥

k=0 o«—p
oo’ & * n
- B a5
B OC*OCS amn+m_1 B ﬁ ﬁanrm_l
=l am—1> = ﬁ’“—l)
(a*amn-i—m-i-sas)(ﬁm_ ) (ﬁ*ﬁmn+m+s_l)(am_1)

(a—B)(@" B —an—Bn+1)  (o—B)(aB" —an—Br+1)
(o* QmmtmEs gm o e tmts ot oS B+ of o)
(a— )1 + a7 — an— B)
(BB g — B — BB+ B )
(a=B)(1+o"p" — o — )
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( B )m (a*amn+x7ﬁ* amn+x) (OC* amn+m+s7ﬁ*[3mn+m+x)
o

a—p a—f
(Otﬁ)m(a o’ Z:[ﬁ;oﬁ ) + (a a;:g o)

(1+ampm—(am+p™))
(_y)m (QBan—O—s(xay) - QBFs—m(xay))

_QBan—i-m—i-s(xvy) + QBFs(x,y)
(1+ampm— (o +p™))

olup ispat tamamlanir. Diger durum da benzer yolla ispatlanabilir. [

Asagidaki teoremde QBF ve QBL polinomlarini iceren bazi binom toplamlari verilmistir.

Teorem 3.10. » € N olmak iizere tek ve cift terimlerine gore toplam formiilleri

()
:ZO <Z) ¥ OBF(x,y) = OBFu(x.y)
(i)
;(,)(Z) Y' T X QBF 1 (x,y) = OBFopi1(x,)
(iii)
3 () 0nL(e) = 08La()
(iv)
];O@ V' A OBL 1 (x,y) = OBLon 1 (x,)
seklindedir.

. n
Ispat. P=1Y (Z) v *x*QBF; (x,y) olsun. P nin sag tarafina Binet formiilii uygulanirsa:
k=0

- B0
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- -5 e

=0

olup elementer iglemler yapilinca

@ aa) By p)
= o
bulunur. Esitlik (3.7)’den
* 20 RA*R2n
p - % B*B
o—p

= (OBF;, (xvy)
elde edilir ki bu istenendir.
Ayrica (ii),(iii) ve (iv) durumlar (i) ye benzer sekilde ispatlanabilir. O

Simdi ise bilinen bazi 6zel 6zdesliklerin QBF ve QBL polinomlari icin sonuglari

incelenecektir.

Teorem 3.11. (Catalan Ozdesligi) n,k € N ve k < n olmak iizere QBF ve QBL icin Catalan

Ozdeslikleri sirasiyla

a*ﬁ*ﬁk_ﬁ*a*ak>

QBFn—k(x7Y)QBFn+k(x>y) - QBFnz(xvy) = (_y)nika(xvy) < o _B

Ve

QBLn—k(xay)QBLn—i—k(x?y) - QBLI%()C?y) - _(_y)nika()@y)(a*ﬁ*Bk - *oc*ak)(oc—B)

seklindedir.

Ispat. 11gili Binet formiilii ve Esitlik (3.7) kullamlirsa

O o e g wa
- ( a—p )( a—p )‘( a—p )( a—p >

(a*a*azn_ (X*ﬁ* OC"_kﬁrH'k—ﬂ* ot ﬁn_k (x”+k+B*ﬁ*[32"

(a—B)?
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_OC*OC*OCZH—OC*B* aan_ﬁ* o* ﬁnan+ﬁ*ﬁ*ﬁ2n
(@ —p)?

= —(a_l )2 (— (X*ﬁ* (X”*kﬁnJrk—FOC*ﬁ* anﬁn_ﬁ* a* ﬁnfk an+k+ﬁ* ot ﬁ”a”)
! *B* n ¢ *Qx n P nak * % n
— g (B @B, @B apy - o (ap) G+ pat(ap))
_ (aB)" e o [(OF—BF . . [ BF—oF
) <<>¢—B>2<‘“3 (—ak )““‘( * ))
_ _(ap) (a*ﬁ*(a"—ﬁ")ﬁ"+ﬁ*a*(ﬁ"—a")a")
(¢—B) (aB)k
B " s OCk—Bk a*B*ﬁk—ﬁ*a*ak
~ (apriapy (45 ) (CEE L)
B ne (Xk—ﬁk a*ﬁ*ﬁk—ﬁ*a*ak
- e () ()
* Q¥ QK _ Q% y* yk
— (=) B(x,y) (O‘ B Ba_lg oo )
olup ispat tamamlanir.
Benzer adimlar Lucas kuaterniyon polinomu icin de uygulanirsa ispat yapilabilir. L]

Teorem 3.12. (Cassini Ozdesligi) n keyfi bir dogal say1 olmak iizere QBF ve QBL icin

Cassini 6zdeslikleri sirastyla

crp o)

QBFn*I(x’y)QBFYhLI(x’y) _QBFnz(xay) = (_y)"_l ( a_ﬁ

Ve

OBL,—1(x,y)@BLy1(x,y) — OBLy(x,y) = —(—y)""'(a’B"B — B* " ar) (o — B)

dir.

Ispat. Hem QBF hem de QBL igin Catalan Ozdesliginde k = 1 alinirsa Cassini 6zdesligi
elde edilir. n

Teorem 3.13. (d’Ocagne Ozdesligi) n, k € N ve k > n olmak iizere QBF ve QBL icin

d’Ocagne 6zdeslikleri sirasiyla

ot Brakn B*a*ﬁkn)

QBFk(xay)QBFn-i-l(xvy) - QBFk+1(x,y)QBFn(x,y) = (_y)n ( o _B

37



veE

OBLA(¥.)OBLy11(x,y) ~ OBLy+1 (. ) OBLn(x.y) = ()" (@ B*a* " = B*a"B~" ) (a— B).

dir.

Ispat. QBF polinomu i¢in sol tarafa Binet formiilii uygulanirsa

QBFk(xvy)QBFn—H (X,y) - QBFk+l(xay)QBFn(xay)

_ (a*ak_ﬁ*ﬁk) (a*an+1_ﬁ*ﬁn+l)_(a*ak—i—l_ﬁ*ﬁk-i-l) (a*an_ﬁ*ﬁn>

o—p o—p o—p o—p
a*a*ak+n+1 _ a*ﬁ*akﬁn+l . B*a*ﬁkan+l +B*ﬁ*ﬁk+n+1
B (a—p)?
a*a*ak+1+n _ a*ﬁ*ock“[}” _ B*(x*ﬁk“a” +B*B*Bk+l+n

(a—B)?

B _a*ﬁ*akﬁn—i-l +a*ﬁ*ak+lﬁn _ﬁ*a*ﬁkan—l—l +ﬁ*a*ﬁk+lan
(a—p)?

_ o'Brofpr(a—pB)+BratBra(B—a)

(a—B)?
ve esitlik % ile carpilip diizenleme yapilirsa

OBFi(x,y)OBF, 1 1(x,y) — OBFi1 (x,y) OBF, (x,y)
a*ﬁ*akfn _ B*a*ﬁkfn
(o —B)(aB)™"
B . a*B*ak‘”—B*a*B"_”
(=) ( a_p )

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmais olur.
QBL polinomlari icin de ayn1 sekilde ispati gosterilebilir. 0

Asagidaki teoremde ise bu 6zel 6zdesliklere benzer bir 6zdeslik daha elde edilmistir.

Teorem 3.14. n > 0 olmak lizere asagidaki esitlikler saglanir:

(a*)za2n+l . (ﬁ*)ZBZn—H

o—p

YOBF?2(x,y) + QBFn2+1 (x,y) =
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veE
YOBL; (x,y) + OBLy 1 (x,y) = (a— B) ()™ — (B*)*B*"*).

Ispat. Binet formiilii ve (3.7) esitligi kullanilirsa

YOBF?2(x,y) + OBFZ_,(x,y)
_ <(X*an_ﬁ*ﬁn) ((x*an_ﬁ*ﬁn) . (a*an—H _ﬁ*Bn—l—l) <a*an+l —B*ﬁ”“)

o—p o—p o—p o—p
_ y(a*)zazn—ya*ﬁ*a”ﬁ”—yB*a*ﬁ”Ot”+yﬁ*B*ﬁ2”
(a—p)?
a*a*a2n+2 _ a*B*a”*'B”“ _ﬁ*a*Bn-i-lan-i-l +I’)>*[3*B2n+2
(a—p)?
B y(a*)2a2n_|_(a*)2a2n+2+y(ﬁ*)2[32n+(B*)2B2n+2
B (a—p)?
(@) (y+ o) + (B7)2B¥(y + )
(@ —p)?
_ (a")a¥a(a—B)— (B)’BB(a—p)
(@—p)?
(a*)2a2n+1 _ (B*)ZﬁZn—H
= o B
elde edilir. Diger durum da benzer sekilde gosterilebilir. [

33. IKi DEGISKENLI FIBONACCI VE LUCAS KUATERNIYON
POLINOMLARININ MATRIS GOSTERIMI

Matris metodu sadece farkli 6zdeglikler bulmak icin degil, rekiirans bagintis ile ilgili
calismalarda cebirsel gosterimler icin de kullanilabilir. Asagida, literatiirdeki cesitli say1
dizileri, polinomlar ve kuaterniyonlarla ilgili King’in olusturdugu matrislerin roliinii
istlenen matrislere yer verildi. Daha sonra bu iirete¢ matrisler gézoniine alinarak iki
degiskenli Fibonacci kuaterniyon polinom dizisi matrisi Mgpr ve iki degiskenli Lucas

kuaterniyon polinom dizisi matrisi Mg, olusturulmustur.
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0> = Q0= — —
1 0 1 0 11 B K
2 1 11 3 2 Fy, F
0 = Q0= — —
11 1 0 2 1 I )
3 2 11 53 Fs F
ot = Q0= — —
2 1 1 0 3 2 FE K

Goriildiigi gibi 2x2 tipindeki Q-matrisinin kuvvetleri alindiginda elde edilen yeni
matrislerin elemanlar1 yine Fibonacci say1 dizisinden olugsmaktadir. Buradan hareketle

King tarafindan tanimlanan Fibonacci say1 dizisi matrisi :

1 1
O(x) =
10
olmak tizere
; Fpi1(x)  Fu(x)

bicimindedir [7].

Lucas say1 dizisi matrisi :

F, F 1 2
o= """ " | ver=
F, F,_ 2 —1
olmak {izere
R Qn . Ln+1 Ln
Ln Lnfl
seklindedir [8].
Pell say1 dizisi matrisi :
2 1
M =
1 0
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olmak tizere

M — P, n+1 P,
Py P
seklindedir [36].
Fibonacci polinom dizisi matrisi :
x 1
0=
1 0

olmak iizere
0" Fu1(x)  Fu(x)
F, (x) F,_4 (x)

seklindedir [37].

Lucas polinom dizisi matrisi :

olmak tizere
Lyy1(x)  La(x)

CO(x)" =
L, (x) L,_ 1()6)

seklindedir [38].
Pell polinom dizisi matrisi :

2x 1

P =

1 0

olmak iizere
o [P B

P,(x) Pi—1(x)

seklindedir [39].
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Iki degiskenli Fibonacci polinom dizisi matrisi :

olmak tizere

Fn+1(x7y) Fn(xay)

VE.(x,y)  yF,-1(x,)

Q"(x,y) =

seklindedir [5].
Iki degiskenli Lucas polinom dizisi matrisi :

x 1 42y x
O(x,y) = ve P(x,y) =
y O xy 2y

olmak tizere

PQn(X,y) il Ln+1 ('x7y) Ln('x7y)

yLa(x,y)  yL,—1(x,y)

seklindedir [5].
Fibonacci kuaterniyon matrisi :

Halici [17] de Fibonacci kuaterniyon matrisini

0> 0O
01 Qo

seklinde tanimlamugtir. Bu iirete¢ matristen hareketle Patel ve Ray [40] da (p, ¢)-Fibonacci

sayilari icin iirete¢ matrisini
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olmak tizere

Fn—H C[Fn
Fn anfl

seklinde verip elemanlar (p,q)-Fibonacci kuaterniyon olan (p, ¢)-Fibonacci kuaterniyon

matrisini
Fri1 F
MQ} _ Q n+ q Q n
OF, qQF,—
seklinde elde etmislerdir.
Lucas kuaterniyon matrisi :
[41] de Lucas kuaterniyon matrisi
Kn+1 K,
Mgy =
Ky Ky

seklinde calisilmistir.

Pell kuaterniyon matrisi :

Szynal-Lianna ve Wloch [13] de Pell kuaterniyonlar i¢in iirete¢ matrisini n > 2 i¢in

Rn Rnfl
Rnfl Ran

R(n) =

seklinde tanitmiglardir. Yine ayni ¢calismada yazarlar Pell-Lucas kuaterniyonlar i¢in iirete¢

matrisini
Sn Snfl

Sn—l Sn—Z

seklinde tiiretmislerdir.

Yukarida literatiir taramasi verilen iirete¢ matrisleri gézoniine alarak iki degiskenli

Fibonacci ve Lucas kuaterniyon polinomlari i¢cin matrisler tanimlansin.
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Tanmm 3.15. n > 1 i¢in iki de8igkenli Fibonacci ve Lucas kuaterniyon polinomlari i¢in

matrisler sirasiyla

QBFn+l(x7y) yQBFn(xay)

M n =
OBF"(x,y)
OBF,(x,y) YOBE, 1(x,y)
Ve
OBL,1(x,y) yOBL,(x,y)
Mopir(xy) =
OBL,(x,y)  yOBL,_1(x,y)
dir.

Teorem 3.16. Keyfi bir n > 1 tam sayisi icin

n—1

OBF,11(x,y)  YOBF,(x,y) dl OBF(x,y) yQBFi(x,y) Xy
OBF,(x,y) yOBF, 1(x,y) OBFi(x,y) yQBFy(x,y) 1o
ve
n—1
OBLy1(x,y)  yOBL(x,y) y OBL;(x,y) yYOBL(x,y) Xy
OBL,(x,y) yOBL,_1(x,y) OBLi(x,y) yOBLy(x,y) 10
dir.

Ispat. Tiimevarim yontemi ile ispat yapilabilir. n = 1 icin dogrudur. Varsayilsmkin=k—1

i¢in esitlik gecerli olsun. n = k i¢in de dogru oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in

k—1
OBF;(x,y) yQBFi(x,y) Xy
OBFi(x,y) yQBFo(x,y) 1
k—2
[ 9BFx(x,y) YQBFi(x,y) Xy Xy
OBF(x,y) yQBFy(x,y) 10 10
B OBFi(x,y)  yOBF_(x,y) Xy
OBF;_1(x,y) yOBF;_»(x,y) 10
[ 9BFi(x,y)  yOBFi(x,y)
OBFi(x,y)  yOBFi_1(x,y)
olup ispat tamamlanir. Diger durum da benzer sekilde yapilabilir. [
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4. HORADAM KUATERNIYONLARI

Fibonacci ve Lucas kuaterniyon dizileri bircok matematikg¢i tarafindan calisilmistir. Ayrica
bu kuaterniyon dizilerinin genellestirmeleri yapilip, cesitli 6zdeslikler, toplam formiilleri
ve binom formiilleri elde edilmistir [18], [23], [42]-[47]. Bu genellestirmelerden en dikkat
cekenlerinden biri [23] de Halic1 ve Karatag tarafindan verilen Horadam kuaterniyon
dizisidir. Horadam kuaterniyon dizisi daha dnce tanimlanan Fibonacci, Lucas, Pell ve
Jacobsthal, Pell-Lucas ve Jacobsthal-Lucas gibi kuaterniyon dizilerinin bir genellemesi

niteligindedir.

Tezin bu boliimiinde Horadam kuaterniyonlar i¢in binom toplamlari, ¢esitli 6zdeglikler ve

matris gosterimi elde edilmistir [48].
4.1. HORADAM KUATERNIYONLARI UZERINE

Bu alt baglikta Horadam kuaterniyonlarinin temel tanim ve teoremlerine yer verilmistir.

Tammm 4.1. W,, n. Horadam sayis1 olmak iizere n € Z ve n > 0 i¢cin Horadam
kuaterniyonlari

Qw,n+2 =Wip2l +Wyi3i+Wygaj+Wyisk

seklindedir. Burada baglangi¢ kosullar1

Owo = (a,b,pb+qa,p*b+ pga+qp) =a+bi+ (pb+qa)j—+ (p*b+ pga-+qp)k,
Ow1 = (b,pb+qa,p*b+ pga+ qb,p’b+ p*qa+2pgb+qa)

= b+ (pb+qa)i+ (p*b+ pga+qb)j+ (p°b+ p*qa+2pgb + ¢*a)k
dir. Horadam kuaterniyon dizisi i¢in rekiirans bagintisi

Qw,n+2 = pQw,n—H + CIQw,n 4.1)
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seklindedir. Esitlik (4.1)’in karakteristik denklemi
*—pt—q=0
olup denklemin kokleri

4.2)

pP+Vp*+4q P> +4q
2

a=LTVIP T g P !

dir. Ayrica n > 0 i¢cin Horadam kuaterniyonlar i¢in Binet formiilii

Aaa™—BBB"
w,n — (X—ﬁ_

olup burada A =b—af, B=b—aa, a = 1+io+ jo* + ko’ ve p =1+if + jB*+kp°

dir.

Ow, ve 0,1 Horadam kuaterniyon dizilerinin baglangi¢c kosullar1 olmak iizere Horadam

kuaterniyonlari i¢in iirete¢ fonksiyonu

_ QW,O + (Qw,l _pQw,O)t
1 — pt —qt?

g(?)
dir [23].

Kullamim kolaylig1 agisindan bundan boyle A = p? + 4q gosterimi ve ayrica asagidaki

esitlikler kullanilacaktir :

a+Bf = p 4.3)
a—pf = VA
af = —q
a’> = pa+gq
B> = pB+q
oc2+q = aVvA
B*+q = —BVA.
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Horadam kuaterniyonlar1 gézoniinde bulundurularak asagidaki cizelge elde edilir.

Cizelge 4.1. Baz1 Ozel Kuaterniyon Dizileri ve Baslangi¢ Kosullari

Kuaterniyon dizisi Baslangi¢ kosullari(a, b; p, q)
Fibonacci kuaterniyon a=0b=1,p=1,g=1
Lucas kuaterniyon a=2b=1,p=1,g9g=1
Pell kuaterniyon a=0,b=1,p=2,g=1
Pell-Lucas kuaterniyon a=2b=2,p=2,qg=1
Jacobsthal kuaterniyon a=0b=1,p=1,qg=2
Jacobsthal-Lucas kuaterniyon a=2b=1,p=1,q=2

4.2. HORADAM KUATERNIYONLARI ILE ILGILI BAZI OZDESLIKLER

Bu boliimde, ilgili Binet formiilii kullanilarak Horadam kuaterniyonlarinin binom
toplamlar1 i¢in bazi yeni formiiller elde edilmistir. Ayrica, iistel iirete¢ fonksiyonu,

d’Ocagne 6zdesligi ve Horadam kuaterniyonlarini iceren bazi 6zdeslikler sunulmustur.

Teorem 4.2. Q,, ,, n.Horadam kuaterniyonunu gostersin. Horadam kuaterniyonlari igin

tistel iiretec fonksiyonu

i 0 ko Aoe™ —Bﬁeﬁt
kT = —
= k! a-f

dir.

Ispat. Horadam kuaterniyonlar i¢in Binet formiilii hatirlanacak olursa

I tk B oo AQOCk—BEﬁk l‘k
kgon,kE = Z(T>E

k=0

Ao & (o)t BB & (B
- a—[sk;) k! _a—ﬁkg k!

(<) k 2 3 > k 2
olur. Burada k):o% = 1+051‘+%+ (Oétz) +o.=eve kzo(k_t!) =1 +ﬁt+%+
3 L -
% + ... = €P" oldugundan
o £ Aae™ — BfeP!
kZOkaE - o— ﬁ
elde edilir. -
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Teorem 4.3. Q,, ,, n.Horadam kuaterniyon olmak iizere her n € N ve m,s € Z i¢in

i Q . — (_Q)m (Qw,mn+s - Qms—m) - men—l—m—l—s + Qw,s
= [ ("B +(-0)"
esitligi gecerlidir.

Ispat. 11gili Binet formiilii kullanilirsa

n
Z Qw,mk—l—s

k=0

n Agamk“—BBﬁmk“

k=0 o«—p
= Agas i amk Bﬁﬁg ZBmk
Ot—ﬁ k=0 o — ﬁ

k=0

n myn m\n
olup kgo(am)k = % (Bm i — LHI gecerlidir.

Agas amn+m_1 _Bﬁﬁs ﬁmn+m_1
a_ﬁ< 1) B T )
Ag(aanrers_as)(ﬁm_l) BE(’anerJrS_l)(am_l)

n
Z Qw,mk—i—s
k=0

(= B) (@B — o "+ 1) (a—P)(a"p"—ar B+ 1)
Ag(amn-i-samﬁm _ asﬁm _ amn+m+s + as)
(o —pB)(ampm —am—pm41)
_Bé(ﬁmn+samﬁm _ amﬁs o ﬁmn-ﬁ-m—i—s +Bs>
(o —B)(amB™ —am—pm+1)
OCm'Bm(Agaanrs _Bﬁﬁanrs) _ amﬁm(Agasfm _Bﬁﬁsfm)
(o= B)(@"B" — o — B+ 1)

(Agamn+m+s _BEan—f—m—f—s) . (AQOCS _BEBS)
T @ pep ey

(B P — (P

mn+m-+s

Aaa —BBp™ s Aao’—BBB*
a—f o—p
(aB)™ — (o +pm) +1
(_Q)memnH - (_Q)me,sfm — Owmntmts T Ow,gs
()"~ (@ + ) +1
(_q)m(Qw,mn—i-s — Qw,s—m) - Qw,mn—i—m—i—s + Qw,s
(—q)"— (o +Bm) +1

ispat tamamlanir. O
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Teorem 4.4. Q,, ,, n. Horadam kuaterniyon olmak iizere her n € N i¢in

" B
Z (k) qn kkaw,k = Qw,2n

k=0

esitligi gecerlidir.

Ispat. 11gili Binet formiiliinden,

k=0
Aa n\ .k xx BB & <” n—k kpk
- qg pa = q B
a—ﬁ/;o@ o—p ,;0 k
£ BE (e
= a— q (pa) - = q"*(pB
Of—ﬁkz(’) k (pa) a—ﬁkzb k (PP)
; : ceqss o TN n—k X " noN ok .
dir. Burada binom formiilii ile kgo(k)q (pa)k = (g + pa)" ve go(k)q (pB)k =
(g+ pB)" esitlikleri kullanilirsa
Y ”) n—k _k Aa . BB
q" P Owp = —%(g+pa)'——=—(q+pB)"
3 ()70 = 225 0+ par— s+

elde edilir. $imdi de Esitlik (4.3) geregince

S (M kg _ Ag(az)"_BE(ﬁz)"
Zb(k)q P Ok

oa—p oa—p
A a aZn —B E B 2n
= o B
= Qw,2n
sonucuna ulagilir. O

Teorem 4.5. Q,, ,, n.Horadam kuaterniyon olmak iizere her k € N ve m,s € Z i¢in

Qw,s - (_Q)m Qw,s—mx
L= (a4 Bm)x+ (—q)"

k
Z Qw,mk-‘rsx =
k=0

dir.
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Ispat. Binet formiilii kullanilarak,

oo Aaamk+s _BB’Bmk+s

Z Qw,mk+sxk = Z
k=0

k=0 o—p

b

Aao’ & mkxk_BEﬁs S

_ mkxk
B O‘_ﬁkzoa O‘_ﬁkzbﬁ

halini alir. Bu durumda ¥ (ox)* = (%) ve ¥ (B"x)k = ( l_b,,,)() geometrik serileri
k=0 k=0
yardimiyla

Bt = 125 (i)~ 25 (=)

1 Aaa’(l-p"x)—BBB*(1—o"x)
a-B  (1—am)(l—pm)

1 (Aao’—BBS°) - (Aaa’Bf™ — BB a™)x
a-p 1—(om+pmx+ (off)mx?

olur ki gerekli diizenlemeler yapilmasi ve Esitlik (4.3) ile

AQOCS*BEﬁS B m Aga"meEBS‘m
5 Qoo = (Fa5) e ()«
i I (" + Bm)x+ ()"
_ Qw,s - (_Q)m Qw,s—mx
T= (a7 + Bt (—q)e
elde edilir. ]

Teorem 4.6. Q,, ,, n. Horadam kuaterniyon olmak iizere her n € N ve s € Z igin

no/n -
Z <k) qn kkaw,k—i-s = Qw,Zn-I—s

k=0
dir.

Ispat. Esitligin sag tarafindan hareketle ilgili Binet formiiliinden yararlamlirsa;

oo o oo AgaZn—}—s_BﬁﬁZn—k—sxn

Z Qw,2n+s_' = Z — )

Ko 8 n! o 8 o—p n!
Agas =) BE S o xn

n!

2nxn 2n
a—BnZ'O n! oc—ﬁn;)
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olur. Burada iistel iirete¢ fonksiyonu ve Esitlik (4.3) kullanilip elementer islemler yapilirsa

[}

_Aae® & (o)t BBBT & (Bx)"
- BZ n! oc—ﬁngb

iQ x_” Agaseazx Bﬁﬂs ﬁz
= w,2n+sn! (X—ﬁ o — ﬁ
Agocsea2x - Bﬁﬁseﬁz"
a-p
Aaaselreta)y — pppse” "
a-p
04
equgasel’ x—BEﬁsepﬁx
a—j
> £ Aaa® & x BB* & x"
q"— p'B"—
(ngb n! Z’ Bn;) n!
it n ~  Aao®— BBB* "
anx_' an = EB x_‘
= ! o ? o—p n!
> X" = x"
Z qn_' Z anw,n-i-s_'
n=0 7 n=0 n:

- E(E @)

bulunur ve dolayisiyla

Z Qw 2n+s Py Z

elde edilmis olur. Daha sonra

L)

k. k x"
p Qw,k+s ;

Lo (n\ ,_ x"
(kz()( ) g kQW,k+s) ;

k k
p Qw,k+s:QW72n+s

oldugu bilindiginden ispat tamamlanmis olur. [

Teorem 4.7. Q,, ,, n.Horadam kuaterniyon olmak iizere her n € N ve s € Z i¢in

()

esitligi gecerlidir.

Qw 2k+s — pn Qw,n+s
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Ispat. Esitligin sol tarafindan hareketle, ilgili binom formiilii uygulanirsa,

’; (kfb (Z) (—Q)n_kQW,2k+s> j;—,:

a0\ & %
(_Q) - Z Qw,2n+s _'>
=0 n.

v o0 AQaZn—O—s_BEﬁZn—O—sxn)
n!

)" |l X o B

n=0 n! n=0
) (A § gt BB

- ngb(_CDa O‘Oiaﬁn_oa2 ZBZ )
o (_ x)n AQOCS o (OCZX) Bﬁﬁs o

- (B (g r et E )

olur ve burada da iistel tirete¢ fonksiyonu gdozoniine alindiginda

i (i‘, (Z) (—Cl)nka,zk+s> z_r:

n=0 \k=0
4 e—quaaSe“%—BéBSeﬁzx
oa—p
Aoode! Bﬁﬁs
= o B
B Agasepax_BEﬁsepﬁx
= o B
= Ag_asePOM_ﬁepﬁx
o—p a—ﬁ
Ao’ pocx pﬁx
T a— B~ Z ! Z
Aao’ & X" BBBS o
- Ay et - RS
n=0 !

Aaan+s BﬁBn+s "

Z’ oa—p n!
L7

I’l

Qw,n—O—s n

bulunur. Gelinen son adimda

I’l

’;) (k:ZO (Z) (_q)nka,Zk—O—s) _‘ = ZP anJrs
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olur. Dolayisiyla

n n B

Z (k) (_q)n ka,2k+s:anw,n+s

ispat biter. 0
Teorem 4.8. (d’Ocagne Ozdesligi) O, ,, n.Horadam kuaterniyon olsun. k ile n birer dogal

say1 ve k > n olmak iizere Horadam kuaterniyonlar1 i¢in d’Ocagne Ozdesligi

(—q)"AB

Qw,ka,n-i—l - QW,k—i—le,n = W

(aBot"—Bapt™)

dir.

Ispat. 11gili Binet formiiliinden

Qw,kam-I—l - Qw,k—i— 1 Qw,n

Agak—Bﬁﬁk AgOﬂn—H—BEﬁ’H—I
a—p o—p

- <Agak+1 _Bﬁﬁk+l> (AQO{" _Bﬁﬁn)

oa—p o—p

1 Azgzak+”+1 —ABgﬁockﬁ”“ _ BAEgﬁka”“ +32E2ﬁk+n+1

(o —B)* _A2g2gktnt] +ABgEak+1Bn +BAEgBk+lan _BZEZBk+n+1

1 —BAEQBkOCn+1 —ABQE(Xkﬁ”+1

(o —PB)? +BAEQ[3]‘HOC”+ABQEOCI‘H[3”

= m <—BAEQB’<0¢"((X—[3) +ABQEakﬁn(a—ﬁ)>

— (alﬁ) (ABQE(X"B”—BAEQ[S"(X”)

elde edilir. Burada esitlik % ile carpilirsa

_ — 1 k—n k—n
QW,/(QWJH—I Qw,k—i—l Qw,n - ((X _ ﬁ) ((Xﬁ)in (ABQEO‘ BAEQB >

= —aﬁ)n(ABgéak_” —ABBap*™")

(a—B)

—~
|
—
~—
S
—~

olur ve boylece

(—q)"AB
a—p
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olup ispat tamamlanur. O

Teorem 4.9. Q,, ,, n. Horadam kuaterniyon olmak iizere k,n € N igin

A2a2 ok tn — Bzﬁzﬁk”‘

Qw,ka,n—O—l + QQw,kfl Qw,n =

o—p

dir.
Ispat. Tlgili Binet formiilii kullanilirsa

Qw7k Qw,n+1 + QQw,kfl Qw,n

Agak—Béﬁk Agan+l_Bﬁﬁn+l
N a—p a—p
Agakfl_Bﬁﬁkfl Agan_Bﬁﬁn
T\ e o«—p
1 A202 gtk _ABaBakﬁn—H _|_BZB2ﬁn+k+1 —ABﬁOCﬁkOCn+1

(@=PB)* | +gA2a2amt ! —qABaBat—' B +qBB2 B! — gABBaft ' an

olur. Esitlik (4.3) goziintinde bulundurulursa elimizdeki esitlik

1 Ao (a+ )~ ABapo' !B (ap +q)

(o —B)?2 —B2B2Br(— — ) —ABBap" *a"(af +q)
Azgzak”‘(a —ﬁ) _BZEZﬁk—i—n(a —ﬁ)

(@ —p)?
A2 a2 akJrn _ BZﬁ 2ﬁk+n
haline gelir ve boylece ispat tamamlanmustir. [

Teorem 4.10. Q,,,,, n.Horadam kuaterniyon olmak lizere her n € N i¢in

A202 g2 t! _B2ﬁ2ﬁ2n+l

o—p

2 2
QQw,n + Qw,n—H =

esitligi gecerlidir.

Ispat. Asagidaki denklem Binet formiilii ile yazilabilir :

2 2
CIQW,n + Qw.,n+1
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B Aga”—BEﬁ" AQOC"—BEﬁn Agan+l_BEﬁn+1 Agan+l_Bﬁﬁn+l
(Famp ) (e ) (s a—p
! g’ —qABaf (aB)" — gABBo(aB)" +qB*B B

(oe—B)? + A2a2 022 — ABaf (af)" — ABBa(af)! + B2B2 A2
gA2 QP a2 + A2 a2 022 4 gB2 BB + BB

(o~ B)?
 Re(g+ o)+ BB (g + B
N (o= B)?

Esitlik (4.3) uygulanirsa

Azgzazn(—aﬁ+a2)+BZE2B2”(—aﬁ +ﬁ2

2 2 —
qQW7n+QW7n+1 - (a_ﬁ)Z
AZQZOCZ” +32E2ﬁ2”(—ﬁ)
= o F
A2g2g2nt! — BZﬁ2B2n+l
elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur. U

Teorem 4.11. Q,, ,, n.Horadam kuaterniyon olmak iizere her n > 0 igin

®

i (n) s = Ot sA2 n cift ise
w,2k+s =
‘ (

k=0 Aoo" S +Bﬁﬁ”+s)A"%l n tek ise

(ii)

- w,2k+s =

—p"Qwnts n tekise
(iii)

(A2t + B2 B2 B A n giftise
(A2g2an+s _ BEZBIH-S)A”—EZ

Z (Z) Qw,ka,k—i—sqn_k =

k=0 n tek ise
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(iv)

i(n)Qz | A2a?ak BB n iftise
-2
2

(A%a?ak —BB*BX)AT  n tekise

)

dir.

Ispat. (i) Tigili Binet formiiliinden
n n B
Z (k) Qw,2k+sqn g
k=0
2k+ 2k+
g () (et
k o —
B

ve binom formiiliinden

nn o Acal(a®+q)" —BBB* (B> +q)"
Z (k)Qw,2k+sq F= qOC—B_ d

k=0

dir. Simdi de Egitlik (4.3) geregi

i (n) QW,2k+s61n_k = Agas(a\/Z)n B BE[)’S(_[; \/K)n

=0 \k a—p

olup burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

"o n - AQOC"OCSA%—l—(—l)n'i_IBﬁBsﬁ”A%
Z Qw,2k+sq —

= \k a—p
(Ag(xn_‘—s—l—(—l)n_‘_lBﬁﬁn_‘_S) .
et — AZ

a—p

elde edilir ki bu istenendir. Ayrica (ii), (iii),(iv) ve (v) de benzer yolla gosterilebilir.
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4.3. HORADAM KUATERNIYONLARININ MATRIS GOSTERIMI

Matris yontemi, rekiirans bagintis1 ¢calismasinda cebirsel gosterim veya ozdeslik elde
etmek i¢in ¢ok kullanighdir. Bu amagla, kuaterniyon dizileri i¢in matrisler daha 6nce
bircok arastirmaci tarafindan ilgi odag: olmustur. Ornegin [40] da yazarlar giris elemanlar:

(p,q)—Fibonacci kuaterniyon olan

QFn—H qQFn

Mo, =
OF, qOF,

matrisini tantmlamigtir. Yine ayni ¢calismada Fibonacci kuaterniyon matrisini kullanarak
Cassini 0zdesligini elde etmislerdir. Asagida Horadam kuaterniyonlar i¢in Bolim 3 te

litratiir taramasi verilen Q-matris (altin matris) roliinii iistlenen matris gosterimi verilmistir.

Tanim 4.12. Giris elemanlar1 Horadam kuaterniyonlar olmak lizere, n > 1 ve n € Z icin

Qw,n+l QQW,n
Qw,n QQW,n—l

ile tanimlanan matrise Horadam kuaterniyon matrisi denir.

Mg =

Teorem 4.13. Q,, ,, n.Horadam kuaterniyon olmak lizere, n > 1 i¢in

n—1

Qw,nJrl CIQW.,n QW,Z CIQW,I rq
Qw,n QQw,n—l Qw,l QQW,O 10

dir.

Ispat. Tiimevarim yontemini kullanarak ispat kolayca gosterilebilir. 7 = 1 i¢in ilk adim

aciktir. Kabul edelim ki n = k — 1 icin esitlik gecerli olsun. Yani

k—2
Owik Q0w k-1 Ow2 qOw,1 Pq

Qw,k—l QQW,k—Z Qw,l QQW,O 10

57



olsun. n = k icin de dogru oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Oyleyse

k—1
B QW,Z QQW,I P4
Qw,l CIQW,O 10
k—2
[ Qw249Qw rq pq
Qw,l QQW,O 10 10
. Qw,k QQw,k—l pPq
Qw,kfl QQw,k72 10
buradan
k—1
Qw,2 QQW,I prPq o Qw7k+1 QQw,k
Ow,1 99w 10 Owik 4Qwi—1

elde edilir ki bu istenendir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu caligmada once iki degiskenli Fibonacci kuaterniyon (QBF) polinomlar ile iki
degiskenli Lucas kuaterniyon (QBL) polinomlarinin yeni bir genellestirmesi tanitildi.
Akabinde iirete¢ fonksiyonu ve Binet formiilleri olusturuldu. Binet formiilii vasitasiyla
cesitli toplam formiilleri, binom toplamlari, Catalan 6zdegligi, Cassini 6zdesligi, d’Ocagne
0zdesligi ve cesitli 6zdeslikler verildi. Ayrica QBF ve QBL polinomlari i¢in matris formlari
sunuldu. Diger yandan son boliimde daha once tanitilmig olan Horadam kuaterniyon dizisi
icin baz1 6zdeslikler, binom toplamlar1 ve ¢esitli toplam formiilleri ile matris gosterimi

verildi.

Kuaterniyonlar ve oktoniyonlar, kuantum fiziginde, uygulamali matematikte, grafik
teorisinde ve diferansiyel denklemlerde kullanilmasi dolayisiyla biiyiik 6nem teskil
etmektedirler. Bu nedenle, gelecekteki ¢aligmalarimizda iki degiskenli Fibonacci ve Lucas
oktoniyon polinomlarinin ve bunlarin temel 6zelliklerinin incelenmesi planlanmaktadir.
Ayrica girig elemanlar1t Horadam kuaterniyonlar1 olan circulant matrislerin incelenmesi ve
iki degiskenli Fibonacci ve Lucas kuaterniyon dizileri ile Horadam kuaterniyon dizileri

i¢in binom doniisiimleri olusturulmasi planlanmaktadir.
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