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OZET

Yedi bdliimden olusan tezin giris kisminda gaz dinamigi denklemleri ele alinmis
ve bunun i¢in gereken kavramlar verilmistir.

Birinci bdliimde, birinci basamaktan kismi tlirevli hiperbolik tiir diferansiyel
denklemlerin gercek ¢oziimiinii elde etmek icin karakteristikler yontemi incelenmistir.
Karakteristikler yontemini kullanarak sabit basingli, izontropik gazin hareketini ifade eden
kismi tiirevli diferansiyel denklem sisteminin ger¢cek ¢oziimii ele alinmistir. Bunun igin
0zel yapiya sahip yardimci problem Onerilmis ve s6z konusu yardimeci problemin
ozellikleri kullanilarak esas problemin gercek ¢coziimii daha sade bir yolla elde edilmistir.

Karakteristikler yontemiyle bulunan ¢oziimler genelde kapali fonksiyon seklinde
elde edilir ve bu nedenle, s6z konusu c¢oOziimler ¢ogu zaman pratik amaglar igin
kullan1lamaz.

Bunun i¢in problemin sayisal ¢oziimiiniin ele alinmasi problemi ortaya ¢ikar. S6z
konusu denklemler sisteminin sayisal ¢Ozliimiini ele alirken ise ¢Ozlimiin yiiksek
mertebeden diferansiyellenebilir olmasi gerekmektedir.

Lakin, literatiirden bilindigi gibi, nonlineer hiperbolik tiir denklemlerin ¢oziimleri
baslangi¢ profili siirekli oldugu halde bile, yeri 6nceden bilinmeyen siireksizlik noktalarina
sahiptirler.

Siireksiz fonksiyonlarda diferansiyel denklemin klasik anlamda ¢6ziimii olmadigi
icin tezde gaz dinamigi denklemler sisteminin zayif ¢6ziim kavrami igerilmis ve zayif
¢Oziimiin ele alinmasi i¢in 6zel yapiya sahip yardimei problem 6nerilmistir.

Onerilen yardimc1 problemin ¢dziimiiniin diferansiyellenebilme 6zelligi esas
problemin diferansiyellenebilme o6zelliginden bir mertebe fazla oldugundan, yardimci
problem iizerinde sonlu farklar yontemi kullanilarak, sade ve efektif algoritmalarla

niimerik ¢oziim elde edilmistir.
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ABSTRACT

In this work, the method of characteristics for obtaining the exact solution of the
first order partial equation of a hyperbolic type is investigated. Modifying the method of
characteristics, the exact solution of system equations which describe unsteady one-
dimensional isentropic flow is found too. For this aim a special auxiliary problem has been
included, and using some advantages of the auxiliary problem, the exact solution of the
problem of interest has been easily obtained.

It is known that the method of characteristics permits to express a solution in an
implicit form. But often it is impossible to use this formula for practical purposes.
Therefore, a necessity arises to develop a numerical method for solving the Cauchy or
initial-boundary value problem for the first-order nonlinear partial differential equations. In
order to approximate a first-order partial differential equation by finite difference, a higher
smoothness then the solution is required. But, it is known that the solution of the Cauchy
problem for the first-order nonlinear equation has the points of discontinuities even if the
initial function is sufficiently smooth .

Since a discontinuous function does not satisfy a differential equation in a classical
sense, it is necessary to introduce the concept of a weak solution. In order to find the weak
solution, the special auxiliary problem is introduced, since it has some advantages over the
main problem and permits to obtain the solution in a class of discontinuous functions.

Using the advantages of the auxiliary problem some numerical algorithms are suggested.
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1. GIRIS

Mekanigin bir ¢cok probleminde, 6zellikle de gaz dinamiginde nonlineer hiperbolik tiir
denklemler sistemi ile ifade edilebilen korunma kanunlarinin incelenmesi zorunlulugu ortaya
cikar. Nonlineer hiperbolik tiir denklemlerin en ilging yani ¢oziimlerinin dnceden bilinmeyen
sigrayis noktalarina sahip olmasidir.

Korunma kanunlarinin en sadesi Hopf denklemi

2
%‘H@ﬁ[%}o (1.1)
X

olmaktadir.

Bu denkleme hidrodinamigin model denklemi de denir ve s6z konusu denklemle
bircok problem, oOrnegin, otobandaki trafik akist modellenmektedir. u(x,t) ile birim
uzunluktaki (bir mildeki araba sayisi) araba yogunlugu, q(x,t) ile birim zaman zarfinda yolun

her hangi bir X kesitinde gegmekte olan araba akisini gosterelim. Otobanin her hangi bir [a,b]

parcasint ve At =t, —t, <1 olmak lizere t, ve t, zaman degerlerini goz oniine alirsak,
b b
Iu(x,tl)dx ve Iu(x,tz)dx
a a
integralleri sirastyla t, ve t, zamanlarindaki araba sayilarini ifade etmektedir ve asagidaki

b b t, t,
Iu(x,tz)dx—fu(x,tl): jq(a,s)ds —J.q(b,s)ds (1.2)
a a t, t,
denge denklemi mevcut olmaktadir. Burada,
t, t,
Iq(a,s)ds ve Iq(b,s)ds

t t

At zaman zarfinda, a noktasinda trafikte dahil olan ve b noktasinda trafikten ¢ikan arabalarin
sayist olmaktadir.

(1.2) denkleminden ortalama deger teoremi yardimiyla



b

jb‘(u(xatz) - U(X,tl))dx = J-

a

ou(x,t _
Eﬁt )(tz ~t,)dx, te(t,,t)

ve

5}

fq(a,s)ds—fq(b,s)ds: IZ—?((ﬁ,s)(b—a)ds, a < (a,b)

19

elde edilir. Boylelikle, (1.2)’yi asagidaki gibi yazariz

b t

1 J-au(x,t') (t, -t )dx= 1 Jaq(é,s)(b—a) ds
t, -t ot (b-a) OX

a t

Simdi t, -t ve a,b — X olmak kosuluyla limit alirsak

ux.t) __aq(xt)

1.3
ot OX (1.3)

denklemini elde ederiz. (1.3) denklemindeki en Onemli problem ¢’nun lokal araba

yogunlugunun ifadesi olmasidir. Pratikte bu baginti

fuy=-u-u,)" +f,

seklinde ele alinmaktadir. Burada u,, ve f; sabitlerdir.

Genelde gaz dinamiginin esas problemi, gazin tam hareketini ve onun diger fiziksel
cisimlere kars1 olan etkisinin incelenmesidir. Bilindigi gibi, gaz ile doldurulmus @ hacmi,
sonlu sayida hareket eden (i =1,) sonlu sayida molekiillerden olusur. Her bir ;-
|2

molekiilii m, - kiitlesine, u, - hiz vektdriine, m,u, — impulsuna, Emi|ui — kinetik enerjisine ve

&, —dahili enerjiye sahiptir.

Gazin hareketini direkt matematiksel olarak ifade etmek ¢ok da optimal olmamaktadir.
Ciinkii 1cm’® havada 2,7 .10"” sayida molekiil olmaktadir. Bundan dolay1, gaz
dinamiginde gazin hareketi ve karsilikli iligkisi ortalama parametrelerle ifade edilmektedir.
Bu nedenle gaz dinamigini ifade eden iki tiirlii metot kullanilmaktadir. Bunlar gozokinetik ve

fenomonolojik ifade tarzlaridir.



Fenomonolojik ifade tarzinda keyfi @ elementar hacmine maddi nokta gibi
bakilmakta ve bu nedenle de her bir fiziksel parametrenin @ hacmi iizerinden ortalama deger

alinmaktadir.

Eger gaz, R’de, yani ii¢ boyutlu uzayda hareket ederse gazin her bir X = (x1 , xz,x3)

noktadaki durumu t zamanina baglh olmaktadir. Bundan dolayr hareketi R*(X,t) uzayinda
inceleyecegiz.

Gaz dinamiginde esas biiytikliikler asagidaki sekilde ifade edilmektedir;

o hiz vektorii U =u(x,t)
o yogunluk 0= p(xt)
. basing p = p(x,t)
. dahili enerji e =¢&(Xt)

Gazin konumu X =X(t) zamana bagl oldugundan %:U (X,t) denklemi gazin

hareketini ifade eder. Son denklemi koordinatlarda

dx

— =Uu(x,y,z,t

qt (X,Y,2,1)

dy

——=V(X,Y,Z,t 1.4
at (X,Y,2,1) (1.4)
dz

—=W(X,Y,z,t

at (X,Y,2,1)

olarak yazabiliriz. Burada, U(X,Y,z,t) = (u(X,Y,Zz,t),v(X, Y, z,t),w(X,Y, Z,t)) olmaktadir.
Eger, herhangi bir D bdlgesinde U vektor alani verilirse, D bdlgesinin her bir

noktast  (1.4) denklemler sisteminin integral egrileri ile Ortiilir ve bu egrilere gaz

parcaciklarinin hareket yoriingeleri denir.

Eger (1.4) denklemler sistemine uygun baslangic kosullar1 x(0)=X,, y(0)=Y,,
2(0)=1z, eklenirse (1.4) sisteminin tek bir ¢oziimii elde edilmis olur ve X = X(t),
y = y(t), z=1z(t) koordinatlar1 Lagrange koordinatlari olarak belirlenir.

Hareket edebilen hacim, her bir t zaman i¢in ayn1 molekiillerden olusan bolgeye,
hareket eden bolge veya maddi bolge denir. Bu bolgeyi w(t) c R® olarak gosterelim.

Bilindigi gibi her bir maddi bolgeye bir sert ortam gibi de bakmak miimkiindiir. Ayrica da bu
ortamda asagidaki biiyiikliikler ele alinabilir.



kiitle [[] pdw,

w(t)

impuls J.J.J. pudw,

w(t)
burada p = |U| hiz vektoriiniin modiilii olmaktadir. Bu biiyiikliikler yardimi ile fiziksel

korunma kanunlarini ifade etmek miimkiindiir. Ornegin, kiitlenin korunma kanunu

][ pdw=o. (1.5)

w(t)
impulsun korunma kanunu

a4

" [[[oudw=F, (1.6)

w(t)

enerjinin korunma kanunu ise

Sl o[ 3a ve|aw-w s

w(t)

seklinde ifade edilmektedir.
Simdi gazin hareketini ifade edebilen diferansiyel denklemleri ele alalim.
Tanmml. Eger U, p, p ve ¢ fonksiyonlar siirekli fonksiyonlar ise, gazin hareketine

surekli hareket denir.

Eger gazi etkileyen F kuvveti yalmz dis kuvvet, yani basing olursa, F =— ” pn dy

y(1)

gibi ifade edilir ve (1.6) korunma kanunu

S ([ pudw=—]] prigs (1.7)

w(t) r(®

seklinde ifade edilir. Burada p(t) @(t)’nin yilizeyini, i ise p(t) yilizeyinin dis normalini
gostermektedir.
Simdi, olduk¢a 6nemli bir lemmayi ifade edelim.

Lemma 1. Hareket edebilen bolge lizerinden alan integralinin zamana gore tiirevi

%jﬂfdw:ﬂj(Df+fdivU)dw (1.8)

w(t) w(t)



olmaktadir. Burada

D=£+LT.V:Q+UQ+VQ+Wi (1.9
ot ot ox oy 0z

dir. (1.9) ifadesini dikkate alarak (1.7)’e Gauss formiiliinii uygularsak

 +div (p0)] dw=0 (1.10)
1] [ ]

w(t)
olarak elde ederiz. w(t) bolgesi keyfi oldugundan (1.10) dan
o +div(pl)=0 (1.11)

diferansiyel denklemini elde ederiz ve bu denkleme siireklilik denklemi de denir.

Ayni yolla impuls denklemini ve enerji denklemini de asagidaki sekilde

(p(%qZJrth + div (p (%qz—h?jl]—kpl]]:O ,

veya
g +0.Ver? div a=0 (1.12)
Yo,
sekilde elde ederiz.
Ozel durumda da hareketi bir boyutlu olarak kabul edersek, asagidaki denklemler
sistemini

U,+FU)=0 (1.13)
vektor seklinde de
P pu
U=|p,|, F=|pu’+p (1.14)
e ue+p)

yazabiliriz.



2. BIRINCi BASAMAKTAN KISMi TUREVLI LINEER DiFERANSIYEL
DENKLEMLER ICIN KARAKTERISTIKLER YONTEMI

Diferansiyel denklem teorisinden bilindigi gibi, u(X,y) fonksiyonuna gore birinci

basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklemin genel yazilim formu
F(X,y,u,uy,uy,)=0 (2.1)

seklindedir.

2.1 Lineer Durum

Eger, F u, u, ve u, degiskenlerine gore lineer fonksiyon ise (2.1) denklemi

a(x,y)u, +b(x,y)u, +c(x,y)u = f(x,y) (2.2)

seklinde yazilabilir ve buna 1.basamaktan lineer diferansiyel denklemin genel yazilim formu
denir. Burada, a, b, ¢ ve f fonksiyonlari X ve y’ ye bagl bilinen fonksiyonlardir.

Eger F,yalmz u, ve u, ye gore lineer olursa (2.1) denklemi

a(x, y,uu, +b(x,y,u)u, =c(x,y,u) (2.3)

seklinde yazilir ve bu tiir denklemlere kuazi lineer denklem denir. Bu boliimde biz (2.2) ve
(2.3) denklemlerinin genel ¢oziimlerini elde etmek i¢in karakteristikler ydntemini

inceleyecegiz. Once

a(x, y)u, +b(x,y)u, =0 2.4)

denklemini goz Oniine alalim. Parametrik denklemleri x = x(t) ve y = y(t) ile tanimlanan bir

| egrisi ele alahim. Bilindigi tizere u(x,y) fonksiyonunun t ye gore tam tiirevi

du odudx oudy
a8 AW

—= (2.5)
dt ox dt oy dt



dir. (2.5) ifadesi ile (2.4) denklemi karsilagtirildiginda, % =a(x,y) ve % =b(X,y) olursa

(2.4) denklemini de, Z—Lt‘zo olarak yazabiliriz. Boylece (2.4) kismi tiirevli diferansiyel

denklem

dx

— =a(Xx,

p” (X, y)

dy

ot (X,y) (2.6)
du_,

dt

adi diferansiyel denklemler sistemine indirgenmis olur. (2.6) denklem sistemini asagidaki gibi

simetrik

x __dy _du 2.7)

a(x.y) bxy) 0

sekilde de yazabiliriz. (2.7) denklem sisteminin iki tane 1. aralik integrali vardir. Bunlari
¢(X5 y’u) = Cl ’ (28)
w(X,Y,u)=c, (2.9)

olarak gosterelim.

Teorem 1. Eger C, =@ (X,y,u) C, =w(X,Y,u) karakteristik denklemler sisteminin

birinci aralik integralleri ise,

F(c,,c,)=0 (2.10)

kapal1 fonksiyonu (2.4) denkleminin genel ¢oztimiidiir.
Bu metoda karakteristikler metodu denir. Burada F kendi argiimanina gore keyfi ve

diferansiyellenebilen bir fonksiyondur.

Ornek 1. 2u, +3u , =0 denkleminin genel ¢6zimiini bulalim.

Coziim. Birinci adimda karakteristik denklemini yazalim



ox_dy ve du=0
3

denklemlerinden elde edilir. Birinci denklemden ¢, = 3x -2y, ikinci denklemden ise U =C,
olarak bulunur. Teoreml’e gore F(c,,c,)=0 veya F(3x—-2y,u)=0 denkleminin genel
¢Oziimii olmaktadir ve u= f(3x—-2y) seklinde elde edilir. Burada F  keyfi ve

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmaktadir.

Ornek 2. u, +yu , =0 denkleminin genel ¢6ziimiini bulalim.

Coziim. Denkleme karsilik gelen karakteristik denklemler sistemini yazalim ve

birinci aralik integralleri

dx_dy _du
1y o0’
ox _dy du=0
1y’

denklemlerinden €, =X—Iny ve C, =U olarak bulunur. Genel ¢b6zim F(x—Iny,u)=0,
veya U= f(x—Iny) seklinde yazabiliriz. Burada F kendi argumanina gore

diferansiyellenebilen keyfi bir fonksiyon olmaktadir.

Ornek 3. (1+x*)u, +u y =0 denkleminin genel ¢oziimiinii bulalim.

Coziim. Karakteristikler denklem sistemi

dx dy du
1+x* 1 0

dir ve birinci aralik integralleri ¢, =arctanX—Yy ve C, =U olmaktadir. Genel ¢6zliimii
u = f(arctan x —y) dir.

Burada f diferansiyellenebilen keyfi bir fonksiyondur.



Ornek 4. 2xy u, + (X + yz)uy =0 denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim.

Coziim. Karakteristikler denklem sistemi

dx  dy du

2y xX2+y> 0

dir. Bu sistemin birinci aralik integralleri

d(X+y2):d(X_y2) = — 1 I 1 +C1 , V€ U:C2
(x+y)*  (x=y) X+y X=y
dir ve genel ¢oziimii
u=f(- - )
X+y X-Yy

olarak elde edilir.
2.2 Kuazi Lineer Denklem
Kuazi lineer denklem i¢in de yukarida ifade ettigimiz Teorem 1 gegerlidir.

Ornek 5. (y +u)u, + yu, = x—y denkleminin genel ¢6ziimiini bulalim.

Coziim. Once karakteristikler denklem sistemini

dx. dy du

yru y x-y

yazalim. Birinci aralik integralleri sirasiyla

dix=y) __du = (x—y)d(x—y)=udu
u X—y

x—y)> u’

( 2y) =5+ =, =(x-y)’ -u’

WA T e mu —(x-y) ¢, =X —(y +uy
X y+u

olarak elde edilir. Genel teoriye gore ¢6ziim
F(c,,C,)=FU’ = (x=y)*, X’ =(y+u)’)=0

olarak yazilir.



2.3 Hidrodinamigin Model Denklemler Sistemi i¢cin Cauchy Probleminin

Coziimii
Asagida nonlineer denklem sistemi i¢in yazilmis baslangi¢c deger problemini

ou ou
—+u =

Pl e 0, (2.11)
a—p+aﬂ=0, (2.12)
ot 0ox

u(x,0)=f(x), (2.13)
P(X,0)=g(x) (2.14)

g6z Oniine alalim. Burada, f(X) ve g(X) diferansiyellenebilen bilinen fonksiyonlardir.
(2.11) ve (2.12) sisteminin birinci denklemi p bilinmeyeninden bagimsiz oldugundan,
bu sistemin ¢dziimiinii elde etmek igin karakteristikler yontemini uygulamak miimkiindiir.

(2.11), (2.13) probleminin karakteristikler yontemi ile ¢oziimiinii elde etmek i¢in

dx

2 _u 2.15

” (2.15)
esitligi ile tanimlanan X = x(t) egrisini ele alalim. S6z konusu egri tizerinde

du

—=0 2.16

o (2.16)

olmaktadir. (2.15), (2.16) adi diferansiyel denklem sistemi i¢in asagidaki baslangi¢ kosullarini

yazalim
X.o=a, u(@a0)="f(a) (2.17)
(2.16)’dan u=sabit oldugundan (2.15) den

X=ut+a
veya

a=x-ut (2.18)

olarak elde ederiz. (2.18) ifadesini dikkate alarak (2.11), (2.13) probleminin ¢dziimii i¢in



u(x,t)= f(a)= f(x—ut) (2.19)

bir ifade elde ederiz.

Simdi (2.12) denkleminin ¢6ziimiini bulmak i¢in (x,t) koordinat sisteminden

Jakobiyeni sifirdan farkli olan ve asagidaki gibi tanimlanabilen degisken doniistimiinii

yapalim
a= a(x,t) = x—ut
(2.20)
T= t
Bu doniisiimii su sekilde
;_D@n _ [Dey ] _ [ta+t o
D(x,t) D(a,7) 0 1
ou
= (1+—t )=(1+f] 221
(et )=(1+ 1) (221)
yazabiliriz.
(2.20) koordinatlarinda u, tiirevinin ifadesini bulalim. Bundan dolay1
u =U(X,t) = U(X,(a,T),T) = U(a,T)
olsun. Buradan
uy =Ua a, :Ua (l_uxt)
ve
_ £r
g =Y L@ (2.22)

T1eto, 1+tfl(a)

olarak elde ederiz. (2.21) ifadesi (2.22)’de dikkate alinirsa u, 1 asagidaki sekilde

=73 (2.23)



yazabiliriz. Simdi (2.12) denklemini %—’f +U % =—pu, seklinde yazip, sonra (2.22)

OX
ifadesini dikkate alirsak, (2.12) denklemini

do 1dJ
dp_1d) 2.4
at I dt 2.24)

gibi yazabiliriz. (2.24) denkleminden

do__ Ly

Yo,

elde ederiz ve buradan
p(x,1) J(x,1) = p(a,0) J(a,0)

J(a,0)=1 oldugunu varsayarsak (2.24) denkleminin ¢6ziimiinii

)_ @0 __gix-ut

(2.25)
J(a,t) 1+t f'(xt)

p(x,t

olarak elde ederiz.

(2.25) ifadesinden kolaylikla gostermek miimkiindiir ki, t = —

!

! ) oldugunda

olmaktadir. Dolayisiyla (2.11)-(2.14) probleminin klasik ¢6ziimii mevcut degildir.



3. BIRINCi BASAMAKTAN KISMi TUREVLIi DIFERANSIYEL
DENKEMLER SIiSTEMi

3.1 Soft (Yumusak) Coziimler

Bu boliimde (2.11) ve (2.12) denklemler sisteminin ¢6ziimiinii kullanarak sikisabilir
stvilarin sabit basingli, zamana bagl bir boyutlu hareketini modelleyen nonlineer denklemler
sisteminin gergek ¢Oziimiinii ele alacagiz ve ¢oziimiin bazi1 6zelliklerini inceleyecegiz. Eger u-

stvinin hizi, p- swvinin yogunlugu ve  e-birim hacimdeki i¢ enerjiyi ifade ederse,

hidrodinamigin temel denklemler sistemini asagidaki gibi

u+uu, =0, (3.1)
py+(pu), =0, (3.2)
e, +(eu), +pu, =0 (3.3)

yazabiliriz. € =e+ p degisken doniisiimiiniin sonucu (3.3)’1
& +(au), =0, (3.3

seklinde de yazabiliriz. (3.1)-(3.3) denklemler sistemini

u(x,0) =f(x), (3.4)
P (x0)=9(x), (3.5)
£(x,0) = h(x) (3.6)

baslangi¢ kosullar1 ¢ergevesinde inceleyelim. Burada f, g ve h, bilinen fonksiyonlardir. Bu
konu hakkinda daha fazla bilgiye yer verilecektir. (3.2) ve (3.3”) denklemleri birbirine
baglidirlar, (3.1) denklemini ise bagimsiz olarak ¢ozebiliriz. Bu problemin ger¢ek ¢ozlimlerini

ele alalim.

Teorem 2. f(x)’in tiirevlenebilir oldugunu varsayarsak, birinci mertebeden kismi

tiirevlere sahip olan asagidaki foksiyonel

u(x,t) = f(x—tu(x,t)) (3.7)



baginti ile tanimlanan u(X,t) fonksiyonu (3.1), (3.4) probleminin ¢ézimiidiir.
Ispat. (3.7) denkleminde t=0 olarak yazildiginda, u(x,0)= f(x) baslangic kosulunu
sagladigim1 goriiriiz. (3.7) ifadesinin t ve X’e gore tiirevlerini bulup (3.1)’de yerine

yazdigimizda denklemin korundugunu goriiriiz.

Teorem 3. g(x) ve h(X) bir kez, f(X) ise iki kez diferansiyellenebilen fonksiyonlar ise,

_g(x—tu)
pY) = 1+tf'(x—tu)’ 38

£(x.1) = h(x —tu)

D) (3.9)

fonksiyonlar1 (3.2) ve (3.3”) denklemlerinin ¢éztimleri olmaktadir.

Ispat. (3.8) formiiliiniin dogru oldugunu gosterelim. (3.9) benzer sekilde ispatlanir.

Kolaylik i¢in  @= X —tu(X,t), notasyonunu ele alalim. Bu ifadeden t ’ye gore tiirev alirsak,

pr ==+t (@) {1 +1f (@) Ju+tu)g' (@) +g(w) (o)
~tg(w) f"(@)u+tu,) }

olarak elde ederiz.

et f
u+tut—f-1 = -
+tf " 1+tf

ifadesini gdz oniinde bulundurarak
p=- [+t @] {fgy(+t")—tgff" }
elde ederiz. (3.8) denklemini U ile carpip ve X e gore tlirevlersek

V), =1+t (@] {1+tf"(w) Jou, +ug'(@)1-tu,)
—ug(@)[ 1 +tu)tf (@) | }

tf '(w) _ 1
1+tf(w) 1+tf'(w)

elde ederiz. 1-tu, = 1- g6z Oniinde bulundurarak,

(pu), =[l+1f ()] {(fg) A1 +tf)—tgff " |



olmaktadir. Bu durumda p, =—(p,), olur. Acik¢a goriliiyor ki, u,p,e,f,g ve h
fonksiyonlart (3.7), (3.8) ve (3.9) denklemlerini korudugu halde bile, halen bunlarin (3.1),

(3.2) ve (3.3’) denklemlerinin ¢6ziimii oldugu sdylenemez. Bu durum asagidaki kavramlari

ele alma zorunlulugunu ortaya koyar.
Tanim 2. (3.4) baslangi¢ kosulunu ve

u (xt) =f[x—tu(x,0],

fonksiyonel esitligi koruyan u(X,t) fonksiyonuna (3.1) denkleminin yumusak (soft) ¢coziimii

denir.

Tamm 3. (3.5), (3.6) baslangic kosullarini ve

_ g(x—tu)
pD = 1+tf'(x—tu)’
st = oW

1+tf'(x—tu)

fonksiyonel esitliklerini koruyan p(x,t) ve &(x,t) fonksiyonlarma (3.2) ve (3.3)

denklemlerinin yumusak ¢6ziimleri denir.

3.2 Lineer Denklemlerin incelenmesi

Nonlineer denklemler sisteminin ¢éziimlerini incelemeden 6nce uygun lineer denklem
icin yazilmis Cauchy problemini inceleyelim. Kolaylik olmasi agisindan asagidaki problemi

g6z Oniine alalim
u,+cu, =0, (3.10)

u(x,0) = f(x). (3.11)

Burada c- bilinen bir sabit, f(X)ise bilinen ve tiirevlenebilen bir fonksiyondur. Literatiirden

bilindigi tizere (3.10), (3.11) denkleminin karakteristikler yontemi ile ¢oziimii

u(x,t) = f(x—ct) (3.12)

seklinde olmaktadir. Bu tiir ¢oziimlere (3.10), (3.11) probleminin yumusak ¢6ziimii denir.



Tanmm 4. (3.11) kosulunu koruyan ve temel (test) fonksiyonlar sinifindan olan,

f(x,T)=0 6zelligine sahip keyfi f(x,t) i¢in asagidaki

H o U(v,+ev, )dxdt+ TV(X,O) f(x)dx=0

integral esitligini koruyan u(x,t) fonksiyonuna (3.10), (3.11) probleminin zayif ¢6ziimii denir.

Teorem 4. u(x,t)= f(x—ct), integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde
u(x,t) fonksiyonu (3.10), (3.11) probleminin zayif ¢6ziimiidiir.

Diger bir ifade ile integrallenebilir yumusak ¢6ziim ayni zamanda da zayif ¢6ziim

olmaktadir.

Ispat. v(x,t) yeteri kadar piiriizsiiz ve |X| +t’nin biiylik degerlerinde sifira esit olan bir

fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeyi

[[ f(x=ct) (v, +cv, )dx dt + TV(X,O) f (x)dx =0
D —0

gdz Oniine alalim. & =Xx-ct, =t degisken doniisiimiinii yapalim. Bu notasyonlarda son

ifade

[ £ v, Emdcdn + [ vx0fxdx=0

D

bi¢imini alir. Burada v fonksiyonu, bolgenin sinirinda sifira esit oldugundan 7’a gore olan

integral gerceklestirilebilir.

Teorem 5. Eger, u(x,t), (3.10) ve (3.11) probleminin siirekli ¢oziimii ise u = f (X —Ct)
fonksiyonu ayn1 zamanda yumusak ¢6ziim de olmaktadir.

Ispat. Zayif ¢oziimiin tanimindan

[] f(x=ct) (v, +cv,)dx dt + TV(X,O) f(x)dx=0
D —o0

esitligi siirekli diferansiyellenebilen ve |X| +1’ nin biiyiik degerlerinde sifir olan keyfi f(x,t)

fonksiyonlar1 i¢in saglamaktadir. Asagidaki degisken
E=x—-ct, n=t



doniistimiinii uygulayalim. Bu notasyonlarda

[[f&m v, (& mdédn+ V(&0 f(&)dE =0,

D

veya

0

I {J.f(ét’”)vndﬂ +V(&,0U(£,0) fdE=0

elde ederiz. F (&)= j u(&,mv,dn fonksiyonu ele alindiginda esitlik asagidaki
0

[[F& +vEouE0lde=0

—00

seklini alir ve buradan F (&) + v(&,0)u(&,0) =0 olarak elde ederiz.
[fl,fz] (&,< &, olmak iizere ) araliginda Vv ile ¢akisan diger yerlerde sifira esit olan V(&,7)

fonksiyonu tanimlayalim ve bu notasyonda

J F@+vcoueo) dz o,
son olarak,

Iu(f,ﬂ)vq (&,n)dn + V(E,0)U(&,0) =0
olmaktadir. Su sekilde tekrar yazarsak

I[U(é,n) — (&0, (& mdn=0.

u(x,t) fonksiyonu siirekli oldugundan

u(g,m=u(s,0)="f(5)= f(x-ct).

elde ederiz.
Yukarida ispatladigimiz teoremlerde, zayif ve yumusak c¢oziimlerin aslinda aym
kavramin parcalart oldugunu gormekteyiz. Ancak, zayif ¢éziim siireksizlik dogrusu iizerinde

“sigray1s” kosulunu korumak zorundadir, yumusak ¢oziimlerde ise bu gibi kosullar yer almaz.



Siirekli ve ¢ok degerli ¢oziimlerden sigrayis kosulunu kullanarak bir degerli ¢6ziim
elde etmek miimkiindiir. Sigrayis iizerindeki Rankine-Hugoniot kosulu hidrodinamik
problemlerde olduk¢a Onemlidir. Zayif ¢dziim bunu otomatik olarak saglarken, sicrayis
yumusak ¢oziimlerde ilave bir kosul olarak elde edilir.

Yumusak ¢oziimlerin fonksiyonel yapisi, sayisal ¢oziimlerin de ele alinmasi i¢in dogal
algoritmalar olusturmaya imkan verir. Yumusak ¢oziimlerin ele alinmasimnin 6nemli bir

avantaj1 da zaten bu 6zellige sahip olmasidir.

4. SUREKLI BASLANGIC KOSULLU CAUCHY PROBLEMI



Asagidaki problemi goz oniine alalim

u +uu, =0, 4.1
P+ (pu), =0, (42)
u(x,0) = f(x), (4.3)
p(x,0) = g(x). (4.4)

Burada, g(x) bir kez, f(X) iki kez tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Ayrica fiziksel bakis agisindan
bu fonksiyonlarin kompakt tasiyiciya sahip oldugunu varsayariz.

Bolim 2.3’de ispatladigimiz gibi (4.1)-(4.4) probleminin ¢6ziimiinii tiirevleri

t=—; degerinde sonsuzluga yaklastigindan (4.1)-(4.4) probleminin klasik ¢oziimii

(&)

mevcut olmamaktadir. Zayif ¢oziimlerin tanimini verelim.

Tanim 5. (4.3), (4.4) baslangi¢ kosullarini ve test fonksiyonlar sinifindan ¢(x,T)=0

kosuluna sahip olan keyfi test fonksiyonlari i¢gin asagidaki

[[ o lo (U + gox(x,t)% Jdxdt + _Tu(x,O)(p(x,O)dx =0, (4.5)

[J o lo xDUCCD + 0, (X, DU D (X, 1) Jolxalt + T P(X,0)p(x,0)dx = 0 (4.6)

integral esitliklerini koruyan u(x,t) ve p(X,t) fonksiyonlarina (4.1)-(4.4) probleminin zayif
¢Oziimii denir.

Tanim 5°den goriildigii  iizere, (4.5),(4.6) denklemlerinde u(Xx,t)ve p(x,t)
fonksiyonlart siireksiz olabilir.

Zayif ¢oziim kavrami ele alindiginda ortaya yeni problemler ¢ikar. Bu problemler,
cOziimdeki siireksizlik noktalarinin yeri ve onlarin zamana gore degisiminin incelenmesinden
ibarettir. (4.1)-(4.4) probleminin zayif ¢oziimlerini elde etmek i¢in asagidaki yardimeci

problemi

V(X 1) +l[8v(x,t)]2 o 47
ot 20 ox ’ '



oaw(X,1) da(X,1) _
—+u(x,t)—ax 0, (4.8)
V(x,0) =V, (X), (4.9)
@, (X,0) = o, (X) (4.10)
ele alalim. Burada v, (X) ve @,(X) sirastile
Mo ¢ (. 4.11)
dx
49 _ 0x) (4.12)
dx

denklemlerinin herhangi bir siirekli ¢6ziimii olmaktadir. (4.7)-(4.10) problemine yardimci

problem denir. Yardimei denklemin tek olmadigi agikga goriillmektedir.
Teorem 6. Eger v(x,t) ve o(X,t) (4.7)-(4.10) probleminin ¢ézlimleri ise,
v(X,t) = j u(x,t)dx + c,(t) , (4.13)
o(X,1) = j p(xt)dx +¢,(t), (4.14)

ile tanimlanan u(x,t) ve p(Xx,t) fonksiyonlar1 esas problemin zayif ¢oziimleri olmaktadir.

(4.13), (4.14)’den

ov(Xx,t)

U(X,t)zT, (4.15)
p(X,t) = do(xH (4.16)
OX

oldugu goriilmektedir.

(4.7) denkleminin ¢oziimiinii elde etmek igin

P
ot ’ ox

notasyonlarini ele alalim. Bu notasyonlarda (4.7) denklemini agagidaki sekilde

1
Flp.a)=p+- q>=0



yazabiliriz. (4.7) nonlineer denklemi i¢in Charpit denklemler sistemini su sekilde yazilabiliriz

E=1, ax _ , d—'°=o, d—q:o, ﬂ=p+q2. (4.17)
dr dr dr dr dr
(4.17) denklemler sisteminin tek bir ¢oziimiinii elde etmek i¢in
t =0 0’ X =0 — g’ v r=0" VO (5)5
(v, ) dv
p =0 — A — s q =0 — — (418)
2\ 0& dé

baslangi¢ kosullarin1 yazalim. (4.17),(4.18) probleminin ¢éziimiinii

v(x,t)=%u02t +V, (), E=x—ut

olarak elde ederiz. Sade hesaplamalar yolu ile

ovV(Xx,t)

u(x,t)= x

oldugu agikca goriilmektedir.
Simdi karakteristik yontemini kullanarak (4.8),(4.10) problemini ¢ozelim. Goriiliiyor

ki, s6z konusu problemin ¢6ziimii

OJ(X,t) = 0)0 (é:) ’
seklinde olmaktadir. Yukaridaki teoreme gore

dw(X,1)
OX

_Ow _ . (,_,0u)_ L I (€5
’O(X’t)_ax_w‘f(1 taxj g@(l 1+tf'(§)j 1+tf'(&)

p(X,t) =

yazabiliriz.

olarak elde ederiz.
Boylelikle asagidaki teoremleri ispatlamis oluruz.

Teorem 7. Eger v(x,t) ve w(X,t) fonksiyonlar1 (4.7)-(4.10) yardimci probleminin
coziimleri ise (4.15) ve (4.16) ile tanimlanan u(x,t) ve p(X,t) fonksiyonlar1 esas problemin

zay1f ¢oziimleri olmaktadir.



Yardimci ¢oziimlerin asagidaki gibi avantajlari vardir:

. v(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlarmin diferansiyelleme oOzelligi u(x,t)ve

p(X,t) fonksiyonlarinin diferansiyelleme 6zelliginden bir mertebe fazladir.

2. Esas problemin ¢dziimlerini au ve % tiirevlerini kullanmadan da elde etmek

OX OX
miimkiindiir, zaten bu tiirevler sigrayis noktalarinda mevcut degillerdir.

3. v(x,t) ve w(X,t)fonksiyonlar1 mutlak siirekli fonksiyonlardir u(x,t) ve p(x,t)

fonksiyonlarindaki sigrayis noktalarini belirlemek i¢in asagidaki enerji integrallerini
E, (0= [ ruxtydx, (4.19)

E, ()= [ & p(x,t)dx (4.20)

ele alalim. (4.19) ve (4.20) integralleri hem stirekli, hem de stireksiz fonksiyonlar i¢in mevcut
olmaktadir. Ayrica E,(t)ve E,(t) nin zamandan bagimsiz oldugunu kanitlamak oldukga

kolaydir.

Tanim 6. Asagidaki sekilde tanimlanan

E,(0) =[5 u(x0)dx,

E,(0) = [ g p(x,0)dX,

E,(0) ve E,(0) sayilarma v(X,t) ve w(x,t) fonksiyonlarmin kritik degerleri denir.
Simdi u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarmin siireksizlik noktalarin yerlerini tespit etme

problemini ve bu noktalarin zamanla degisimini inceleyecegiz. Daha dnce sozii edildigi lizere
yardimci problemin ¢6ziimii tek degildir. Fiziksel baglamda tutarli bir tek ¢6ziim elde etmek

icin bazi ilave kosullar gerekmektedir.

Tanim 7. Her t icin v(x,t) nin kritik deger aldig1 noktalarin geometrik yerine front

(cephe) noktasi diyelim ve X\ (t) seklinde gosterelim.

Tammm 8. Her t i¢in p(X,t) 'nun kritik degerler aldig1 noktalarin geometrik yerine
p(x,t) fonksiyonunun front (cephe) noktasi diyelim ve x\”(t) ile gdsterelim.

Tanim 8’den



x(" (1)

v(x(f” (t)): Iu(x,t)dx = E,(0)

elde ederiz. Buradan, x\" (t) icin

ax©) o’
it :W x:x(fv)(t) 4.21)
denklemini ele aliriz. Benzer sekilde, Tanim 8’den
(»)
dx; () [up] 497
X=Xg (t)

elde ederiz. Burada, [qo]

notasyonu ile @(X) fonksiyonunun X, noktasindaki sigrayisi

X=X

gosterilmektedir; yani,

(o]

dir. Eger f(X) ve g(x) stirekli ise, (4.21) ve (4.22) den

X (X, +0)— (X, —0)

dx;” ()

dt

dx{” (1)

() _
=uCT O =—

(4.23)

oldugunu elde ederiz. Boylece, u ve p fonksiyonlarinin sigrayis noktalarinin denklemin

karakteristikleri tizerinde oldugunu gordiik.

Tanim 9. Asagidaki esitliklerle tanimlanan

v (%) { v(x,1), v<E,(0) (4.24)

E,(0), v=E, (0)

Ogen (X, 1) = {a)(x’t)’ ©<EO), (4.25)

E,(0), o= E,(0),
fonksiyonlarina yardimci problemin genisletilmis ¢oziimleri denir.

Teorem 6’ya dayanarak esas problemin zayif ¢oziimii i¢in asagidaki ifadeleri

OV gen (X, 1)

> (4.26)

ugent(xst):



0@ gen (X, 1)

Pgen (x,t) = ox

(4.27)

Nyen (1) 00 (1)

buluruz. (4.26) ve (4.27)’den goriildiigi tizere ,
OX OX

tirevlerinin 0’a

esit oldugu noktalar u(x,t) ve p(X,t) fonksiyonlarinin sicrayis noktalar1 olmaktadir.
(4.23)’ten sunu elde ediyoruz
X¢ (1)
fdx (t
(o I ®_
0 u

Bu ifade u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarinda sicrayislarin olusabilmesi i¢in gerekli ve yeterli

bir kosuldur.
Simdi de esas ve yardime1 problemler arasindaki iliskiyi agiklayan diger bir baglantiy1

gosterelim. Bunu yapabilmemiz i¢in gerekli Lagrange fonksiyonlarini

L'(p,q) = q,F(p,a)=q,(p+0.5¢%),

L’ (g, P4, ) :(ql)x Fl(pl,ql): (ql)x(p] + qql)

g6z Oniine alalim. Burada p, = 6—60, q, = oo olmaktadir.

ot OX
Teorem 8. (4.1)-(4.4) probleminin ¢dziimleri, sirasiyla L'(p,q)ve L’(q,p,,q,)
fonksiyonlariin ekstramumlari olmaktadir.

Ispat. L'(p,q) ve L’(p,q) icin Euler-Lagrange denklemini yazarsak sunu elde

ederiz,
1 1
oL N oL q _0,
ot OX
Llp:qxa qu:qqx9
o, +qxa—q:£[a—qJ+ X@_qza_quua_u:O'
ot ox ox\ ot ox ot OX
Benzer sekilde,

Lz(q’ P1» ), L1 = (@)« a1 =q(d )x-



8'.2 pl aqul
+—
ot OX

0 oq,. o 9 op, 0
=—+(q, —Y) +—+ =—L4— (up)=0.
ot (@, ox’~  ox @ OX ) ot ax( P)

Boylelikle, Teorem 8’1 ispatlamis oluruz.

Simdi baslangic f(Xx)ve g(x) fonksiyonlarinin siireksiz olduklarini varsayalim, yani

0=t *70 4.28
u(x,0)= )
0= Lo (4.28)
x>0
p(x0)=1"" (4.29)
p, X<0

olsun. Burada u,,u,, p, ve p, bilinen sabitler olmaktadir ve asagidaki durumlar olabilir:

1) u>u,, p<py; (i) u<u,, p>p;;
(i) U > Uy, py>py5 (V) Up<Uy, py<p,.

(4.1), (4.28) probleminin karakteristikler yontemi ile ele alinan ¢oziimii

u, £>0
u(x,t)y="F($)= (4.30)
u,, ¢£&<0,
seklindedir buradan da;
E=x—-ut (4.31)

olmaktadir. (4.31)’den goriildiigii gibi (4.1) denkleminin karakteristikleri egimi u(X,t) olan
dogrular ailesidir ve U, <u <u, olmaktadir. Eger U, <u <u, ise (4.31) karakteristikler ailesi

X=U,t ve X=u;t arasinda bulunur ve bu karakteristiklerin yalmz bir ortak noktas1 var ise

bu nokta & =0 dir. Bu taktirde,
X=ut ve u =?X dir ve bu ylizden u, < % <U, olur. Son olarak, (4.1), (4.28) probleminin

¢Ozimunl



X
u, t_> U,
X X
u(x,t) = T u, <?< u, (4.32)
X
u,, ?< u,

olarak elde ederiz. (4.32) esitligi ile tanimlanan ¢6ziim siirekli ve fiziksel agidan yararlidir.

u(x,t) ’'nin grafikleri asagidaki sekillerde gosterilmistir.

u p
0.9
1
0.65
0.8
0.4
0.6
0.15
0.4 X -0.1 X
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
a) b)

Sekil 1.uve p’nin t =2 i¢in ul >u2, pl > p2 i¢in zamana gore degismesi

u p
0.8
1
0.6
0.8
0.4
0.6
0.2
0
0.4 X X
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
a) b)

Sekil 2. uve p’nint=2i¢in ul>u2 , pl> p2 icin zamana gore degismesi



0.8

0.6

0.4

a)

0.55

b)

Sekil 3. Uve p’nint=2i¢in ul <u2, pl> p2 i¢in zamana gore degismesi

0.8

0.6

0.4

a)

1.2

0.9

0.6

0.3

b)

Sekil 4. U ve p’nin t=2 i¢in ul<u2, pl < p2 icin zamana gore degismesi

ifadesini gosteririz.

1’de (4.32),
fonksiyonlarmin grafikleri t=2 noktasinda gosterilmistir. Sekil 1a’dan da anlasilacagi gibi u
fonksiyonunun baglangicta bulunan sigrayisi t=0 U, <u, oldugu durumlarda zamanin artan

degerlerinde ortadan kalkmaktadir. Sekil 1b’de ise p(x,t) fonksiyonlarmin dagiliminda iki

(4.32)’yi dikkate alirsak p(X,t) icin de agik sekilde

:1+tf'(x—ut)

(4.33) denklemleri

(4.33)

ile tanimlanan u(x,t) ve

sigrayls meveut olmaktadir. Sekil 4’den goriildiigii tizere U, <u, iken




u(x,t) fonksiyonunun yapisindaki hem u(x,t)  fonksiyonunun hem de p(X,t)
fonksiyonlarinin dagiliminda sigrayislar mevcut oluyor ve séz konusu sigrayislar dayanikli

olarak hareketini siirdiiriiyor.

Siireksiz fonksiyonlarda ¢alismak zorunda olan problemin ¢dziimii, zayif ¢6ziim kavramin

ele almaya tesvik ediyor.

Tanim 10. (4.28) ve (4.29) baslangic kosullarin1 ve temel (test) fonksiyonlar

simifindan f(X,T) =0 kosuluna sahip keyfi test fonksiyonlar1 i¢in

[ {otn0u0 40,0002 %9 o

0 ©
+ j U, (X,0)dx + j u, @(x,0)dx = 0, (4.33)
—0 0

” {p. (DU D)+, (X DU (X, 1) p(x,1)}dxdt

D

0 ©
+ j 2,0(x,t)dx +j 2, ¢(x,0)dx = 0 (4.34)
—© 0

integral esitliklerini koruyan u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarina problemin zayif ¢oziimii

denir.

Esas problemin zayif ¢6ziimiinii elde etmek icin asagidaki yardimei problemi goz

Oniine alalim

2
v (X, 1) +1(6v(x,t)j _o, (4.35)
ot 2 OX
do(x.b) , (x.t) da(X,1) _0, (4.36)
ot OX
ux, x>0
V(X0)= (4.37)
u,x, x<0
X, X>0
2000) :{pl (4.38)
£,X, X <0.

Yukarida inceledigimiz karakteristikler yontemi ile u(Xx,t) i¢in



u, 5>U
u(xt) = ‘X (4.39)
u,, T<U,

elde ederiz. Burada,

olmaktadir. (4.23)’ten

dx (1)

U —u

=U,+p =U . (4.40)
dt S P = P> g
elde ederiz. (4.38)’1 gbz Oniine alarak p(X,t)i¢in
X
p(X,t)= (4.41)
X
PP, T <U,

elde ederiz. (4.39) ve (4.41) formiilleri ile bulunan c¢o6ziimlerin grafikleri Sekil 1-4’de

gosterilmistir.

5. SUREKSIZ FONKSiYONLAR SINIFINDA SONLU FARK YONTEMIi



5.1 Cauchy Problemi

Simdi (4.1)-(4.4) probleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmek  i¢in siireksiz

fonksiyonlar sinifinda algoritmalar iiretelim. Bunun i¢in de dnce (X,t) argumanlarinin siirekli

e

degistigi bolgeyi

o ={ 04t | X=ih, t =kz,i=0,+1,2, ., k=0,1,2,..h >0,7>0

ag1 ile ortelim. Burada, hve 7, @, aginin adimlar1 olmaktadir.
(4.7) ve (4.8) denklemlerini @,, aginin herhangi bir (i,k) noktasinda asagidaki gibi sonlu

farkla ayrigtiralim

2
7 (Vik =Vioik
Vika =Vik —E(—I h I ) (5.1)
_ Wi =Wi_ix
Wik =Wix —aUj, EEEr— (5.2)
Vio =Vo(Xi ), (5.3)
Wi =@y (X;) . (5.4)

Burada, V;, ve W, ag fonksiyonlar1 (i,k) noktasinda v(x,t) ve w(X,t) fonksiyonlarinin

yaklasik degerleri olmaktadir. Ayrica v,(X;) ve @,(X;) fonksiyonlar1, asagidaki sonlu fark
denklemlerinin

(Vo) = T (X)),

(@), =9(X)

stirekli ¢oziimleri olmaktadir. @, aginin her bir noktasinda

V. =U, (5.5)
W, =g (5.6)
esitliklerinin dogru oldugu kolaylikla goriilebilir. Buradanda U = U, ,, @ =, olmaktadir.

(5.5)’1 kanitlamak icin 6ncelikle (5.1) denklemini (i —1,k) noktasinda yazmak gerekir

ve ardindan (5.5)’den ¢ikarip ve 2 ye bolersek



1 [Ni Vi M =Vi)y }: 1 {(vi ~Vi )y T {(vi_l —vi_ZT
T h h 2h h h

elde ederiz. (5.5)’1 goz ontinde bulundurarak U; ‘nin asagidaki dogrusal olmayan cebirsel

denklem sistemini

T
Ui,k+1:Ui,k _E(U 2i,k - Uiz—l,k) (5.7)

korudugunu gortiriiz. (5.6) i¢in de benzer sekilde, yani ;, 'nin da asagidaki dogrusal

olmayan cebirsel denklemler

Piki =Pix ~ixPix> (5.3

sistemini korudugunu goéstermek miimkiindiir.

Teorem 9. Asagidaki gibi tanimlanan E, (t,) ve E,(t,) ag fonksiyonlar1

E1(tk)=hZUi,k ) (5.9)
Ez(tk):hzsgi,k (5.10)

zamana bagli degildirler.

Ispat . Oncelikle E,(t,,,)’i g6z oniine alalim ve asagidaki sade islemleri yapalim

(oo}

E\(ti,)=hD Ui, = Z(Vi,kﬂ _Vifl,k+l)

i=—0 j=—00

0

= z [(Vi,k _%Uiz,k)_(vi—l,k _%Uizfl,k )}

i=—o0

o0 ,Z. 0 o0
= _Z(Vi,k = Viak)- 5 YU UL 0=h 2 U =E (t).

j=—00 j=—00 i=—o0

Benzer sekilde,



- - Wi + _Wi— +
E,(t..) :h_zgoi,ku :hz . =

j=—0 j=—0 h

= z [(Wi,k U 00 ) - (Wi — U000 )]

:h_z Pix =E5(t).

Tamm 11. E_I(O) ve E_I(O) sayilarina sirasiyla V;, ve W;, ag fonksiyonlarinin

kritik degerleri diyelim,
E/(0)=hXU,, (5.11)
I

E,(0) hX oo - (5.12)

Tanimm 12. Asagida tanimlanan ag fonksiyonlarina (4.1), (4.4) probleminin

Vvt = Vi Ve <By ©) (5.13)
E,(0), Vik 2E(0),
W., W, <E,(0)
A I (5.14)
E,(0) Wiy =2E,(0) ,
genislendirilmis sayisal ¢ozlimleri denir.
Teorem 6’ya dayanarak
ie,)lit = (Vi,eﬁ(t X (5.15)
Pk = Wiy, (5.16)

olur ve bu ifadeler esas problemin zayif sayisal ¢6ziimiidiir. Buna ek olarak da (4.4) ve (4.5)’1
ele alirsak (4.7) ve (4.8)’1 tekrar

ov(x,t)y 1 ,
———=+—u"(x,t)=0, 5.17
2 (X, 1) (5.17)

%Jru(x,t)p(x,t):o (5.18)



seklinde yazabiliriz. Boylelikle (4.1), (4.4) denklemler sisteminin Euler yontemi ile
¢Oziimiinii elde etmis olduk. Bilindigi gibi Euler sonlu fark karsilig1r agin adimlar1 {izerinde
kosul talep etmektedir. Eger (5.17) ve (5.18) denklemler sistemini Runge-Kutta yontemi ile
¢Ozersek, ¢oziimii daha da net sekilde elde ederiz.

Simdi yaklagik ¢Oziimiin gercek ¢O6zlime yakinsakligi problemi inceleyelim.

Eger f (x), f'(X) ve g(x) fonksiyonlar1 sinirli ise u(Xx,t) ve p(X,t) ¢oziimleri de sinirh

olacaktir.
u p
1 0.9
0.85 0.7
0.5
0.7
0.3
0.55
0.1
0.4 X -0.1 X
1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
a) b)

Sekil 5. t=2’de u,>u,, p, >p, icin sayisal ¢oziim

u p
1 0.8
0.9
0.6
0.8
0.7 0.4
0.6
0.2
0.5
0
0.4 X X
1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
a) b)

Sekil 6. t=2’de u,>u,, p, <p, icin sayisal ¢oziim



0.85

0.7

0.5

0.4

o
-
N
w
=
o
-
N
w

a) b)

Sekil 7. t=2°de u,<u,, p, >p, i¢in sayisal ¢oziim

u p
1
2.4
0.8
1.6
0.6 0.8
0.4 X 0 X
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
a) b)

Sekil 8. t=2’de u, <u,, p, < p, i¢in sayisal ¢dziim

Teorem 10. Herhangi bir z ve h i¢in
a) .[T| u(x;,t ) —U; ‘ dx >0 dir;
b) Eger, ‘ u(x;,t ) —Uj |—>0 ise IR ‘ p(Xi,tk)—pi,k| dx— 0 dir.

Ispat. (5.17) ve (5.18) denklemlerini oy, agnm (i,k) noktalarnda su sekilde tekrar

yazalim

Vi +%Ufk = Sixs (5.19)

Wy + Ui @i = Vi - (5.20)



Burada, &;, ve y;, sirastyla 8vg;,t)’ Om(X,t)

p tiirevlerini sonlu farklara ayristirilirken

olusan hatalardir. Eger v(X,t) ve @(x,t) fonksiyonlar surekli iseler &;, ve y;, hatalar, 7

ve h sifira yaklastiginda ortadan kaybolur. Yukaridaki (5.1) ve (5.2) denklemlerinden
(5.19) ve (5.20)’1 ¢ikaralim

\7t + va :5i,k’ (5.21)

@ +M @, <y, + plu-U

, (5.22)

Burada, V=v-V ve ® =w—-W Teorem 10°da oldugu gibi = ve h sifira yaklastig1 zaman

t
V=v-V= J R ‘ u(x,t)—U;  dx= Jﬁdr ifadesi de sifira yaklagmaktadir.
0

Onerilen (5.1) ve (5.2) algoritmalar1 cercevesinde At :& oldugu durumlar ig¢in
u

sayisal deneyler yapilmistir. Bu kosul %:U esitliginin karsilifi olmaktadir. Elde edilen

sayisal coOziimlerin gercek c¢oziimlerle cakistigi gozlenmistir. Bu da Onerilen yOntemin

efektifligini gdstermektedir.

5.2 Baslangic-Sinir Deger Problemi

5.2.1 A¢ik Sonlu Farklar Yontemi

Yukaridaki boliimde, sabit basingli sikigsabilen izentrik sivilarinin hareketini ifade eden
kismi tirevli diferansiyel denklem sistemi i¢in yazilmig Cauchy probleminin gergek
¢Ozliimiinii ele aldik ve ¢Oziimiin baz1 6zelliklerini inceledik. Bu boéliimde ise s6z konusu
denklemler sistemi i¢in sinir deger probleminin sayisal ¢0ziimii i¢in siireksiz fonksiyonlar

sinifindan yeni bir yontem 6nerecegiz. Bu amacla asagidaki problemi gz 6niine alalim

0 ou
u =

2 uf oo, 5.23
ot OX ( )
P Loy, (5.24)
ot oXx

u(x,0) = f,(x), (5.25)



P(X,0)=9g,(x), (5.26)
u,n = f,(t), (5.27)

p0,1) =g, (t). (5.28)

Burada, f, ve g; (1 =0,1) bilinen fonksiyonlardir. (5.23)-(5.28) probleminin sayisal

¢cozlimiinii elde etmek i¢in agagidaki yardimci problemi

ik u (b fA)

at{u(g,t)dgu : : =0, (5.29)

2P0 UKD PO - D9, 1) =0 (5.30)
0

g6z oniine alalim. (5.29) ve (5.30) denklemler sistemi icin baslangi¢ kosulu olarak

u(x,0)= f(x), (5.31)
P(X,0)=g(x) (5.32)
alalim.
t
® k+1
® k
k-1
: . . X
j-1 j j+1

Sekil 9.



< k+1

k-1

T R N 1
Sekil 10.

(5.29),(5.30) denklemlerinin (5.31) ve (5.32) kosullar1 g¢ergevesindeki ¢oziimlerin
bulunmasina, ikinci tiir yardimer problem denir. Goriildigi gibi (5.29),(5.30) denklemler
sistemi integro diferansiyel denklemler sistemi olmaktadir. (5.29),(5.30) denklemlerinin sonlu
fark karsiligini olusturmak i¢in (5.29) ve (5.30)’a dahil olan integrale dikdortgenler yontemi

ile yaklasalim, yani

[P, 0dE =h Y p(x;,0 (5.33)
0 =1

olarak yazalim. (5.33)’1 dikkate alirsak, (5.29) ve (5.30)’un sonlu fark karsiligini asagidaki
gibi

i i
h>U...,—h>U.
jzzl j,k+1 E j.k Ui2,k ~ f12(tk)

T 2 2

i
hZ Diki1 — hZ Di k

j=t j=1

. +Uiw @i =Tt f(t)

yazariz. Son ifadedeki sonlu fark denklemlerini

i1 ; ;
Uik —Uix + 2 U4 _Ui,k)+EUi2(Xat) “h f2 (),
i



il T T
Ui = Pika —@ix + Z((ﬂj,kn - §0j,k)+FUi,k ik :F fi(te) 9, (t),
j=1

veya

- . i1
Ui =Uix +F f,? (tk)_ﬁuiz,k -2 U ikt ~Y k) (5.34)
j=1

i-1

T T
Dixs1 = Pix "‘E fl(tk)gl(tk)_ﬁui,k(pi,k _Z((/’j,ku ~Pix) (5.35)
i=1

sekilde yazabiliriz. (5.34), (5.35) i¢in baslangi¢ kosullari

Uso = F(x), (5.36)

Pio = 9(X) (5.37)

olmaktadir. Goriildiigii gibi (5.34), (5.35) sonlu fark karsiligi agin adimlari {izerinde bir kosul
talep etmektedir. Bu da fiziksel problemleri ¢ézerken bazi zorluklara neden oluyor. Bu

siirlamayi ortadan kaldirmak i¢in agik olmayan sonlu fark karsiligini 6nerelim.

5.2.2 Acik Olmayan Sonlu Farklar Yontemi
Yukaridaki bolimde (5.29), (5.30) denklemler sistemindeki tiirevsiz terimlerin k.
kattaki degerlerini kullanarak sonlu fark karsiligini yazmistik. Ele aldigimiz cebirsel
denklemler sisteminin her bir denkleminde bir tane bilinmeyen olmaktadir. S6z konusu
denklemler sisteminin ¢6ziimiiniin elde edilmesinde hi¢bir zorluk ¢ikmaz.
Simdi ise (5.29), (5.30) denklemler sisteminin sag tarafin1 (k+1). zaman katinda
degerlerini kullanalim; yani ( 5.29), (5.30) diferansiyel denklem sistemini asagidaki gibi sonlu

farklara ayriklastiralim

hz Pika — hz ?ix
j=1 =1

r

+U i Py = fi(te)9,(t,,)

veya



T T f t+
Ui,k+1 +_Ui2,k+1 - ( « l) Z(U Bk T i,k > (5-38)

T T !
Dk +Hui,k+1(oi,k+1 = E f ()9 () _Z((Pj,k+1 _(Pj,k) . (5.39)
=1

Gortildiigii gibi (5.38), (5.39) nonlineer cebirsel denklem sistemi olusturmaktadir. Bu cebirsel
denklemler sisteminin her bir denkleminde 2 tane bilinmeyen bulunmaktadir.S6z konusu
denklemler sistemini, (5.36) ve (5.37) baslangic kosullarini da dikkate alirsak,Newton

iterasyon yontemi ile ¢dzmek miimkiindir. (5.38) denklemi ¢, ,,, ye bagli olmadigindan,

once (5.38) “ den U, ., bulup sonra

1 T =
Okt = {F fl (tk+1 )gl (tk+1) - Z(¢j,k+1 —Pix )} (540)
=

.
1+ EU ko)

denklemini ¢6zmek gerekmektedir. Goriildiigii gibi (5.38) ve (5.39) sonlu fark denklemleri

cok sade ve bilgisayar programi acisindan da ekonomiktir. Ayrica, (5.38) ve (5.39)

denklemler sisteminden agikg¢a goriiliiyor ki, burada 7 ve h {izerine hi¢ bir kosul koymaya

gerek yoktur.



6. SONUCLAR

Tezde birinci basamaktan nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi icin
Cauchy ve baslangig-sinir deger problemi incelenmis ve ele alinan sonuglar asagida
belirtilmistir.

e Hidrodinamigin model denklemler sistemi i¢in yazilmis Cauchy probleminin gergek
¢Ozlimii elde edilmis ve ¢Ozlimiin baz1 6zellikleri incelenmistir.
e SOz konusu denklem sistemi i¢in yazilmis baslangi¢-sinir deger probleminin ¢oziimii

icin stireksiz fonksiyonlar sinifinda yeni bir sonlu farklar yontemi onerilmistir.



7. IRDELEME VE ONERILER

Tezde bir boyutlu (yer degiskenine gore) birinci basamaktan lineer olmayan kismi
tirevli diferansiyel denklemler sistemi icin sonlu farklar yontemi Onerilmistir. Literatiirden
bilindigi gibi, s6z konusu denklemlerin ¢oziimleri yeri onceden belli olmayan sigrayis
noktalarina sahip olmaktadirlar. Siireksizlik noktalarmin civarinda denklemde bulunan
tiirevleri direkt olarak sonlu farklara ayriklastirmak yanlis sonuglara yol agmaktadir. Bundan
dolay1 tezde esas probleme belli anlamda denk olan yardimci problem oOnerilmistir ki, s6z
konusu yardimci denklemlerde bilinmeyen fonksiyonlarin X ve t degiskenine gore tiirevleri
yer almamaktadir. Ayrica da bilinmeyen fonksiyonlar siirekli de olabiliyorlar. Onerilen
yardimci probleme dayanarak iki tiir sonlu farklar yontemi ele alinmistir.

e Acik sonlu farklar yonteminde, agin adimlar tizerinde kosul talep edilmektedir.
e Acgik olmayan sonlu farklar yonteminde ise, adim flizerine kosul yazmaya gerek
kalmamaktadir
Ayrica, Onerilen algoritmalar yeteri kadar kolay ve bilgisayar deneyleri i¢in de ¢ok ekonomik
olmaktadir.

Onerilen sonlu farklar yonteminin diger bir avantaji, ele aldigimz cebirsel lineer
veya nonlineer denklem sisteminin her birinde, bir tek bilinmeyen olmasidir. Boylelikle, tezde
gaz dinamiginin model denklemlerini olusturan birinci basamaktan nonlineer kismi tiirevli
diferansiyel denklemler sistemi ic¢in yazilmig, baslangic ve baslangi¢c-sinir deger
problemlerinin niimerik ¢éziimlerini ele almak i¢in siireksiz fonksiyonlar sinifinda, ekonomik

algoritmalar 6nerilmis ve incelenmistir.
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