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OZET

Ug béliimden olusan tezde siniis Gordon denkleminin genellestirilmis fonksiyonlar
siifinda sayisal ¢oziimii i¢in sade ve efektif bir sayisal algoritma Snerilmistir.

Bilindigi gibi bir diferansiyel denklemi sonlu farklara ayriklagtirdigimizda, ¢oziimiin
yiiksek basamaktan tiirevlerinin varolmasi gerekmektedir. Fakat, nonlineer denklemler i¢in
¢ogu zaman ¢Oziimiin diferansiyellenebilme derecesi, denklemin derecesinden diisiik
olmaktadir. Bu ise boyle denklemler i¢in sonlu farklar yontemini direk uygulamaya imkan
vermez.

Bu nedenle, tezin birinci boliimiinde genellestirilmis fonksiyonlarin temel teorisi,
genellestirilmis fonksiyon, genellestirilmis tiirev ve zayif ¢6ziim kavramlari verilerek gerekli
altyap1 olusturulmustur.

Ikinci boliimde siniis Gordon denkleminin duragan ¢dziimlerinin ele almmasi igin
birka¢ yontem (Degiskenlerin Ayrilmasi, Bécklund Doniisiimii, Ters Sac¢ilma Metodu vs)
irdelenmistir. Bu yontemler Schwartz fonksiyonlar sinifinda ¢alismaktadir.

Son boliimde ise sinlis Gordon denkleminin ¢dziimii i¢in niimerik bir algoritma
sunulmustur. Bunun i¢in esas probleme denk olan ve 6zel olarak olusturulmus yardimer bir
problem ortaya konmustur. Bu yardimci problemin diferansiyellenebilme ozelligi esas

problemin diferansiyellenebilme 6zelliginden bir fazladir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Fonksiyonlar, Zayif C6ziim, Solitonlar, Siniis

Gordon Denklemi, Sonlu Farklar Yontemi
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ABSTRACT

In this three-part thesis, a simple and effective numerical algorithm is proposed to
solve sine Gordon equation in a class of generalized functions.

As it is known, to discretize any differential equation into finite differences, the
solution must have higher order derivatives. However, for a nonlinear equation, the order of
the differentiability of the solution is generally less than that of the equation itself. This makes
it impossible to use the method of finite differences.

Consequently, in the first part of the thesis, we construct the necessary infrastructure.
Indeed, the general theory of the generalized functions and the concepts of the generalized
function, generalized derivative and weak solution are given.

Secondly, in order to discuss the solution of sine Gordon equation, some methods such
as seperation of variables, Béacklund transformation and inverse scattering are used. These
methods work in the Schwartz class of functions.

Finally, a numerical algorithm for solving sine Gordon equation are presented. To do
so, a specially constructed auxiliary problem, which is equivalent to the main problem, is
suggested. The differentiable property of the auxiliary problem is one degree higher than that

of the main problem.

Key Words: Generalized Functions, Weak Solution, Solitons, Sine Gordon Equation,

Finite Differences Method
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1. GIRIS
1.1. Siniis Gordon Denkleminin Cikarilisi

Son doénemde fizik ve matematigin bir¢ok alaninda yeni tip dalgalar sik sik ortaya
cikmistir. Bu dalgalar pargacik 6zelligine sahip soliton dalgalar1 olmaktadir. Soliton dalgasi
ilk kez 1834 yilinda Iskog bilim adami ve miihendisi Scott Russell tarafindan gézlenmistir.
Lakin Russell bu gozlemlerini matematiksel olarak yorumlayamamistir. Russell’in
gbzleminden 60 y1l sonra iki Hollandali matematik¢i Korteweg ve de Vries soliton dalgalarini
ifade eden denklemi ortaya koydular.

Eger / su kanalinin ortalama derinligi, /+7 (7 kii¢clik bir parametre olmak {iizere)

suyun list yiizeyi olur ise bilinmeyen 7 parametresini ele almak i¢in

on 3\/§6 2 1, 1 o
G _C 8 Zopt-n 40 1.1
o 2 l@x(3 T T3 (b

3
denklemini elde ettiler [1]. Burada o = % —Ll, a keyfi bir sabiti, T ylizeyin gerginligini, g
rg

yergekimi ivmesini ve p suyun yogunlugunu gosterir.

Korteweg ve de Vries (KdV) denkleminin ¢éziimii i¢in ilk 6nemli adim Zabusky ve
Kruskal tarafindan 1965 yilinda atildu.

Literatiirde soliton tipi ¢dzlimlere sahip pek ¢ok denklem mevcuttur. Bu denklemlerin
ortak oOzellikleri enerjisini ve bicimini koruyan c¢oziimlere sahip olmasidir. Sézkonusu
denklemlerden bir tanesi Siniis Gordon (SG) denklemidir. SG denklemi mekanik salinimlarin
hareketini de modellerken karsimiza ¢ikmaktadir.

Varsayalim ki esnek bir bantin agirligi onun uglarindan birinde odaklanmistir. Bu
durumda, kitlenin siirekli dagilimini birim kitlelerin diskret dagilimina doniistiirebiliriz. Esnek

bantin bir eksen boyunca biikiilebilmesi bu tiir sistemlerin énemli bir 6zelligidir ve problemi



modellerken bu 6zelligi de dikkate almamiz gerekmektedir. Boylelikle, esnek yaylarla
birlestirilmis N tane salinimdan olugan bir sistem aliriz ki bu sistemin dénme momenti yayin
donme acistyla dogru orantilidir (Sekil 1).
Biikiilmenin (burulmanin) dénme momenti
I'=x6

olmaktadir. Burada 8 dénme momentini olusturan a¢1 x ise yayin donme katsayisidir.

Sekil 1: Yaylarla Birlestirilmis Salinimlar

Eger, ¢, 1. salimm ile asagiya dik olarak yonelmis dogru arasindaki agi olursa,
cizgisel w,hiz1 ¢, ile ifade edilebilir. Birbirine benzer ve aym1 J eylemsizlik momentine

sahip saliimlar i¢cin Newton kanunu asagidaki gibi (1.2) ifade edilir.
Jo, =TV +1? (1.2)

Burada F,.(l) yayin donmesinden olusan moment, r® ise agirlik kuvvetinden olusan moment

olmaktadir.
Eger salinimlarin hepsinin kitlesi M ise agirlik kuvvetinden olusan donme momenti
r'® = —Mdgsin p, (1.3)
olur. Burada d yayin merkez ekseninden salinimin merkezine kadar olan mesafeyi gosterir.

2



1. salimimin dénme momenti yalnizca s6zkonusu salinimin sag ve sol komsularindaki
salimimlara baghdir. Salinimin 6niinde ve arkasindaki yaydan olusan moment sirasiyla

x(p._, —@,) ve k(p,,, —,) olmaktadir. Toplam moment

" =x(p., —20,+90.,) (1.4)

olur. (1.3) ve (1.4) denklemleri dikkate alinarak

J 9, = x(p.. ~20,+¢,,)~K,sing, (1.5)
yazilir. Burada K, = Mdg olmaktadir.

Eger yukarida inceledigimiz diskret modeli siirekli modele doniistiiriirsek (1.5)

denkleminin yerine asagidaki kismi tiirevli diferansiyel denklemi (KTDD) elde ederiz.

0’ 0’ .
??:Kax(f—KGsm(o (1.6)
Eger
K 1/2 K 1/2
Tz(_cj ‘ X:[—GJ ; (17)
J K
degisken doniisiimiinii yaparsak (1.6) denklemi
2 2
a(0—8(0+singo:O (1.8)

or? ox?
olur ki, bu da SG denklemidir.
(1.8) denklemi i¢in agagidaki sinir kosullar1 yazilabilir.
p(t,0)=¢(t,L)=0 mod(27) (1.9)
veya

Op(t.0) _Op(t.L) _,
ox ox

mod(27). (1.10)

Tezin amaci SG denkleminin klasik ¢dzlimlerini incelemek ve genellestirilmis
fonksiyonlar sinifinda sayisal ¢6ziim i¢in algoritma olusturmaktir.

Bu nedenle sonraki islerimizde gereken bazi temel kavramlari verecegiz.
3



1.2 Genellestirilmis Fonksiyonlarin Temel Teorisi

Tammm 1. —o0 < x <oo aralifinda tanimli, reel degerli ve herhangi a < x <) sonlu
araliginda Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyonlara adi fonksiyon denir [2].

Tanimdan goriildiigii gibi, her bir a <x<b sonlu araliginda siirekli (6l¢iilebilir)
fonksiyonlar adi fonksiyonlar olmaktadir.

fi(x) ve f,(x) adi fonksiyonlar1 hemen hemen her yerde f (x)= f,(x) ise, bunlara
esit fonksiyonlardir denir. Adi fonksiyonlar kiimesini £ ile gosterilecektir. Adi fonksiyonlarin
toplam1 ve keyfi reel sabitle carpimi da adi fonksiyon olur; yani, E lineer uzay
olusturmaktadir. £ lineer uzayida kavrami da verilebilir.

Eger f,(x), f,(x),...., f,(x),... adi fonksiyonlar dizisi hemen hemen her yerde f(x)
fonksiyonuna yakinsak ve ayrica | f,(x) < f,(x) ise (burada f,(x) - 6nceden bilinen adi

fonksiyondur), bu taktirde Lebesque teoremine gore f{x) limit fonksiyonu da adi fonksiyon
olur. Diger taraftan, bilinen ve c¢ok gerekli olan diferansiyelleme islemlerini £ de her
fonksiyon i¢in tanimlamak miimkiin degildir.

Uygulama bakimindan genel amag, tiim adi fonksiyonlart igeren en azindan
diferansiyelleme islemlerinin yiiriiyecegi bir smf olusturmaktir. Ilk bakista, tiirev alma
islemleri tanimlanilacak siif dar gibi goziikse de, aslinda bu sinif dar degil, tersine daha da
genisletilmis olacaktir.

Bu boliimde E uzayu, iizerinde tanimlanan diferansiyel islemi limit islemine gore stirekli
olacak sekilde yeni bir siifa genisletilecektir. Bundan dolay1 bu boliimde, sonraki islerimizde
gereken bazi tamm ve kavramlar verilecektir. Once, sonlu tasiyiciya sahip (finit) fonksiyon
tanimini igerelim.

Bir f fonksiyonunun sifirdan farkli degerler aldigi noktalar kiimesine f fonksiyonunun

tastyicisi denir ve



Supp f(x)={x| f(x)#0}
ile gosterilir. Baska bir deyimle, keyfi [a,b] araliginda tanimli ve a < x < b nin disinda sifira

esit olan ¢(x) fonksiyonuna sonlu fonksiyon denir.

Reel degerlere sahip —oo<x <o araliginda tanimli ve her mertebeden siirekli
diferansiyellenebilen sonlu tasiyiciya sahip fonksiyonlar sinifina temel (test) fonksiyonlar
sinifi ve bu smifin keyfi elemanina ise temel (test) fonksiyon denir.

Ornek 1. (Sobolev sapkasi)

aZ

T a2
p(x;a)=4e “ 7, |x|<a
0, | x> a

fonksiyonu bir temel (test) fonksiyondur.

Temel fonksiyonlarin toplami ve keyfi reel sayiyla ¢carpimi yine temel fonksiyon olur,
yani temel fonksiyonlar sinifi lineer uzay olusturmaktadir. S6z konusu uzay1 I) ile gosterelim
(D uzay literatiirde bazen K ile de gosterilir).

1) uzayinda keyfi ¢(x) temel fonksiyonu ile sonsuz diferansiyellenebilen ve |x| in yeteri

kadar biiyiik degerlerinde keyfi artma hizina sahip olan g(x) fonksiyonunun (toplamaya gore
distribiitiflik 6zelligine sahip olan) carpma islemi de tanimlanmaktadir.

1D uzayinda limit alma islemini tanimlayalim. Eger {gov (x) }, (v=12,...,n,...) temel
fonksiyonlar dizisinin tiim elemanlar1 ve onlarin keyfi mertebeden tiirevleri herhangi bir [a,b]
araligr disinda sifira esitseler ve {(pi’” (x) }, (n=0,1,2,...) dizileri sifira diizgiin yakinsak

olursa, bu taktirde, {(pv (x) }, (n=0,1,2,...) dizisine sifira yakinsak dizi denir.

Simdi ¢, (x) = lgo()c; a), (v=12,..) dizisini géz Oniine alalim, {(ov (x)}, (v=12,...)D
1%

de sifira yakinsaktir. ¢ (x) = lgo(i; a) dizisi tim tiirevleri ile birlikte sifira yakinsaktir; fakat
v v

I de sifira yakinsak degildir. Ciinkii, bu dizi i¢in malum bir [a,b] yoktur ki, onun disinda

{(015”) (x)}’ (V = 1,2,.,,) sifir olsun.



I de {gov (x)} dizisinin ¢(x) fonksiyonuna yakinsakligi {gov (x)—go(x)} dizisinin sifira
yakinsaklig1r anlamina gelmektedir.
Toplama, keyfi reel sayiyla ¢arpma, sonsuz diferansiyellenebilen bir fonksiyonla

carpma islemleri yakinsaklik islemine gore siirekli islemlerdir. Yani hem ¢, — ¢ hem de

v, = v D de yakinsak oldugunda a¢, + Sy, > ap+ Py ve g(x)p,(x) > g(x)e(x) nin
her ikisi de D de yakinsak olmaktadir.

Not. 1) metrik uzay degildir, ¢linkii burada ¢ vey elemanlar1 arasinda bilinen metrik
ozelliklerini saglayan p(¢,y) metrii tanimlanamaz. Ciinkii, burada ¢, - ¢ yakinsakligi
p(p,9,) = 0 anlaminda verilmektedir.

Gergekten de, metrik uzayda

n 0 Q) ()
(/NN SN (/S

(m) - (m) (m) (m)
D Py s P e > @

yakinsak dizileri verilmis olsun. Ayrica da limit elemanlar icin ¢ — ¢ saglansmn. O halde,

her satirdan bir eleman se¢mekle

(CINE) (m)
PP s @) 5

alt dizisi olusturulur ki, bu dizi i¢in de {p™ |- ¢ dir. Ancak D de bdyle bir sonuca

varilamaz. Ornegin,

m) _

) lgo(x; m), (v=12,.;m=12,..)
v
burada ¢(x;m) 6rnek 1 deki fonksiyon olmaktadir. Belli bir m degerinde {goﬁ’"")} dizisi sifira

yakinsak olur. Ama {gpi’”)} dizisi sifira yakinsak degildir; ¢linkii, dyle bir [a,b] yoktur ki,

onun disinda goi/'f) -lerin hepsi sifira esit olsunlar.



Klasik analizden bilindigi gibi, herhangi bir siirekli fonksiyon diferansiyellenmeyebilir
de. Ornegin, analizden bilinen Weierstrass fonksiyonu her yerde siirekli ama higbir yerde
diferansiyellenemeyen fonksiyondur. Yani diferansiyelleme islemi siirekli fonksiyonlar
siifinda tam tamina ¢aligmamaktadir. Bundan dolayr klasik fonksiyonlar sinifin1 dyle bir
sekilde genisletmek gerekecek ki, artik bu genisletilmis sinifta diferansiyelleme islemi gegerli
olsun. Kaba olarak genellestirilmis fonksiyonlar klasik fonksiyon kavramimin 0&yle
genellestirilmesidir ki, burada keyfi stirekli fonksiyon diferansiyellenebilir ve onun tiirevi de
genellestirilmis fonksiyondur. Yani, keyfi genellestirilmis fonksiyonun tiirevi vardir ve sz
konusu tiirev de genellestirilmis fonksiyon olmaktadir.

Genellestirilmis fonksiyon kavrami ¢esitli yollarla verilebilir. Genellestirilmis fonksiyon
kavrami ilk kez 1936 yilinda Sobolev tarafindan verilmistir. Sonra, 1950-51 yillarinda
Schwartz genellestirilmis fonksiyon kavramini sistemlestirerek onu lineer topolojik uzaylarin
esaslandirilmasi problemlerine uygulamistir. Bu yontem giliniimiizde c¢ok ilerlemis ve bu
konuda bir ¢ok ciddi sonuglar alinmistir.

Genellestirilmis fonksiyonlar teorisinde ikinci yontem “dizisel yaklasim” yontemi
olmaktadir. Bu yontemde genellestirilmis fonksiyon adi fonksiyonlar dizisinin limiti gibi
anlagilmaktadir. Bu yontem kolay olmasinin yanisira, fizikgiler i¢in de bir o kadar dogal

olmaktadir. Genellestirilmis fonksiyon teorisinin belirtilerini veren P. Dirac bile, o(x)

fonksiyonuna yakinsak olabilecek fonksiyonlar dizisinin olduguna inaniyordu. Sdéziini

ettigimiz iki yontemin disinda da genellestirilmis fonksiyon tanim1 mevcut olmaktadir.



1.3 Genellestirilmis Fonksiyonlar

I) uzay1 lizerinde herhangi bir f{x) adi fonksiyonuna karsilik gelen
(f.9)= [f@p)dx , peD (1.11)

lineer fonksiyoneli géz oniline alalim [2]. Burada dogal olarak, integralleme aralig1 supp ¢
lizerinde yogunlagsmaktadir.

Bu kavram fonksiyon tamimmin genisletilmesine olanak saglamaktadir. Onceleri, bir
fonksiyonun tanim araliginin keyfi noktasinda (veya hemen hemen her yerde) tanimli ve tek
degerli olmasi isteniliyordu, ama simdi gz Oniine alinan adi fonksiyonun herhangi bir temel
fonksiyonla carpiminin integralinin sonucu bizi ilgilendirmektedir. Eger bu integral
mevcutsa, biz onu genellestirilmis fonksiyon olarak isimlendirecegiz.

Bu kavram gosterir ki, temel fonksiyonlar iyi se¢ildigi durumda keyfi genellestirilmis
fonksiyonun tiirevi vardir ve o da genellestirilmis fonksiyon olmaktadir.

Bu arada, fonksiyonun ayri ayr1 noktalarda degeri belli olmazsa, genel ve temel
fonksiyonlarin ¢arpiminin integralinin nasil tanimlanilacagi sorusu akla gelebilir. Bu sorunun
cevabi ¢ok sadedir. Bu durumda biz integrali yapisal degil aksiyomatik olarak tanimlayacagiz.

Aciktir ki, temel fonksiyonlar1 farkli segcmekle farkli genellestirilmis fonksiyonlara
ulasilir. Buradan su sonuca varilir: Keyfi genellestirilmis fonksiyonun (adi) tiirevi olmasi igin
her bir temel fonksiyonun tiirevi de temel fonksiyon olmalidir. Buradan da temel
fonksiyonlar1 sonsuz tiirevlenebilen olarak ele almak s6z konusu olmaktadir. Diger bir

deyisle, eger | x|—> © oldugu durumda keyfi hizla yiikselen f(x) adi fonksiyonu ig¢in
genellestirilmis fonksiyonlar sinifina diissiin, yani .[ f(x)p(x)dx in keyfi adi fonksiyon i¢in

mevcut olmasi i¢in ¢(x) in sonlu olmasini da talep etmek gerekmektedir.



(1.11) cinsinden tanimlanan fonksiyonel lineerdir, yani V ¢ ¢, €D ve Va,,a,€R
i¢in
(fap +o,p,) = o (f.0) + o, (f.9,)
dir. Ayrica (1.11) fonksiyoneli siireklidir. Yani, I de ¢,,0,,...,9,,...— 0 ise, o zaman

lim(f,¢,) =0 (integralin 6zelliginden) olmaktadir. Boylelikle, (1.11) I) de siirekli lineer bir

fonksiyonel olusturmaktadir.

D de (1.11) cinsinden ifade edilemeyen diger fonksiyoneller de vardir. Ornegin,

sy = 70
X)=
0, x=#0

gibi tanimlanan Dirac fonksiyonunun olusturdugu fonksiyonel (J,@(x)) = @(0) dir. (1.11)

cinsinden olan fonksiyonel D wuzayinda tanimlanan ¢ok 06zel lineer ve siirekli
fonksiyonellerden biri olmaktadir. Diger tlirden olan fonksiyoneller de olusturmak

miimkiindiir. Ornegin, keyfi ¢(x) fonksiyonu i¢in asagidaki gibi tanimlanan
[ £)p(x)dx = p(0) (1.12)
R

lineer ve siirekli fonksiyoneldir. Kolayca gosterilebilir ki, keyfi lokal integrallenebilen
fonksiyonel (1.11) cinsinden ifade edilemez. Gergekten de varsayalim ki, herhangi lokal

integrallenebilen f(x) ve keyfi ¢(x) test fonksiyonlari i¢in (1.12) esitligi dogrudur.

Ozel durumda ¢(x,a) olarak &rnek 1 deki fonksiyonu ele alirsak
[ FG)p()dx = p(0,a) =€
R

olur. Ama a—0 oldugunda (1.12) nin sol tarafi sifira yaklasir; bu da (1.12) gosterimi ile
celisir.

Tanmim 2. 1) de taniml lineer, siirekli fonksiyonele, yani

(1) (fsa0+o,0,) = oy (f,0) + o, (f,0,),

(i1) Dde p, >0 ise (f,p,) >0



kosullarini saglayan f fonksiyoneline genellestirilmis fonksiyon denir.
(1.11) cinsinden ifade edilebilen fonksiyonele regiiler, edilemeyene singiiler (tekil)

fonksiyonel denir. Bu durumda, (0,¢) = ¢(0) singiiler fonksiyon olmaktadir.

Keyfi adi fonksiyona (1.11) cinsinden olan genellestirilmis fonksiyon kars1 geliyor.

Ornek2. f(x)=c olsun

Tanim 2 ’ye gore (f,p)=(c,p)=c I ¢(x)dx bi¢cimindeki genellestirilmis fonksiyon sabit

olarak isimlendirilecektir. Ozel olarak genellestirilmis 1 fonksiyonu, (1,p) = .[ o(x)dx

anlamindadir.

1, ve f, genellestirilmis fonksiyonlarinin ayni temel fonksiyonlar {izerinde olusturdugu
fonksiyoneller esit olursa, yani (f,,¢) = (f,,9) ise boyle genellestirilmis fonksiyonlara esittir
denir.

Eger en az bir ¢, temel fonksiyonu i¢in (f},9,) # (f,®,) olursa boyle genellestirilmis

fonksiyonlara farkli genellestirilmis fonksiyonlar denir. Simdi gosterelim ki, iki adi

f; (x) ve f,(x) fonksiyonlari i¢in farkli genellestirilmis fonksiyonlar kars1 gelir. Farz edelim
ki, iki f; (x) ve f,(x) adi fonksiyonu (1.11) cinsinden olan iki genellestirilmis fonksiyon

olusturur ve bunlar igin

[A@p(dx= [ f()p()dx, peD

f,(x) = f,(x) = f olsun, fadifonksiyondur ve V¢ € D i¢in J- f(x)@p(x)dx =0 olur.

Eger fix) mutlak siirekli fonksiyon ise, o f'(x) adi tiirevine de sahiptir. Bu taktirde

J'(x) igin
(f59) = [ /' (x)p(x)dx

10



sayisini karsilik getirebiliriz.
Simdi ¢(x) de mutlak siirekli ve siirli ¢@'(x) tiirevine sahip olan fonksiyon olsun. O

halde son integralden

(f0) = @0 7, = [ F)9'(x)dx = = [ £ ()@ (x)dx

elde edilir, yani

(f)=—(1.¢) (1.13)
dir. Eger f' fonksiyonu klasik anlamda mevcut olmazsa bile .[ f(x)@'(x)dx ifadesi keyfi

@(x) test fonksiyonlari i¢in mutlaka mevcut olmaktadir. Boylelikle elimizde f”(x) olmasa da
ve illaki bize f'(x) in smrh tireve sahip, smurli bir fonksiyonla ¢arpiminin integrali
gerckmekte ise bu sonuca, f'(x) in mevcut oldugu var sayilir gibi kabul ederek, (1.11)

ifadesinin Oniine eksi igsaret yazmakla ulasabiliriz.

Yukarida gordiik ki, eger f(x)ve f'(x) fonksiyonlar1 siirekli ise, bu taktirde f”
fonksiyoneli f”(x) tlirevini verir. Parg¢a-par¢a siirekli f(x) i¢in f’(x) in mevcut oldugu
kolayca gosterilebilir.

Ornek 3. (Hevisayd fonksiyonu)

o) 0, x<0
X)=
I, x>0

Bu fonksiyona kars1 gelen fonksiyoneli de 8(x) ile gosterelim. (1.13) formiiliine gore

(0'(x), p(x)) = (0(x), ~ 9'(x)) = =[ ¢'(x)dx = p(0)

dir. Boylelikle, 6(x) fonksiyonunun tanimina gore 6'(x) =J(x) oldugu elde edilir. Genel

olarak #'(x —x,) = 8(x — x,) olur.

11



Ornek 4. f(x), XX, 5y X, ... noktalarinda A, h, ..., 4 ... sigrayislarina sahip
fonksiyon olsun. Bu durumda f'(x) fonksiyonu sonlu x,,...,x, noktalart disinda her yerde

taniml1 fonksiyon olmaktadir.

Asagidaki fonksiyonu gz oniine alalim

Hx) = f(x) - Zk:hkﬁ(x —X,).
Bu fonksiyonunun genellestirilmis fonksiyonlar sinifinda tiirevi

CRFACEDWLEEES
olup

1= )= Xt -x)

dir.

12



1.4 Genellestirilmis Fonksiyonlarin Tiirevleri

Simdi ¢ok degiskene bagli genellestirilmis fonksiyonun kismi tiirevi kavramina gecelim.
Varsayalim ki, f x=(x,x,,....,x,) degiskenlerine baglh fonksiyon oldugunda f(x)
fonksiyonunun x,, (i =1,2,...,n) degiskenine gore kismi tiirevleri asagidaki formiil yardimu ile

tanimlanir [2].

I o\-[£.-22), (-
[ax[’(ﬂJ—[ ) ax,)’ (i =12,..n).

Bilindigi gibi genellestirilmis fonksiyonun tiirevi de genellestirilmis fonksiyon

oldugundan f fonksiyonunun yiiksek mertebeden

o f o’ f
Ox,0x ; ’ Ox,0x ;0x,

tiirevlerini de ayni yolla tanimlayabiliriz. Boylelikle tiim genellestirilmis fonksiyonlar sonsuz
diferansiyellenebilirdirler.

Ikinci mertebeden genellestirilmis tiirevi olan, fakat birinci mertebeden genellestirilmis
tiirevi olmayan fonksiyon gosterilebilir. f(x) genellestirilmis tiirevi olmayan fonksiyon
olmak tizere asagidaki fonksiyonu gz oniine alalim

F(x,y)=f(x)+ ().
Bu taktirde F(x,y) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi yoktur (Lusternik, Sobolev).
Fakat F(x,y) nin ikinci mertebeden genellestirilmis tiirevi vardir. Gergekten de, gereken

kosullar1 saglayan y(x,y) fonksiyonu i¢in

0’ 0’ 0’
.[GJ-F(x, V) Gx;; dxdy = .[;J-f(x) Gx;; dxdy + J-G'[f(y) ax;; dxdy .

Diger taraftan

62 92(x) A2

jG [re M‘; ddy = j f@ |

1(x)

?(x) dx =0

@1 (x)

0w t oy
dxdy = —
ox0y Y '[ S ox

13



. (x,0,(x) =y (x,0,(x)) =0

burada ¢,(x) ve @,(x) Gnin y =@, (x), y =@, (x) smirlarin gostermektedir. Ayn1 yolla

62
jG [ro M"’; dxdy =0

elde ederiz. Buradan

J;JF(x, ») széj/ dxdy =0= LjO.w(x, v)dxdy

2

yani mevcuttur ve 6zdes olarak sifira esittir.

Ox0Oy

Hemen hemen her yerde tiirevin olmasindan genellestirilmis tiirevin olmasi ¢ikarilamaz.
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1.5 Zayif Coziim

Dogadaki bir ¢ok pratik problemlerin matematiksel modelleri, kismi tiirevli diferansiyel
denklem veya denklem sistemi i¢in yazilmig baslangi¢ ve sinir deger problemin ¢éziimiiniin
bulunmasina indirgenilir[2]. Cogu zaman problemin s6z konusu verileri siireksiz fonksiyonlar
olabilir. Baz1 durumlarda ise matematiksel problemin ¢dzlimiinde, diger deyisle fiziksel
olayin dinamiginde siireksizlik ortaya ¢ikmaktadir [3].

Genel olarak nonlineer problemin ¢o6ziimiinde bazi Ozellikler ortaya cikmaktadir.
Nonlineer problemlerde ortaya ¢ikan yeni karakteristik 6zellikler (6rnegin, tedirgin edilmis
cephenin sonlu hizla dagilimi, darbe dalgasi, kontakt sicrayislart vs. gibi fiziksel 6zellikler)
zay1f ¢ozliim kavrami yardimiyla ifade edilebilirler.

S6z konusu zayif ¢oziimii tanimlamak i¢in goz Oniine alinan diferansiyel denkleme
karsilik gelen integral gosterim yazmak gerekmektedir. Genelde, kismi tiirevli diferansiyel
denklem i¢in zayif ¢6ziim kavrami farkli yollarla yazilabilir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in zayif ¢oziim kavramini 1930’lu yillarda

Sobolev’ in verdigine 6nceden deginilmisti. Sobolev anlamindaki zayif ¢oziim, integral esitlik

yardimi ile tanimlanmaktadir. Bu tamimi agiklamak igin, Q, < R""' (Q, = Dx [O,T ), ;e D
ve t e [O,T )) Oklit uzayinda konveks bir bolge, u = u(x,;,x,,..x,,t) ve f(x,x,,.x,,t) O, de
Olciilebilir fonksiyonlar olmak tizere operatdr bigimde verilmis

Lu=f (1.14)
lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemini goz Oniine alalim. Burada L stirekli
diferansiyellenebilen katsayilara sahip self-adjoint (6z eslenik) diferansiyel ifadeyi

gostermektedir.
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Tamm 3. Test fonksiyonlar sinifindan keyfi ¢(x,,x,,...x,,t) fonksiyonlari i¢in

I{uM(p—f(p }dxdtzO, X =(X,00X,) (1.15)
QT

integral esitligini saglayan u fonksiyonuna (1.14) denkleminin zayif (veya genellestirilmis)
¢oziimii denir. Burada M = L* dir; yani M, L operatoriine karsilik gelen adjoint operator
olmaktadir.

Tanim 3 den gorildiigii gibi (1.14) denkleminin herhangi bir klasik ¢oziimi (1.15)
esitligini korumak zorundadir. Ama (1.15) esitligini saglayan u(x,,x,,...x,,t) fonksiyonlar
daha genis bir sinif olusturur. Ciinkii (1.15) in icerdigi u fonksiyonlarinin klasik anlamda
tiirevlenebilir olmas1 gerekmiyor.

Zayif ¢ozliimler gboz Oniline alindiginda, denklem icin baglangic ve sinir deger

kosullarinin hangi anlamda verilecegini 6zel olarak belirtmek gerekmektedir.
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2. SINUS GORDON (SG) DENKLEMININ GERCEK COZUMLERI

SG denkleminin ger¢ek ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in kullanilan pek ¢ok yontem vardir.
Bu yontemler literatiirde ortalama teknigi, benzerlik metodu, Whitham varyasyon prensibi,
Béicklund doniistimii, degiskenlere ayirma metodu ve ters sagilma metodu olarak
bilinmektedir [4]. Birkacini inceleyecegimiz sdzkonusu yontemlerin Schwartz fonksiyonlar
siifinda (6zel) ¢6ziim verdigini hemen belirtelim [3].

Siniis Gordon denkleminin standart formu

=sinu (2.1)
dur ve en 6nemli nonlineer evrim denklemlerinden biridir.
& =l(x+ct) ve 7 :l(x—ct)
2 2
karakteristik koordinat doniisiimleri ile (2.1) denklemi
U, = sinu (2.2)

formuna donisiir. (2.2) denklemi (#n=0,£1,+2,...) olmak iizere u — u+2nz altinda

degismezdir ve u —> u+ (2n+ 1)z i¢in ise sinu —sinu ya doniisiir.
2.1 Diizlem Dalga Coziimii

(2.1) denkleminin linerlestirilmis formu
u, —clu, =u (2.3)
seklinde verilir.

(2.3) denkleminin u(x,t) = A4 exp[i(kx — a)t)] formundaki diizlem dalga ¢6ziimii vardir.

Burada k ve w arasindaki baglanti w” = ¢*(1+ k?) sapma iliskisi ile saglanir. Bu gdsterir ki,
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w tim gergek k lar i¢in gergektir ve (2.1) denkleminin u =0 denge ¢6ziimii dayaniklidir.
Fakat, eger u = U+ ise kiictik u lar icin asagidaki
U —C Uy =—u (2.4)
lineer denklemi elde ederiz.
(2.4) denkleminin de ;(x, )= Aexp[i(lcx—wt)] formundaki diizlem dalga ¢6ziimii

vardir ve burada @” = ¢*(k* —1) sapma iliskisi saglanir. Boylece 0 <k” <1 ise @”> <0 olur

ve ;(x,t) zamanla istel olarak biiyliyecektir. Yani, u =7 denge ¢o6zimii kesinlikle
dayaniksizdir. Bu fiziksel olarak olduk¢a dogaldir ¢ilinkii u terimi olmadiginda siniis Gordon

denklemi (2.1) sonlu salinimlar1 betimleyen basit sarka¢ denklemine indirgenir. Bu yiizden

dayaniklilik sorusu siniis Gordon denkleminin denge ¢6zlimlerinin 6nemli bir 6zelligi olur.
2.2 Siniis Gordon Denkleminin Duragan Coziimii

Simdi (2.1) denkleminin tek-soliton ¢ozlimlerinden bahsedecegiz. Coziimi & = x — vt
arglimanina bagl kosan dalga u(x,t) = ¢(x —vt) = ¢(&) seklinde arayalim. Burada ¢ simdilik

bilinmeyen fonksiyondur. Bu fonksiyonu (2.1) denkleminde yerine koyarsak ¢(&)igin

A4 _pdd_
dE? v dE? sin ¢ (2.5)

2
formunda adi bir diferansiyel denklem elde ederiz. Burada V* = v_2 (5) denkleminin her iki
c

tarafini (1 - Vz) ile boliip, (15’ (&) ile carparsak

2
1
dI1fdd) cosg | (2.6)
dé| 2\ dé 1-V
denklemini elde ederiz. Koseli parantezin igerisi bir sabit olmalidir. Bu sabiti B olarak

gosterelim. Buradan,
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@:(23_2cos¢j% @.7)
dé 1-7? '

olur ve degiskenleri ayirip integrallersek

j m [ j j (2.8)

denklemine ulasiriz. Burada 4= B+1-V* . Bu ¢oziim, solitonun hizt ¥ ve B integral
sabitine baghdir. Boylece kararli ¢oziimler v ve A4 ya bagli olarak tek basimna dalgalar,

periyodik dalgalar veya £ nin monoton artan fonksiyonunu temsil eder. 4 =1 oldugunda

herhangi bir hiz i¢in tek basina dalga vardir (0 < |V| <lve 0< |v| < ¢). Bu durumda

1—cos¢ = ZSinz(é ¢j ve a%{log tan(i ¢ﬂ = (2 sin%qﬁj

trigonometrik esitliklerini kullanarak

% d tan 1 @
( j (€-¢) x/_j W =2 log 14 (2.9)
1= % 2sin 21// tanz¢0
elde ederiz ve buradan da ¢(&) ¢ozlimiinii
#(&) = 4tan™ {a exp( f__fg j} (2.10)

olarak buluruz. Burada « = tan%(zﬁo ve &, integral sabitidir. Ozel olarak =1 ve &, =0

secersek, u(x,?)icin

u(x,t) =4tan"' {exp( lx—_IZ j} (2.11)

formunda basit bir tek basina dalga ¢6ziimii elde ederiz. Bu SG denkleminin “soliton (kink)”
¢Oziimi olarak adlandirilir ve x — —oo iken u — 0 ve x — o iken u — 27 seklinde siirekli

bir profil gosterir. Soliton x yoniinde V' hiziyla hareket etmektedir.
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“Antisoliton (antikink)” olarak adlandirilan baska bir ¢6ziim

u(x,t)=4tan” {exp[— lx_—;/zt j} =4cot™ {exp[ lx_—;/zt j} (2.12)

formunda elde edilebilir Bu ¢oziimde profil —x yoniinde V' hiziyla hareket eder ve x — oo

iken u — 0 ve x - —oo iken u — 27z seklinde stireklilik gosterir.

i)

solipon

andesaliton

|

Sekil 2: Soliton ve Antisoliton ¢dziimleri
u(x,t) nin tiirevleri de
u (x,t)=¢'(x—vt) ve u,(x,t) =—veg'(x —vt)

seklinde verilen tek basina dalgalar temsil eder. Burada ¢'(£) (2.10) denkleminden

2sech{ (x—Vt)}

1
4tanz¢ _ _p?

§(E) = 2
\/1—V2{1+tan2(i¢j} vi=V

(2.13)

olarak elde edilir.

A # 1 oldugunda SG denkleminin baska cesit ¢oziimleri elde edilebilir. Ornegin, V > 1

ve |A| <1 oldugunda, ¢, =0 ve &, = 0icin (2.8) deki integral

34 30
( JI —cosy)- (1—A>_( : Nﬁ/smzw ’
2

olarak yazilabilir. s = isin(%) dontisiimiiyle

m
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1S

P S ds
= V —1 2
: ( ) }[\/l—szx/l—szmz

(2.14)

elde ederiz. Bu ise Jacobi eliptik fonksiyonu

s:isin(gj:sn( o ,mj (2.15)
m \2 V-1

cinsinden ifade edilebilir (Dubna ve Debnath, 1965). Burada m Jacobi eliptik fonksiyonunun

sn(z,m) modiilidiir. Boylece nihai ¢6ziim

u(x,t) = ¢(&) =2sin™ {msn(\/% ,mj:l . (2.16)

2.3 Degiskenlerin Ayrilmasi Metodu

(Cozlimiin (2.12) formundaki ifadesi bize asagidaki
1
v(x,t) = tan[z uj (2.17)

degisken doniisiimil yapilmasini dikte eder ve bu degisken doniisiimii sin Gordon denklemini

u. —u,=sinu (2.18)

sinu = 4v(1 —y? )/ (1 +v° )2 trigonometrik 6zdesligi kullanilarak
(1+v2 v, v, —v)=20(2 —v2 =v)=0 (2.19)

formuna doniistiiriilebilir. (2.17) ¢6ziimiini

v(x,t) = tan(luj = ) (2.20)
4 ) v
seklinde arayalim. Burada #(x) ve w(¢)bilinmeyen fonksiyonlardir. (2.20) denklemi (2.19)

denkleminde yerine yazilir ve sin4@ =4tan 0(1 —tan’ 6’)/ (1 +tan’ 6’), 0= %u , esitligi

kullanilarak
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(¢2+W2(%+%]—2(¢f+wf)=¢z—wz 2.21)

elde edilir. Bu denklemin x ve ¢ ye gore tiirevinin alinmasi

Lv_j :_L(ﬁj 4y (2.22)
oo\ ¢ ). wy \vy )

olacak sekilde degiskenleri ayirmamizi saglar ki, burada —4x> ayirma sabitidir. Her iki adi

diferansiyel denklem iki defa integrallenirse
¢ =-xk¢* +ap’> +bve v’ =xw'+cy’+d (2.23)
bulunur. Bunlart (2.21) denkleminde yerine koyarsak a—c=1 ve b+d =0 olmasi
gerektigini goriiriiz. m ve n integral sabitleri olmak iizere a = m” ve b =n’ alirsak
¢ =k’ +m*¢* +n* ve y,’ =xy* +(m2 —1)1/2 -n’ (2.24)
elde ederiz. Genel olarak (2.24) denklemlerinin eliptik fonksiyonlar cinsinden ¢oziimleri
vardir ancak, biz baz1 6zel ¢ozlimlerini inceleyecegiz.
xk =n=0 ve m>1 durumunda (2.24) denklemleri
b =tmp ve y, =tIm* —1y (2.25)

haline dontisiir ve buradan da ¢(x) ve y(¢) ¢ozlimleri, a, ve a, integral sabitleri olmak tizere,

#(x) = a, exp(+ mx) ve w(t) = a, exp(\/ m* — lt) (2.26)
a
olur. Boylece (2.20) ¢ozimii ¢ =— ve U = sabitler olmak tizere
a, m
+
u(rt) =4 tan” | & exp (i x£Ut j 2.27)
1-U?

olarak bulunur. Agikc¢a goriildiigli gibi a =1 igin 6zdes (2.11) ¢oziimiinii (soliton veya kink

¢Oziimii) elde ederiz. Ayni sekilde (2.12) antisoliton (antikink) ¢6ziimii de elde edilebilir.

22



k=0, m>>1 ve n#0 durumunda ise (2.24) denkleminin ¢dziimleri integralle

hiperbolik fonksiyonlar cinsinden, a, ve a, integral sabitleri olmak iizere,

6 (x)= = (%) sech (mx + a1),  w(t)= \/ﬁ cosh (\m? =1 ¢ + a») (2.28)

seklinde elde edilebilir. Boylece, (2.20) ¢6ziimii

(2.29)

u(rf) =+ tan’ { U sinh(mx + a, ) }

cosh(\/m2 —1t+ az)

olarak bulunur. Bu sonu¢ ¢/ oranindan elde edildigi icin n ye bagimli degildir. Ozel
olarak a, = a, =0 secilirse (2.29) ¢6ziimii

U sinh(mx)

f)=+ tan’
1) o Losh(m Ut)

},0<U2<1 (2.30)

formunda ifade edilebilir. Bu ¢6ziim ilk olarak Perring ve Skyrme (1962) tarafindan etkilesen

iki soliton hesaplamalarinda kesfedildi.

]z, 1|
n
|n‘é7
¥ l,l"l._ " 1
71"'
L .
(a)
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L]
slre)
IR

(b)

¢}

WLt

[+ ;I'_r

(c)
Sekil 3: (2.30) Denklemi i¢in Iki Ozdes Solitonun Etkilesimi

U>0, (a)f— - o, (b) £=0, and (c) f — + oo.(Drazin (1983))
k#0,n=0, and m* <1 durumunda w=+1-m*> = mU olmak iizere

m sin(wt +a, )

J1— m? cosh(mx +a,) GL

u(x,t) ~4tan™

Breather ¢6ziimii elde edilir ve bir solitonun atma tipindeki yapisini temsil eder.
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wi=0mn

ol |

Sekil 4: Breather Coziimii
SG denkleminin sinirlarla uzayin sonlu bir bolgesine sinirlandirilmis durumdaki ¢éziimleri de
ilgi cekicidir. BoOylesi bir solitonun pozisyonunun salinimi dis potansiyelle kisitlanmig
parcacigin hareketine ¢ok benzemektedir. Bu da solitonlarin elastik parcaciklar gibi

davrandigini dogrular (Newell ve Kaup (1978),De Leonardis ve Trullinger, 1980).
2.4 Bicklund Doniistimii

Sin Gordon denkleminin karakteristik formunu
u, =sinu (2.31)

g0zoniine alalim. 1880 yilinda Backlund

%(u—v)x = asin%(u+v), %(quv)t :%sin%(u—v) (2.32ab)

denklemler ¢ifti seklinde bir doniisiim kesfetti. Burada a sifirdan farkli gercek bir sabittir. Bu
denklem ¢ifti (2.31) denkleminin Bécklund doniisiimii olarak adlandirilir. (2.32) esitliklerinin

capraz tiirevleri alinirsa

%(u —v), = %(u +v), cos%(u +v)= sin%(u - v)cos%(u +v) (2.33)
l(u+v) =L(u—v) cosl(u—v)zsinl(u+v)cosl(u—v) (2.34)
2 * 2a T2 2 2

buluruz. (2.33) ve (2.34) toplanir ve ¢ikarilirsa sirasiyla

u,=slny ve v, =sinvy (2.35)
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elde edilir. Acgikca goriildiigli lizere, Bécklund doniisiimii (2.31) denklemini saglayan iki
¢Ozlimii,u ve v, iliskilendirmektedir. # ve v ayn1 SG denklemini sagladigi icin (2.32) cifti
(2.31) denklemi i¢in oto- Backlund doniistimiine karsilik gelir. Bu ise verilen bir ¢6ziimden
baglayarak SG denkleminin ¢éziimlerinin bir serisini liretmek ic¢in kullanilabilir.

Simdi (2.32) denklem c¢iftini SG denklemini (2.31) ¢6zmek i¢in kullanacagiz. Tim x
ve t degerleri icin u(x,t) =0 ¢ozlimiiniin 6nemsiz oldugu asikardir. Biz bu ¢6ziimii anlamli

bir ¢oziim elde etmek i¢in kullanacagiz. v =0 alirsak (2.32) cifti
u, = 2asin%(u), u =%sin%(u) (2.36)

olur. Bu denklemlerin integrallerin alinmasi

1 1
2ax = |cosec| —u du =2lo
J (2jd &
2t ¥ 1
— =|cosec| —u du=2lo
il (2}' &

denklemlerini verir. A(#) ve B(x) integral sonucu olusan keyfi fonksiyonlardir. (2.37) ve

tan%u + A(t) (2.37)

taniu + B(x) (2.38)

(2.38) den

tan(zj =q exp(ax + Lj (2.39)
4 a

elde edilir. Burada o bir sabittir. Buradan esdeger olarak

a

u(x,t)=4tan”' {a exp(ax + LH (2.40)
elde ederiz. (2.40), (2.31) denkleminin yeni bir ¢éziimiidiir ve bir soliton (kink) ¢oziimii
tanimlar. Benzer sekilde (2.1) denklemine donersek , & = %(x + ct) ve 7= %(x - ct) oldugunu

hatirlayiniz,

u(x,t) =4tan™ {a exp{% (x+ct)+ 2i (x— ct)H = 4tan ' [ exp{t m(x — Ut)}] (2.41)
a
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1

1 .
elde ederiz. Burada 1 a+l =m=(1—U2)7 ve < a—l =Um ve a=+ 1-u 2,
2 a 2 a 1+U

a’ -1

a’+1

|U|<1 ve U :c( J olur. Boylece (2.41) denklemi arti ve eksi isarete bagli olarak

soliton (kink) ve antisoliton (antikink) temsil eder. Bu ¢ozliimler m genisligine sahip olup
sabit U hiziyla salinim yapmaktadirlar.

Simdi ise tamamen cebirsel bir yontem araciligryla bilinen bir ¢éziimden, u,,, etkilesen

iki solitonu temsil eden yeni bir soliton ¢dziimii ortaya koyacagiz. Ik olarak (2.32)

denklemindeki u ve v leri sirayla u, ve u, ile yerdegistirelim ve a, # a, olmak tizere iki
keyfi sabite a =a, ve a = a, karsilik gelen iki ¢6ziim elde edelim. Bu ¢dziimleri kullanarak
sirastyla a = a, ile u, ve a = a, ile u, parametrelerine karsilik gelen iki tane daha ¢oziim u,

ve u,artyoruz. Yukaridaki prosediire gore (2.32a)’dan dort tane iliski elde ederiz:

% :%+ 2a, sin%(ul +uy ), (2.42)
% = %+ 2a, sin%(uz +u,), (2.43)
% =%+2a2 sin%(u3 +u,), (2.44)
%:%wal sin%(m +u,). (2.45)

u, =u, =v, alip ve integral sabitleri i¢in uygun degerler alalim. Olusan sonuc¢lardan

(2.45)’1(2.41)’den ve (2.44)’1i (2.43)’ten ¢ikarirsak
! ! ! !
a, sm—(v2 +u2)—Sll’l—(I/l1 +u0) =a, sm—(v2 + ul)— sm—(u2 + ul)
2 2 2 2
elde ederiz. Iki siniis fonksiyonun farki formiiliinii kullanarak bu sonucu daha basit formda

aysin) 02 =)= o =)} | = a5 02 =)+ o)

seklinde elde ederiz.
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Bu sonucu biraz daha basitlestirirsek

tan{l (v, —u, )} = (a‘-i_—azj tan{l (u, —u, )} (2.46)
4 a, —a, 4

sonucuna ulasiriz. Buradan v, ’yi ¢ekersek

v, =4tan” Kal T4 Jtan{l (u, —u, )H +u, (2.47)
a, —a, 4

buluruz. Bu u,,u;, ve u, cinsinden yeni bir ¢oziimdiir ve SG denklemi i¢in nonlineer

stiperpozisyon prensibi sayilabilir. Burada belirtilmesi gereken nokta (2.47) denklemi (2.32b)

denkleminden de tiiretilebilir. Bu yordama devam etmek miimkiindiir ve nihayetinde (n —1)
soliton ¢dziimden, v, , ,n tane etkilesen soliton ¢6ziim v, elde edilir. Ozel olarak, etkilesen

iki soliton i¢in ¢oziim

1
sinh[ & -4 )}
tan(ivzj _ (al +a, ] 2 (2.48)

@ oo (6 +4)

olarak elde edilir. Burada (2.41) ve (2.46) denklemlerini kullandik ve

Eger U, =-U, =U secersek (2. 48)

tan[l vzj = Usinh(mx) (2.49)
4 cosh(mUt)

formuna indirgenir. Bu sonug Perring ve Skyrme tarafindan bulunan (2.30) ile aynidir.
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2.5 Ters Sacilma Metodu

Lamb’1 (1980) takip ederek ters sacilim yaklasimiyla (2.31) denkleminin ¢dziim
metodunu tasvir edecegiz [5]. Bu yaklasimin 6zii (2.31) denklemini v, ve v, i¢in lineer

sacilim denklemlerinin bir ¢ifti (2.50) ile alakalandirmaktir.

%+i§vl = u.v,

Ox (2.50ab)
ov, .

E_lé,"z u.v,

Bu denklemler, x — oo iken v, ve v,’nin simirli olmasi kosullariyla birlikte, (2.31)

denkleminin u(x,?) ¢oziimiiyle ilgili potansiyel diye adlandirilan verilmis bir fonksiyon
q= —%ux i¢cin 6zdegeri ¢ bulmak icin bir problem olarak diisiiniilebilir.

Dikkat ediniz ki eger v, ve v, smirhh ve x - too iken g — 0 yeterince hizliysa;
x — 1o iken v, = q, exp(— i{x) ve v, ® a, exp(— ig'x). Bundan 6tiirii, ancak ve ancak ¢ reel
oldugunda sinirli olmayan bir durum olur. Eger £ sabit ger¢ek bir say1 olarak alinirsa,
¢, =0. (2.50) denkleminin ¢’ye gore tiirevini, x’e gore integralini alir; sonra da (2.31)

denklemiyle birlestirirsek (v,,v, ) vektor 6zdegerleri igin

0 / .

% = 4L(vl cosu —v, smu)

5 4 (2.51ab)

kil L(vl sinu +v, cosu)

ot 4
evrim denklemlerini elde ederiz. Coziim u, g = —%ux esitligiyle ¢ ile ilgilidir ki
u(x,t) =2 [ (&, tWE (2.52)
x — —oo iken u sifira yaklasir. Bu yiizden, (2.51ab) denklemleri x — —co iken
i i
Vy R—2V Voy ®=—2V;, (253ab)



verir. x — o iken (2.51ab) denkleminin formu, x — o iken u(x,¢) 'nin degerine baghdir.
Coziimiin sorunsuz sekilde elde edildigi tek durum(lar) x —> oo iken wu(x,?)=2nx

olmaktadir.  (2.53a) denkleminden goriiriz ki x — —oo iken v, ya sifirdir ya da

exp(—%j ‘e egilim gosterir. Benzer sekilde, (2.53b) denklemi gosterir ki x — —oo iken v,

ya sifirdir ya da exp(— %} ’e egilimlidir. Sonra

@, (x,k) = exp(— ikx) + IAI (x,&)exp(-ik&)de (2.54)
%
#,(xk) = [ 4, (x,&)exp(— ik&)de (2.55)

seklinde verilen temel ¢oziimlerle orantili ¢6ziimii g6z 6niine alalim. Burada 4, ve 4, sacilan

ve yanstyan parg¢aciklari temsil eder. Dolayisiyla, x — —oo iken

y= (2] N exp(;—;j((l)j exp(—icx). (2.56)

Coziimiin formu lineer olarak bagimsiz iki ¢6ziimiin lineer bir kombinasyonu olarak

gosterilebilir, yani x — o iken

V= exp(i—é}{cl | (?] exp(i é’x) +c, ((I)J exp(— i é’x)}. (2.57)

Sonug olarak, x — o limitinde
v, =c, (£, t)exp|i L —&x
1 11 4 4;

v, ®c,(&,t) exp{i[i + {xﬂ

olur ki burada ¢, ve ¢, ‘nin zaman bagimlilif1 (2.51ab) denkleminden x — co limitinde

(2.58ab)

bulunur.
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Lamb (1980) ¢ok solitonlu ¢éziimleri

(2.59)

u(x,t) =—4tan™ { Im|] _ qu

Re|7 —iM|
seklinde vermistir. Burada 7/, N dereceli bir birim matris, N st yar1 diizlemdeki

Cy ({ ,0) “1n sifirlart ve M zamana bagimli elemanlarin

it
M, (k1) =m,, [k, ,O)GXp[ij (2.60)

j
NxN boyutundaki matrisidir. Burada, £, :%ia1 de sanal eksen lizerindeki tek bir kutupla

alakal1 en basit durumu géz éniinde bulunduruyoruz. Oyle ki,

t
my (k1) =my, (k, ,O)exp(a—j (2.61)
1
ve
M, =tm, (kl,O)exp(alx n ij . 2.62)
a a,

Sonugta, tek soliton ¢ozlimii (2.59) denkleminden

u(x,7) = 4tan”! {exp(alx Ly }/ﬂ (2.63)

1
olarak tiiretilebilir. Burada y = log[l my, (k,,O)} Bu ¢oziim farkli gibi goriinse de daha 6nce
a

bulunan (2.27) denklemine 6zdestir.

Son olarak, iki solitonun etkilesimini temsil eden SG denkleminin ¢6ziimii sanal eksen

tizerindeki iki kutuptan elde edilebilir. Burada, &, = %ia,, r =1,2 alirsak, [/ —iM L| ifadesi

2
Re|l —iM | =112 (al —% j expf(a, +a, )x) (2.64)
aa, \a +a,
Im|1 - iML| = —{@exp(alx) +@exp(a2x)} (2.65)
a, a,
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formunu alir. Nihayetinde, iki-soliton(lu) ¢6ziim @, > a, olmak lizere

u(x,t) =—4tan™ ( (2.66)

formunu alir. Burada

u, = (arx LI 7, j, exp(y, )= (al — 4 j{m” (k,O)} (2.67)
a

a, +a, a

r

Yukaridaki ¢coziimler salt ¢gok-solitonlu ¢éziimlere evrimlesen 6zel ¢ozlimlerdir.

Ters sacilimla ilgili buraya kadar verdigimiz bilgiler karmagik goriinebilir. Ters metod
Gardner, Grene, Kruskal ve Miura tarafindan gelistirilmistir ve soliton teorisine yapilan en
onemli katkilarindan biridir [5]. Yontemleri KdV denkleminin baglangic deger problemini
lineer hesaplamalar serisi ile ¢oziilebilmesini sagliyordu. Bu metod kisa zaman sonra Lax
tarafindan genellestirildi. Analitik ayrintilara girmeden Lax’1in formiilasyonunun 6zetleyelim.

Soyut olarak
¢, = K(9) (2.68)

seklinde temsil edilen genel nonlineer dalga denklemi ile ilgileniyoruz. Burada K uygun
fonksiyonlar uzayinda bir nonlineer operatdrii simgelemektedir. Varsayalim ki (2.68) kismi
tiirevli diferansiyel denkleminin ¢6ziimii ¢ ’ya bagimli ve
iL, =BL—-LB (2.69)
operator denklemini saglayan L ve B lineer operatdrleri bulabiliriz. B 6zeslenik oldugunda
(2.69) denklemi otomatik olarak
Ly =Ey (2.70)
esitliginde ortaya ¢ikan L ’nin 6zdegerleri E ’nin zamandan bagimsiz oldugunu gosterir. Bu
L’nin zamana ¢ ile bagimlh oldugunda da dogrudur. (Bu sabit 6zfonksiyonlar ve veriden

evrilen solitonlarin sabit hizlar1 arasinda bir karsiliklik vardir.)
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Dahasi, i 6zfonksiyonlarinin

iy, =By (2.71)
denklemine gore zamanla evrimlestigi gosterilebilir.
Zaman zaman lineer operator L ‘li sagilim problemi ile karsilasmak miimkiindiir. Bu

durumda, ¢(x,0) verisi verildiginde asagidaki prosediirii izleyerek ¢(x,¢) ’yi bulabiliriz.
1) Direkt(Dogrudan) Problem: ¢(x,0) bilgisinden |x| =00 ve t=0 da y icin sacilim
parametrelerini (0rnegin L 'nin yansima ve iletim katsayilarini) hesaplariz.

2) Sacilim Verisinin Zaman Evrimi: (2.71) denklemini kullanarak |x| =o da B’nin

asimptotik formuyla birlikte sa¢ilim verisinin zaman evrimini hesaplariz.
3) Ters Problem: L ’nin sagilim verisi bilgisinden zamanin bir fonksiyonu olarak
#(x,t) ’yi olustururuz.
Ters metodun ana fikri (2.68) nonlineer denklemini direkt ¢dzmek yerine, lineer
hesaplamalarla ¢6zmektir.
Elbette ki bu yaklagimla alakali pek ¢ok potansiyel zorluklar vardir. (2.79) denklemini
saglayan L ve B operatorleri bulamayabiliriz. Operatér L igin ters problemi

¢dzemeyebiliriz. L ve B bazi noktalarda onemsiz olabilir. (Ornegin, varsayalim ki

2

L= —aa—z +¢ ve B= iuai ’dir. Bu durumda (2.69) ¢, =u¢_olur ve ¢ hiz1 u olan herhangi
X X

yiirliyen dalga olabilir.)

Bu zorluklarina karsin ters metod ¢ok ¢esitli evrim denklemlerini ¢c6zmektedir.
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2.6. Literatiir Taramasi

Bécklund dontigiimiine sahip baz1 6zel nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
(KTDD) varligr 19. ylizy1l sonlarinda biliniyordu. Bunlardan bir tanesi egriligi sifirdan farkli

yiizeylerin geometrisi aragtirmalarinda ortaya ¢ikan

2

0E0T

=sinu (2.72)

seklindeki KTDD dir (Steuerwald,1936).
1939 yilinda Frenkel ve Kontorova kat1 hal fizigindeki yerdegistirme dinamigi ve bir
kristalin deformasyonu arasindaki iliski problemini modellemeye c¢alisitken (2.72)

denklemiyle alakasiz gibi goriinen ve yerdegistirme hareketini betimleyen
— ———=sinu (2.73)

denklemine ulastilar. Burada u(x,t) x yoniindeki atomik yerdegistirmedir ve siniis

fonksiyonu kristal kafesin periyodikligini temsil eder. (2.73) denkleminin yerdegistirmenin

oo

salinimina karsilik gelen yliriiyen bir dalga ¢6ziimii v hizinin (— 1,+1) araliginda degistigi

u(x, t) =4 arctan{exp( j__wj:l (2.74)
1-v?

dir. $=(x—1¢t)/2 ve 7=(x+1t)/2 bagimsiz degisken doniisiimiiyle (2.73) denkleminin
(2.72) denklemiyle o6zdes oldugu goriliir. Dolayisiyla (2.74) denklemindeki gibi
yerdegistirme bilesenlerinin rastgele sayisini igeren (2.73) denkleminin ger¢ek ¢oziimii bir
Bécklund doniisiim serisiyle elde edilebilir. Fakat Frenkel ve Kontorova bunu bilmiyordu.
Steuerwald ve Frenkel-Kontorova g¢aligmasi arasindaki baglantiyr 1953 yilinda Seeger ve
arkadaslar1 gosterdi.

Seeger ve Skyrme c¢arpisan ve (2.74) denklemindeki gibi iki ¢6ziimii igeren (2.73)

denkleminin ¢oziimlerini ¢alistilar ve Zabusky ve Kruskal tarafindan ortaya atilan soliton
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olgusunun gercek analitik bir tanimini buldular (1962). Ayrica (2.73) denklemi ile maddenin
temel parcaciklarinin nonlineer bir modeli olarak ilgilenmislerdir [6].

60’11 yillar boyunca (2.73) denklemi pekcok problemde ortaya ¢ikmistir.
Ferromagnetik domain duvarlar, nonlineer optikteki 6z-saydamlik, uzun Josephson iletim
hatlarindaki magnetik aki kuantalarinin salinimi bunlardan bazilaridir. Ama belki de en
onemli katki 1965 yilinda yikict olmayan soliton ¢arpigsmalari ile Fermi-Pasta-Ulam (FPU)
modeli arasindaki iliskiyi tanimlayan makaleleriyle Zabusky ve Kruskal’dan geldi [5].

Belirtmek gerekir ki basitge bagimsiz degiskenlerin degisimiyle sinilis-Gordon

denklemi kendiliginden indiiklenmis saydamlik denklemlerinin ¢6ziimiinde yararlt bir

kilavuz olan
¢, +¢, =sing (2.75)

formuna veya ¢ok Onceki yillarda yarikiiresel (sabit negatif egik/biikiimlii) yiizeylerin teorisi

ile baglantili olarak incelenmis olan
9, =sing (2.76)
formuna dontistiiriilebilir. Agiktir ki, (2.75), (2.75) denkleminin —¢, ‘li formu ve (2.76) pek
cok ortak 6zelligi paylagsmaktadir ¢linkii bagimsiz degisken doniigiimii hari¢ esdegerdir.
¢ ‘de 2z kadarlik (x +o0 dan —oo’ a giderken) rotasyona karsilik gelen sin-Gordon

denkleminin tekbasina dalga ¢ozlimleri; + isaretin pozitif yonde rotasyon olarak ve atmanin
bir soliton diisiiniildiigline ve - isaretin negatif yonde rotasyon olarak ve atmanin bir

“antisoliton” olarak diisiiniildiigiine karsilik geldigi

é=4tan”! {expi ( jl__mzﬂ 2.77)
—Uu

formuna sahiptir. Toplam rotasyon korunmak zorunda oldugu igin solitonlarin sayisi ve

antisolitonlarin sayis1 arasinda fark her ¢arpismada korunmak zorundadir. Ciftler halinde
yaratilir ve yokedilirler. Buna ilaveten, siniis-Gordon denklemi Lorentz doniisiimii altinda

degismezdir. Boylece SG denkleminin tek basmna dalga c¢ozliimleri fizigin temel
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parcaciklarinin pek cok 6zelligini gosterir. 1953 yilinda Seeger, Donth ve Kochendorfer bu
denklemi kristal yerdegistirme hareketini agiklamak i¢in kullanarak “soliton-soliton” ve
“soliton-antisoliton” carpismalar1 i¢in analitik ifadeler tiirettiler. Ayn1 sonuglar bagimsiz

olarak 1962°de Perring ve Skyrme tarafindan elde edildi . “Soliton-soliton” ¢arpismast

@ _ usinh(x/m)

tan — (2-78)

cosh(ut/ m )

denklemi ile, “soliton-antisoliton” ¢arpigsmasi

1/ sinh(ut/ m )

tan— = (2.79)

4y cosh(x/m)

denklemi ile verilir. Burada 6nemli ve ilging bir nokta vardir ki, (2.79)’e gore her ne kadar

birbirini yoketme toplam rotasyonun korunumunu ihlal etmesede, bir soliton ve bir
antisoliton birbirini yoketmeden birbirinin i¢inden gegebilir.

Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur ters sacilma metodunu kullanarak (2.76)
denkleminin baslangic deger problemini ¢ozdiiller. Bu formiillestirmeyle c¢ok solitonlu
carpismalarin i¢in ¢6zliim elde edilebilir.

Boyle solitonlarin fiziksel kanit1 Josephson-tipi tiinel diiglimleri tarafindan
yonlendirilen siiperiletken iletim hatlar1 {izerindeki magnetik aki salinimi1 ¢alismalarindan
elde edildi. Her bir soliton tek bir magnetik akimin kuantumunu temsil eder. Fulton, Dynes
ve Anderson tarafindan tanimlanan ve son donemde Fulton ve Dunkleberger tarafindan
farkedilen kuantum “aki arac1” etkisi degisim kayidi elde etmek icin kullanildi..

Lamb siniis-Gordon denkleminin (2.76) N-soliton ¢6ziimiinii elde etmek i¢in Backlund
doniistimiini kullandi. Bu Bicklund doniisiimii orijinal olarak bir denklemin ¢6ziim ylizeyini
baska bir denklemin ¢6ziim yiizeyine doniistiirmek i¢in, gaz dinamigi, akiskanlar ve nonlineer
dalga salinimi alanlarinda kullanildi.

McLaughlin ve Scott

¢, +ad, + P, =F(p), a,p sabit (2.80)
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denklemiyle tarif edilen etkilesen dalgalarin ¢alig(1l)masina bu doniisiimlerin uygulanmasinda
temel bir adim olusturdular. (2.76) denklemi (2.80) i¢in 6zel bir durumdur ve Lamb ve Scott

tarafindan etraflica ¢aligildi. Forsyth gosterdi ki (2.76) denklemi

%(¢jx - ¢j—1,x): a; Sil’l%(@» * ¢j—1)

%(gzsjy INE —1/ a sin;(¢j ~¢,,) Jj=12 a, sabit (2.81)
iligkileri araciligryla kendine donistiirilebilir ki ¢, ve ¢, , siniis-Gordon denkleminin (2.76)
¢oztimleridir. Eger ¢, bilinen bir ¢6ziim kabul edilirse, birinci derece kismi diferansiyel
denklemlerinin es ¢iftini ¢ozerek ¢, ¢6zimii elde edilir. Bu yiizden, vakum ¢dziimi, yani

¢, = 0, ile baglayarak bahsi gegcen Biacklund dontisiimleri serisiyle ¢,,4,,...,4, ¢oziimleri elde
edilebilir.
Gosterilebilir ki uygun baslangi¢ kosullar1 altinda (2.76) denkleminin dort ¢éziimii iki

sabit a, ve a; cinsinden
b, =B, 0.,
Dy = Bo ;s
D jor =By By b =By By b j» k. j=12 (2.82)
olacak sekilde iliskilendirilebilir. Burada (Seeger, Donth ve Kochendoérfer’in notasyonunu

kullanarak) B, , sabit a, ile iligkili Bécklund doniisim operatorii olmaktadir. [Bécklund

doniigiimiiniin (2.82) yerdegistirme 6zelligi Lamb tarafindan gosterilmistir.]

Son zamanlarda Barnard SG denkleminin N-soliton ¢6ziimiinii elde etmek ig¢in
yukarida bahsedilen Backlund doniisiimleri serisini kullandi. Bu ¢6ziimlerin analitik ifadeleri
eger j >0 ise

Gz, =0
g, =atant eVl | aabit, (<1) fie, <0 . (2.83)
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Eger j >k ise

11
K, K T ‘

b, =P, +Atan”| ——tan Prsr =i, (-1)" 1. (-1y €
i i 4 Ky K;
K, K,

Bir N-soliton ¢6zlim i¢in analitik ifadeyi elde etmek i¢in N’den daha az derecede tiim
soliton ¢oziimleri i¢in ifadeler elde etmek gereklidir. Fakat, Caudrey ve arkadaslar1 SG

denklemi i¢in bir N-soliton formiilii elde ettiler ki ¢oziimler dogrudan hesaplanabilir. Onlar
. 2 82
x,t)=cos | 1+2| ————|In f(x,¢ 2.84
P(x,1) { (azz axzj f( )} (2.84)

dontistimiint kullandilar ve iddia ettiler ki eger
f(x,0) = det| M|

ise¢ siniis-Gordon denklemi i¢in bir ¢ozliimdiir. Burada N x N matrisi M

/2
a.a. i fiy .
; :—( il ’) [e’“”_ﬂk’”" +(-1)"e™ A yfl y,; sabit
a, +a,
k;=a;+1/a,, a, sabit
B;=1/a;-a, (2.85)

elemanlarina sahiptir. Kendi ters sagilim metodunu kullanarak Ablowitz ve arkadaslar1t SG

denklemi i¢in ikinci bir N-soliton formiilii gelistirdiler. Bu, N x N matrisi B nin

C.C . «

Jk ilc.—x;, Jx

Bjk: *e(‘/ k)
Kj_Kk

c; (0= g 2 , y, sabit

elemanlarina sahip oldugu

%(@ F = (logdetBB" + 1) (2.86)

formuludur.
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Hirota SG denklemi i¢in bir N-soliton ¢dziimiiniin bagka bir formunu buldu.

¢=4tan”[g/f] (2.87)

doniistimiini kullanarak iddia eder ki eger f* ve g (A.A.6) denklemi ile bu denklem i¢in

Ve

esitliklerini sagliyor ise ¢, SG denklemi i¢in bir ¢oztimdiir.
Sin Gordon denkleminin

2 2
Z—Z—g—ﬁ‘=m2sinu2 (2.88)
X t

formu ferromanyetik kristaller ve siiperiletkenlik teorisi alanlarinda 6nemli rol oynar ve
u(x,t)=4 arctan[exp(m 1-v* (x —vt)+ d)J (2.89)
¢Oziimiine (Kink denklemi) sahiptir [7].
SG denkleminin egri yiizeylerle ilgisinden daha 6nce bahsetmistik. Sekil (5) (2.89)

¢Ozlimii ile ilgili yiizeyi gostermektedir.

Sekil 5: (2.89) Denkleminin Coziim Yiizeyi
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(Sekil 6) ¢arpisan iki soliton ¢oziimiine karsilik gelen ylizeyi gostermektedir.

Sekil 6: Carpisan iki soliton

Yakin donemde SG donemi pek c¢ok farkli yontemle calisilmistir. Ablowitz [8]
tamamen integrallenebilen ayriklastirma yaklagimimi (Sekil 7-8), Kaya [9] Adomian ayrigma
metodunu, Wang [10] varyasyonel metod ve sonlu eleman yaklastirimini, Wazwaz [11] tanh
metodunu, Batiha, Noorani ve Hashim [12] varyasyonel iterasyon metodunu kullanarak

niimerik ¢oziimler elde etmislerdir.

Sekil 7: Homoklinik Y6riinge (Ablowitz vd)
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Sekil 8: a) N=128 b) N=64 Solitonlu Coziimler (Ablowitz vd)
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3. SIN GORDON DENKLEMININ GENELLESTIRILMIS FONKSIiYONLAR

SINIFINDA SAYISAL COZUMU

3.1 Yardimc Problem ve Yapisi

Nonlineer denklemler igin (1.5) cinsinden olan tanimlarin verilmesi her zaman
mimkiin olmamaktadir. Ciinkii nonlineer denklem i¢in adjoint denklemi yazmak her
zaman miimkiin olmuyor.

Bazi smif nonlineer denklemlerde zayif ¢oziimiin bulunmasi i¢in yeni bir yontem
Onerecegiz [2], [13].

S6z konusu yontemin temel yapisini agiklamak i¢in, asagidaki nonlineer kismi tlirevli
denklemi gz Oniine alalim.

Lu=f. (3.1)
Burada L diferansiyel operatorii # ya uygulanmakta olan, asikar olarak x ve ¢ ye bagh
olmayan bir diferansiyel ifade olmaktadir.

L operatdriinii M ve N operatorlerinin bileskesi gibi

L=MN
seklinde gosterelim. Burada M ve N, L operatoriinii faktorize eden operatorler olup,
asagidaki 6zelliklere sahiptirler:

(i) M operatoriiniin tersi M~ vardir

(i) N(Mmv) € C'(D).

Asagidaki tiir tanimlanmis denkleme

NMv)y=M""f
yardimci denklem ismini verelim. Kolayca gosterebiliriz ki, yardimci denklemin ¢oziimii
ile esas denklemin ¢oziimii arasindaki iliski

v=M""u (3.2)
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esitligi ile ifade edilmektedir. (3.2) denkleminden goriindiigii gibi igerdigimiz yardimeci
problem tek olarak tanimlanmamaktadir. Altin1 ¢izmek gerekir ki, herhangi bir pratik
problemi incelerken yardimci problemin ¢oziimlerinden fiziksel yararli olan tek bir
¢ozlimii 6zel olarak belirtmek sarttir. Ayrica da (3.2) formiillinlin 6zel olarak ispatlanmasi

gerekmektedir.

2 2

Ornek 5. (3.1) denkleminde L operatdrii olarak L-= 6—2 ~a’ 8_2 g6z Oniine alalim.
¢ X

O zaman (3.1) denklemi telin kiiglik titresimlerini ifade eden ikinci mertebeden lineer

dalga denklemi olur, yani

0. 5 0.
Jo=—-a"—=0
o’ ox®
dir. Dolayisi ile asagidaki denklemi gbz oniine alalim
Tu=0. (3.3)

(3.3) denkleminin genel ¢6ziimiinii yukarida onerilen yardimci problem yardimi ile ele
alalim. Bundan dolay1 [1=4B cinsinden yazalim, burada

A:g—ai, B=g+ai 3.4)
ot ox ot ox

olmaktadirlar. Kolayca ispatlayabiliriz ki 4™ mevcuttur ve AB = B4 olmaktadir; yani 4

ve B komiitatif (yerdegistiren) operatorlerdir (genelde 4B # BA dir).

Eger (3.4) dikkate alinmakla (3.3) denkleminin her iki tarafina A~ operatoriinii

uygularsak
Bu=A7'(0)
oldugunu aliriz. Kolayca ispatlanabilir ki,
Ker A={u=f(x+ar): [ eC"(Q,)}
olmaktadir. Burada Q, = (—o0,0)x[0,7") dir.

Gergekten de Af =0, buradan f € Ker A dir.
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Simdi asagidaki denklemin genel ¢oziimiinii bulalim.

I (A
Bu=[6t+aaxju f(x+at) (3.5)

burada f, C'(Q,) den keyfi fonksiyondur. (3.5) denkleminde
E=x+at, n=x-—at

degisken doniisiimii yapilirsa, (3.5) denkleminin ¢oziimii olarak

u(&,m =g+ f(n)

ifadesi ele alinir. Sonuncu ifadeyi (x,7) degiskenlerinde yazarsak telin titresim denkleminin

literatirden bilinen
u(x,t)= f(x—at)+ g(x+at)

genel ¢coziimiinii elde etmis oluruz.
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3.2 Sin Gordon Denkleminin Zayif Coziimii

Sin Gordon denklemi i¢in agagidaki

o’u 1 0%u )
o ot o (3.6)
u(x,0) = f(x) (3.7)

Cauchy problemini goz Oniine alalim. Burada f(x) bilinen fonksiyondur. (3.6) ve (3.7)

probleminde

1 1
& =—(x+ct) ve T :—(x—ct)

2 2
degisken doniisiimii yapalim. Bu yeni notasyonda

uff =Smu (3.8a)
olur. (3.8) denklemi i¢in baslangi¢ kosulu

u(£,0)=1u, (&) (3.8b)
olsun. Bolim 3.1 de verdigimiz genel yapiya gore (3.8a) denkleminde L operatorii () o
olmaktadir. Yani L- = (") s - Bu operatorii asagidaki gibi faktorize edelim.

L=AB (3.9)

Burada A4- :% ve B- :% olarak aliriz. Burada A operatdriiniin tersi (A~') oldugunu
T

varsayarak (3.8a) denklemine 4~ ile etkiyelim. Dolayistyla,
A (AB)u = A" sinu
Buradan

Bu=A"sinu

elde ederiz.
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Sonuncu ifadeyi acik sekilde yazarsak

ov

sinu(n,7)d
™ (n,7)dn (3.10)

O L Ny

elde ederiz. (3.10) denklemine yardimci problem denir. (3.10) denklemi i¢in baslangi¢ kosulu

v(&,0) =v,(S) (3.11)

olmaktadir.
Once (3.6) denkleminin zayif ¢dziimiinii tanimlayalim.

Tamm 4. (3.8b) baslangi¢ kosulunu ve test fonksiyonlar sinifinda olan w(&,7) =0

kosulunu koruyan keyfi (&, 7) lar igin asagidaki

ow(&,7) Ov(é, .
£ { "’(;9; 9 véir)+y/(§,f)smu}d§d7=0 G.12)

integral esitligini koruyan u(&,7) fonksiyonuna (3.8a)-(3.8b) probleminin genellestirilmis
¢Oziimii denir. Burada D = Rx[0,T) olmaktadur.

Teorem 1. Eger v(&,7), (3.10) ve (3.11) yardime1 probleminin ¢oziimii ise

ov(&,7)
0&

esitligi ile verilen u(&,7) fonksiyonu (3.6), (3.7) esas probleminin zayif ¢6zliimii olmaktadir.

u(s,7) =

(3.13)

Ispat. 3.10) denklemini

5 T
Me,7) J.smu(n,r)dn =0
or )
gibi yazalim. Sonuncu denklemi % ile carpip integralleyelim.
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Sonug olarak

oy v sin(n,7)dn vdé&dr = 0
oc| or

0

veya

oy MR o i _
(o'[)dr{"}; o0& or o ;[aé '_([Sln(nsf)dﬂdf}dr_o

elde ederiz. Sonuncu integralde £ ye gore kismi integrasyon yontemini uygularsak
o’u .
”l//(gg, 7)) ———sinu |[d&drt =0
L o0&t

elde ederiz.
(3.10) denklemini koruyan fonksiyonlar sinifi, (3.8a) denklemini koruyan fonksiyonlar
siifindan daha genis olmaktadir. Bu 6zellik ise (3.8a) denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde

etmek i¢in sade ve ekonomik sayisal algoritmalar yazmaya imkan verir.
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3.3 Sonlu Fark Yontemi

(3.10) denklemini sonlu farklara ayriklastirmak i¢in D tanim bolgesini
o, ={E =ih, T, =kA; i=0£122,. tn,.; k=012,
agi ile ortelim.
(3.10) dahil olan integrali dikdortgenler yontemini kullanarak asagidaki gibi sonlu

farklara ayriklastirirsak

Ui,k+l -U

bk hz sinU,,,, =0
T =
veya
i—1
(U, —thsinU,,.,)=U,, +a> sinU ., (3.14)

J=1
nonlineer cebirsel denklem sistemini elde ederiz. S6zkonusu denklemler sisteminde U, ,, lari

ele almak i¢in Newton yontemini kullanmak yeterlidir.
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4. SONUCLAR

Ug béliimden olusan tezde esasen pratikte siklikla rastlanan nonlineer SG denklemi
incelenmistir. Bilindigi iizere bu tiir denklemlerin 6zel ¢oziimleri bazi Ozelliklere sahip
olmaktadir ve her bir nonlineer denklemde oldugu gibi burada ¢oéziimiin 6zelliklerini detayli
sekilde incelemek gerekmektedir. Bu yiizden, 6zel ¢Ozlimlerin ele alinmasi Onem
tagimaktadir.

Tezde alinan sonuglar1 agagidaki gibi siralamak miimkiindiir.

1) SG denkleminin duragan ¢oziimii ele alinmis; ¢6ziimde olusan soliton, kink,
antikink, tiirlii dalgalarin dagilim dinamikleri incelenmistir.

2) SG denkleminin niimerik ¢oziimiinii ele almak i¢in 6zel yapiya sahip ve bilinen
anlamda esas probleme denk olan yardimci bir problem Onerilmistir. Hangi ki, yardimci
problemin ¢6ziimiiniin diferansiyellenebilme 6zelligi esas problemin diferansiyellenebilme
Ozelliginden bir fazladir. Bu ise bize avantaj saglar.

3) Yardimci problemin 6zelligi kullanilarak Sin Gordon denkleminin genellestirilmis

fonksiyonlar sinifinda sayisal ¢6zlimii i¢in efektif ve sade bir algoritma verilmistir.
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