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TELIN TiTRESIM DENKLEMI iCiN LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER
PROBLEMININ COZUMU

OZET

Tezde telin kiigiik titresimlerini ifade eden lineer dalga denkleminin lokal olmayan
smir kosullar1 altinda gercek c¢oziimii elde edilmistir. Bu amacla Oonce uygun spektral
problemin c¢oziimii elde edilmis, problemin Green fonksiyonu bulunmus ve uygun ayrilig
formiilii elde edilmistir. S6z konusu ayrilis formiilii kullanilarak esas problemin ¢oziimii

spektral problemin tam rezidiileri cinsinden sonsuz seri seklinde elde edilmistir.

v



THE EXACT SOLUTION OF THE NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR THE VIBRATION OF STRING EQUATION

ABSTRACT

In this thesis the exact solution of the problem for the linear wave equation with
nonlocal boundary conditions is obtained. Firstly, the solution of the corresponding spectral
problem is found. Secondly, the Green’s functions of the investigated spectral problem and
formula of expansion are studied. Finally, using the obtained expansion formula the exact

solution of the mixed problem is found.
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1. GIRIS

Bilindigi gibi lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢cin yazilmis baslangic-
smir deger probleminin ¢oziimiinii elde etmek icin uygulanan en genel yontem Fourier
serisi yontemidir. S6z konusu yontem diferansiyel problemi olusturan diferansiyel
operatoriin self adjoint oldugu durumda uygulanabilir. Ciinkii Fourier serisi yonteminin
uygulanabilmesi icin esas probleme karsilik gelen spektral problemin 6z degerlerinin sade
olmasi, 0z fonksiyonlarinin ise tam ve ortogonal sistem olusturmasi gerekmektedir. Buna
karsin miihendisligin bir ¢ok problemi self adjoint olmayan diferansiyel denklem veya
denklem sistemi i¢in uygun sekilde yazilmis baslangi¢-sinir deger probleminin ¢oziimiine

indirgenebilir. Ornegin, telin titresim denklemi igin yazilmus

’u  ,0u

? =a ax—2+f(x,l),
u(x,0)= ¢, (x),
ou(x,0)
at - ¢2(X),
du(A 1)

u(0,1)—u(r1)=0, =0

ox

problemin 6z degerleri A =2mv (v=0,ul,u2,u3,...) iki kath kok olmaktadir ve bu 6z

degerlere karsilik gelen 0z fonksiyonlar tam sistem olusturmamaktadir. Bu durumda
Fourier serisi yonteminin uygulanmasinda bir ¢ok zorluklar ¢ikarmaktadir. Ciinki
baslangi¢c fonksiyonlar1 ¢,(x), (i =1,2) leri ve kaynak fonksiyonu olan f (x,r) i soz
konusu 6z fonksiyonlar cinsinden seriye agmak miimkiin olmamaktadir.

Bu nedenle, tezde yukarida yazilmis problemin ¢6ziimii i¢in rezidii yontemi
incelenmistir. Bu amagla goz Oniine aldigimiz problem, birincisi Cauchy problemi, ikincisi
ise kompleks parametreye bagli spektral problem olmak iizere iki yardimci probleme
parcalanir. Sonra ise s6z konusu yardimci problemler ayri ayri ¢Oziiliir, uygun ayrilig
formiilii kullanilarak esas problemin ¢oziimii i¢in ifade edilir.

Tezde asagidaki ayrilis formiilii verilmis ve formiilde bulunan rezidiiler a¢ik sekilde

hesaplanmigtir.



Teorem 1. Eger h(x) ve h’(x) fonksiyonlart [0,7»]’ de siirekli fonksiyonlar ise asagidaki

ayrilis formiilii

) T

27N —1 , egers=0
gecerlidir. Burada ¢, A(1)=0 denkleminin yalmiz tek bir kokiinii icerisine alan kapali

egridir ve U toplama endeksi tiim kokleri kapsamaktadir.
Tezin ikinci boliimiinde gereken temel kavramlar, Fourier serileri ve Fourier serisi

yonteminin bazi uygulamalar1 da incelenmistir.

2. TELIN TiTRESiM DENKLEMIi iCiN 1. SINIR DEGER PROBLEMININ
COZUMU ICIN FOURIER METODU
2.1. iki Ucundan Bagh Telin Titresimlerinin incelenmesi

Literatiirden bilindigi iizere, uclar1 baglanmis telin titresimi matematiksel olarak

asagidaki 1.smir-deger problemi
o%ult,x)  ,0ult,x)

o e .

u(t,0)=0, u(t,l)=0, )
ou

u(0,x)=@,(x), —(0,x)=9,(x), 3)

ot

ile ifade edilmektedir.

Burada u(t,x) telin r zamaninda ve x noktasmda ox- ekseninden saptig1 mesafeyi
gostermektedir. (1) denkleminde kaynak fonksiyonunun olmamasi, telin bir defa harekete
gecirilmis sonra da tele disaridan uygulanan kuvvetin kaldirilmis oldugunu ifade
etmektedir. Yani serbest titresimler s6z konusu olmaktadir. (1)-(3) problemine 1. smir
deger problemi denir. (1)-(3) probleminin ¢oziimiinii degiskenlerine ayirma yontemiyle
elde etmek (1) denkleminin ¢6ziimiinii

u(t,x) =T(t)y(x) (4)

seklinde arayalim. (4) ifadesi (1) de yerine konulursa,

aT()  yx)
elde ederiz. (5) ve (2) sir kosullarmi da dikkate almakla y(x) fonksiyonu i¢in

) 20 _, o

y' =Ay=0, (6)



y0)=0, yH)=0 (7)
problemini T'(r) fonksiyonu ise,

T’(t)- Aa’T(t)=0 (®)

denklemini elde ederiz. Goriildiigii gibi (7) problemi A parametresini igeren icin sinir-
deger problemi olmaktadir. Is1 iletimi denklemi i¢in 1. smir-deger probleminde oldugu gibi
(6), (7) problemine Strium-Liuvill veya “spektral” problem denir. (6) a karsilik gelen
karakteristik denklemi

—1=0 )
yazalim. Buradan k = u\/z ve A y1 kompleks gibi diisiinerek (6) nin genel ¢oziimiinii
sOyle

y(x)=c (x +c,e eV, (10)
yazabiliriz. (10) ifadesindeki ¢, ve c, sabltlerl (7) sinir kosullarindan

¢, +c,=0
o gl an
+ce =0

2€

bulunur. (11) sistemi ¢, ve c, ye gore homojen cebirsel denklem sistemi olmaktadir. Bu

sistemin ¢Oziimiiniin olmasi icin gerek ve yeter sart,

=0 (12)

olmasidir. Buradan,

2
A% = —(%j (n = O,uL,u2,p13,...)

olarak elde ederiz. A, nin degerleri yerine konursa ve ¢, =—c, oldugunu dikkate alirsak,

imx —imx

3, () = [ - W)zc{ek—e h j:Zicl sm%, (h=0123..) (13)

buluruz. (13) 6z fonksiyonlar sistemini normallestirirsek,

_ain X
y, (x)=sin . (14)

elde ederiz. A=A, in degerleri (8) de yerine yazarsak

T (t)+[aznj +T(r)=0 (15)



elde ederiz. Simdi (15) karakteristik denklemi yazarsak,

am iam
K’? +[ kj =0 K,=u 2

olur. O zaman (8) in genel ¢oziimil

T ()=A Cos%t+3n sin%t (16)
(16) ve (14) ifadeleri (4) de yerine konulursa, u, (¢,x) i¢in asagidaki ifadeyi
u, (1, %) = [An cos? 1 + B sin @tj sin 2% p=123., (17
A A A
elde edilir. Ayrica (1) denklemi lineer oldugundan dolayi,
- am mx
u, (t,x)= A, cos—t+B sin—¢ |sin — 18
2 (£,%) Z[ . . j . (18)

ifadesi (1) denkleminin formal ¢oziimiidiir. Formal ¢6ziimiin, (1) denklemini sagladigini,
s0z konusu serinin x ve t ye gore iki kez difarensiyellemekle miimkiin oldugunu ve
x—0 ve x—A oldugu durumda limite ge¢cmenin miimkiin oldugunu gostermek

gerekmektedir. (18) ¢oziimiinii ve (3) kosullarinda yerine yazarsak,

S A, sin 2 =p, (x), (19)
n=1

Z T * =p,(x) (20)

olur. (19) ve (20) ifadelerindeki A, ve B, katsayilarin1 bulabiliriz. Bundan dolay1 (19) ve

(20) ifadelerini sin % ile carpp bu ifadelerin (0,) iizerine integralleyelim

w A A
Z J. m@sm—dx J.%(x)sin%dx 21
0 0

buluruz. Buradan

veE




A, = Pon = X}[¢ (x)sin de
A
m = ¢lm 4 (22)
amm

O =7 .[¢1 m_dx

olarak elde ederiz. (22) ifadeleri (18) de yerine yazilirsa (1)- (3) probleminin ¢6ziimii i¢in

oo

ult,x)= Z[%n cos s+ A sin 42" tj sin 22 (23)

A am A A

n=l1

olarak elde ederiz.

Coziimiin dogrulanmasi. (23) formiilii ile ifade edilen ¢6ziimii, degiskenlere ayirma
yontemi ile ele alirken, s6z konusu ¢6ziimii formal olarak bulmustuk. (23) serisinin
gercekten de (1)-(3) probleminin ¢6ziimii oldugunu ispatlamak i¢in bu serinin ¢ ye ve x e
gore iki defa diferansiyellenebildigini ve ele alinan serilerin yakinsak oldugunu ispatlamak

yeterlidir. Ayrica (2) ve (3) kosullarinda da limite gececegiz. Bundan dolayr ¢, (x) ve
@, (x) fonksiyonlarmna gore belli kosullar belirlenecektir.
Teorem 2. Eger ¢, (x) fonksiyonu [0,1] araliginda ikinci mertebeden siirekli iigiincii

mertebeye kadar ise parcal siirekli ve

9(0)=p,(W)=9"(0)= ") (24)

ise ve @, (x) fonksiyonu [0,A] araliginda birinci mertebeden siirekli, ikinci mertebeden

parcal siirekli ve

9,(0)=p,()=0 (25)

kosullarin1 saglarsa (23) serisi (1)-(3) probleminin # ye ve x e gore ikinci mertebeden
stirekli kismi tiirevlere sahip olan ¢oziimiidiir.

Ispat. (23) serisini x e gore formal olarak iki defa diferansiyelim,

ou = m amt . . amt mx
5:27[%" cos )L +)ha¢;n sin \ jcos = (26)
P 0o 2
a—bzt ~ [%j (%n cos aﬂ;t 2P gin aﬂ;ltjsin m)zhx' (27)
X =l am
i|¢0n >\~¢ln 4 (28)
= nr
ZTO% x%j, (29)

N E ¢ln
le( xj (I(/)on +>»mj (30)



(23), (26), (27) serilerinin “majorant” sayisal serileri olduklar1 aciktir. (23) serisinin iki
defa diferansiyellenebilirligini kanitlamak i¢in Weierstrass teoremini kullanalim. Bunun
icin, (23), (26), (27) serilerinin diizgiin yakinsak olduklarimi gostermek yeterli olacaktir.
S6z konusu serilerin yakimsak olmalart (28), (29) ve (30) sayisal serilerinin yakinsak
olmalar1 sonucu gibi goriilebilir. (30) serisinin yakinsakligini gostermek zordur. Bu serinin
yakmsakligindan (29) ve (28) serilerinin yakinsaklig1 goriiliir. Teoremin sartim1 kullanarak

¢,, katsayilarini soyle yazalim,

2 A F

X . 7m -2 A m , .
Do :XI¢O(X)81H Txdx :TE¢O (X)COSTX‘3+7LEI¢ (X)COSTde
0 0
2 A F .
= _XEI% (x)cosTxdx
0
27\,2’.7zmxk27\,“”.ﬂnx
+X[Ej Py (x)smT‘o_X[Ej }[% (X)Sdex
2( A Y4 0\ . JINX
:_X[Ej .([¢0(X)SdeX
20 Y 7 mx 2 AYE 7 mx
:X[Ej o, (x)cosT 2_7»[Ej }[% (x)cosde
—2( A Y} ” anx
=—| — —dx.
%[mj foiteleos s
24 mx
a, =5 %’(x)cosde (30)
0
denilirse o halde,
)\‘ 3
¢0n :[_j a'n
ni
olur. Benzer yolla,
ALY 28 7 mx
., :‘[Ej B Bi=y j Py (x)sdex 31

elde ederiz. Goriildiigi gibi &, ve [, belli pargali siirekli fonksiyonlarin uygun olarak
cos@ ve sin@ ortogonal fonksiyonlar sistemine gore Fourier serileri olmaktadir.

Buradan



ortaya c¢ikmaktadir. Analiz konularmmdan bildigimiz gibi Fourier katsayilariin
karelerinden olusturulmus seriler yakinsaktir. Bu Bessel esitsizliginden goriilmektedir.

Esitsizliklerde sag taraftaki integraller teoremin sartina gore mevcut oldugundan ve ayrica

soldaki seriler pozitif oldugundan dolayi, bu esitsizliklerden sz konusu serilerin yakinsak
oldugu aciktir. &, ve f, ifadeleri (30) da yerine konursa

(o )

MU= |e|+—| —

=\ A nrw am\ nx

oo an

_Aslal | A slA
=2t (32)

noo n n

B,

elde ederiz. Bilinen esitsizlige gore
a

n

—sl[aj +in

n 2 n

ﬁn 1 2 1
<— +— .

n 2 P n’

> 1 . - - o 9
olur. 2—2 serisi yakinsaktir ve Za'z, Z [ serilerinin yakimsak oldugunu az 6nce
n

n=1

n=1 n=1
sOylemistik. O zaman, (32) serisi de yakinsaktir. Demek ki, (30) serisi de teoremin
kosullar1 cercevesinde yakinsaktir. Buradan (29) ve (28) serileri de yakinsak olur. (28),
(29) ve (30) serilerinin yakinsakligindan Weierstrass teoremine gore (25), (26) ve (27)
serileri de mutlak ve diizgiin yakinsak olmaktadir. Bu serilerin her bir toplami siirekli
fonksiyon oldugundan Weierstrass’in diger teoremine gore serilerin toplamu da siireklidir.
Boylelikle (25) serisi ile ifade edilen fonksiyonun x degiskenine gore 2. mertebeden
kimsi tiirevleri vardir. (25) denkleminde, seri isareti altinda tiim toplamlarin 7 ye gore

tiirevi alindig1 zaman bir a carpani ortaya ¢ikar. Bu carpanin ise teoremin ispatina hi¢ bir

2
etkisi yoktur. Boylelikle 3—“ tiirevi de [0,A]x[0,7, ] gibi keyfi dértgende siirekli olur. (25),

t2
(29) serileri mutlak ve diizgiin yakinsak oldugundan dolay1 (2) ve (3) kosullar1 ile bagiml

limitleri seri altinda yazilabilir. Buradan

oo

0=Z[¢0 cosaﬂnt+ A sin aﬂnt
. ! A A

)
J

u sin0=0,

oo

am A am
= t+ i t|sinz=0,
71 ;[%n cos 2 amsm x sin 77
- . Tmx
u|,:022¢0nsm 2 =¢0(x),
n=l1

0 > . m
a—b;|,=o = Z% Sme = ¢1(X)-
n=1

7



bulunur. Boylece teorem ispatlanmig olur. Sonug olarak gordiik ki

u_

—=a
ot’ ox®
denkleminin,
ou
I/l| =0 — ¢0 (x) 4 §| t=0 = ¢1 (x) >
baslangic sartlarini ve
ux:OZO’ ux:k:O’

smir kosullarinda saglayan ¢oziimiinii

[ . kmtj. k7x
s—+b sin —— |sin —

Mz

xt:

formiilii ile verilmektedir. Burada,

dir.
4h

)\‘2

baglanmistir. Baslangic hiz1 0 oldugu durumda telin ox ekseninden sapmasini bulunuz.

Ornek 1. Baslangic profili ¢(x)=— x(A—x) olan tel x=0 ve x=A noktalarmndan

Coziim. Burada

iken a, ve b, katsayilarmi bulalim.

2% . k7o
a, :X.([(D(X)S —dax=— .[ - Sll’leX
_8h k( ke
= x)Jsin 2 dx, b, =0
s 7 A
a, katsayisini bulmak i¢in kismi integrasyon yontemini kullanalim.
u, = xh— x>, sinkTﬂxdx =dv,,

u, = (A=2x)dx v, :—kicoskTﬂx,
P2

—8h A 8h
= (xk—x )Gcos ‘ e

A
.[7» 2x cos—dx
0



_8h
ka\?

i kmx
I(?u— 2x)cos——dx,
0 A

u, =h—2x, coskTﬂxdx =dv,

du, =—2dx, v, = sin K™
kx A
8h ke 16h ¢ . knx —16h  kmx
A—2x)sin Ay sin dx = cos A
kzﬂ'zk( ) A ‘0 kzﬂ'z)u'([ r e Al
16h 16h
== PR (COS [1 ]

a, ve b, mn degerleri u(t,x) de dikkate alinirsa

cos——sin —dx

= A A

tx:imh [1 ] kmat . knx

olup, burada
k=2n igin  |Ji-(-1) =0]

k=2n+lign  [Ji-(-1) =2]
olur. Bu durumda ¢6ziim
Rha 1 Cn+Dmr . (2n+1)mx
(t x)— C sin

olmaktadir.

Ornek 2. x=0 x=A uclarindan baglanmus telin baslangi¢ profilinin ox-ekseninden

sapmasi sifira esittir. Baslangi¢ hizi

w(x) = 22
0 [k—h k+h}
’ 272

olan telin 7 ¢ 0 oldugu durumunu bulunuz.

Coziim .
[k—h k+h}
Yo XS\ T
=0, =
p(x)=0, y(x) 0 [H " }
272
oldugundan



At+h
2
-2
a4, =0ve b, =——> | o sin Py = Z2V0 b o
kma .2, A kma kx A
2

K

2
A—h
2

b, =

*k’a

2v M [ kx(L—h) kx(O+ h)rvox k. kmh
COS — COS SIN —S1n ——
20 2A 7’a A 20

dir. Boylelikle problemin ¢6ziimiinii

ult,x)= > in —sin cos sin

b1 . km . knh  kmt | kmx
25
2

=k A 2\ A 2M

olarak elde ederiz.

Ornek 3. Varsayalim ki, tel x =0ve x = Anoktalaridan baglannus ve baslangi¢ profili

@(x)= Asin e
A
dir. Baslangi¢ hiz1 sifir olan telin 7 ¢ 0 oldugu durumu bulunuz. Burada A verilmis bir
sabittir.
Coziim.
b, =0 ve
2% , kT
a,=A—|sin"—=A
" ?v([ A
oldugundan
u(t,x)= Asin mnt sin%
bulunur.

Ornek 4. U¢ noktalarindan baglanmus telin baslangic profili asagidaki sekilde verilmis
parabol olsun. Baslangi¢ hizinin sifir oldugunu dikkate alarak telin ¢ ¢ 0 oldugu durumunu
bulunuz.

Coziim. Once paraboliin denklemini bulalim. ¢(x) i
y= ax® +bx+c,
seklinde arayalim. Burada a,b ve ¢ simdilik bilinmeyen sabitlerdir.

Ax)

Sekil 1.
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Simdi bu sabitleri bulalim.
y =0 oldugunda ¢ =0 bulunur.

=0,
A
x=—,y=0,
> y
2
h:a)\'—+bz\',
4 2
olur. x=2A, y=0 oldugunda ¢ =0 bulunur.
0=a\ +br
olup
bh=—al?

olur. bA nin bu degeri yerine konulursa

elde edilir. Buradan
—ak’ =4h
bh=4h
4h

b=—
A

bulunur. Bulunan degerler yerine konulursa ¢(x) yani,

—4h\ 4h
y:xz[ j+—x veya y=%x(%—x),

5 A
olarak elde edilir. Simdia, ve b, Fourier katsayilarin1 bulalim,

A
a, =%04—;x(7u— x)sinkdex

g
S

x(A— x)sin an'x dx

0
8 k( ke
=— ?\x—xz)sin—dx
?3 0 A
coskr—1) =——
r ( : k'’
b, =0, a, ve b, nindegerleri u(t,x) de dikkate alinirsa

u(t,x) = i 16 [1 ]cosk—;rfnsinkTm,
k=1

olarak elde ederiz.

k=2n  olursa ll —(- l)k J =0
k =2n+1 olursa ll—(—l)kJ=2
olur ve sonug olarak
32 1 Cn+)mr . 2n+1
1,X)="—
- 7[3;2n+lcos A A

bulunur.
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2.2. Telin Mecburi Titresimlerinin incelenmesi

Eger, tele dis kuvvetler etki ediyorsa boyle titresimleri asagidaki

9° 9’
?I;:a al;t-i-f(t)(') (33)

denklemi ile ifade edebiliriz. Burada f(r,x) dis kuvvetleri ifade eden kaynak

fonksiyonudur.
u(t,0)=0, u(t,)) =0 (34)
u(0,x) =0, ‘3”| L, =0 (35)

inceleyelim. £ (z,x) fonksiyonunun spektral problemlerinin 6zfonksiyonlarma gére Fourier

serisine agilabilir olmasini varsayalim. Yani
_ Z £, ()sin nx (36)
n=l1 )\‘

olsun. (33) denkleminin ¢6ziimii de sin % Ozfonksiyonlarma gore

x)= 3, (0)sin % 37)

Fourier serisi gibi arayalim. Burada u,(¢) ler ¢oziimiin belli olmayan katsayilaridir. S6z

konusu katsayilar1 bulmak i¢in (34) yi goz Oniine alarak (36) ifadesini (33) te yerine

yazalim
Zu (t)sm—: azi[m[j un(t)sin@+ifn(t)sin@,
n=l1 )\‘ )\‘ n=l1 )\‘
il:u ”(t)+[ . j u, (t)~ f, (t):lsmT:O (38)
iun(O)sm%:o , iu;(O)sm%:o. (39)

Fourier katsayilarinin tekligine gore u, (r) katsayilar: asagidaki diferansiyel denklemin

¢Oziimil olmak zorundadirlar

u ”<r>+[ ’;’f j u, (1) = £,(0). (40)
u (0)=0, u’(0)=0. 41)

(40) denklemi 2. mertebeden sabit katsayili bir denklemdir.
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Bu denklemin genel ¢oziimii,

i ()= A cos™ 4B cos P4 N [ fn(f)sinmdf 42)
A A ami) )

olmaktadir. (42) ‘nin icerdigi A, ve B, ler (35) kosulundan bulunur. Yani,
A =B =0
dir. Boylelikle , (40) 6zel ¢oziimii,

u () =— [ 7.()sin anzlt =), 43)
amt A

olur. Bu ifadeyi (37)° te yerine yazarsak (33)-(35) denkleminin ¢oziimii olarak

u,(t,x)= .[f Mdr szn% (44)

buluruz. Burada
=2 J 62 P (45)

dir. (44) formiiliinii dogrulamak i¢in f(#,x) 'in x’e gore asagidaki kosullar1 sagladigini
varsayalim,

f@0)=ftH=0 (46)
f. siirekli, f, (t,x) pargali siirekli olsun. Simdi (35) sartlarindan daha da genel sartlari

Uy = 9 (%), [%l =¢,(x) (47
g6z Oniine alalim. Amacimz (33), (34), (47) probleminin ¢oziimiinii bulmaktir bu
problemi iki yardimc1 probleme

’u _ ,0%u

I ot . ox?
Ju
U, =0, (x). =] =0

o'’
’u  ,0%u
—=a’—+flt,x
I or? ox? 1(6.x)
' du
u,,=0, —|._, =0
|t—0 at | =0
parcalayalim. I ve II problemlerinin géziimlerini dikkate ahrsak
N ¢ln)\‘ T) . nix
u(t,x) = ncos dTt |sin 48
t0=3 ¢, )Lm jf o @9
buluruz.
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ORNEKLER
Ornek 1. Farz edelim ki, teli r=0 aninda serbest ivme kuvveti etkilemektedir. Ucg
noktalarindan bagh telin 7 ¢ 0 zamanindaki durumunu bulunuz.

Coziim. Telin serbest ivme altindaki hareket denklemi

ot’ ox®
olup problemin kosullar1

u(0,0)=0, u(A1)=0

ou
u(x,0) = —,20 =0
(0 ot o
dir. Burada g=9.8. olur. Cézﬁmﬁn ifadesi
u(t,x)— j . 4)& smTﬂx
olmaktadir. Burada,
f.(== jf(x t)sm—dx_—j( g)sm—dx———j —dx
=—ﬁ icos@ * =—g[cosn7£—1]=1[1—cosn7£]
A nx A nx nx

dir. Boylece,
£, (0= (1 COSNT),
nx

n=2kolursa  f, =0,

4
n=2k+1 olursa f,,,, = 8
k+Drx
bulunur. $imdi «, (¢)* leri bulalim,
' -4 ) a 2k + D
Uy () = .[ & ( (t - T)dT
(2k +D7z o\ (2k + 1)7[ A

4g\ t . aRk+Drx

= t_
a(2k+1)27£2~([sm 5 ook
_ —dgh A Sa(2k+1)7£(t_z_x,
Cak+1)* 12 a(2k+1) A

. —4gk [1_Cosa(2k+1)7tt}
a’k+1)’n’

u(t, x) = iu2k+l(t) gin 2k + D
= A
© _ 2
_ 22(4—87»)[1_%8 a(%ﬂ)m}m 2%k + D
A A
_ 2 o
4g\ 1 [1_%8 a(2k+1)m}sm (2k ; D)7

bulunur.
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Ornek 2. x=0, x=A noktalarindan bagli, baslangic profili ve hizi sifir olan tele
g(x,t) =Apsin ¢t kuralma gore kuvvet etki etmektedir. Telin ¢#¢ O zamanindaki

durumunu bulunuz. Burada

Fer) =520 - Ain ar
P
olarak aliniz.
Coziim . Verilen kosullara gore problem
d’u  ,0u
? =a’ o — + f(t X )

u(t,00=0, u(z,A) =0,

ou
0,0=0, 2% =0
u(0,%) 8t| 0

halini alir. Aranilan ¢6ziim
u(t,x) = Y u, (t)sin %
n=1

formundadir. Burada,

A j £.(z)sin %I_T)dr,

0

u, (1) =

amt

2t . NX
fn(t)=7h}[f(t,x)sm—)h dx,
olmaktadir. Once f, ()’ yi hesaplayalim

A
fn(t)=%£Asmaxsm%dx

2 t nix
=—Asin ax | sin —dx
Jsin =5

A
=2Asin mjcos@ *
A nx A

= —isin a)t[cosm - 1].
nw

n =2k olursa f, (t)=0,

n=2k+1 olursa f,,,, = 4—Asin ax
2k +1)
bulunur. O halde
o (1) = I —4A L Ak D7z(r—7) i
a(2k +D7z g (2k + 1)75 A

dt

_ —4A2 : Ism or sin a(k + D z(r —7)
Ck+D)"7™ A
olur. Buradaki
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[[sinwesin @(t )7 = [sinarsin b, (-~ 7)dz
0 0
= [sin @x(sin by, 7 cosb,, T —sin b, Tsin by,

0

=sin by, [[sin @z cosb,,, 7 +sin b, 7sin 2b, ,7sin wrldt
0

t
= sin bz,m.“sin wr —cosb2k+IT]dT
0
by, sinwr —@sinb,, .t

2 2
b2k+1 -

elde ederiz. Buradan

47\ b,,,, sin wt —wsin b,, .t

a(2k +1)* z* b, —*

bulunur. u,,,(¢) nin bu degeri aradigimiz ¢6ziim formiiliinde yerine konulursa

Uy (1) =

u(t.x) = z 4A7\,2 : b,,,, sin a)z'z— a)s;n b, .t i 117
= a2k +1)7x by, — A
elde edilir.
3. TELIN TIiTRESIM DENKLEMI iCIN LOKAL OLMAYAN SINIR KOSULLU
PROBLEMIN COZUMU
3.1. Telin Titresim Denklemi icin Lokal Olmayan Smr Kosullu Problemin Gercek

Coziimii
Asagidaki problemi
’u d’u
— = 4
atz axz +f(x’t)’ ( 9)
u(x,0)= g, (x), (50)
aM(X,O) _ ¢2 (X), (51)
ot
(0,)—u(hs)=0, a”‘g“):o (52)
X

goz Oniine alalm. Burada ¢,(x), @,(x) ve f(x,t) bilinen fonksiyonlar olmaktadir.
Rezidii yonteminin genel yapisina gore (49)-(52) problemine 2 yardimci problem karsilik
getirelim:

A. Cauchy problemi

d 2Z+/12z=f(x,t), (53)
dt
z(0) =@, (%), (54)
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dz(0) _

y P (x). (55)

B. Sinir — deger problemi
d’y @) 2y =hx) (56)
y(O)g -yW =0, yY(W=0. (57)

Simdi A ve B problemlerini ayr1 ayri ¢ozelim.
3.2. A. Cauchy Probleminin Coziimii

Once
d*z

t2

+Az=f(x1)

denklemine karsilik gelen homojen denklemi ¢ozelim. Karakteristik denklemin kokleri

HAXz=0=2k+ A =02k, =4
oldugundan temel ¢oziimler z, =cosAsve z, =sin Ar olmaktadir. (53) e karsilhik gelen
homojen denklemin genel ¢6ziimii

z(t) = ¢, cos At + ¢, sin At (58)
olmaktadir. (58) ifadesini kullanarak (53) denkleminin genel ¢oziimiinii bulalim. Bunun
icin ¢, ve c, yitye bagh fonksiyon olarak diisiinelim, yani

2(t) = ¢,(t)cos At + ¢, (t)sin At
olsun. Buradan tiirev alinirsa

Z/(t) = ¢ cos At — Ac, sin At + ¢} sin At + Ac, cos At

bulunur. ¢, ve ¢, yidyle secelim ki

clcosdt+c,sin Ar=0 (59)
olsun. Bu takdirde
Z/(t) = —Ac, sin At + Ac, cos At (60)
olur ve
Z(t) = —Ac]sin A&t — Ac, cos At + Ac} cos At — Ac, sin At (61)

dir. (58) ve (61) ifadeleri (53) denkleminde yerine konulursa
— Ac]sin At — Ac, cos At + Ac, cos At — Ac, sin A (¢, cos At + ¢, sin At) = f(x,1)

veya

— Ac; sin At + Ac) cos At = f(x,1)
olur. ¢, ve ¢, bilinmeyenlerini elde etmek i¢in

clcosdt+c,sin At =0

{c{(—/i sin At) + ¢, (Acos At) = f(x,1)
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cebirsel denklem sistemini elde ederiz. S6z konusu sistemin ¢oziimiinii Cramer metodu ile

arayalim. Bilinmeyenlerin katsayisindan olusan determinant

p) .
_[cosA s st Art Asin? A= A#0, 62)
—Asin &t Acos At
oldugundan
‘ 0 sin At
,1) AcosA - '
Cit) = f(x I)A cos At _ f(x’;)sm/h:_% Flxt)sin Ar, 63)
ve
cos At 0
— Asin A , _
(1) = sin tA f(x,0) _ f(x,;)cosﬂt:% Floncosdt (64)

elde ederiz. (63) ve (64) ifadelerini O dan ¢ ye kadar integralleyelim

()= —% { sin A7 (x,0)dT +c, ,

1
&0=7 [cos A7 (x,0)dT+c,
0
ve ele alinan ifadeleri

z(t) = ¢,(t)cos At + ¢, (¢)sin At

ifadesinde yerine yazalim.
t

1¢. 1 )
z(r)= (—stm Mf(x,z')dz'+cljcoslt+(zjcost(x,T)dT+c2jsm At

o 0

= ¢, cos At + ¢, sin At +%“sin At cos At —cos Atsin Az|f (x,7)dt
0

buluruz.
sin At cos A7 — cos At sin A7 = sin At — 7)

oldugundan A probleminin genel ¢oziimiinii

1
20) = ¢y cos A+ sin A+ [sin At =) f (x, 1)z (65)
0
seklinde elde ederiz. Genel ¢oziimiindeki ¢, ve ¢, sabitlerini bulabilmek i¢in (54) ve (55)

kosullarini kullanalim. (54) den
20) =9, (x)=¢
¢, sabitini bulabilmek i¢in (65) ifadesinin tiirevi
6 4°47'47Y 8
2'(t) = —Ac, sin At + c,Acos At + %l%[sm At —1)|f (x,7)d7

ile (55) ifadesini gz Oniine alirsak
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70)=@,(x)=c,A=>c, =%¢2(x)

olur. Boylece A probleminin ¢oziimiinii
1

2(x,1) = @, (x)cos At +%¢2 (x)sin A1 +— [sin At -7 f (x,0)d7 (66)

seklinde buluruz.
3.3. B. Smur Deger Problemin Co6ziimii ve Ayrilis Formiilii
Simdi B probleminin ¢dziimiinii bulalim. Bunun icin (56) ‘ya karsilik gelen

homojen denklemi ¢ozelim.

V' +Ay=0
denkleminin temel ¢oziimleri

y, =cosAx ve y, =sin Ax
oldugundan, homojen denklemin genel ¢oziimii

y(x) = ¢, cos Ax+ ¢, sin Ax (67)
seklindedir. (67) ifadesini kullanarak (56) denkleminin genel ¢oziimiinii

y(x) = ¢, (x)cosAx + ¢, (x)sin Ax,
seklinde arayalim. Buradan

y'(x) = ¢ cos Ax — Ac, sin Ax + ¢ sin Ax+ Ac, cos Ax

dir. ¢, ve c¢,’yi Oyle segelim ki,

c; cos Ax+ ¢ sin Ax =0 (68)
olsun. Bu takdirde,
y'(x) = =Ac, sin Ax+ Ac, cos Ax (69)
olur ve
y"(x) = =Ac] sin Ax — A’c, cos Ax + Ac), cos Ax — Ac, sin Ax (70)

bulunur. (66) ve (70) ifadeleri (56) da yerine konulursa
— Ac|sin Ax— A’c, cos Ax + Ac} cos Ax — ¢, sin Ax + 4 (¢, cos Ax + ¢, sin Ax) = h(x)

veya
— Ac; sin Ax + Ac) cos Ax = h(x)
ifadesini aliriz. Boylelikle ¢, ve ¢, fonksiyonlarini elde etmek i¢in asagidaki cebirsel

denklem sistemini bulmus oluruz.

c; cos Ax+ ¢ sin Ax =0
c;(=Asin Ax) + ¢, (A cos Ax) = h(x)

s0z konusu denklem sistemini Cramer yontemi ile ¢ozelim
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cos Ax sin Ax | 5 0.
Jsin /bc/icosﬂ,x_/icos Ax+Asin“ Ax=A4#0,

oldugundan
1 [0sin Ax 1
’ - _ ——h . ﬂ‘x ,
A cosad 2 MOSM
ve
1 |cos Ax o 1
== =——h Ax,
=7 asinax (o2 H0eos

olarak elde edilir. (72) ve (73) ifadelerini O dan x e kadar integrallersek
¢ (x)= —%j h(&)sin A&dE + ¢, (0)
ve 0
c,(x)= %jh(g’f) cos A&d& + ¢, (0)
bulunur. Ele aldigimiz ifadeleri y’ nin ifaliesinde yerine yazarsak
y =c¢,(0)cos Ax —%Ih(f) cos Axsin A&d& + ¢, (0)sin Ax +%Ih(§) sin Axcos A&dE
veya 0 0
y =¢,(0)cos Ax + ¢, (0) sin Ax + %j [sin Axcos AE — cos Axsin AEJ(&)dE
denklemini aliriz. $imdi (72) ve (73) ifadfi)lerini A den x e kadar integralleyelim

¢ (x) = _%jsm AG(E)dG + e, (M),
A

e, () = —%.:[cosléh(f)d§+ e (.
Sonuncu ifadeleri y(x,4) nm ifadesinde yerine yazarsak
y = ¢, (W) cos Ax —ﬂcoszxsm AG(ENE +¢, (Wsin Ax +ﬂsm Jxcos AGh(EVdE
veya
y =c,(W)cos Ax+ ¢, (W) sin Ax +%;“sin Axcos A& — cos Axsin AEJ(E)dE

elde ederiz. (74) ve (76) ifadeleri toplanip 2 ye boliiniirse
y= %{[c1 (0) + ¢, (M) ]cos Ax +[c, (0) + ¢, (W)]sin Ax

1% 1.
+ 2 { sin A(x— EN(E)dE + 2 { sin A(x — g”)h(g”)dé}

veya

x A
y = ¢, cosAx +c, sin Ax+ i £ sin A(x — E(E)dE - i j sin A(x — E(E)dE .

olur. Asagidaki notasyonu dahil edersek,
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Lsin/i(x—f), 0<E<x<A

g &) =12 (79)
—z—isin/i(x—f), 0<x<ELA
bu notasyonda (78) i
A
¥(x) = ¢, cos Ax +c, sin Ax + [ g (x, &, D(E)dE (80)

seklinde yazabiliriz. Burada
c,=c,0)+c,H  (i=12),
dir. Bu ifadedeki ¢, ve c¢, sabitlerini bulmak i¢in (57) sinir kosullarini kullanirsak
A A
¥(0) = yW) = ¢, + [ (0.6 D(E)dE = ¢, cos A= ey sin A= [ g\ & D(E)dE
0 0
veya
A A
¢,(1=cos AN —c, sin A= [ gL & D(E)dE — [ 8(0.E D(E)dé 81)
0 0
aliriz. (57) nin ikinci kosulundan
YN =0
ve
A
Y'(x) = =Ac, sin Ax + Ac, cos Ax + [ g (x, &, D(E)dE
0
oldugunu dikkate alirsak

A
¢ (=Asin AN + ¢, (Acos ) = —[ g (A& Dh(E)dE (82)
0
elde ederiz. (81) ve (82) den bilinmeyen ¢, ve ¢, sabitleri

A A
¢,(1=cos ) — ¢, sin = [ gL & Dh(E)dE ~ [ g(0,£,1)dé

A
¢/(1=sin ) — ¢, (cos AN) = [ g\ &, D(&)d&

denklem sistemi yardiyla bulunabilirler. Cramer metoduna gore

I—cosAL  —sin AA| R oy
sin 1h lcos/vj—/icoslk Acos” AA—Asin” AA= AcosAA— A4

A(A) =‘
ve A(1)=0 denkleminin kokleri haricinde
A

1 [(e(&, )= g & ANN(E)dE - sinAh

@) fig 0220 Jcos
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A

1 - cosAA j(g(k E,A)- g\ & A)h(&)dé

1 0

S| i fgx(ké,ﬂ)h(f )

c, =

bulunur. Ele aldigimiz bu ifadeleri (80) de yerine yazarsak B probleminin ¢6ziimii

A
y(x,4)= [G(x.& AN(E)

0

seklinde elde ederiz. G(x,&,A) fonksiyonu B probleminin Green fonksiyonudur ve
Gx, &0 = 2 D)
A(A)
dir. Burada,
g(x,&,A) cos Ax sin Ax

G(x.£,7) = ﬁ MERED)  AcosA) A (sinAv)|.
A, (g(x, &) A, (cos Ax) A, (sin Ax)

A (g(x,&, ) =g(0,6,4) - g(AS, l)—gsm lé——sm AA-E),

A (g(x,E, ) s—i—zcosm—gf),

A, (cos Ax) = cos0 —cos AL=1—cos AN,

A, (sin Ax) = sin 0 —sin AA=1—sin AL,

A, (cos Ax) =

. =—Asin A,

. d
A, (sin Ax) = 0

_, =—Acos AL

oldugunu dikkate alirsak A(x,&, ) ’y1 asagidaki gibi hesaplariz.

g(x,$. ) cos Ax sin Ax
A(x,E, ) = ism AE ——sm AA=E&) 1—cosAA —sin AN
ECOS ANE) — Asin AL Acos AL
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1

. 1. _
1—cosAL —sin AL ﬂsmié _gsmi(k—f)—sm/ﬂ
:g(x’é:’ﬂ’)‘ . J_COSX‘X
—Asin AL AcosA %Cosi(k—gf) Leos
Lgnag-Lsnan-8  1-cosi
+sin/bcf/1 24
S cosA(A=¢) — Asin A\

= g(x,&, D) Acos - Acos® A Asin® )]

—COs /bc[% cos AAsin A& — %cos Ahsin AAM—E&) + % sin AAcos A(A— 5)}

+sin ﬂx[—%sin Aksin A& +%sin Ahsin A(A— &) —%cos AA=E)+ %cos Ahcos A(A— 5)}
A(x,E,A) = g(x,E D[ Acos - 4]

—%cosﬂxcos Aksin A& +%cosﬂxcos Aksin A(A— &) —%cosﬂxsin Ahcos A(A— &)
—%sin Jxsin Ahsin /1(§+%sin Jxsin Ahsin A(A— &) —%sin Jxcos A= &)

+%sin Axcos Ahcos A(A—&).

Buradan

A(x,E, ) = g(x,E )[4, cosAA—A,)
—%cos A,xcos A, Asin A, & + %cos A,xcos A, Asin A, (A—&) —%cos A, xsin A, Acos A, (A— &)

—%sin A xsin 4 Asin /10§+%sin A xsin A Asin 4, (A= &) —%sin A xcos A, (&)
+%sin A,xcos A, Acos A, (A—E)

= —%cos A, xsin /10§+%cos A, x(—sin A,&) —%sin A,xcos A, & +%sin A,xcos A& .

bulunur. Sonug olarak

A(x,&,A,)=—cosA xsin 4,&

elde ederiz.

Simdi sonraki islemlerimiz icin gereken A’(x,&, /1v) yi hesaplayalim
sin A, (A— &) =sin(A,A—A4,&) =sin 4 AcosA,& —cos A Asin 4, & =—sin 4,&
cos A, (A—&) = cos(A,A—A,&) =cos A, Acos A, & —sin A Asin 4, & =—cos A, &

oldugunu dikkate alarak A'(x,&,4)° y1
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AN(x,E Q) = g'(x, & D[ Acos A= A]+ g(x, &, D)[cos AA— Ahsin Ah—1]

+§sin Axcos AAsin A& +%cosﬂxsin A, Asin A& —%cosﬂxcos Ahcos A&
—%sin Axcos AAsin A(A— &) —%cosﬂxsin A sin AA—&) + )L;(’t cos Axcos Ahcos A(A— &)

+§sin Axsin AAcos A(A—E) —%cosﬂxcos AcosAA=&) + )L;(’t cos Axsin A, Asin A(A— &)

—%cosﬂxsin Aksin A& —%sin Axcos A, Asin A& —%sin Axsin Ahcos AE

+§cosﬂxsin A, Asin A(A— &) +%sin AxcosAsin A(A— &)+ )L;(’t sin Axsin 4, Acos A(A— &)

—%cosﬂxcos AA=E)+ )L;(’t sin Axsin A(A—A) +§cosﬂxcos Ahcos A(A— &)

—%sin AAsin Acos A(A— &) — )L;(’t sin Axcos A Asin A(A—&)

olarak buluruz. Burada A = 4, koyarsak

N(x, & A,)= —%cos A,xcos A, & —%sin A,x(—sin 4,&) + )L; ¢ cos A, xcos A&

—%cos A,xcos A, & —%sin A, xsin ﬂv§+%sin A,x(—sin A,&) —%cos A,xcos A, &

k;é: sin 4, x(—sin 4,&) +§cos A, xcos A& — k;é: sin 4, x(—sin 4,&)

S S

=7 cos A,xcos A, & +§sin A,xsin 4, &+ %cos A,xcos A, & — 5 oos A,xcos A&

—%cos A,xcos A, & —%sin A,xsin 4,& —%sin A,xsin 4,&

=—-&cosA, xcos A, &+ xsin A xsin A, & —Asin A xsin 4,&

olur. Nihayet
N(x,& A)=(x=Nsin A xsin 4, & —&cos A xcos 4, &

elde ederiz.
Teorem 3. Eger h(x) ve h’(x) [0,1] de siirekli fonksiyonlar ise asagidaki ayrilis formiilii

27;F1VZJWIG(X’“W§)‘1§ =ZIGX,§&)M§)d§:{MX)’ egers=1

0, egers=0
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gercek olmaktadir. Burada G(x,&, 1) B probleminin Green fonksiyonun c, ise A(4) nin

tek bir kokiinii icerisine alan kapali egri olmaktadir.
3.4. Rezidiilerin Hesaplanmasi

Teoreme gore (49)-(52) probleminin ¢oziimii

u(x,t) =

1
m—ﬂz j Mlx, 4,21, A, x)A

seklindedir ve v integral alti1 fonksiyonunun tiim kutup noktalar1 iizere degismektedir.

y(x,A,h) ifadesini dikkate alirsak u(x,?) asagidaki

u(x,t) =

sekilde yazabiliriz.(84) ifadesinde z( ,5,/1) yerine

N_z jch &)t & AME

(84)

2(t,&, 1) = @,(x)cos At + % @, (x)sin A + j sin A4 —7)f (x,7)dr

ifadesini yazarsak ve ayrica G(x,&, 1) nin % oldugunu da dikkate alirsak ¢oziim
asagidaki sekilde

u(x,t) = )[(01( )cos At

4 (”Zf) sin s +% j sin At —7)f(&,7)dr |dé (85)

0
veya
cos At
s = - d
u(x,t) 7 &
\Sin /1t
27[\/_ z '[ '[ é %
§ A)1
\/—Z j/wj 7! At =7)f (& 7)dudé
=u (x t)+u (x t)+u (x,1) (86)
yazilabilir. (86) ifadesindeki integralleri hesaplayalim
t AdA cos At d
(1) Mrzj j 0,(E)ag
Alx,E, )
=2 J W—J A cosdr e
I, _ L MCOS/MM
27 : A(x)
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simdi rezidiisiinii hesaplayalim. Gériildiigii gibi A, =22 (v=123,...) A(1)’ nmn 2 kath
kokleri olmaktadir. Lakin 4, =0 ise 3 katli kok olusturur. Asagidaki formiilii kullanalim

Res 8A) _po 26(2) 25()0"(4,)
A=2y h(/i) =4, h”(/iv) 3[h”(/1v )]2

g(A)=Acos MA(x,&,1) = g(0)=0
g’ (A)=cos ArtA(x,E, A1) = Arsin AA(x, E, 1)+ Acos A (x,E,2) = g’(0)=0
g"(A)==2rsin A1A(x, &, A1)+ 2cos A (x, &, A1) — At cos AtA(x, &, 1)

— Arsin A" (x, &, A)— Arsin A (x,E, A1)+ Acos A" (x, &, 1) = g7(0) = —2&,
h(A)=A(A)=Acos AA— 1 = h(0)=0,

h'(1)=A(A1)=cos AA—1-Asin A= h'(0)=0,
h"(1)= A"(1) = —2Asin AA—AA* cos Ah=> 1"(0)=0,
h”(A) = A"(A) = 3% cos AA+ AN’ sin AA= h”(0) = =377,
g(A)= Acos uA(x, &, 1),
g(4,)=A, cos A r(—cos A xsin A &)= A cos A rcos A xsin A &,
g’ (1) =cos ArA(x, &, 1) — Arsin AtA(x, &, A)+ Acos A (x, &, A),
g'(4))=cos A t(~cos A xsin A &)~ A, sin A 1(—cos A xsin 4 &),
+ A, cos A t(—cos A xsin A &+ xsin A xsin A & —Asin A xsin 4 &),
g'(4))=cosAtcos A xsin A &+ A sin A rcos A xsin A &,
EA cos A tcos A, xcos A& + x4, cos A tsin A xsin 4 &,
~M, cos A, sin A xsin A,&,
h(A)=A(4)=Acos AA-A = h(A)=0
h(A)=cos AA—Asin AA—1=>h'(1,)=0

h’(A) = —2Asin Ah— A2 cos AA=> h"(4, ) = —A A2
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h"(A4)= -3\ cos AA+ AN’ sin AL = h”(A) = -3\

2¢'(4,) _—2cosA,tcosd, xsin A& LT 24, sin A tcosA xsin A &

nA) AN —AN
—2Axcos A tsin 4, xsin 4,8 —24,Acos A tsin 4, xsin 4,8
AN AN
26(A)n"(A) —2cosArcosA xsin A E(-30?) _ =24, sin A rcos A xsin A4 &
3[n"(4,)f 3(1,07) AN

ifadeleri dikkate alinirsa
I, = %[— sin A tcos A, xsin A &+ AcosA rcosd xcos A &
A
—xcos A tsin A xsin A & +Acos A sin A xsin A &]

olarak buluruz. Ayni yolla uz(x 1)yi hesaplayahm

A sin A
== [t @ 2o )
_ . (x,&,4)
I, = Zz\/—_lg[smlt AQ) dA

olsun ve 1, yi hesaplayalim. Once 4, =0’ a kargilik gelen rezidiileri hesaplayalim

g(4)=sin uA(x.£,2)= g(0)=0,
g (A)=rcos A(x, &, A) +sin MA (x,E,1) = ¢’(0)=0,

g (A)=—t*sin AA(x, &, 1) + 2t cos AA (x, &, )+ sin A" (x, &, 1) = g7(0) = —21&,
W(A) = A(A) = Acos A=A,

h0)=0=1(0)=0= 1"(0)=0= 1"(0)=-3)2,

oldugunu dikkate alirsak
Res S AA(x, &, 1) _3 g,,,(%) _3= 2t42: _ 2t2§ .
Jo= A1) n"(4,) -3\ A

0
Simdi 4, =2av, (v #0) 6z degerlerine karsilik gelen rezidiileri hesaplayalim
g(A) =sin A(x, & 1),
g'(1)=sin A t(~cos A xsin A &)=sin A cos A xsin 4 &,
g (A)=rcos AA(x, &, A) +sin A (x, &, 4),
g’ (A,)=tcos A t(—cosA xsin 4 &)
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+sin 4 (—~Ecos A xcos A &+ xsin A xsin A £ —Asin A xsin A £),
g'(4,)=—tcos A, cos A xsin A,&—~Esin A rcos A,
+xsin A ¢sin A xsin 4 & —Asin A ¢sin A xsin 4.&,
hA)=A(1)=AcosAA— A= h"(A,)=-A N\,
= h'(4,)=-3\,

oldugundan
—2tcosAtcos A, xsin 4, —2&sin 4,1cos 4, xcos 4,8

1
g — N e

~2xsin Arsin A, xsin ¢ —2Asin A tsin A xsin A& 2rsin A7 cos A, xsin A, (30
- - AN 3 )

= %[tcos AtcosA xsin 4.+ Esin A tcosA xcosA & —xsin A tsin A xsin A &

—xsin A tsin 4 xsin lvf—%sin A tcos A xsin lvx}

olur. Simdi u3(x,t) yi hesaplayalim.

us (x,1)= —#ﬁzjwij Alx.g, %jsm Alt —7)drdé  (88)

0

_ STRICES
il -, }(5 ol

dir. /; ile asagidaki ifadeyi

1 i —1 Alx, &, 1)
Pra R/ R

gosterelim. I, ii hesaplayalim. A, =0 olan durumu irdeleyelim,

g(A)=sin At - 7)A(x,§,4) = £(0)=0,

g (1) =(r=7)cos A(x,&E,A) +sin At — 7)A"(x, £,4) = ¢7(0) =0,
g"(A)=—(t—7) sin Ar —7)A(x, & A)+2(t — 7)cos At —7)A (x, &, 1)
+sin At —7)A"(x, &, 1) = ¢7(0) = —2&(r —7),

h(A)=A(A)= Acos AA— 4,

h0)=0=1(0)=0= 1"(0)=0= 1"(0)=-3)2,

, sin Al —7)A(x, & 1) 3 g"(4) = 2e—7)e _2&(-7)

% AQ2) )T 3 2

I,=-

olarak elde ederiz. Simdi A, =22v olan durumu inceleyelim
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g(A)=sin At ~7)A(x.£. 1),

¢’ (A)=sin A (t —7)(~cos A xsin A &)= —sin A (r —7)cos A xsin A &,
g'(1)=(t —7)cos A (x, &, A) +sin At — 7)A (x, £, ),
¢’ (4)=(t—7)cos A (r —7)(~cos A xsin A &)

+sin A4 (t —7)(~ Ecos A, xcos A & + xsin A xsin A & —Asin A xsin A &)

veya
g'(4,)=—(t—7)cos A, cos A xsin A &~ Esin A (t —7)cos A cos A &
+xsin A (t—7)sin A xsin 4, & —Asin A (t—7)sin A xsin 4 &,
h(A)=A(A)= Acos -4 = h"(4,)=-A N,
= h"(4,)=-3\
oldugundan

—2(r—7)cos A, (t—7)cos A xsin A & _ —2¢sin 4, (t—7)cos A xcos A &

1. =
’ — A\ — N
—2xsin A, (t —7)sin A, xsin & —2Asin A, (1 — 7)sin 4 xsin 4,&
-\ -\
_ —2sin A, (t —7)cos A, xsin A E30)
3 )
2 [(t —=7)cos A (t—7)cos A xsin A &

s
+&sin A (t—7)cos A xcos A, E—sin A (t—7)sin A xsin 4 &

1 .
—xsin A (r—7)sin A xsin A & —Esin A, (t—7)cos A xsin lvx}
olur. Ele aldigimiz ifadeleri yerine yazarsak siwrasiyla u, (x,1), U, (x,1),

fonksiyonlar1 icin asagidaki ifadeleri elde ederiz.

o A
- Z“— sin 4, tsin A £cos A, x+Ecos A tcos A, xcos A&

y=—00()

xcos A tsin A xsin A, &+ Acos A rsin A Efe, (& d§+ I(f@ (Eué

toplam isareti altindaki ifadelerin ¢ift oldugunu (v'ye gore) dikkate ahrsak

u,(x,1)= ; Z{COSl rcosA x.[fcosl Ep (EME —sin A tcos A x.[sml Ep (EE

v=1 0

—xcosArsin A xjsml§¢l(§)cl§+7ucosltsml fjsml Ep (& df} jf@ (Eué
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veE

[tcosﬂ tcosA,xsin 4,&+ Esin A tcos A xcos A, &

w=-£f{2

—o ()

A
—xsin A tsin 4, xsin 4, & + Asin A ¢sin 4, xsin 4,& —%sin A tcos lvxf}} +i—?j§¢2 (&M,
0

v

vy [ o ene

olur. Benzer yolla

oo

uy(x,1)= ;2 ;{tcosltcoslx.[sml§¢2(§)+smltcoslx.[fcoslf% d(&)
v=1

— xsin A fsin zvxj sin A, &p,d (&) + Asin A, ¢sin zvxj sin A, &, (£)
0

0

—%Vsin A,tsin lvx.([sin Ao, (é)}"‘%}[é¢z (§)s;

elde ederiz. Nihayet

uy(x,1) z j{/i 5 (t—7)cos A, (t—7)cos A xsin A, &+ Esin A (r —7)cos A xcos A,&
v=—c0 ()
v#£0

—xsin A (£ —&)sin A xsin 4 &+ Asin A, (t—T)sin/ixsin/ivf

—%smltcosi x§} f(&, Td(f}dT+.[ Ie’gf— f (&, 7)de

v

= % z/i_v;[{(t —7)cos A, (t —7)cos lvx}[ sin A f(&,7)dé

y=

+sin A (t—7)cos lvx.? Ecos A & (&,7)dE — xsin A, (t —7)sin lvx.? sin A & (&,7)dé

+Asin A, (t —7)sin lvx} sin A & (&,7)dé

—%sin/iv(t— 7)cos A, xjsm/icﬁffdg”}df+ } J & (& rhgdr

v 0
ulx,t)=u,(x,t)+u, (x,1)+u,(x,1).
Boylelikle esas problemin ¢oziimiinii elde etmis olduk.

30



4. SONUCLAR

Tezde telin titresim denklemi i¢in yazilmis lokal olmayan sinir kosullu problemin
gercek c¢oziimii icin “Rezidii metodu” incelenmistir ve alinan sonuclar asagidaki gibi
siralanabilir:

1. Baslangic-sinir deger problemine karsilik gelen spektral problemin ¢éziimii i¢in
analitik bir ifade ve problemin Green fonksiyonu bulunmustur.

2. Ayrilis formiilii incelenmigtir.

3. Ayrilis formiilleri kullanilarak esas problemin ¢oziimii sonsuz seri seklinde elde

edilmistir.
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