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OZET

Bu tez ¢aligmasi 5 boliimden olugmaktadir.

Birinci Bélimde, diizlemsel egrilerin evoliisyon probleminin tarihsel gelisimi ve
probleme literatirde yapilan katkilar ele ahndi, ayrica tez caligmasinda ele alacafimiz
evoliisyon problemi tanimlandi.

Ikinci boliimde, egrilerin lokal teorileri, egriligin farkls sekillerdeki tammlart ve uzay
egrilerinin Freﬁet—Serﬂre denklemleri verildi ve egriler teorisi.ﬁin teﬁ;"é’l' teoremi ifade edildi. Bu
bolimiin ikinci kisminda ise diizlemsel bir efrinin zamana gore hareketi incelenerek
evoliisyon denklemleri elde edildi.

Uctincii boliimde, genel bir diizlem erisinin egriligi, uzunlugu ve smuladig alanin
evoliisyon denklemleri elde edildi ve bulunan denklemlerin efrinin zamana géie hiz
vektdriiniin tegetsel bileseninden bagimsiz olduklar kanitland.

Dardiinctt bolim ise baslangic egrisi konveks olan evoliisyon egrisinin evullisyon
stirecince konveksligini korudugunu ve evoliisyonun nihai seklinin Hausdorff metrigin'e \gﬁ“x‘ﬂe“
bir cember oldugunu kanitlamaya ayrildi.

Besinci ve son boliim ise genel sonuglar ve bir degerlendirmeyi kapsamaktadir.
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ABSTRACT

This study consist of five chapters.

In the first chapter, we give an historical development of the evolution problem and
search through tﬂe works have been done before in literature and then describe the evolution
problem on which we study.

In the second chapter, we state the fundamental theorem of tne local theory of curves,
different definitions of curvature of a curve, Frenet-Serre equations of the curves and further
more we investigate the motion of a plane curve with respect to time variable and obtain its
evolution equations.

In the third chapter, we dealt with the general evolution equation of embedded ﬁlanar
curves and obtaip the evolution equations for the length of the curve and the area it bounds
and prove that the tangential componenets of the evolution vector does not effect the length
and area during the evolution process.

Fourth chapter is devoted to proving that the evolving cﬁrvé remain convex during the
evolution process and the final shape is a circle in the Haussdorff -metric if the initial curve is
CONnvex.

Finally, the last chapter covers general remarks and an evaluation of the thesis.



1. GIRIS

Egri ve ylizeylerin diferansiyel geometrisinin temelleri 19.ylizyilin baslarina kadar
gider. Gauss (1777-1855), Liuoville (1809-1882), Frenet (1816-1888) ve Serret (1819-
1885) in calismalarinda egri ve ylizeylerin sistematik sekilde calisildigini gérmekteyiz.
Gauss’ un denklemleri klasik diferansiyel geometri ile kismi tiirevli non-lineer
diferansiyel denklemler ve soliton teorisi arasindaki iliskiyi ortaya koymaktadir.
Yiiksekligi ile orantili bir hizla hareket eden biiyiik &teleme dalgalar ilk defa Iskog
miihendis John Scott Russell tarafindan gozlemlendi ve bu 6teleme dalgalarina daha sonra
soliton dalgalar1 ad1 verildi.

Bu tezde egrilerin lokal denklemleri yaninda diizlemsel egrilerin zamana gore
hareketinden elde edilen evoliisyon denklemleri elde edildi ve bir egrinin evoliisyonunun
egriligi bir integro-diferansiyel operatdr tarafindan belirlenirki bu literatiirde Korteweg-de
Vries (KdV) denkleminin recursion operatorii olarak adlandirilir.

Giliniimiiz matematikgileri, daha ¢ok hareketi esnasinda muayyen zorlamalara maruz
kalan ve bu nedenle iizerinde tanimlanan metriklerinde degisebildigi egrilerin zamana
gore evollisyonlarin1 g¢alismaktadirlar . En basit hal diizlemde egriyi kisaltan egri
akimlardir.

Hiz vektorleri her noktada egrilik vektorii ile ayni olan egrilerin diizlemdeki hareketini

g6z Oniine alalim. Diizlemde baslangi¢ egrisi (') = a(r,0) olan
a(r,t):[a,b]x[0,T]—>0"?

bicimindeki egri ailesini géz oniine alalim. Bu durumda egriyi kisaltan akim

a, =N (1.1)



a(r,0)=q,(r) (1.2)
denklemleriyle verilir. Burada «, evoliisyon egrisinin egriligi, N i¢ce dogru yonlendirilmis
birim normal vektor alani ve tlirevde t zaman degiskenine gore tiirevdir. Bu c¢alismada

boyle bir hareket sonucunda «,(r) egrisi ne hale gelir sorusunun cevabini

arastiracagiz.uzun siireli degisimde genis Olgekten bakarsak egrinin L uzunlugu ile
cevreledigi A alaninin degisimine bakmamiz gerekecektir. Klasik matematikten asagidaki

formtilleri biliyoruz:
L, =—[f]x’ds (1.3)

A=—flxds==27 .  (1.4)
Burada s =s(r,t) evoliisyon egrisinin t anindaki yay uzunlugudur. (1.4) den zamanla A n1

A

azalacagini ve T = de A=0 olacagim anliyoruz. Ancak egrinin diger 6zelliklerini
V4

gormek kolay degildir. Ornegin konveks bir egrinin konveksligi evoliisyon siirecinde
korunurmu, her basit kapali egri evoliisyon sonunda bir noktaya doniisiirmii ve evoliisyon
stireci bir singiilar hal ortaya ¢ikarirmi gibi sorular1 yanitlamak kolay degildir. [3], [4] ve
[6] da Gage ve Hamilton konveks bir egrinin evoliisyonda siirecinde yine konveks
kalacagint ve egrinin git gide yuvarlaklasarak sonlu bir zaman siirecinde bir noktaya
doniisecegini kanitladilar. 1987 Grayson herhangi bir egrinin bile evoliisyon siireci
icerisinde konveks hale doniisecegini ve nihayetinde bir noktaya g¢okecegini Gage-
Hamiltonun ¢aligmalarindan yararlanarak [7] de kanitlamigtir. Ayrica 1986, Gage [3], [4]
ve [6] dan yararlanarak diizlem egrilerin alan1 koruyan evoliisyon denklemlerinin

a, =(K—2T”]N, a(r,0)=a,(r) (1.5)



biciminde verilecegini gosterdi ve eger baslangic egrisi kapali1 ve konveks ise evoliisyon

stirecinde egri konveks kalmaya devam edecegini ve egrinin C” -metrigine gore gitgide
‘/i yarigaplt bir ¢embere doniigiisecegini gosterdi, ancak evoliisyon siirecinin diizgiin
V4

olup olmayacagi yani basit kapali egrilerin konveks hale doniislirken singiiler durumlar
ortaya cikarip ¢ikarmiyacagi sorusu gilinlimiizde bile hala ¢dziilememis agik bir sorudur.
Bu tezin igeriginde a(r,0) = a,(r) olmak iizere

a(r,t):[a,b]x[0,00) - *

seklindeki kapali diizlemsel bir egri ailesi asagidaki evoliisyon denklemleri ile ele alinip

incelenmistir:
at:(/c—ijN (1.6)
co=fasr=][ 2] +(2]ar
A(t):%i[x%—y%j dr (1.8)

Burada x=x(r,t) ve y=y(r,t) ea(r,t) yer vektdriiniin koordinat fonksiyonlarini,
x evollisyon egrisinin isaretli egriligini, L(t) ve A(t) de evoliisyon egrisinin t

zamanindaki uzunlugu ile bu anda ¢evreledigi alan1 gdstermektedir.



2. EGRILERIN LOKAL TEORISi VE DUZLEMSEL EGRILERIN

ZAMANSAL EVOLUSYONU

2.1. Egrilikler ve Frenet-Serre Denklemleri

Bu kisimda 3-boyutlu Oklid uzayr [1° deki egrilerin temel tamim ve geometrik

ozellikleri verilecektir. [1° de bir egri, J° de bir pargacigin hareketi ile izlenen yolun bir t

parametresine gore parametrik olarak ifade edilmis noktalarin bir kiimesidir.

Tamm. 2.1.1 07 de diizgiin bir egri a: 1 =(a,b) >0 seklinde C*,k >1, smifindan olmak
, .. da g . .

tizere Vte(a,b) igin e # 0 kosulunu saglayan bir fonksiyondur.

Vtel igin a(t) egrinin bu noktadaki durum vektoriinii gosterir.

Tanmm. 2.1.2 Diizgiin a(t) egrisinin bir t=t, noktasindaki Z—?(to) tiirevi egrinin bu

noktadaki hiz vektori adim alir.

Z—f” ye egrinin «(t) noktasindaki hizi ve vektor degerli

i

((L—?j vektor alanina ise egrinin hiz(tanjant) vektor alani adini verecegiz. T (t) = ——-

val

vektor degerli fonksiyonuna ise a(t) egrisinin birim teget vektor alani diyecegiz.

Tanim. 2.1.3 Diizgiin «(t) egrisinin bir t =t noktasinda

da
dt

s(t) = j dt 2.1)

seklindeki s fonksiyonuna egrinin yay uzunlugu fonksiyonu ad1 verilir. Eger s=1 ise egriye

U e . da | .. ,
yay uzunlugu cinsinden parametrelendirilmistir deriz, bu durumda & birim vektér ve
S



Hc(jj_aH =1 dir. Boyle bir egriye birim hizlidir diyecegiz. Bir t parametresi ile verilmis bir egriyi
S

s(t) yay wuzunlugu fonksiyonu ile (aot)(s) bileske fonksiyonu sayesinde yeniden

parametrelendirebiliriz.Yay uzunlugu ile verilmis egrilerin geometrisini calismak bize
kolaylik saglayacaktir.

Tamm. 2.1.4 Yay uzunlugu ile parameterelendirilmis yani birim hizli bir a(S) egrisinin

egrilik fonksiyonu Vsel igin

d’a

ds®

dr
ds

Kx(s) = 2.2)

seklinde tanimlanir

Ornegin, a(s)=as+b,aveb [’ de sabit vektdrler, seklinde bir dogrunun egriligi, (jj—a =a
S

2
ve d—? = ar =0 oldugundan x(s)=0 dir.
ds ds

t
a(t)=(rcost,rsint,0) seklindeki r yarigapli ¢emberin yay uzunlugu s(t)= I dd_? dt
0
. . da ) da 22 P
ifadesinde rr =(—rsint,rcost,0) ve m = \/r sin“t+r-cos't=r yazarsak

t
s(t) = j r dt =rt seklinde bulunur, buradan t = 3 elde ederiz. O halde
r
0

a(s)=(aot)(s)=a(t(s))=a(s/r)y=(rcos(s/r),rsin(s/r),0)

ve
d’a 1. 1
—=| ——sin(s/r),—cos(s/r),0
ds r r
; . d’a
buluruz. Boylece r yarigapli gemberin egriligi «(S) = e =— bulunur.
S r




Diger taraftan, [1° de sabit hizli bir T(s) vektoriiniin (iI_T tiirevine dik oldugunu kolayca
S

kamtlayabiliriz. ~ $oyleki; [T(s)| sabit oldugundan bunu s ye ftiiretirsek 2T(s).?j—T:0
S

oldugundan T(s) L (Z—T elde ederiz.
S

dT /ds

Tamm. 2.1.5 Birim hizli N =-——— vektdr alanina «(S) egrisinin birim normal vektor

|dT /ds)|

alani, B(S) =T (S)x N(s) vektor alanina da «(S) egrisinin binormal vektor alani ad1 verilir.

a(S) egrisinin binormal vektdr alan1 B(S) de birimdir, ¢iinkii

2 2 <T9T> <N9T> 1 O . .
[BOI =[T(®)xN@)[ =(T(5)xN(s).T(5)xN(s)) = LN’U (NM‘:O 1‘:1. Ustelik
N =M ve k(S) =Hd—TH den

|oT /ds| ds
z—-g:KN (2.3)

elde ederiz. Yukarida ||B(S)|| =1 elde etmistik, o halde B(s) L (;—B (1) dir. B(s)=T(s)xN(s)
S

esitligini S ye gore tiiretirsek

d—B:d—Tx N(S)+T(S)><d—N:KN><N+T(s)><d—N:T(S)><d—N bulunur ki  buradan
ds ds ds ds ds
dB

d—J_T(S) (i1) oldugu goriiliir, o halde (i) ve (ii) den ((11_5 nin N(S) yoniinde oldugunu,
S S

boylece

a8 _ 7(s)N(s) (2.4)
ds

ifadesini elde ederiz.



Tanim. 2.1.6 Yukarida (2.4) ile verilen 7(S) = (;—B.N (s) fonksiyonuna «/(S) egrisinin vektorel
S

burulma (Torsiyon) fonksiyonu adi verilir. Bu vektoriin uzunlugu egrinin burulmasi olarak

dB
ds

tanimlanir. Yani 7 = dir.

Diger taraftan, B(S) =T (S)x N(s) ifadesinden N(S)=B(s)xT(s) elde ederiz. Bu ifadeyi S ye
gore tiiretirsek

AN OB T (5)+ B(5)x L = £(S)(N xT)+ x(S)(Bx N) = —7(5)B — x(5)T
ds ds ds

bulunur ki bu bize %—N =—xT —-7B
S

verir. Literatiirde ¢cogunlukla 7(S) yerine —z(S) alinir, o nedenle bizde buna uyarak

d—N=—KT +7B (2.6)
ds

yazacagiz.

Tamm. 2.1.7 Yukarnidaki bir «(S) egrisi sayesinde tanimladigimiz ortonormal vektor
alanlarinin {T(S), N(s), B(S)} kiimesine [1° igin Frenet-Serre catis1 adi verilir. (2.3), (2.4) ve

(2.6) denklemlerine ise yani

T :d—T:KN
ds

B=d—B=r(s)N(s) (2.7)
ds

N =d—N=—KT +7B
ds

denklemlerine de a(S) egrisinin Frenet-Serre denklemleri ad1 verilir.

Frenet-Serre denklemlerinin daha kapali ancak daha kullanighh olabilen matris seklini

verebiliriz. Eger E =(T,N,B)" dersek



0 « O
Q=|-« 0 -1 (2.8)
0 O

matrisini olusturabiliriz. Dikkat edilirse Q2 anti-simetrik ve izi sifir olan bir matristir. Boylece
Frenet-Serre denklemleri bunlar cinsinden basit¢e

((j:i_i =QE (2.9)

biciminde yazilabilir. Biz daha ¢ok diizgiin egrilerle ilgilenecegimizden buradaki x ve 7
fonksiyonlarinit her mertebeden siirekli tiirevlere sahip oldugunu kabul edecegiz. Diizlemsel
egriler i¢in 7 =0 oldugundan yukaridaki (2.7) denklemleri basit bir hal alir. Pek ¢ok integre

edilebilir denklemler icin diizlemsel egriler yeterli olacagindan (2.7) denklemleri yalin olarak

_aT _

T KN
0S

N=N_ (2.10)
0S

B _B_ 0
0S

bi¢iminde yazilir. Eger [1° yerine 3-boyutlu Minkowski uzayr M® i almus olsa idik

yukaridaki denklemler biraz farkli olurdu. Eger (,), M’ deki i¢ carpim ise, burada
ortonormal {T(s),N(s),B(s)} bazi
<T7T>:17 <N3N>:_19 <BaB>:_1

seklindeki ortogonallik kosulunu saglar ve buna gore Frenet-Serre denklemleri

LI
ds

B:d—Ber (2.11)
ds



N =d—N=KT—Z'B
ds

seklinde olurdu, [8].
Ornek.2.1 (Dairesel Helis Egrisi) Bir dik dairesel helis egrisi
a(s) =(acoscs,asincs,bes), c=(a’+b*)"?

parametrik denklemi ile verilir. Egrinin hiz vektori

T(s)= (:j—a = c(—asincs,acoscs,b)
S

veya buradan

Z_T =—c”a(cosCs,sin Cs,0)
S

bulunur. O halde

dT

e c?av/cos? cs+sin® cs = c%s |
s

oldugundan Tanim.2.1.4 den egrilik x(S) =c’s bulunur. Ayrica,

N(s)= % =(—cosCs,—sinCs,0)
oldugundan

B(s)=T(s)xN(s)=c(bsincs,—bsincs,a)
Ve

Z_B = c’b(coscs,sin cs, 0)
s

buluruz. O halde 7(s) =(jj—.N(s) torsion vektoriiniin uzunlugu egrinin torsiyonunu
S

vereceginden

dB

ds

7= — ¢?b/cos? cs +sin’ ¢s = ¢s




seklinde elde ederiz. Simdi egriler teorisinin temel teoremini ifade edelim.

Teorem.2.1.1 C' smifindan x(s) ve bir araliktaki biitiin s ler i¢in pozitif 7(s) fonksiyonlar
verilmis olsun. O takdirde yay uzunlugu s ve egrilikleri her S i¢in verilen x(S) ve 7(S) olan
bir tek «(S) egrisi bir kat1 hareket ( bir donme ve Oteleme hareketinin bileskesi) farki ile

daima bulunabilir.

Yukaridaki teorem nedeni ile x =«x(S) ve 7 =17(s) fonksiyonlarina «(s) egrisinin dogal (

intrinsic)  denklemleri  adi  verilir. Bir egrinin  kartezyen  koordinatlardaki

X=X(S), y=Y(s), z=12(s) seklindeki parametrik denklemlerini bulma islemine dogal
denklemlerin integrasyonu diyecegiz. Bunu verilen x =x(S) ve 7 =17(S) fonksiyonlarini
Frenet-Serre denklemlerinde yerine koyup integral alma yoluyla sonu¢landiririz.

Ornek.2.2 C* smifindan bir & = x(s) fonksiyonu ve 7 =7(s)=0 verilsin. Simdi egrilikleri

verilen x =x(S) ve 7=17(S) fonksiyonlar1 olan egriyi kartezyen koordinatlarda bulacagiz.

(2.10) denklemleri ile B = (;—B =0 dan B =B, =sbt. bulunur. O halde [° de e, =B, olacak
S

sekilde bir {e,,e,,e,} sabit ortonormal bazini gdz Sniine alalm. Bu durumda e, ,e, vektorleri
B(s) vektoriine dik olurlar. Diger taraftan T(S) ve N(S) teget ve normal vektorler binormal
vektor diyecegimiz B(S) vektoriine dik oldugundan sabitledigimiz e, ,e, vektorlerinin gerdigi
diizlem i¢inde bulunurlar. Boylece T(s) ile e, vektorlerinin belirttigi aciyr 6(s) ile
gosterirsek T(s) ve N(s) birim vektorlerini € ,e, ortonormal bazi cinsinden

T(s)=cosf e +sinb e, } 2.12)

N(s)=—sinf e +cosf e,

seklinde ifade edebiliriz. Bu denklemleri S ye gore tiiretirsek

10



C:j—-rz(—sinﬁ e +cosd ez)d—e
dlfl ds (2.13)
—=(—cosf e —sind ez)g

yazariz. Bu denklemleri T =x(S)N, N =—«(s)T  seklindeki Frenet-Serre denklemleri ile

karsilastirirsak
do

E:K(S)

elde ederiz. O halde bu denklemi integrallemek suretiyle

0(s) = jx(t) dt+6,, 6,=6(0)
0
bulunur. Burada 6, sabiti baslangi¢ degeridir. Eger aradigimiz egriyi a(s) ile gosterirsek

da =T(S)=cos G Kk(t)dt+6, } e, +sin U x(t)dt + 90] e,
ds 0 0

veya

Z—Z = (cos(j. k(t)dt)cos 6, — sin(j- x(t)dt)sin 6, ] e + (sin(j‘ k(t)dt)cos g, + cos(j x(t)dt)sin on e,

yazabiliriz. x'(s)zj cos( j K(r)erdt, y'(s)zj sin(jx(r)erdt olmak iizere yukaridaki
0 0 0 0

denklemi integre edersek ve elde edecegimiz integral sabitini o, =(X,,Y,) ile gosterirsek,

X(s)=x'(s)cos @, + y'(s)sin G, + X,
y(s)=Yy'(s)cosb, +Xx'(s)sin G, + Y,

seklinde bilesenler olmak tizere diizlemsel egriyi

() = X(S)e, + Y(S)e,

11



olarak buluruz.

Ayrica egrinin toplam egriligi
2z
flxds=[do =27
0

dir. Eger kapali bir egri keyfi r parametresi ile a(r) seklinde verilmis ise egriyi b-a peryotlu
olarak periyodik bir fonksiyon gibi diisiinmemizde yarar vardir. Eger egriyi € parametresi ile
parametrelendirdigimizi distlintirsek bu durumda «(@) egrisi 27 peryotlu bir egri
olacagindan T, N ve « egriligini de 27 peryotlu fonksiyonlar olarak diisiinmemiz

gerekecektir. Bu durumda konveks a(6) egrisini

0

aw):a(o>+[jjj(z§d¢, jj{i?;;d(p] e

a(0) egrisinin uzunluk ve alanini sirastyla

27[ de
L— O @ (2.15)
ve
1% dée
A== j (a(8), Nw»@ (2.16)

seklinde tanimlariz. Simdi tezimizde yarali olacak ve kanitlar1 sirasiyla [3] ve [10] daki
kaynaklarda bulunan iki teoremi ifade edelim.

Teorem.2.1.2 27 peryotlu bir pozitif peryodik fonksiyon x(8) olsun. x(€) nin kapali

konveks bir egrinin egriligini géstermesi i¢in gerek ve yeter kosul
[Zdo=0 @17

denklemini saglamasidir.
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Teorem.2.1.3 (Gage esitsizligi) x« kapali konveks bir « egrisinin egrilik fonksiyonu ve

sirastyla L ve A da bu egrinin uzunlugu ve onun sinirladigi alan1 gostermek iizere

j;czds >— (2.18)

esitsizligi saglanir.
Teorem.2.1.4 (izoperimetrik esitsizlik) Uzunlugu L olan basit kapali bir « egrisinin
sinrladigi alan A ise

L —47A>0
esitsizligi saglanir, esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul « egrisinin bir cember egrisi
olmasidir. Ispat1 [2] de bulunabilir.
Bu teorem literatiirde klasik izoperimetri esitsizligi olarak bilinmektedir

Egrinin keyfi bir t parametresi sayesinde verilmis olmasi durumunda

ds |da
alt)=a(s(t)), —=|—1>0
() = a(s(1) prid
olsun. t parametresine gore tlirevleri
' da " d 2a m d 3a
a=—, a'= R =
dt dt? dt’

biciminde gosterirsek asagidaki teoremi kolayca kanitlayabiliriz.

Teorem.2.1.5 [1° de bir t parametresi ile verilmis bir «(t) egrisinin Frenet-serre catisi

{T®.N().,B®)}
T = ”a O B =”28+Z(t) N(t)=B(t)xT(t)
denklemleri ile, egrilikleri ise
K‘(t) = M T(t) — [0{ '(t)’a “(t): o m(t)]

e le'®xa ")

13



seklinde verilir. Burada [a a",a '"] vektorlerin karma ¢arpimlarini gostermektedir.

[1° de bir t parametresi ile verilmis bir a(t) egrisinin Frenet-serre denklemleri ise

ar =xVN, ar =—xVT +7VB, ar =—7VN
dt dt dt

bi¢iminde olur, burada v = ||a '(t)|| dir.

2.2 Diizlemsel Egrilerin Zamansal Evoliisyonu( Evrimi)

Bu kisimda bir diizlemsel egrinin zamana gore hareketini inceliyecegiz.
a,(r): 1 =(a,b)y—>0°
egrisini ve
a(r,t): 1x[0,00]:>0°, a(r,0)=a,(r)
egri ailesini gdz Oniine alalim. Burada t zamani r ise egrilerin parametresini gostersin Sabit bir
t aninda ° de diizgiin bir egriyi a(r,t) vektdrel denklemi ile gosterecegiz. Egrinin S yay

uzunlugu

s(r.) = [o(£.0dg (2.19)

ve egri listiinde 1-boyutlu Riemann metrigi ise

g(r,t)= <8_a a—Ol> (2.20)

seklinde tanimlanir. (2.19) den ds =./g(r,t) dr, boylece

a 0S
far 5\/_

oldugu aciktir. (2.19) ve (2.20) den egrinin teget vektorii

14



-0a_10a
os Jg or

seklindedir. Ustelik {T (S,t),N(s,t), B(S,t)} egrinin Frenet-Serre seklindedir ve bir t aninda s

(2.21)

yay uzunlugu parametresine gore asagidaki Frenet-Serre denklemleri saglanir.

TN, B v, N1 222,

os os 0s

Burada x =«x(s,t), 7 =17(s,t) egrinin bir t anindaki egrilikleridir. Simdi egri iistiindeki bir
noktanin hareketini a(r,t) vektorel denkleminin zamana gore evoliisyon egrisini

9% U ON(R )V (DB +W (DT (1), a(r,0)=a,(r)  (2.23)

. =
G
seklindeki vektorel denklemi ile tanimlariz. Ancak, (2.23) denklemi egrinin Frenet-Serre

denklemleri ile bagdasmalidir, yani asagidaki bagdasabilirlik kosullar1 saglanmalidir, [1]:

0 da(r,t) _ 8 da(r,b) (2.24)
or ot ot or '

8.aT(r,t) _ 2aT(r,b (2.25)
or ot ot or ’

Q&N(r,t) :gaN(r,t) (2.26)
or ot ot or

0 9B(r,t) _ 2 9B(r,1) 227
or ot ot or e

Eger r parametresi yerine yay uzunlugu parametresini alirsak yukaridaki denklemlerde ar
r

yerine \/a 82 yazmaliy1z.
S
Simdi diizlemsel egrilerin hareketlerini ve zamana gore evrimsel denklemlerini ifade edelim.

Diizlemsel egrilerin hareketleri

a, = aa—f =U(r, )N, O)+W(r,H)T(r,t), ar,0)=a,(r) (2.28)

15



denklemleri tarafindan verilir. Bu kisstmda T tegeti, N normali, g metrigi, S yay uzunlugu ile

x egriliginin zamana gore evoliisyon denklemlerini elde edecegiz.

(2.28) denkleminde § = \/a 82 yazmak suretiyle
r S

66“(:” Jo < ( j Jo 2 (N +wT)

or 0S

buluruz. Bu denklemde tiirevin Leibniz kurali ile diizlemsel halde yay uzunlugu cinsinden

verilmig olan (2.10) Frenet-Serre denklemlerini yerine yazarsak

2 da(r,h) f(au +WK]N+I(——UKJT (2.29)

ar ot

elde ederiz. Ustelik § =Jo 82 oldugundan
r S

2 da(r,t) g(@aaj 1 oa, @a(aaj

ot or os) 2g ét os ds

veya %_a =T oldugundan
S

ot or ot

0 da(rt) a(\faaj 1 a9, oT
00ath) _2f fq T+ (2.30)
N

0 da(r, t) a oa(r,t)
or ar ot

sonucunu elde ederiz. Buradan —

seklindeki bagdasabilirlik kosulu ile

(2.29) den

66a(rt) f{ +WK]N+[(__UKJ

or

ve (2.29) den

géa(r,t) a(\/—aaj 1 ag T4 6T
0S

o o ot 2,Jg ot

oldugundan bu iki ifadenin T iizerine olan izdiisiimlerini esitlemek suretiyle

16



2\/5 ot 0s
denkleminden
a9 oW
—=2¢g| —-Ux 2.31
Sou(Fu) e
sonucunu elde ederiz. Yine 0 9a(5Y :gﬁa(s,t) bagdasabilirlik kosulundan 8_0::1_
os ot ot 0s 0s

oldugunu dikkate alarak

0 0a(s) 3T _ 0 0a(s0_ &
ot os ot os ot os

veya

ﬂ=£(UN +WT) =(ﬂ N +U @]-F(%T +W ﬂj
ot 0s 0S 0S 0S 0S

buluruz. Buradan Frenet-Serre denklemlerini kullanarak

a—T:(a—U N +U(—«T +rBj+(aﬂT +W(K‘N)j
ot 0s 0s

veya

ar _ (a_u+WKj N +(6ﬂ_uK]T 2.32)
ot 0s oS

seklindeki T teget vektoriiniin evoliisyon denklemini elde ederiz. Bu denklemi biraz daha

basitlestirebiliriz. (2.32) nin her iki yaninin T teget vektorii ile i¢ ¢arpimini yaparsak
EETH=(NT)=0, (T.T) 20

oldugundan

N _Uk=0 = W = [Uxdg (2.33)
0s 0

ve boylece T teget vektoriiniin evoliisyon denklemini olarak

17



a—tha—U+ij N (2.34)
ot 0S

buluruz. (2.34) dan r ye gore tiireterek

o(eT (T ~o(,0u
8r(8tj @g(ﬁj_@as((as +WK)N]
_\/—(aZU w aKij—(_HN ja@r:

veya N =—xT oldugundan
S

E(G_Tj:\/g([ﬁzlj +8ﬂK+W 8—KJN +(8—UK+WK jTJ (2.35)

or\ ot 0S 0S 0S 0S

ifadesini elde ederiz. Buradan ai = \/5 § oldugundan
r S

wla)ala)-al o5 apas oals)

or\et) otlor os) 2Jg ot os
veya
o(oT 1 ogoT o(oT
(ar] 2.Jg ét os wog (asj
buluruz. Burada (2.31) dan (th] =20 (aaﬂ—u K'J oldugunu Z—T = kN esitligini kullanarak
S S
o(oT 1 ow 0
— —-Ux |[kN+g—(xN
[6rj 2\/’ ( j */aat(
ON
= —-U N +
B[ o B G )
veya

ot\ or 0S

6(6TJ @((%K—U 24 aa’tfjm ‘Z'U (2.36)
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elde ederiz. Bagdasabilirlik kosulundan (2.35) ve (2.36) denklemlerinin sol taraflar1 esit

oldugundan sag taraflarinida esitleyip her iki tarafin N normal dogrultusundaki ve T teget

dogrultusundaki katsayilarini esitlersek (N ,%> =0 oldugu da g6z oniine alinirsa

2
W g 0 W w9
0S ot 0s 0S 0S
veya
2
a—K:asz +W6—K+UK‘2 (2.37)
ot 0s 0S

seklindeki egriligin evoliisyon denklemini elde ederiz, [12,13]. Aym sekilde T teget
dogrultusundaki katsayilarini da esitlersek

N _ _(QH\NJT (2.38)
ot oS

denklemini buluruz ki bu da bize N normalinin t zamanina gore evoliisyon denklemini verir.

(2.31) ve (2.33) denklemlerinden S yay uzunlugu fonksiyonunun zamana gore evoliisyon

denklemini elde edebiliriz. (2.1) den s(r,t) =j g(da d0‘) dt'=j % dt' denklemini t ye
0 0

dt'dt'

gore tiiretirsek,

veya
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0s i ,
=W —_([Uzcdt (2.39)

seklinde yay uzunlugunun zamana gore evoliisyon denklemini elde ederiz. (2.34) ve (2.38)

denklemlerini yeniden yazalim;

ﬂ:[Q+ijN ve

oN _(au
ot 0S

— —+KW)T
ot 0S

denklemleri matris gosterimi ile yeniden

bi¢iminde yazilabilir, diger taraftan (2.10) diizlemsel Frenet-Serre denklemlerini matris

G e

biciminde yazabiliriz. Literatiirde Pauli matrisi ad1 verilen

= o

matrisi yardimiyla (2.40) ve (2.41) matrislerini

Q{T}=i02 (a—U+WKj{T} (2.42)
ot| N 0s N

gosterimi ile

ve

MM
— =io,K (2.43)
0s| N N

biciminde yazdiktan sonra
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00|T|_00|T
otos| N os ot| N

bagdasabilirlik kosulunu g6z 6niine alarak

2
a—K+zci02(ﬁ+W/cj= 8L2J +%K+W8—K +KiGZ(Q+WK‘j
ot 05 0S 0S 0S 0S

ifadesini veya (2.33) den aaﬂ -Uk=0 = W= I U (t")x(t")dt'oldugunu dikkate alarak
S 0

2 S
5_’2(‘9 Y +UK2+6—KIK(t')U(t')dt'j
0S 3

ot | os?
veya
ok (o0° , Ok
—=|—+kx +— | k(thdt' |U 2.44
at (asz ) 6‘5!1(() j (249

sonucunu elde ederiz. (2.44) denkleminde parentez i¢inde verilen
2

0 s 0K E s
Rec=—+x +glx(t )dt (2.45)

operatoriine literatiirde mKdV olusumunun Recursion operatorii ad1 verilir, [1,9].
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3. BASIT KAPALI EGRILERIN UZUNLUK VE ALANLARININ

ZAMANA GORE EVOLUSYONU

Basit kapah diizlem egrilerinin uzunluk ve alan evoliisyonlar:
Bu kisimda basit kapali diizlem egrilerinin uzunluklari ve bu egriler tarafindan ¢evrelenen
alanlarin zamana gore evoliisyonlarini inceleyecegiz ve bunlarin egrinin evoliisyonundaki

tegetsel bileseni olan W den etkilenmiyecegini gosterecegiz.

a,(r):[a,b] > R?
diizlemde basit kapali bir egri olsun. «(r,0)=¢,(r) olmak ilizere zamana gore degisen
diizlemsel bir egri ailesi

a(r,t): [a,b] X [O,oo) >R’
olsun. Bu egri ailesinin zamana gdre evoliisyonu Onceki boliimdeki gibi

a, =W, OT(r,t) +U(r,t)N(r,t) , a(r,0)=¢q,(r) (3.1)
denklemleri sayesinde verilsin, [11]. Burada «/(r,t) bir t anindaki egrinin vektorel ifadesi, T
ve N sirasityla egrinin t anindaki teget vektoriinii ve ige dogru olan normal vektoriini

gostersin, W ve U ise r ye gore peryodu b-a olan keyfi fonksiyonlar olsun. Egri boyunca

metrik tensér ¢ =g(r,t)= ||ar|| ={X’+y> ; x ve y R* nin koordinat fonksiyonlar1 ve
s(r,t)= I g(&,0)d¢ yay uzunlugu olmak iizere ds = g(r,t)dr veya formal olarak
0

0_10  o_

= o 9 (3.2)

2

os gor

bigiminde gosterelim.
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T tegeti, N normali, &= (T,X) oryantasyonu, x egriligi, egrinin L uzunlugu ve

cevreledigi A alani standart sekilde asagidaki denklemlerle verilebilir.

792 _10a (3.3)
os g or

NoLd_ 1 oT (3.4)
K 0S KkQ or

=00 _ 100 (3.5)
os g or

b
L(t) :jg(r,t)dr = gjds (3.6)

1 1% oy o 1% 1
A(t):zmxdy—ydx :El(xg—y—]dr:—E'!:(a,gN)dr:—Em(a,Nms .

Bu egriler icin Frenet-Serre denklemleri

oT ON

—=x0gN, —=-x0T , 3.8

or : or : ©.8)
g Riemann metriginin evoliisyon denklemi

a9 _ W

_Uxg | 3.9
o or 9 (39)

teget ve normalin evoliisyon denklemleri ise

ﬂz(W,HQJN _fwestY N (3.10)
ot oS g or

@:_(WHQJT w8 @
ot oS g or

denklemleri ile daha 6nce verilmisti.
Teorem 3.1

uzunlugunun ve bu egrinin ¢evreledigi A(t) alaninin zamana gére evoliisyonu

23
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oL oA
L _ fuxds . P _fiuds 3.12
ot flux ot I (3-12)

denklemleri ile verilir.

b b
Kanait. L(t)=jg(r,t)dr=mds ifadesini t ye gore tiiretirsek (3.9) dan ve J-aa—dr=0
a a r

oldugunu kullanarak ilk denklemi
b b

Z—L — Ti—?dr - I[@@_V:/_U ngdr - j(aa—VXJdr —T(U xg)dr = —[jju xds

bigiminde elde ederiz. ikinci denklemi elde etmek icin (3.7) denklemini t ye gore tiiretelim;

b

oA 170 1
ifadesinde g, :a—g:ﬂ—u KQ ve ﬂ=— WK+l£ T oldugunu kullanirsak
ot or ot g or
oA 1% oW 16U
— == T+UN,gN) +{a,(—-U N — +——)T) [dr
2 oo 2o w12 |

B ‘%J (Ug + (e, N)W, — (e, N)xgU —(a, T)Wgx — (e, T)U, ) dr

buluruz. Bu ifadeden kismi integrasyon alarak (3.3) ve (3.8) den

792 _10a
os g or

Ve

oT OoN
—=xgN, —=—xgT
or *9 or *9

denklemlerini kullanip ve ayrica
(T,N)=0, (a,N)W[ =0, (&, TU[ =0

ifadelerini de dikkate alirsak asagidaki gibi sonuca ulasiriz.
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oA _ _%J.[Ug ~W (e, N) +(a,N,)) — (e, N)xgU —(ar, T)Wgx +U (¢a, . T) +(a.T,)) Jdr

ot
A _ Lo w T NyxgU — (o, T)Wgx +U N))
E“gﬂ g -W (a,~xgT)—(a,N)xgU —(a, T)Wgx +U (g +(a,xgN)) jdr
oA_ —j'Ugdr = —[ﬁUds
a

elde ederizki bu teoremin ikinci denklemini kanitlar.

Diger taraftan, (3.2), (3.10) ve x = ? oldugunu dikkate alirsak,
S

%=WK+8—U=WK+18—U (3.13)
ot oS g or
Ve
%zxg (3.14)
or

elde ederiz. Boylece x egriliginin evoliisyon denklemi olarak

2
A LS lg[laU}Vla_’ﬁu,(z (3.15)

—=—+W—+Ux’ = —
ot 0s oS gorig or g or

buluruz. Bu denklem basit olmayip sabit bir t aninda 0 <'s < L(t) seklinde serbest sinira sahip

olmak tizere s =s(r,t), hem r ye ve hemde t zamaninin bir fonksiyonudur. Sabit bir t an1 i¢in
yonlendirilmis @ agisinin 0 ve 27 araliginda degistigi dikkate alinarak € y1 bir parametre
olarak kullanabiliriz. € y1 bir parametre olarak kullanirsak egriligin evoliisyon denklemini

belirlemek i¢in zaman degiskenini yeniden 7 =t olarak aliriz ve € y1 da diger parametre

olarak kullaniriz. Kisaca (r,t) den (€,7) ya bir doniisiim tanimlamis oluruz. Su halde r sabit
iken % kismi tlirevi gosterecek ,6 sabit iken 9 kismi tlirevi gosterecektir. Boylece (6,7)

or

icin (3.15) evoliisyon denklemi
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ok ,0U
=K

=K +Ux> (3.16)

bi¢iminde elde edilir.

Sonug¢. 3.1 Teorem 3.1 den ve (3.16) denkleminden egrilik, uzunluk ve alan i¢in elde edilen
evoliisyon denklemlerinin ¢, hiz vektoriiniin tegetsel bileseninden bagimsiz oldugu,
dolayistyla egrinin zamana bagli evoliisyonunun seklinin tegetsel bilesenden etkilenmedigini
boylece, bu bilesen W yi uygun secilde istedigimiz gibi islemleri kolaylastiracak bi¢cimde

secebiliriz. Bu husus Gage-Hamilton, [6] ve Gage, [3-5] in calismalarinda verilmistir.
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4. KONVEKS DUZLEM EGRILERININ EVOLUSYONU

Bu boliimde 2. ve 3. boliimlerde verilenler dogrultusunda diizlemde kapali konveks bir
egrinin evoliisyonunun son seklini elde etmek istiyoruz.

4.1. Kapah konveks diizlem egrilerinin evoliisyonu
a,(r): 1=(a,b)y—>0°
kapal1 ve konveks egrisini ve kapali

a(r,t): 1x[0,0]:>0°, a(r,0)=q,(r)

egri ailesini géz Oniine alalim. Asagidaki evoliisyon problemini goz oniine alalim:

L
a, _(K—ﬁ] N (4.1)
b b ox 2 8y 2
L(t) = [|e jdr = | (&J +(§j dr (4.2)
_Le( oy ox
A(t)—z_!:(xar y@r]dr (4.3)
a(r,0)=q,(r) (4.4)

Burada x=x(r,t) ve y=y(r,t) a(r,t) yer vektoriiniin koordinat fonksiyonlarini,
x evoliisyon egrisinin isaretli egriligini, L(t) ve A(t) de evoliisyon egrisinin t zamanindaki
uzunlugu ile bu anda cevreledigi alan1 gostermektedir. Evoliisyon egrisinin geometrik olarak

davranisini tegetsel bilesen etkilemiyeceginden evoliisyon denklemini esdeger bigimde

asagidaki sekilde segebiliriz:

o, =WT +(K_ij N (4.5)
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burada T egrinin birim teget vektoriidiir. x-ekseni ile T tegeti arasindaki ag1 & olmak tlizere T,
N ve @, tzaman degiskeninden bagimsiz olduklarindan yukaridaki evoliisyon problemini

esdeger bigimde asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

a, =—6—KT J{K—LJN (4.6)
00 2A
L(t) = f|a9| do 4.7

A(t)=%£(x%—y§—2j do (4.8)

a(0,0)=q,(0) . (4.9)
Egrinin t zamanindaki uzunluk ve ¢evreledigi alan ise
L 7T 7L
=ffixtds+ == [ xdo+ 2= (4.10
L=Aflwds e = wdo T (410

2

L
=2r+— 4.11
A A (4.11)
bi¢iminde verilebilir. Ileride bunlar1 ve Cauchy-Schwarz esitsizligi ile izoperimetrik esitsizligi
L . - . R
kullanarak A oraninin evoliisyon esnasinda azalacagini, yani payinin kiiciiliip paydasinin

artacagini, dolayisiyla konveks bir egrinin bu akis stirecinde konveksliginin degismeyecegini
kanitlayacagiz.

4.2. Konveks diizlem egrilerinin evoliisyonunun son sekli
Onceki kisimlarda verdigimiz bilgileri kullanarak ve W =0 ve U =k — A oldugunu goz

Oniinde tutarak asagidaki teoremi ifade edebiliriz.
Teorem. 4.1 Onceki kisimda verilenler 15131nda bir egrinin evoliisyon denklemlerini asagidaki

gibi verebiliriz;
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A
—=—| k——|«0,
ot 2A

a_ox

ot os
N_ kg
ot 0S

20 _ox _10x
o os geor’

ok 0O’k ( Lj )
=4 k—— &
ot os’ 2A

oL L 7L
— =J|| k —— | xds =—[[|x’ds +—
ot [ﬁ('( ZAJ % A

% = _m(’(_ij xds = —27r+%.
Yukaridaki evoliisyon denklemlerinde S yay uzunlugu fonksiyonu hem r ve hemde t zaman
degiskenine bagli oldugundan bu denklemleri ¢calismak zordur ancak yukarida ifade ettigimiz
gibi evoliisyonun W =W (r,t) tegetsel bilesenini uygun bir sekilde segerek yukaridaki
denklemleri basitlestirebiliriz. Boylece, (4.1)-(4.4) denklemlerine esdeger olarak asagidaki

denklemleri ele alabiliriz.

o, =WT +(K—LJN (4.12)
2A

b

L=j|a,|dr (4.13)

b

A:lJ.xdy—ydx (4.14)
29 ’

a(r,0)=a,(r) . (4.15)

Teorem.4.1 deki denklemleride
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g L

Xog - k—— , 4.16
o (K 2ijg (4.16)
ﬂ:(Wz<+a—’(JN, (4.17)
ot oS

a—Nz—[WzHa—KjT, (4.18)
ot 0s

%= K+a—K=WK+l6—K, (4.19)
ot 0s g or

2
9K _OTK \w a—’f{x—i}é (4.20)

o ot os 2A

%:@ﬁ@#% @.21)
2

RA_ gt (4.22)

ot 2A

Bu denklemlerden L ve A nin evoliisyon denklemlerinin W den bagimsiz oldugunu goriiyoruz.
Genel olarak &, r ve t nin fonksiyonudur, o halde € y1t den bagimsiz yapmak i¢cin W tegetsel
bilesenini (4.19) a gore

wo_10K__ 0K (4.23)

ks 00
seklinde segcmemiz gerekir. Bu segime gore (4.17) ve (4.18) den ayrica T ve N nin de t den
bagimsiz oldugu goriiliir. O halde € ve t yeni koordinatlar olarak segilirse egrilik,uzunluk ve
alan i¢in asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem. 4.2 6 ve tkoordinatlarina gore

oK _ L 424

a ~ e TN oAk (4.24)
27

%%:_j de+§§ (4.25)

30



dA 12

=t — . (4.26)
dt 2A

Bundan sonraki kisimda asagidaki denklemleri ele alacagiz.

a, =—6—KT J{K—LJN (4.27)
00 2A
2z

L(t)= [ |, d6 (4.28)

A(t)=%£(x%—y§—2) do (4.29)

2(6,0) =2, () . (4.30)
Burada a(6,t) =(x(6,t),y(6,t)) egrinin yer vektorii olarak almacaktir.
Teorem. 4.3 «(0,t):[0,27]x[0,00) > >  egrisinin evoliisyon denklemleri (4.27)-(4.30)

daki gibi olsun. Bu durumda evoliisyon siireci boyunca L orani azalir.

2z 2
Kamt. Yukaridaki Teorem 4.2 de a = —I xkd@+ ”—'AI\' ve oA =2+ L oldugu
0

gosterilmisti, bu denklemlerde m/cds =27 oldugunu goz Oniine alarak, Cauchy-Schwarz

esitsizligi ile izoperimetri esitsizligini kullanmak suretiyle

2
E(LJ =l(—mxzds +”—Lj—% oret
\A) A A A 2A

1 47° 7L L L2
S—| ———+— |-—| 27+—
A L A A 2A
_z L2 —47[A_L > —4zA
A AL A? 2A
(|_2 —47rA)(27zA— |_2)
2A’L

<0
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oldugundan % oraninin t ye gore azalan oldugu kanitlanmis olur.

Teorem. 4.4 Evoliisyon denklemleri (4.27)-(4.30) ile verilen kuvvetli konveks bir egrinin
konveksligi evoliisyon siireci boyunca korunur.

Kanit. Baslangicta egriligi pozitif olan egrinin bu egriliginin daima pozitif kalacagini
gostermek i¢in maksimum prensibini kullanacagiz.

Simdi g daha sonra uygun sekilde tespit edilecek olan bir sabiti gostermek iizere

B(0,t) = k(0,t)e”" fonksiyonunu géz oniine alalim. O takdirde S fonksiyonu

B = Kzﬂeg +(K‘2 —ﬁxhujﬂ (4.32)

2
denklemini saglar. Burada £ nin katsayis1 x ya gore diskriminanti

X —4u olan ikinci

L,

dereceden bir polinomdur. Teorem 4.3 den Vt >0 i¢in %S — elde ederiz. Burada L, ve A,

egrinin baslangictaki uzunlugunu ve onun cevreledigi alani gdstermektedir. Simdi eger

2
0

16A°

> secersek bu durumda diskriminant negatif olacagindan £ nin katsayis1 daima

L02

pozitif olacaktir. O nedenle x> T

- secelim. Ayrica,

Brin () =inf {$(6,1):0< 0 <27}

tanimlayalim. Kabul edelimki bir t >0 i¢in S

o ()=7n oldugunda 0<n< B (0)=x, (0)
olacak sekilde bir 1 >0 pozitif sayis1 mevcuttur. t; =inf {t B ) =77} ile gosterelim, bu

durumda S mnin siirekli olmasindan dolayr 7 minimumu baslangi¢c aninda yani (6,,t,)

noktasinda alinir ve bu noktada

Bi=0, By 20, f=n>0
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dir. Bu sonug ise (4.32) ile ¢elisir, o halde kabulumuz yanlistir yani, t>0, £ (t)> .. (0)
olmalidir. Boylece her t >0 i¢in

k@) >k ()= 1" =k (0" >0
elde ederiz ki boylece teorem kanitlanir.

Teorem. 4.5 Evoliisyon denklemleri asagidaki (4.27), (4.28), (4.29) ve (4.30)

2z
L(t)= [ |, dO
0

1%( oy  ox j
At)=— || x—=-y—|d@
® 2 '!; ( 00 y 00
a(0,0) = o, ()
denklemleri ile verilen baglangi¢ egrisinin konveks oldugu bir evoliisyon siireci boyunca

evoliisyon egrisinin uzunlugu azaldik¢a bu egri tarafindan sinirlanan bolgenin alani artar.

Kanit. Teorem 4.4 den dolay1 evoliisyon siireci boyunca (2.18) ile verdigimiz Gage esitsizligi
e e d. L
her bir egri i¢in saglanir. (4.25) esitligi olan o = —I xdé +T ve (2.18) Gage
0
esitsizliginden
L
= ffix2ds+Z=<0

L= x

elde ederiz ki bu ilk iddiamiz1 kanitlar, yani egrinin uzunlugu evoliisyon siireci boyunca

2
azalir. Diger taraftan (4.26) dan C(;—':\ =27+ ZL_A oldugunu biliyoruz. Bu denklemle

izoperimetri esitsizliginden L’ —47A >0 oldugundan

2
L' —4zA >
2A

A= 0
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elde ederiz ki bu esitsizlikte evoliisyon egrisinin sinirladig1 alanin evoliisyon siireci boyunca

arttigini kanitlar.

5. SONUC VE DEGERLENDIRME
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Bu bolimde oOnceki bolimlerde kanitladigimiz  teoremlerin  sonucunu
degerlendirecegiz. Teorem 4.5 den evoliisyon egrisinin uzunluk ve kapladigi alanin

egrinin baslangigtaki uzunluk ve smirladig: alan sirasiyla L) ve A, olmak lizere L <L,
ve A> A oldugunu Izoperimetri esitsizligi ile birlestirirsek

4z A <4rA<L <L) (5.1)
yazariz. Boylece

4

_g_ﬂ. ve 47[<—<L— (52)
L, L A

elde ederiz. Boylece L ve A fonksiyonlari monoton ve sinirli fonksiyonlardir, o nedenle

limL(t)=L ve hm At)=A

toow

2
olacak sekilde E(1/47[Ab <L< LO) ve A(Ab < Ksij

4

>

limit fonksiyonlar1 vardir. Bu nedenle t sonsuza yaklasirken % nin sonlu pozitif bir

limiti mevcuttur. Ayrica, Teorem 4.5 den L°—47zA izoperimetrik farki azalandir.

Gergekten,
i(L2 —47A)=2LL -47A <0
dt

dir ve boylece > —4rA izoperimetrik farki azalandir. (4.25) ve (4.26) ile Teorem 4.5

den (5.1) esitsizliklerini kullanarak

%(LZ —4rA)=2LL -47A < —4;;%
< —8L”22 (L -47A)

0
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esitsizligini elde ederiz. Buradan integral alirsak

2
87,

' —4rA<(L) 477 )e ¥

buluruz. Buradan t — oo igin limit alinirsa izoperimetrik farkin sifira yakinsayacagimi

bunun ise Izoperimetri teoremine gore egrinin limit konumunun bir gember olacagini gosterir,

2

benzer bigimde izoperimetri orani dedigimiz —% orani da azalarak t-—>oo igin 47 ye

yakinsar. BOylece asagidaki sonucu ispatsiz ifade edebiliriz. Bu sonucun kanit1 icin [5] e
bakilabilir.
Sonug. 5.1 Bir egri evoliisyonu eger singiiler haller dogurmuyor ise Hausdorff metrigine gore

bir cembere yakinsar, dolayisiyla pozitif bir R sayisi i¢in

limL(t) =27R, lim A(t) = 7R’

t—oowo

olarak bulunur.
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