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OZET

Bu tez calismasi 5 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, diizlemsel egrilerin evoliisyon probleminin tarihsel gelisimi ve ¢esitli
yazarlar tarafindan yapilan katkilar incelenerek E’ Minkowski uzayinda inceleyecegimiz
problem ifade edildi.

Ikinci béliimde, E’ Minkowski uzayi ile ilgili temel kavramlar verildi ve bu uzaydaki

vektorler uzaysal, zamansal ve 1siksal olarak siniflandirilarak egrilerin lokal teorileri bu

siniflandirmaya gore incelendi.
Uglincii bolimde, E’ Minkowski uzayinda genel bir diizlem egrisinin

egriliginin farkli sekillerdeki tanimlar1 yapilarak, egrilerin karekterlerine gore Frenet-Serre

denklemleri verildi. Ayrica, farkli karekterlere sahip sabit egrilikli diizlemsel egriler incelendi.

Dérdiincii béliimde, E’ Minkowski uzayinda zamansal uzay egrilerinin elastik

olmayan hareketleri incelenerek evoliisyon denklemleri elde edildi ve zamansal diizlem

egriler icin bu denklemlerin ¢6ziimii verildi.
Besinci ve son boliim ise genel sonuglart ve E; deki 1siksal egriler hakkinda bir

degerlendirmeyi kapsamaktadir.
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ABSTRACT

This study consist of five chapters.
In the first chapter, we give an historical development of the evolution problem and

search through the works have been done before in literature and then describe the problem

which we study in Minkowski 3- space E; .

In the second chapter, we give the fundamental notions about Minkowski 3- space E;

and classify the vectors in this space as spacelike, timelike and lightlike or null and also
investigate the local theory of these curves based on this classification.

In the third chapter, different types of the curvature of a curve and Frenet-Serre
equations of the curves having different causal character in Minkowski 3- space E;’ are given
and further more it is investigated the curves with constant curvature.

In the fourth chapter, we study evolution equations of inelastic plane curves which is

timelike and obtain the solution of evolution equation of a timelike planar curve in
Minkowski 3- space E;.
Finally, the last chapter covers general remarks and an evaluation on lighlike curves in

E.



1. GIRIS

Fizik, kimya ve biyolojideki lineer olmayan problemlerin ¢ogu egri ve yiizeylerin
dinamikleri yardimiyla aciklanabilir, ayrica egri ve yiizeylerin evoliisyon denklemleri

bilgisayarda goriintii islemede 6nemli uygulama alanlarina sahiptir. Diferansiyel
geometri ve kimi tiirevli diferansiyel denklemler farkli disiplinler olmasina karsin E’

Oklid uzay1 veya E’ Minkowski uzayindaki egri ve yiizeylerin lokal 6zelliklerini

calisirken bazi kimi tiirevli diferansiyel denklemler ile karsilasiriz. Ornegin Liouville

ve Sine-Gordon denklemleri sabit Gauss egrilikli yiizeyleri tanimlar. Gauss-Codazzi-

Mainardi denklemleri E* Oklid uzay1 veya E; Minkowski uzayina gémiilmiis

ylizeyleri tanimlar. Son yillarda diferansiyel geometrinin farkli bir yonii soliton
teorisinde karsimiza ¢ikmistir. Egri ailelerinin hareketleri icin Frenet-Serre
denklemleri, bu egrilerin egrilikleri olan x ve 7 fonksiyonlarinin belirli kismi tiirevli
diferansiyel denklemleri ile verilir. Bazi soliton denklemleri yaninda, modified
Korteweg de Vries (mKdV), sine-Gordon ve non-lineer Schrodinger denklemleri de
uzay egrilerinin hareketler tarafindan ortaya ¢ikan denklemlerdendir,[12]. Non-lineer
evoliisyon denklemlerinin ¢ogunlugu farkli geometrilerde egrilerin harekeleri ile
iliskilidir. Ornegin Mullins’ in non-lineer difuzyon modeli egrileri kisaltan hareket
problemleri ile agiklanir [11], ayrica Hasimoto [7], Schrédinger denklemlerinin [1°
deki elastik olmayan egri hareketlerinden elde edilebilecegini kanitlamistir. Elastik
olmayan egri hareketleri hareket slireci boyunca yay uzunlugunun korundugu

harekelerdir. Elastik olmayan egri akimlar1 i¢inde gerilme enerjisi barindirmayan



hareketleri dogurur. Ornegin sabit uzunluklu bir sicimin salinma hareketi elastik
olmayan bir egri hareketi olusturur. Bu tiir 6rnekler fiziksel uygulamalarda sikg¢a
kargimiza ¢ikar. Esnek olmayan egri hareketleri ayrica bilgi islem goriintiileme,
bilgisayar animasyonlarinda hatta yapisal mekanikte dahi karsimiza ¢ikmaktadir.
Biitiin bu uygulamalar egrilerin zamana gore evoliisyonlarini igerir. Egrilerin egrilik
vektor alanlar1 boyunca yani ivme vektorleri boyunca evoliisyonlarini ¢aligmak igin
Gage, Hamilton ,[3,5] de yeni metotlar bulmuslar ve Grayson [6] de 1s1 denklemini
kullanarak kapali diizlemsel egrilerin bir gembere evoliisyonunu kanitlamistir, ayrica
Gage [4] de alam koruyan diizlemsel egri evoliisyonunu ve Kwon [9,10] de [J° deki
egrilerin elastik olmayan hareketlerini incelemistir.

Bu tez ¢alismasinda biz 3-boyutlu Minkowski uzayinda elastik olmayan egri
hareketlerini ve bu hareketelerin varlig1 i¢in gerekli ve yeter kosullari egrilik ve
burulma fonksiyonlarini iceren kismi tiirevli diferansiyel denklemler yardimiyle ifade

ettik.



2. E) LORENTZ-MINKOWSKI UZAYI VE MINKOWSKI UZAYINDA

EGRILER

2.1. E; Lorentz- Minkowski Uzay ile ilgili temel kavramlar

[1*, 3-boyutlu reel vektor uzayi olsun. [ ° deki vektorleri

e, =(1,0,0), e, =(0,1,0), e,=(0,0,1)

3
olmak iizere {ee,,e,} bazina gére X=(X,X,,X;) bi¢iminde veya X=inei seklinde

i=1
vektorel bigimde gosterecegiz. {u,,U,,...,u,} sonlu sayida vektdriin olusturdugu bir kiime ise

bu vektorlerin lineer birlesimlerinin olusturdugu

<u1,...,um>:{izr::aiui . a el }

kiimesine {u,,U,,...,u,} kiimesinin vektorleri tarafindan gerilen alt vektér uzayr adim
verecegiz, [1].

Tanim 2.1.1 Lorentz metrigi adin verecegimiz ve U= (U,,U,,U;), v=(Vv,V,,V;) vektorleri
i¢cin

(U,V) =uV, +U,v, — Uy, (2.1)

seklinde tanimlanan <,> Minkowski metrigi ile birlikte Ef =(D 3,<,>) metrik uzayma 3-
boyutlu Minkowski uzayi adi verilir. Burada metrik negatif isaretin sayisinin 1 olmasi
nedeniyle indeksi 1 olan non-dejenere bir metriktir, yani VveE’ igin <u,v>:0:>u =0

Onermesi saglanir. Yukaridaki (2.1) ifadesini bazen



1 0 O
(uyv)=u'{0 1 0 |v=U'Gv
0 0 -1

seklinde de yazacagiz. Yukaridaki tanimi Lorentz metrigini genellestirmek suretiyle daha

yiiksek boyutlara genisletmemiz miimkiindiir, sdyleki; E; :(D ”,<,>). Metrigin katsayilarini

bir {e],ez,e3} bazina gore g; = <ei ,e j> seklinde gosterirsek metrigi matris formunda

oS O

diag[1,1,-1]=

S O
S = O

biciminde yazabiliriz.
Tamm 2.1.2 E;} Minkowski uzayinda bir v vektorii

1) <V,V> >0 veya V=0 kosulunu saglarsa uzaysal (spacelike),

i) <V,V> < 0 kosulunu saglarsa zamansal (timelike),

i) v#0 i¢in <V,V> =0 kosulunu saglarsa 1siksal (lightlike, null, isotropic) vektor
olarak adlandirilir. Bu tanima gore v =0 vektor uzaysal bir vektordiir.

Tamm 2.1.3 E’ Minkowski uzaymin 1siksal vektorlerinin
C={(xy,2)€E’: X’ +y’ —7* =0}-{(0,0,0)}

seklindeki kiimesine E; in 151k konisi (light-cone) ad1 verilir. Benzer sekilde,

S ={(x,y,z)e E: X +y =2 >0) ve T={(x,y,2)eE’: X’ +y’ -7* <0}

kiimelerine de sirasiyla uzaysal ve zamansal vektorlerin kiimesi diyecegiz.

Simdi [1° iin bir U alt kiimesini gz oniine alalim ve E; deki Minkowski metrigini U alt

kiimesine kisitlayalim, yani u,veU i¢in <u,v>U = <u,v> olsun. Bu kisitlanmis metrigin



pozitif tanimli, indeksi 1 olan non-dejenere bir metrik veya dejenere ve U # {0} olmasina

gore U alt kiimesine sirasiyla uzaysal, zamansal veya 1siksal karaktere (Causal character)

sahiptir diyecegiz. Benzer tanimlama vektérler icin de gegerlidir. Béylece [1* iin herhangi bir
alt kiimesi bu tli¢ karakterden birine daima sahip olur.

Ornek 2.1.1 E, ve E, vektorleri uzaysal ve E; zamansal bir vektor ise;
a) E, + E; 1s1iksaldir.
b) <E1, E2> diizlemi uzaysaldir, <El, E3> ve <E2, E3> diizlemleri zamansal ve
<El, E,+ E3> diizlemi de 1s1ksaldir.
c) E, +E, + E; vektorii zamansaldir ancak <El ,E,+E, + E3> diizlemi 1s1ksaldir.

d) E, + E, vektorii 1siksaldir ancak <E2 +E;, E3> diizlemi zamansaldir.
Tanim 2.1.4 g non-dejenere bir metrik olmak {izere (V,g) metrik uzaymi goz éniine alalim.
U cV alt kiimesi V nin bir alt vektor uzay1 olmak tizere V nin
U*={veV: VueU,g(u,v)=0}
alt vektor uzaymna U ya ortogonal alt uzay adi verilir.
Teorem 2.1.1 (V,g) bir metrik uzay ve g bir non-dejenere metrik olsun.
i) U cV bir alt uzay ise boyU " =boyV —boyU dir.

1
ii) U <V biraltuzay ise (U") =U di.

iii) U <V bir non-dejenere alt uzay ise o takdirde U de bir non-dejenere alt uzaydir.

Kanit.

n
i) U nun bir {e,,...,e,} bazim V nin bir {e,,...,e,} bazina genisletelim. u = z xe eU™
i=1

vektoriinii alalim. Bu durumda,



n

O=<Zn:xiei,ej>:Zgjixi =0,1<j<m
i=1

i=1
yazabiliriz, sagdaki denklemi ise matris formunda
9 - O, )fl 0
g o G lx) L0
veya AX =0 ve A= (gij )mxn seklinde yazariz. A matrisinin ranki m oldugundan AX =0
homojen denklem sisteminin ¢6ziim uzay1 n-m boyutlu olur ki bu isteneni kanitlar.
ii) (U*) U ve boy(U*) =boyU oldugundan (U*) =U elde ederiz.
1i1) U nun ortonormal bir S = {el,...,em} baz1 verilsin, boylece g|U metriginin matrisi asil
kosegen elemanlart sadece 1 ve -1 lerden olusur. U nun £ bazini V nin ortonormal
{e,,....e,} bazna genisletelim. boyU~ =n-m oldugundan {e_,,,....e,} kiimesi U" in

bazini olusturacagindan teoremin bu kismida kanitlanmis olur.
Simdide alt uzaylar1 causal karakterlerine bagli olarak karakterize eden bir teorem
kanitlayacagiz.

Teorem 2.1.2

i) ve E; olsun. Bu durumda, v nin zamansal bir vektdr olmasi igin gerek ve yeter kosul
<V>l in uzaysal olmasidir, bu durumda E; = <V> S <v>L dir. Benzer olarak, v nin uzaysal
bir vektor olmasi igin gerek ve yeter kosul <V>l in zamansal olmasidir.

ii) U <V bir alt uzay olsun. U nun uzaysal olmas1 igin gerek ve yeter kosul U™ in
zamansal olmasidir.
iii) U bir alt uzay ise, U nun 1siksal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul U™ in 1s1ksal

olmasidir.



Kanit.

iii)

v bir zamansal vektor ise onu gerekirse bir sayi ile carparak S = {e, , ez,v} ,E in

ortonormal bir bazi olacak sekilde v yi # bazina dahil edebiliriz. O zaman

<V>l = <el,e2> diizlemi E; in uzaysal bir alt uzayi olur. Béylece, E; = <V> ® <V>L

dir. Tersine, eger {el,ez} ) <’>

o pozitif tanimli bir metrik olmak tizere , <v>l in

ortonormal bir bazi ise 0 zaman {e,,e,,v} de E’ in metrigi kosegensel olan bir
bazidir, yani ¢,, =0,, =1 ve ¢,;, <0 dir dolayisiyla v bir zamansal vektordiir.

U, E’ inzamansal bir alt uzay1 U da zamansal bir vektér v olsun. O zaman

Ut c <V>L dir. <V>l uzaysal olacagindan U uzaysal olacaktir. Tersi (U L)l =U

oldugunu g6z oniine alarsak kolayca gortiliir.

Teoremin bu kismi ilk iki sikkin bir sonucudur.

Lorentz ~Minkowski uzay1 E’ iin E’ Oklid uzayindan farki, uzunlugu negatif olabilen

vektorleri igermesi ve daha ilginci uzunlugu sifir olan fakat kendisi sifir vektor olmayan

1s1ksal vektorleri de igermesidir. Bu durum, Lorentz —Minkowski uzayinda ¢alisirken

Oklid uzaymda olmayan bazi zorluklar1 da ortaya ¢ikarir. Simdi de 1s1ksal vektdrlerin bazi

ozelliklerini verecegiz.

Teorem 2.1.3 1) u ve v iki 151ksal vektdr olsun. Bunlarin lineer bagimli olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul <u,v> =0 olmasidir.

2) u ve V nin her ikiside <u,v> =0 olacak sekilde zamansal veya 1siksal vektorler ise o

takdirde bu vektorlerin her ikiside 1siksal vektorlerdir.

3) U bir 1s1ksal alt uzay ise o takdirde boy (U NU L) =1 dir.



Kanit:

1) uve Vv den biri digerinin bir kat1 ise vektorler 1siksal olduklarindan ortogonal olurlar,

yani (U,v) =0 dur. Tersine, (u,v) =0 yani vektdrler ortogonal olsunlar.
E’= <E3 >l @ <E3> seklindeki direkt toplam ayrigimini kullanarak,
u=x+w, v=y+Ww seklinde yazalim: Kabul edelimki w vektorii gdstermek
istedigimiz gibi yani, her iki ayrisimda yani hem <E3>l de ve hemde <E3> de ayni
olsun. U ve Vv nin her ikiside 1s1ksal ve <u,v> =0 oldugundan
(X, )+ {(w,w)+{(x,w)+{y,w)=0,
(X, X)+{w,w)+2(x,w) =0,
(y,y)+{w,w)+2(y,w)=0
denklemlerini yazabiliriz. Bu ii¢ denklemi birlikte kullanarak |X|2 + | y|2 -2 <X, y> =0 veya
|X - y|2 =0 elde ederiz, o halde buradan X—Yy uzaysal yani X—y € <W>l oldugundan
X =Yy olacagindan U =V sonucunu buluruz.
2) uveV zamansal iseler <u,v> # 0 dir. Clinkii <V>l uzaysal bir alt uzay olmak tizere
E’ = <v>L @ <V> oldugunu kullanarak u = x+ Av yazabiliriz. Boylece
(u,v) = (v, x)+ A{v,v) = A(v,V)
yazariz. Eger <u,v> =0 olsaydi bu durumda A4 =0 ve dolayistyla U= X olur ve U uzaysal

olurdu. O nedenle her iki vektorde 1s1ksal olmak zorundadir.



3) Eger u,veU nU" ise <u,v> =0 dir. Boylece uveV lineer bagimhidir. Bu ise
boy (U NU~* ) <1 oldugunu gosterir. Eger boyut tam olarak sifir ise bu durumda

E’ =U ®U" olacagindan E; deki her vektdr isiksal olacaktir.
Simdide zamansal alt uzaylar i¢in asagidaki teoremi verelim.
Teorem 2.1.4 U c E; iki boyutlu bir alt uzay olsun. Bu durumda asagidaki énermeler
esdegerdir:
i) U bir zamansal alt uzaydir.
ii) U lineer bagimsiz iki 1s1ksal vektor igerir.

iii) U bir zamansal vektor igerir.

Kanit

i=ii {e.e,e} E’ inortonormal bir bazi olsun. Bu halde e, +e, ve €, —e, lineer

bagimsiz 1siksal iki vektordiir.

il = 1ii uveV lineer bagimsiz iki 1s1ksal vektor ise U+V veya U—V zamansal olmak
zorundadir, ¢linkii

(utv,u£v)=+2(u,v)
dir ve <u, v> # 0 oldugundan her iki vektérde zamansal olmak durumundadir.

iii =i v, U da bir zamansal vektdr olsun. Bu durumda U™ < <v>l dir ve <V>l zamansal
vir alt uzaydir, bu nedenle U~ uzaysal olacagindan U zamansal olacaktir.

Simdi de 1s1ksal alt uzaylar karakterize eden asagidaki teoremleri kanitlayalim.

Teorem 2.1.5 U c E’ bir alt uzay olsun. Asagidaki dnermeler esdegerdir.

1) U bir 1siksal alt uzaydir.

i1) U 1siksal bir vektor kapsar ancak zamansal bir vektorii kapsamaz.



1i1) E; deki 151k konisi C ve 1s1ksal vektdrlerin kiimeside L olmak iizere
UNC=L-{0} ve boyL =1 dir.

Kamt

I =i <,> metrigi dejenere metrik oldugundan U bir 1s1ksal vektor kapsar ancak Teorem

2.1.4 den dolay1 U hig bir zamansal vektor kapsayamaz.

Il = 1ii U 1siksal vektore sahip oldugundan U N C bos olmayan bir kiimedir. Yine
Teorem 2.1.4 den dolay1 lineer bagimsiz iki 1giksal vektor kapsanirsa bu durumda bir
zamansal vektorde kapsanmak durumundadir, bu ise iddiay1 kanitlar.

iii =i Teorem 2.1.4 den dolay1 U ne uzaysal ne de zamansal alt uzaydir.
Teorem 2.1.6 P, E’ de bir diizlem olsun. Oklid metrigine gore fi vektorii diizleme

ortogonal ise P nin uzaysal (sirasiyla zamansal, 1s1ksal) bir diizlem olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul N nin zamansal ( sirastyla uzaysal, 1giksal) bir vektor olmasidir.
Kanit P = {(X, y,2)ell’: ax+by+cz= 0} olsun. Boylece i ile (a,b,c)vektorleri lincer
bagimlhidir. Ustelik,

P={(x.y.2)€l*: ax+by—(-c)z=0}=((a,b,—c))"

yazabilecegimizden fi ile (a,b,—C) vektorlerinin causal karakterleri ayni olur ki bu teoremi

kanutlar.

Tamm 2.1.5 u € E; verilsin. |u| = Ku, u>‘ sayisina U vektoriiniin normu ( uzunlugu) veya
modiilii diyecegiz. Buna gore eger U vektorii uzaysal ise |u| = <u, u> , eger zamansal ise

|u| = —<u,u> olacaktir.

10



Teorem 2.1.7 P, Ef de bir uzaysal diizlem ve <V,V> =—1 olmak tizere P = <V>l seklinde ise
o takdirde [ ° deki (,) Oklid metrigine gore
M, 21
dir.
Kamt P = {(x, y,2)ell’: ax+by+cz= 0} , =(a,b,c) olmak iizere a*+b” +c* =1

(a,b,—c)

Jei—a? -p?

v nin Oklid normunu hesaplarsak

yazarsak V= olmak tizere <V,V> =—1 oldugundan P = <v>i diyebiliriz. Boylece

» al+b’+c? 1

= >1
£ CZ_aZ_bZ C2_a2_b2

buluruz.

E’ deki zamansal vektorlerin kiimesini T ile gdsterelim. Vu €T i¢in U nun zamansal konisini
Cw={veT: (uv)<0}

kiimesi olarak tanimlariz. u € C(u) oldugundan bu kiime bos degildir, tistelik T, C(u) ile

C(—u) ayrik kiimelerinin birlesim kiimesidir. Ciinkii, eger ve T ise o zaman <u,v> #0 dir ve

ya Ve C(u) veya Ve C(-u) dir. Ustelik C(u)NC(-u) = dir. Asagidaki teoremler ile

zamansal koninin bazi 6zelliklerini verelim:

Teorem 2.1.8

1) iki zamansal u ve v vektdrlerinin ayni1 zaman konisinde bulunmalar1 i¢in gerek ve
yeter kosul <u,v> <0 olmasidir.

ii) u e C(v) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C(u)=C(v) olmasidir.

iii) Zaman konileri konveks kiimelerdir.

Kanit

11



i) (u,v)<0 ise 0 zaman UeC(v) dir. u,veC(w) oldugunu kabul edelim. (w,w)=—1
kabul edebiliriz. X,y € (W) olmak {izere u=X+aw ve v=y+bw yazalm. (W)  bir uzaysal
alt uzay oldugundan |(X,y)| <|x||y| dir, béylece
(u,v)=—-ab+(x,y)<—ab+|x||y|
buluruz. O halde (x,x) <a’ ve (y,y) <b® oldugundan ispat tamamlanr.
ii) ue C(v) ise 0 zaman (u,v) <0 oldugundan ve C(u) dur.
iii) u,v e C(w) ve t€[0,1] oldugunu varsayalim. Bu durumda
(tu+(1-t)v,w) =t{u,w)+(1-t){v,w) <0

bulunur ki bu tu+ (1-t)v e C(w) olmasi demektir.

Simdide zamansal vektorler i¢in Cauchy-Schwartz esitsizligi benzeri bir teoremi
kanitlayacagiz. Boylece iki zamansal vektor arasindaki agiy1 tanimlama olanagi elde ederiz.

Teorem 2.1.9 u ve v iki zamansal vektor olsun. O takdirde

(0. v)[= y=(u,u)y=(vv)

dir. Burada esitlik halinin ger¢eklesmesi i¢in gerek ve yeter kosul iki vektdriin orantili olmast

yani lineer bagimli olmasidir, bu durumda her iki vektdrde ayni zaman konisi i¢cinde bulunur

ve <u,v> = —|u| |V| cosh ¢ olacak sekilde bir tek ¢ > 0 sayis1t mevcuttur. Bu ¢ sayisina U ve v

vektorleri arasindaki hiperbolik agi ad1 verilir.

Kanit u ve Vv lineer bagimsiz iki zamansal vektor olsun. Boylece, U = <u,v> zamansal bir

diizlemdir. Teorem 2.1.4 den dolay1 a ve b ye gore

(au+bv,au+bv)=a’(u,u)+b*(v,v)+2ab{u,v)=0
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seklindeki denklemin ¢dziimii vardir. Ustelik v vektdriiniin zamansal olusuna aykir1 olarak

a =0 dir. Boylece a ile bolersek A ya gore ikinci dereceden
(u,u)+24(u,v)+ 2% {v,v)=0
denklemi ¢dziime sahip olur. Ozel olarak, ikinci derece denkleminin diskriminant: pozitif

olmasi gerektiginden

<u,v>2 > (u,u)(v,v)
olur. Bu U ve V nin lineer bagimsiz olmasi hali i¢in istenen esitsizligi kanitlar. Diger taraftan u

ve V orantili yani lineer bagiml iseler bu halde esitlik elde ederiz.

Teoremin ikinci kismini kanitlamak igin

2
<U,V> >1

(=(uu))(={wv) -

olsun. Eger U ve v ayn1 zaman konisi i¢inde iseler o zaman <u,v> < 0 olacagindan yukaridaki

ifadeden

—(u,v) .

NETN Y

buluruz. Hiperbolik kosiniis fonksiyonu cosh :[0,00) —[1,0) seklinde birebir bir fonksiyon

oldugundan

{u)
NEmN Ty

olacak sekilde birtek ¢ sayis1t bulunmus olur. Boylece asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

coshp =

Sonug 2.1.1 Eger U ve v ayn1 zaman konisi i¢inde bulunan iki zamansal vektor ise o takdirde

|u+v| > |u[+|v]
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dir ve esitlik halinin gegerli olmasi ancak ve ancak U ve v orantil1 yani lineer bagimli olmasi

durumunda gecerlidir.

Tamim 2.1.6 U,V e E;’ olsun. U ile v nin Lorentzian vektorel carpimi
(uxv,w) =det(u,v,w)  (2.2)

kosulunu gercekleyen bir uxv vektoriidiir. Buradan

i -k
UxXV={u U, U, (2.3)
V] VZ V3

olacagi aciktir. Metrigin bilineer olusundan bu vektor mevcut ve birtek olacagi agiktir. Eger

Oklidsel vektor garpimimi Ux_ V ile gdsterirsek Ux_V nin z =0 diizlemine gore yansimast

uxv vektori olarak bulunacaktir.

Teorem 2.1.10 Vektorel ¢arpimin asagidaki 6zelikleri vardir.

1) UXV=-VxUu,

1) uxV vektorii hem u vektoriine hemde v vektoriine ortogonaldir,

iii) uxVv =0 olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul U ile vV nin lineer bagimsiz olmasidir,

1v) UxV =0 vektoriiniin P = <u,v> diizleminde bulunmasi i¢in gerek ve yeter kosul P

diizleminin 1s1ksal bir diizlem olmasidir.

2.2. E; Lorentz- Minkowski Uzayinda Parametrik egriler ve Frenet-Serre Denklemleri

Tamim 2.2.1 Diferansiyellenebilira : | 1 — E;’ doniisiimii Minkowski uzayinda bir egri

gostersin. Bir t e | i¢in «'(t) vektorii uzaysal (sirasiyla zamansal veya 1siksal) ise « egrisine

a (1) noktasinda uzaysaldir (sirasiyla zamansaldir veya 1siksaldir) denir. Eger Vt e | i¢in
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a'(t) vektorii uzaysal (sirastyla zamansal veya 1siksal) ise o egrisine uzaysal (sirasiyla
zamansal veya 1siksal) bir egri ad1 verilir.

O halde genel olarak E;’ de bir egri bu ii¢ siniftan birine ait olmak zorunda degildir, yani | nin

tamaminda egri ayni cinsten olmayabilir, 6rnegin; a(t) = (cosht,tz,sinht) egrisi igin
(a'(t),a'(t)) =4t —1

oldugundan bu egri (—o0,—1/2)U(1/2,) araliginda uzaysal, (~1/2,1/2) araliginda

zamansal ve {—1 /2,1/ 2} kiimesi iistiinde de 1s1ksaldir. Ustelik uzaysal veya zamansal olma

Ozelikleri acik 6zeliklerdir, yani eger o egrisi bir t, € | noktasinda uzaysal veya zamansal ise

bu durumda t, € | noktasmimn(t, —&,t, +5) seklinde bir & -komsulugu, & egrisi bu

komsulugun tamaminda uzaysal veya zamansal olacak sekilde bulunabilir. O halde bir t, € |

noktasinda <a'(to),a '(to)> >0 (veya <0 ) ise o takdirde o egrisinin | {istiinde siirekli olmasi

nedeniyle t 1n en az bir komsulugu, bu komsuluktaki Vtigin <a 't), '(t)> >0 (veya<0)

olacak sekilde bulunabilecegi garanti edilir.

Tamm 2.2.2 a: 1 [ — E; egrisi verilsin. Eger bir t, € | noktasinda a'(t,) # 0 ise bu

noktada egri diizgiin (regiiler) dir deriz, eger Vt e | i¢in o egrisi diizgiin ise egriye sadece

diizglindiir deriz.

Simdi E; de baz1 diizlemsel egri 6rnekleri vermek istiyoruz. p,vell® ve r >0 verilsin.

1) a(t)= p+tv dogrusu v ile ayni causel karaktere sahip bir egridir.

2) a(t)= p+r(cost,sint,0) cemberi uzaysal bir diizlemde kapsanan uzaysal bir egridir.

3) a(t)= p+r(0,sinht,cosht) hiperbolii zamansal bir diizlemde kapsanan uzaysal bir egridir.

4) a(t) = p+r(0,cosht,sinht) hiperbolii 1siksal bir diizlemde kapsanan zamansal bir egridir.
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5) a(t) =(t,t>,t’) parabolii 1s1ksal bir diizlemde kapsanan uzaysal bir egridir.

Simdi de diizlemsel olmayan baz1 egri 6rnekleri verelim.

) al)= (cost, sint, at), a# 0 helisi bir Oklidyen helistir.

2) at)= (at,sinht,cosht), a=0.

3) a(t)=(at,cosht,sinht),a=0.

Minkowski uzayinda bir egrinin causal karakteri o egrinin diizgilin olusunu ve toplojisini
tanimlamamizi saglar.

Teorem 2.2.1 Herhangi bir zamansal veya 1siksal egri diizgiin bir egridir.

Kanit Egrinin zamansal oldugunu kabul edelim ve X, Yy, z fonksiyonlar1 t nin

diferansiyellenebilir fonksiyonlari olmak tizere a(t) = (x(t), y(t), z(t)) olsun. Bu durumda

{(a'(t),a'(t)) =x"(t)* +y'(t)* —z'(t)* <0
olmasi z'(t)* # 0 olmasini gerektirir ki bu a(t) egrisinin diizgiin olmasin1 garanti eder. Eger
a(t) egrisi 1siksal ise

(a'(®),a'(®)=x'0)" +Y'(1) - 2'®)’ =0
olmas1 yine z'(t)* # 0 olmasim gerektirir, ¢iinkii aksi takdirde eger z'(t)> =0 olursa bu
durumda yukaridaki denklemden dolay1 X'(t) = y'(t) = 0 elde ederiz ki bu da «'(t)=0
olmasini gerektirir, bu ise egrinin 1s1ksal olusu ile ¢elisir. Bu nedenle «'(t) # 0 olmak

zorundadir, yani egri diizgiindiir.

Sonug 2.2.1 Zamansal veya 1siksal bir egri bir t, noktasinin bir 6 -komsulugunda diizgiin f ve

g fonksiyonlari igin t € (t, —&,t, + &) olmak iizere

a®=(f),g().t)
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seklinde yazilabilir, eer egri uzaysal ise bu durumda a(t) = (t, f(b), g(t)) veya
a(t)= ( f(b),t, g(t)) yazabiliriz.
Teorem 2.2.2 E’ de kapali bir o egrisi bir P afin diizleminde kapsanilsmn. O takdirde,

1) a egrisi uzaysal ise o durumda P uzaysal bir diizlemdir.
2) o egrisi zamansal veya 1siksal olamaz.
Kanit

1) Genelligi bozmaksizin P diizleminin bir vektorel diizlem oldugunu g6z 6niine

alabiliriz. Eger P diizlemi zamansal ise P = (ez,e3> seklinde oldugunu varsayalim. O
halde a(t) = (0, y(t), Z(t)) yazabiliriz ve y:[J — [ fonksiyonunun
diferansiyellenebilir, dolayisiyla siirekli olmasindan dolay1 bir t, noktasinda bir
maksimuma sahip oldugunu sdyleyebiliriz. Boylece, y'(t,) =0 olacagindan

a'lt)= (O, 0,z '(to)) vektorii zamansal olurki bu hal i¢in yapilmis olur. Diger taraftan
eger P diizlemi 1siksal ise P = <e] ,€, + e3> seklinde oldugunu varsabiliriz. Bu
durumda a(t) = (x(t), y(t), y(t)) yazabiliiz ve buradaki x(t) fonksiyonu yukaridaki
gibi bir t, noktasinda maksimuma sahip olur. Boylece «'(t,) =(0,y'(t.), y'(t.))

vektoriiniin 1s1ksal oldugu elde edilir ki bu bir ¢elismedir, dolayisiyla bu hal i¢ginde
ispat tamamlanmis olur.
2) «a egrisinin zamansal oldugunu kabul edelim. Bu durumda uzaysal veya 1siksal

diizlemler zamansal vektor kapsayamayacagindan diizlem zamansal olmak

zorundadir. Eger P = <e2, e3> dersek, z(t) fonksiyonunun bir maksimuma sahip

olacag: bir t, noktasinda &'(t,)=(0,y'(t,),0) olurki bu vektdr uzaysaldir. Bu ise bir

celismedir, ¢linkii & egrisinin zamansal bir egri oldugunu kabul etmistik. O halde

17



a egrisi zamansal olamaz. Benzer sekilde o egrisinin 151ksal olamayacagini da

kanitlayabiliriz, boylece ispat tamamlanmis olur.
Sonug 2.2.2 E’ Minkowski uzaymda zamansal ve 1siksal kapali egri bulunamaz.
Simdide uzaysal olmayan diizlemlerin kapali olmayan egriler igcerebilecegini 6rneklerle

gosterelim. a(s) = (0, sinh s, cosh S) egrisi <e2, e3> zamansal diizlemde bulunan uzaysal
bir egridir. Benzer sekilde, a(S) = (S, s, 53) egrisi 1g1ksal <el, e, + e3> diizleminde bulunan

uzaysal bir egridir.
Bundan boyle ele alacagimiz biitiin egriler diizgiin olacaktir. Asagidaki teoremi ispatsiz
ifade edelim.

Teorem 2.2.3 [2], @ egrisinin uzaysal veya zamansal bir egri oldugunu kabul edelim. O

takdirde |a'(s)| =1 olacak sekilde bir parametre degisimi vardir. Yani t, € | olsun.
B=acp:(—¢,¢)—> E doniisiimii igin | 8'(s)| =1 olacak sekilde bir

0 (—é‘, 6‘) - (to -o,t +0 ) doniigiimiinii tanimlayan &,0 > 0 pozitif reel sayilar1 daima
bulunabilir.

Bu teoremdeki S yay uzunlugu fonksiyonu uzaysal egriler i¢in bilinen klasik ifadesiyle

verilirken zamansal egriler igin

t

s(t) =—[(@'(u),a'(u)) du

t
biciminde verilir. Isiksal egriler icinse durum daha farkli farklhidir. Ciinkii eger a(t) bir

1s1ksal egri ise a'(t) hiz vektoriide 1s1ksal olacagindan bu egriyi yay uzunlugu cinsinden

yeniden parametrelendirmek anlamsiz olacaktir. Ancak <a '), '(t)> =0 oldugundan bu

esitligin t ye gore diferansiyeli alirsak <a '), "(t)> =0 elde ederiz. a"(t) # 0 oldugunu
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kabul edersek o zaman « "(t) uzaysal bir vektor olacagindan «(t) egrisini |a "(t)| =1
olacak bigimde yeniden parametrelendirebiliriz. Bunun miimkiin oldugunu asagidaki
teoremden gorebiliriz.

Teorem 2.2.4 E’ de 1siksal bir a egrisi verilsin. & nin | p "(S)| =1 olacak bigimde

L(S) =a(4(9)) ile verilen bir yeniden parametrelendirilmis bir £(S) egrisi vardir. Bu

durumda o egrisi S yay uzunluguna gore yari-parametrelendirilmisdir deriz, bu
parametreye bazen pseudo-parametre veya pseudo-yay uzunlugu adi da verilir.
Kamt Bilinmeyen bir ¢ fonksiyonu i¢in A(S) = a(¢#(S)) yazalim. Bu esitligi iki kez

turetirsek

B(s)=4"(s)a'®)+($(5))" a"(t)

elde ederiz. Buradan

(B'(9),8"5)) =(#'®))'|a"Of
buluruz ki eger bu ifade 1 olacak sekilde alirsak ¢ fonksiyonunu

Pe=—1 . y0)=t,
a"(¢(5))

seklindeki diferansiyel denklemin ¢6ziimii olarak tanimlayabiliriz.
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3. EE MINKOWSKI UZAYINDAKI EGRILERIN EGRILIKLERI VE

DUZLEMSEL EGRILER

3.1. Egrilik ve Burulma

Bu béliimde E; de verilen diizgiin bir egrinin her noktasina bir ortonormal baz karsilik

getirerek egrinin geometrisini bu bazlara gore inceleyecegiz. Bu baza Frenet catis1 veya bazen
Frenet ii¢yiizliisli ad1 verilir. Bu bazin egri boyunca degisimini incelemek suretiyle egrinin

ambient (list) uzay i¢indeki deformasyonu hakkinda bilgi sahibi olabilecegiz. Bilindigi lizere
en basit egriler uzaydaki dogrulardir. Eger p € E; noktasi ve v # 0 vektorii verilirse bu
noktadan gegen ve dogrultusu verilen vektor ile ayni olan dogru a(t) = p+tv seklinde
parametrelendirilir. Boylece « "(t) =0 olacagindan egrinin ivmesi sifir olur ve dogrunun
egriliginin sifir oldugunu soyleriz. Tersine herhangibir S parametresi i¢in «"(S) =0 ise bu
denklemi iki kez integre etmek suretiyle dogrunun denklemini elde ederiz. Eger egriyi yay

uzunlugu olmayan keyfi bir parametre ile yeniden parametrelendirisek, 6rnegin <el>

dogrusunu a(s) = s’e, seklinde bir parametrelendirilmisi géz dniine alirsak «"(s) =0 kosulu

gerceklenmez. Bu nedenle daha kolay calisabilmek i¢in egrileri ya yay uzunlugu veya pseudo-
yay uzunlugu ile parametrelendirmeyi tercih ederiz.

Tamm 3.1.1 a(S) egrisi S yay uzunlugu veya pseudo-yay uzunlugu ile parametrelendirilmis

olsun. T(S) = '(s) vektoriine s noktasindaki tanjant (teget) vektor diyecegiz. Buna gore
<T (s),T '(S)> =0 dir ve her si¢in T'(S) #0 ve T(S) ile T '(S) nin lineer bagimsiz olduklarini
kabul edecegiz. x(S) = |T '(S)| ye a(S) egrisinin S noktasindaki egriligi ad1 verilir.

Simdi egrileri karakterlerine gore ele alalim:
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Zamansal egriler.

a(s), E; de zamansal bir egri olsun. Béylece T'(s)# 0 dir ve T(s) ile lineer bagimsizdur.
a(S) egrisinin egriligi x(S) olmak iizere

a'(s) _T's)

NE= la(s)]  x(s)

(3.1)

seklinde tanimlanan vektorii egrinin normal vektorii olarak tanimlariz. (3.1) den
x(5)=(T'(5),N(s)) elde ederiz.

B(s)=T(s)xN(s) 3.2)
seklinde tanimli B(S) vektoriine de egrinin binormal vektorii adin1 verecegiz. B(S) vektorii

birim vektor ve uzaysal bir vektordiir. Boylece egrinin her noktasinda elde ettigimiz {T,N, B}

catisma E; in Frenet gatisi adini verecegiz.

7(s)=(N'(s), B(s)) (3.3)
seklinde tanimlayacagimiz 7(S) fonksiyon degerine de egrinin S noktasindaki burulmas adini
verecegiz. Eger T,N, B vektorlerinin tiirevlerini {T, N, B} bazi cinsinden ifade edersek

Frenet-Serre denklemleri adin1 verecegimiz ve ti¢ilinii birden matris notasyonu ile

Y (0 x O\T
N'|={x 0 z|N (3.4)
B') (o -z o) B

seklinde gosterecegimiz egrinin Frenet-Serre denklemlerini elde ederiz.
Uzaysal egriler.

Simdide a(s), E; de uzaysal bir egri olsun. T '(S) nin causal karakterine gore {i¢ durum soz

konusudur.
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,N(s):% ve

a) T'(s) vektorii uzaysal olsun. Benzer sekilde, x(s)=[T (s)

B(s) =T(s)x N(s) yazabiliriz. Ancak bu hal i¢in yukarida verdigimiz (3.4) denklemi

T 0 « O\T
N'|=|-x 0 7| N (3.5
B' 0 r O)\B

seklindedir ve burulma fonksiyonu 7 =—(N',B) seklinde verilir.

'

b) T'(s) vektorii zamansal olsun. x(S) =,/ —<T '(s),T '(S)> olmak iizere normal vektor N = r
K

seklindedir ve B(S) =T (S)x N(S) binormal vektor uzaysal bir vektordiir. Bu halde (3.4) ve
(3.5) denklemleri

T' 0 « O)T

N'|=|x 0 7| N (3.6)

B' 0 r 0O/\B
seklindedir. Egrinin burulmasi ise 7 = <N ', B> seklinde olur.

c) T'(s) vektorii 1siksal olsun. T'(S)# 0 ve T(S) ile lineer bagimsiz oldugundan normal

vektori N(S) =T '(s) olarak tanimlayabiliriz. B(S) binormal vektér T ye dik olan ve
(N,B)=1 kosulunu saglayan 1giksal bir birim vektordiir. Bu hal i¢in Frenet-Serre

denklemleri

T 0O 1 O0Y\T
N'[=[ 0 7 O (N (3.7)
B' -1 0 -/ B

seklinde elde edilir. Buradaki 7,  egrisinin burulmasidir ancak egrinin x egriligi
tanimlanamaz.

Isiksal egriler.
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Bu halde, o egrisinin S pseudo-yay uzunlugu ile parametrelendirildigini ve «"(S) vektoriiniin

uzaysal bir birim vektor oldugunu kabul ediyoruz. Tanjant ve normal vektorler sirasiyla

T=a've N(s)=T'(s) seklinde ve binormal vektor ise N(S) ye dik olarak ve
<N (s), B(s)> =1 kosulunu saglayan 1siksal bir birim vektor olarak tanimlanir. BU durumda

Frenet-Serre denklemleri

™Y (0 1 0Y(T
N'|=[z 0 -1|IN (3.8)
B') lo0 -z 0/ B

seklinde elde edilir. Buradaki 7z bir 6nceki haldekine benzer olarak « egrisinin burulmasidir
ancak egrinin x egriligi yine tanimlanamaz.

Egrinin yay uzunlugu cinsinden parametrelendirilmemis olmasi durumunda Oklidyen ambient
uzaydaki egrilerde oldugu gibi egrilik ve burulma fonksiyonlarini miimkiin olan haller i¢in

tanimlayabiliriz. Bu durumda, egriyi f = a o¢ seklinde yay uzunlugu cinsinden yeniden
parametrelendirirsek x, (t) =&, © ¢ ver, (t)=1 5 ° ¢ seklinde tanimlariz ve 6rnegin

zamansal egriler i¢in

o) xa"(t) _ | '(t) x a"(t)|

K, (1) = 3 32
a'®  (~(a'®.a'D))

(3.9)

Ve

_ det(@'(t),"(1),a"(1))

T(t) 2
e '(t)x (1))

(3.10)

seklindeki egrilik ve burulma ifadelerini elde ederiz.
Simdi E’ deki diizlemsel zamansal egriler igin Oklidyen diizlemsel egrilerinkine benzer bir

teoremi verelim ve kanitlayalim.
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Teorem 3.1.1 P, E; de zamansal bir diizlem ve x:1 —[ diizgiin bir fonksiyon olsun. Bu

takdirde P diizlemi i¢inde egriligi verilen x fonksiyonu olan bir uzaysal egri bulunabilir.

Benzer sekilde, P diizlemi i¢inde egriligi verilen x fonksiyonu olan bir zamansal egri vardir.
Kamt Genelligi bozmaksizin P = <el,e3> ve p, =(0,0,0) alabiliriz.
1) «(0)=(0,0,0) ve a'(0)=¢,, k,(S)=x(S) olacak sekilde bir uzaysal « egrisi bulmamiz

gerekir. 6:1 —[] fonksiyonu
0(s) = [ x(t) dt
0

seklinde tanimlansin ve

X(S) = jcosh(e(t)) dt, z(s) = jsmh(e(t)) dt

0 0

fonksiyonlarini tanimlayalim. Boylece a/(S) = (X(S), Z(S)) aradigimiz egri olur. Clinki,
oncelikle «(0) =(0,0) dir ve

a'(s) = (cosh(6(s)),sinh(6(s))), a"(s) = «(s)(sinh(6(s)),cosh((s)))
oldugundan «'(0) = (cosh(0),sinh(0)) = (1,0) bulunur ki bu & egrisinin yay uzunlugu
cinsinden parametrelendirilmis bir uzaysal egri olmasini gerektirir. Buna gére o egrisinin

egriligi x(s)=|a"(s)| dir.

2) Baslangig¢ hiz vektorii e; olan zamansal bir egri bulmamiz iginse 8(s) = J K(t) dt ve
0

X(s) = jsinh(@(t)) dt, z(s) = jcosh(@(t)) dt

0 0

almamiz yeterli olacaktir.

3.2. E’ de sabit egrilikli diizlemsel egriler
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E; deki bir afin diizlemde kapsanan diizlemsel bir egri géz dniine alalim. Kati bir hareket

sonrasi bu afin diizlemi bir diizlem gosteren bir vektdr uzay1 seklinde diistinebiliriz. Bu
kisimda bdylesi bir diizlemde sabit egrilikli egrileri inceleyecegiz.

Teorem 3.2.1 o egrisi zamansal bir diizlemde kapsanan yay uzunlugu ile
parametrelendirilmis zamansal bir egri olsun. Vv ise bu diizlemde <V, e3> < 0 kosulunu saglayan
(V € C(e3)) , yani gelecege yonlendirilmis (future-pointing) sabit bir birim vektor olsun. ¢(s),
T(s) ile v arasindaki hiperbolik ag1 ise o takdirde x(s)=|¢'(s)| dir.
Kamt. Genelligi bozmaksizin P = <el,e2> ve V; >0 olmak iizere v =(0,v,,v;) alalim.
—cos¢@(S) = <T (s),v)
seklinde tanimladigimizi dikkate alirsak bu esitligi tiiretirsek
~¢'(s)sinh ¢(s) = x(5)(N(s),V)
elde ederiz. {N ,T} , P diizleminin bir bazi oldugundan
v=(V,N($))N()—(V,T(5))T(5)
yazabiliriz. Boylece,
~1=(v,N(s))’ —(V,T(5))" =(v,N(5))" ~ cosh(¢(s))’
yani, (v, N(s))==sinh(¢(s)) buluruz, bu nedenle x(s) =|¢'(s)| dir.

Bu teoremi kanitladigimiza gore artik sabit egrilikli diizlemsel egrileri ¢alisabiliriz. Bu sabit
egrilik sifir ise egrinin bir dogru olacag aciktir, o nedenle sabit egriligin sifirdan farkli oldugu
halleri ele alacagiz. Simdi sabit egrilikli diizlemsel egrileri karakterlerine gore inceleyelim:

a) Sabit egrilikli zamansal egriler
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Bu durumda egriyi kapsayan diizlemde zamansal olmak zorundadir. O halde P = <e2, e3>
oldugunu ve bdylece a(s) = y(s)e, + z(s)e, seklinde oldugunu kabul edebiliriz. Egri yay

uzunlugu cinsinden parameterelendiridigine gore y'(s)* —z'(s)’ =—1 dir. O zaman
2'(s) =cosh @(s), Yy'(s)=sinh¢(s)
yazabiliriz. Boylece  nin egriligi
K(s) =|a"(s)|=|#'(s)| = a
seklinde hesaplanir. Bu durumda ¢(s)=as+b den
y'=sinh(as+b), z'(s)=cosh(as+b)
yazilir ki buradan egrinin
a(s) = é(cosh(as +b)e, +sinh(as+b)e,)
denklemi ile verilen P diizlemindeki bir Oklidyen hiperbol egrisi oldugunu buluruz.
b) Sabit egrilikli uzaysal egriler
Simdide sabit egrilikli diizlemsel uzaysal olan egrileri elde edelim
1) P= <el, e2> oldugunu kabul edelim. Lorentz metriginin P diizlemine indirgenmisi Oklid

metrigi ile uyusur. Dolayisiyla, genel olarak uzaysal bir diizlemde sabit egrilikli olmayan
egrilerin Oklid ve Lorentz egrilikleri uyusmak zorunda olmamasina karsin sabit egrilikli

egriler i¢in her iki anlamdaki egrilikler cakisacaktir, o nedenle o egrisi bir Oklid cemberidir.

2) Diizlem zamansal olsun, X =0 diizlemini alabiliriz. Béylece x'(s)* —z'(s)’ =1 olmak
lizere a(S) = (X(s), 0, Z(S)) alabiliriz. Buna gore X'(S) =cosh(€(S)), z'(s)=sinh(é(s)) olacak

bicimde bir 8 €[] fonksiyonu vardir. Yukarida ifade ettigimiz diisiinceyle
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a(s)=(x(s),2(s)) = (é sinh(as + b),icosh(as + b)j = é(sinh(as +b), cosh(as +b))

elde ederiz. O halde, egri bir Oklid hiperboliidir.
3) Diizlemin 1siksal oldugunu farzedelim.Bu halde bir egrinin egriligi kavrami

tanimsizdir. Bir kat1 hareket ile egriyi kapsayan diizlemin y—2z =0 denklemi ile
verilen diizlem oldugunu kabul edebiliriz. Boylece egriyi, a(S) = (X(S), y(s), y(s))
bi¢ciminde yazariz. Egri yay uzunlugu parametreli uzaysal bir egri oldugundan

x'(s)* =1 dir. O halde x(s)=s yazabiliriz. Bu durumda T(s) =(1,y'(s), y'(5))
seklindedir. T '(S) nin 1s1ksal oldugunu biliyoruz ve diizlem sadece bir tek 1s1ksal
dogrultu igereceginden T '(S) ile sabit v =(0,1,1) gibi bir vektor lineer bagimli olur.

O halde 7 =0 iken o egrisinin sabit egrilikli olacagini sdyleyebiliriz. Sonug olarak

T'(s) =V alabiliriz. Bu denklemi integre edersek @ uzaysal bir birim vektér olmak

uzere

2
a(s)=p, +5W+%(ez +€;)

buluruz. Ayrica <W, W> =1 oldugundan celJ i¢in W=¢, +C(e, +€,) almak suretiyle

2
a(s)=p,+se + (cs +S?] (e, +e,)
elde ederiz, o halde egri bir yeniden parametrelendirmeye kadar ekseni 1siksal dogrultuya
paralel olan P diizlemi i¢inde bir parabol egrisidir.
¢) Sabit egrilikli 1s1ksal egriler
a egrisi bir P diizleminde kapsanan 1siksal bir egri olsun. P diizlemi 1s1ksal veya zamansal

olabilir. O nedenle iki durumu ayr1 ayr1 ele alalim:
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1) Diizlem 1siksal olsun. P = <el,e2 +e3> seklinde olsun. «'(S) 1siksal oldugundan
ve diizlemde bir tek 1siksal dogrultu bulunacagindan diferansiyellenebilir bir f
fonksiyonu i¢in «'(S) = f(S)(e, +&,) yazabiliriz. Bdylece a egrisi bir
dogrudur.

2) Diizlem zamansal olsun. P = <e2,e3> seklinde olsun. Diizlemde lineer bagimsiz
sadece iki dogrultu oldugundan onlar €, +¢€, ve e, —e, dogrultulari olarak
alabiliriz ve boylece «'(S) = f(S)(e, £ €,) yazabiliriz. Diger taraftan v=0
1siksal olmadigindan | aralig iistiinde ya o '(s) = f(S)(e, +e,) veya
a'(s) = f(s)(e, —e,) olmalidir. Sonug olarak egri bir dogru olur.

Benzer diislinceyi o egrisini uzaysal ve N asal normalini de 1s1ksal alirsak 7 =0
iken egrinin | istiinde sabit egrilikli olacagini gosterebiliriz. Bu durumda

N '(s) =0 olur ve bunu integre edersek N(S)=V uzaysal bir vektor olmak {izere
a'(s)=sv+Ww elde ederiz. Ancak (T,N)=0 oldugundan Vsigin s+(v,w)=0
bulunur ki bu bir ¢elismedir, o halde sadece v =0 dir, yani egri bir dogrudur.
Sonug olarak, E’ de kati hareketler disinda sifirdan farkli sabit egrilige sahip olan

diizlemsel egriler Oklidye ¢emberler, hiperboller ve parabollerdir.
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4. E2 MINKOWSKI UZAYINDA EGRILERIN ELASTIK OLMAYAN

HAREKETLERI

4.1 Minkowski uzayinda uzay egrilerinin elastik olmayan hareketleri

E;’ Minkowski uzayinda a(s), se |, egrisi yay uzunlugu ile parametrelendirilmis olsun.

Bu kisimda (2.1) de tanimladigimiz metrigi
ds* = g; dx'dx’

seklinde yazalim, burada 1<1i, j <3 ve x= (Xl, x*, X’ ) = (X, Y, Z) olarak alacagiz ve

g =diag(1,—1,—1) yani diger bir gdsterimle Minkowski metrigini
ds® =dx* —dy’ —dz’ 4.1)

seklinde alacagiz. Boylece, a(S) egrisinin her noktasinda ortonormal {T, N, B} catisinin
g,TT!=1, g;N'N'=-1, g;B'B' =1 (4.2)

kosullarini saglayacagi agiktir. Burada T = Z—Z altyoruz. «(S) egrisinin herhangi bir S

noktasinda egrilik ve burulma fonksiyonlar sirasiyla & ve 7 olmak {izere Frenet-Serre

denklemleri
dl =xN',
ds
aN" _ KT'—7B', 4.3)
ds
di =7N'
ds

denklemleriyle verilir.
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Burada T,N ve B sirasiyla (S) egrisinin herhangi bir S noktasindaki teget, normal ve

binormal vektdrleridir, [1].

Simdi, E; Minkowski uzayinda basglangig egrisinin yay uzunlugu | olmak {izere
F:[0,11x[0,@] — E; (4.4)

seklinde diizgiin zamansal egrilerin 1-parametreli bir ailesini goz oniine alalim. U egrilerin

degisken parametreleri ve 0 <u <| dir. F nin yay uzunlugu

t|oF
s(u)=||l—/ du (4.5)
-([ ou
1/2
seklinde verilir. Burada, ﬁ = ﬁ,ﬁ dir. Ayrica, V= 8_F olmak iizere 2, u
ou ou ou 0s
cinsinden
212 ws)
ds  vou '

seklindedir. Boylece S yay uzunlugu parametresi i¢in ds =vdu yazilabilir. Boylece, F nin bir
akist

% = fT +gN+hB (4.7)

seklinde tanimlanir.Yay uzunlugunun varyasyonu ise

s(u,t) = jv du
0
Seklinde verilir, ayrica egrinin herhangi bir dis etkiye sahip olmamasi1 Vu e [0, I] olmak tizere
0 tov
—s(u,t)=|—du=0 4.8
S0 j = (4.8)

kosulunu saglamasi ile garanti edilir.
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Tamim 4.1.1 Bir F(u,t) egri evoliisyonu ve E; de bunun a@—’: hareketi (akist) %‘Z—F‘ =0
u

kosulunu sagliyorsa bu evoliisyona elastik olmayan bir evoliisyondur deriz.

Teorem 4.1.1 %: = fT + gN + hB denklemi ile verilen zamansal bir diizgiin F varyasyonel

egri hareketinin elastik olmayan bir hareket olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a =—-0K

esitliginin saglanmasidir, burada x egriligi ve S de yay uzunlugunu gdstermektedir.

F o

Kanit F bir zamansal bir egri varyasyonu oldugundan <Z—, p > =V’ dir. Diger taraftan U ve
u u

t lineer bagimsiz koordinatlar oldugundan 82 ile %degisimlidir. Boylece,
u

ov a<aF aF>
V—=—(—,—
ou  ou

ot ot
5 ﬁi(aij
ouou\ at

= 2<ﬁ,i( fT +gN + hB)>

ou  ou
=2V T,iT + fvkN +8_g N +g(xvT —VrB)+a—hB+ hvzN
ou ou ou
=2v (i + gv:cj
ou
elde ederiz, [12]. Boylece,

&y ﬂ+ gvx (4.9)
ot ou '

elde etmis oluruz. Simdi a@—’: nin elastik oldugunu varsayalim. (4.9) dan Vu e [O,I] i¢cin

0 tov
—s(u,t)=|—du
8t( ) !é’t
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(&)
—+0gvk | du
ou

I
O o= c

f . .
buluruz. Bu sonug a =—QVk veya (;i =—Qgx olmasim gerektirir. Boylece teoremin gerek
S

kosulunu kanitlamis oluruz. Tersine hareketle teoremin yeter kosulunu da kanitlayabiliriz.
Simdi egrilerin yay uzunlugu cinsinden parametrelendirildiklerini kabul edelim, yani v =1
olsun, boylece U koordinati egrinin S yay uzunluguna esit olur.

Teorem 4.1.2 {T, N, B} Frenet-Serre ¢atisinin diferansiyel ifadelerinin {T, N, B} catisi

cinsinden yazilmasi ile elde edilecek olan Frenet-Serre denklemleri

a—T:(fK+a—g+ hrj N +(—gr+a—h] B,
0s 0s

ot
%:(f,ﬁa_gmrjnxs, (4.10)
ot 0S

@:(a_h—gro N

ot oS

seklindedir, burada A = <%, B> dir.

Kamit Teorem 4.1.1 ve (4.3) Frenet-Serre denklemlerini kullanarak

ﬂ:gﬁzi(ijLgNthB)

ot otos os
:ﬁT+fKN+a—gN+g(KT—rB)+a—hB+hrN
0os 0s 0s

=( fK+8_g+ hr] N +(—gr+a—th
0S 0s
yazabiliriz. Frenet ¢atis1 ortogonal oldugu i¢in <T ,N > = <T, B> = <N , B> = 0 ifadeleri

mevcuttur. Bunlari t ye gore tiiretirsek,
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0=Q<T,N>= ﬂ,N + T,@ :—(flc+6—g+hJ Tm
ot ot ot 0s ot
ozﬁ(T,B>= T )1, BV ogr D 7 B
ot ot ot 5\
0

0=Q<N,B>= @,B + N,—B =A+(N, %
ot ot ot "ot
buluruz.

Yukaridaki 1fadelerden< > <%3, > 0 oldugundan istenen

a._ ( +—+hrj ( gr+—jB,
ot

a—N_( _g j + AB,

ot 0s

ot \0s

denklemleri elde edilmis olur.

Simdide, egrinin hareketinin yani F(S,t) nin elastik olmayan bir evoliisyon olmasi i¢in

egrilik ve burulma fonksiyonlarinin saglamasi gereken kosullar1 elde edelim:

Teorem 4.1.3 Kabul edelimki %: = fT + gN + hB egri akisi elastik degildir. O takdirde

asagidaki kismi tiirevli denklemler saglanir:

ok O o’g 0 oh
—=—(fr)+—=+—(hr)—gr’ +7— 4.11
A el et M 1D
or oh oA
o = - 4.12
ot K(as gfj s (+12)
g 0 o’h
Kl=—1| fk+—+hr |—— +—. 4.13
T( P TJ as(gr) 0s’ (+13)
Kamt o = 20t seklindeki integrallenebilme kosulunu kullanarak
os ot ot os
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oar_2o (f +8_9+th (—gr+@j8
s ot 83 0s oS
2
:{—(fK)Jra g+—(h )jN+(fK+Z—2+hrj(/{T 7B)

0 o’h oh
+| —— +— |B+| —gr+— |zN,
( 6s(gr) 632} ( o 65}

buluruz. Diger taraftan

ﬁﬂ__( N)= 8K +{(f/(+g—g+hro+lB}

ot os ot s
oldugundan
ok 0 o’g
—=—fr)+—+—(hr)-gr’ +7—
o as( ) P (hr)—g
ve
og 62h
KA =— f/<+a +hr ——(g )+
0oB 0B
elde ederiz. Benzer sekilde = = Frar seklindeki integrallenebilme kosulunu kullanarak
S S

oB_0 (a_h_g jHN
0s ot 0s |\ 0Os

o’h 0 oh
Z(GT__(Q )j (g—gijN

—Zl N - A(xT - 7B),

elde ederiz. Diger taraftan,

QG_BZQ(TN):@N +7 (f/c+a—g+hro + 1B
ot os ot ot 0S

oldugundan
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ot (ah j oA
ot oS oS

kosulunu elde ederiz.
4.2 Minkowski uzayinda diizlem egrilerinin elastik olmayan hareketleri

Simdi de E; Minkowski uzayinda diizlemsel yani burlmast sifir olan zamansal
egrilerin elastik olmayan hareketlerini inceleyelim.

F(s,t) egri evoliisyonunun (X, y)-diizleminde gerceklestigini kabul edelim. Bdylece
(4.3) Frenet-Serre denklemleri asagidaki bigime indirgenir:

ar

—=xN,

ds

d—N=rcT, (4.14)
ds

B

ds

Eger B vektor alaninm1 (X, Y)-diizlemine normal olan birim vektor alani olarak segersek geriye

sadece T ve N ye gore iki boyutlu halde bir diferansiyel denklem sistemini ¢6zmek kalir, yani

(4.14) sisteminin genel ¢ozliimiind, a , b ve ¢ keyfi sabitler ve 6(S) = J-K(S) ds+c olmak iizere
0

F(s,t) = (j cosh(6(s)) ds +a, isinh(@(s)) ds+b, OJ (4.15)

0 0

olarak buluruz.

35



5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu boliimde oOnceki boliimlerde inceledigimiz hususlarin bir degerlendirmesini

yapacagiz. Elastik olmayan diizlem egrilerinin hareketleri miihendislik uygulamalarinda

son giinlerde yogun bigimde kullanilmaktadir. Biz bu tez galismasinda E; Minkowski

uzayindaki egrilerin zaman evoliisyonunu calistik. Bilindigi {izere E’ de diizlemsel kapali
egrilerin zaman evollisyonu limit durumda bir ¢embere donligmektedir. Ancak kapali
diizlemsel egri hali Minkowski uzayinda her zaman gerceklesmeyecegi i¢in bir zorluk
ortaya c¢ikarmaktadir. Bu durum o6zellikle zamansal egriler i¢in sd6z konusudur. Diger
taraftan 1siksal egriler i¢inde durum beklendigi kadar agik degildir. Isiksal egrilerin
hareketleri kisith sekilde ele alimmistir. Bu konuda K. Honda ve J.I.Inoguchi [8]
tarafindan yapilan “ Deformations of Cartan framed null curves preserving the torsion”
baslikli caligma dikkat ¢ekmektedir. Bu ¢alismada Cartan catisina sahip iki 1siksal egrinin
binormal dogrultular1 ¢akisacak bicimde ve karsilikli noktalarda da burulmalarmin esit
olacagi kanitlanmaktadir. Bu konuda diger bir ¢caligma ise J. B. Formiga ve C. Romera [2],
tarafindan yapilmis ve asagidaki teoremler kanitlanmistir.

Teorem 5.1 Diferansiyellenebilir x(s)>0 ve 7(S) fonksiyonlar:1 verilsin. Bu durumda
egrilikleri verilen x ve ¢ fonksiyonlar1 tarafindan tanimlanan zamansal bir diizglin «
egrisi vardir ve aynm kosullar1 gercekleyen bir diger & egrisi a dan bir Poincare
fonksiyonu ile fark eder, yani X=Lx+a olacak sekilde bir uygun L Lorentz matrisi ve
sabit bir a vektorii bulunabilir.

Teorem 5.2 Egriligi sifir olmayan zamansal bir ¢ egrisinin bir diizlemde kapsanmasi i¢in

gerek ve yeter kosul 7(S) =0 olmasidir.
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