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OZET

Euler denklemler sistemi hidrodinamigin temel denklem sistemlerinden biri olmanin
yani sira, bir cok onemli problemleri de modellemektedir. Bilindigi gibi, Euler denklemler
sisteminin ¢dzimi, hatta bir boyutlu ve skaler sekilde yazildigi halde bile, yeri dnceden
bilinmeyen sicrayis noktalarina sahip olmaktadir. Bilindigi gibi bu tir 6zelliklere sahip olan
fonksiyonlar zayif ¢ozim kavrami icerilerek ifade edilebilinir. Dolayisiyla problemin zayif
¢OzUmU soz konusu olmaktadir.

Sonraki isler icin gereken kismi turevli diferansiyel denklemler teorisinden bazi temel
kavramlaratezin birinci boliminde yer verilmistir.

ikinci ve Uclincli bolumlerde, iki ve U¢ boyutlu Euler denklemler sisteminde
bulunmayan diferansiyellenebilme 6zelligine sahip 6zel yardimer problemler icerilmis ve sz
konusu yardimci problemlerin sirasiyla Euler denklemler sistemi icin Bernoulli ve Cauchy
integrali oldugu gosterilmistir.

Tezin son bolimunde ise Euler denklemler sisteminin 6zel durumu olan ince tabaka
problemi incelenmistir. Bunun icin Von-Mises dontusumt kullanilarak ince tabaka problemi
denklemi nonlineer dgjenere olan denkleme indirgenmis ve elde edilen denklemin gergek

¢OzUmu bulunmus ve ¢ozUmiin diferansiyellenebilme 6zellikleri irdelenmistir.



ABSTRACT

THE NUMERICAL SOLUTIONS OF THE EULER’S SYSTEM IN A CLASS OF
DISCONTINUOUS FUNCTIONS

Euler's system of differentia equations is one of the basic systems of hydrodynamics
which models many important practical problems. As it is known that the solution of the
Euler’ s system even in one dimensional case has the points of discontinuities whose locations
are unknown beforehand. The function of this type can be expressed by the concept of a weak
solution.

The necessary theoretical background for further investigations is given in the first
section.

In the second and third sections, the auxiliary problems having some advantages over
the main problem for both two and three dimensional Euler’s system are introduced.

It is also proved that the suggested auxiliary problems are the first Bernoulli and
Cauchy integrals of the two and three dimensiona Euler’s system of equations, respectively.

Finally, the boundary layer equations which are the specia cases of the Euler’s system
of equations are investigated. Using the Von Mises transform, the boundary layer equations

are reduced to the quasi linear parabolic equation in the (x,y) coordinates. Moreover, the

exact solution of this problem is obtained, and the differentiable properties of this solution are
studied.



1. GIRIS

Euler denklem sisteminin ¢ikarilisina deginmeden 6nce akiskanlar dinamiginin gok 6nemli bir
kavramini ele alaim. Herhangi bir t zamaninda ayni pargaciklari iceren w(t) = R® bélgesine
maddi hacim veya haraket eden hacim denir. Dolayisiyla maddi hacim derken, hareket zamani
ayni akiskan parcaciklarini iceren boélge kastedilmektedir. f(x,y,z,t) akiskanin hareketini
ifade edebilen belli bir biyukltk olsun. Bu buyuklik drnegin, sivi hizinin bir bileseni veya p
yogunlugu olabilir. Oncelikle belirtelim ki, of /ét tirevi f in uzayin herhangi bir sabit alinan
(X,y,z) noktasindaki (zamandan bagimsiz olmak suretiyle) degisim hizi anlamina
gelmektedir. Tersine, Df /Dt ile gbsterilen turev ise akiskanin total degisim hizi

g_‘; =% F[x(t), y(0), 20)]

olmaktadir. Burada (x(t),y(t),z(t)) lokal akis hizi G olan sivinin zamana gore degisimi gibi

anlasiimaktadir, yani akis
de_ody_od_
dt dt dt
denklemleriyle tanimlanmaktadir. Zincir kurall uygulanarak
Df of dx of dy of dz of
— =t —— + —
Dt oxdt oydt ozdt ot

ve bdylece

Df of of of of
—=—+U—+V—+W—
Dt ot ox oy 0z

olmaktadir. V operatoril kullanilarak son ifadeicin

Df of

elde edilir. (1.1) denklemini G = (u,v,w) vektorl icin kullanirsak, akisinivmes igin

@:6—u+(u-v)u
Dt ot



ifadesini elde ederiz.

1.1 Euler Hareket Denklemleri

Akiskanin kugik 6V hacmi igin lineer momentum prensibini uygulayalim. g birim kitlesini
etkileyen yercekimi kuvveti hesaba katilirsa, soz konusu hacim tzerindeki toplam kuvvet
(=Vp+p9)ov
olmaktadir. Bu kuvvet V hacimli kitle ileivmesinin carpimina, yani
Du
Dt
ye esittir. Boylece, ideal bir akiskanin temel hareket denklemleri olarak

Du 1
M Zvp+g,
5 P (1.2)

Dt
V-u=0
elde ederiz. Euler denklemleri olarak bilinen bu denklemleri u, v, w ve p bilinmeyenlerine gére

acik olarak dort skaler denklem

seklinde yazabiliriz. Yergekimi terimi z-eksenine dikey yukari dogru g=(0,0,—g) seklinde
alinmistir.
Yercekimi kuvvetini, bir potansiyel fonksiyonunun gradiyenti
g=-Vx
cinsinden yazabiliriz (burada y =gz olmaktadir). Akiskanin ivmesi ic¢in (1.1) ifadesini

(1.3)

kullanarak, (1.2) denklemini

ou p
—+U-V)u=-V| —+
atty (p ZJ



biciminde tekrar yazabiliriz. Burada p = sabit oldugu varsayiimistir. Ayrica,
(U-Viu=(Vau)au +V(%u2]

0zdesliginden faydalanilarak, momentum denklemi

a—u+(V/\u)/\u=—V £+1u2+;( (1.4)
ot p 2

formundayazilabilir.

1.2 Bernoulli Akis Teoremi
Eger akis slrekli ise (1.4)

(V A u) AU=-VH
denklemine indirgenir. Burada

p 1,
H=—+-u"+
> X

Yo
olmaktadir. Skaler carpimi dikkate alarak,

(U-VH=0
elde ederiz. Yani ideal akiskan sirekli akis icinde ise H bir akis ¢izgisi boyunca sabittir.

Yercekiminin ihmalinde strekli akista p+%pu2nin bir akis cizgis boyunca sabit oldugu

goralir.

Y ukaridaki teorem farkli akis cizgilerinin her biri boyunca H In sabit kalacagini ifade
eder, fakat ayni sabiti alacag! hakkinda bir sey sdylemez. Yani her akis cizgisinin kendi sabiti
olmaktadir. Tim akis alani boyunca H 1n sabit olmasi icin gereken kosul asagida verilmistir.

Tanim 1.1 V Au =0 kosulunun saglanmasl durumunda akisa girdapsiz akis adi verilir.
Simdi, sonraki islerimiz icin gereken bazi temel kavramlari aciklayalim.

1.3 Kismi Turevli Diferansiyel Denklemlerden Genel Kavramlar

Kismi turevli diferansiyel denklem (KTDD), x,X,,..,X, serbest degiskenlerine bagli
bilinmeyen u = u(x,, X,,...,X,) fonksiyonu ve onun n. mertebeye kadar kismi tirevlerini iceren

bir bagintidir. Bu denklemin en genel formu,

10



ou ou o"u
FI X0 Xy, Xg e X, Uy — sy e T "
0%, OX,  OX'..OX,"

(15)
dir. Burada n =k, +k, +...+k, olmaktadir. Diferansiyel denklemin icerdigi kismi tlrevlerin
en yuksek mertebesine denklemin basamagi (mertebesi) denir.
Ornek 1.1 u, =0 denkleminde yalnizca x e gore tiirev mevcut oldugundan, denklem birinci
basamaktan kismi tirevli diferansiyel denklemdir.

Ornek 1.2 a ve b sabitler olmak Uizere, au, +bu, =0 birinci basamaktan kismi tiirevli

diferansiyel denklemdir.

Ornek 1.3 u, =w,, ikinci basamaktan kismi tirevli diferansiyel denklemdir.
Ornek 1.4 (1+x*)u, + u, =0 birinci basamaktan kismi tirevli diferansiyel denklemdir.

Ornek 1.5 u, +uu, =u,, Uglincli basamaktan denklemdir.

Bazi kavram ve islemleri gerceklestirebilmemiz icin cogu zaman kismi tdrevli

diferansiyel denklemleri operator seklinde yazmak gerekir. Eger

L() = % (1.6)

gosterirsek Ornek 1.1 deki denklemi Lu =0 cinsinden yazabiliriz. Ornek 1.4 G de Lu=0

cinsinden yazmak mimkidnddr. Bu durumda L(-):(1+x2)?+% olmaktadir.
X

Denklemlerin operator yazilim formu kullanilarak, lineer olup olmadiklari kontrol edilebilir.
Bunun igin asagidaki tanimi verelim.
Tanim 1.2 Asagidaki kosullari

1) L(au) =aL(u), a = sabit,

2) L(u+v)=L(u)+L(v)
koruyan L operatorine lineer operator denir.

Eger diferansiyel denklemi olusturan operator lineer ise, sdz konusu denkleme de

lineer denklem denir. Lineer olmayan denklemlere nonlineer denklemler denir.

Ornek 1.6 u, =vu, denkleminin lineer oldugunu gosterelim. Bunun icin 1) ve 2) lineerlik

kosullarinin korundugunu kontrol edelim. Bu durumda,

11



3200 0%0)
L =Zr-v =2 (13)

Olmaktadir. Once L(u +V) ifadesini goz 6niine alalim

Lu+v)=

ou+v)  d*(u+v) _ou ov o’u  o%v
-V T—t— V| —+—
ot ox? ot ot x> ox?
ou ov  o°u  d%v
=—+——v—>—v——>-=L(u) + L(v).
oot o ox? W+
Boylece birinci 6zelligimiz saglanmisg oldu. Simdi ikinci 6zelligimizi de kontrol edelim. a
sabit olmak Uzere

d(au 0% (au ou o4
L(au) = (at )—v E)(x2 ) :a(E—vy) =aL(u)

elde ederiz. Boyldikle operatorimuzin lineer oldugunu gérms oluruz.
Ornek 1.7 ui+u, =0 birinci basamaktan, derecesi 2 olan kismi tirevli diferansiyel
denklemdir. Tanim 1.2 deki 1) ve 2) 6zellikleri gerceklemediginden denklem nonlineerdir.

Birinci basamaktan iki bagimsiz degiskenli kismi turevli diferansiyel denklem genel
halde

F(x,y,u,u,,u,)=0 1.7

bicimindedir. Eger F fonksiyonu u,u,,u, ye gore lineer bir fonksiyon ise (1.7) denklemine
lineerdir denir. En gend 1. basamaktan lineer kismi turevli diferansiyel denklem

a(x, y)u, +b(x, y)u, +c(x, y)u+d(x,y) =0
formundadir. Eger F fonksiyonu u, ve u, ye gore lineer ise, (1.7) denklemine kuazi lineerdir
denir. Kuazi lineer denklemin genel yazilim formu

a(x, y,u)u, +b(x,y,u)u, +c(x,y,u) =0
olmaktadir.

1.4 Birinci Basamaktan Homojen Lineer Denklemin Cozimi

Kolaylik igin 6nce
a(x, y)u, +b(x,y)u, =0 (1.8)

denklemini g6z 6ntne alaim. xoy duzleminde parametrik denklemleri (x = x(s),y = y(s))

12



olan Oyle bir egri icerelim ki, bu egri Uzerinde (1.8) denklemini tam diferansiye seklinde
yazabilelim. Eger boyle egriler bulanabilinir ise, bu tir egrilere denklemin karakteristik
egrileri denir. Soz konusu karakteristik egriler asagidaki

% =a(x,y), (2.9
S

. b(x,y) (12.120)
ds

adi diferansiyel denklemler sistemini korudugu taktirde (1.8) denklemini de
—=0 (1.12)

gibi yazilabiliriz. Ayrica (1.9), (1.10) denklemleri

dy _bxy) (1.12)
dx a(x,y) '

sekilde de yazilabilir. (1.11) ve (1.12) adi diferansiyel denklemlerinin genel ¢ctziimlerini
(X, y)=¢, w(x,y)=c, (1.13)
olarak gosterelim. Bunlara (1.8) denkleminin l.aralik integralleri denilir.
Teorem 1.1 (1.13) ifadeleri (1.8) denkleminin 1.aralik integralleri oldugu taktirde
d(c,,c,)=0
ile tamimlanan kapali fonksiyon (1.8) in genel ¢dzimi olmaktadir.

Ornek 1.8 xu, + yu, =0 denkleminin genel ¢6ziiminG bulalim.

Karakteristik denklem

olmaktadir. Buradan l.aralik integrali, du =0 denkleminden u=c, olarak bulunur. 2.aralik

integrall ise %zcz olarak elde ederiz. Boyldikle gereken araik integrallerimizi bulmus

olduk. Teorem 1.1 e gére denklemin genel ¢ozimu
f(c.,c,) =0
veya

f(u,lj =0 (1.14)

13



olmaktadir. (1.14) denkleminden

-

aliriz, burada ¢ keyfi diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmaktadir.
Ornek 1.9 u, —u, =1 denkleminin genel ¢oziimini bulalim.
Ilk olarak aralik integrallerimizi bulalim. bunun icin karakteristik denklemimizi yazalim
dx = —dy = du.
Buradan
dx =—dy, dx=du (1.15)
yazabiliriz. (1.15) deki denklemleri integrallersek
C,=Y+X, C,=U—X

alariz. Teorem 1.1 e gore

f(y+x,u—x)=0
elde ederiz. Buradan ¢dziim igin

u—x=gp(y+x)
veya

u=g(y+x)+x

ifadesini elde ederiz.

1.5 Cauchy Problemi

Asagidaki n degiskenli birinci basamaktan kuazi lineer denklem icin Cauchy problemini g6z
Oniine alalim

of of
X[ 1= X (X Xg0eees X, f)67+'"+ X (X X yeees Xy ”87 =0, (1.16)

1 n

0

(X0 Xgpeey Xy gy X ) = @(Xgy Xgyeeey X g) - (1.17)
Burada f = f(x,X,,...,X,) bilinmeyen fonksiyon, ¢(x,Xx,,...,X,_;) ise verilen bir fonsiyon
olmaktadir.
Oncelikle karakteristik denklemleri

ax _dx, _ _dx, (1.18)
X, X, X

n

14



olarak yazalim. (1.18) denkleminin ilk integrallerinin

VA0 X X X =€,
0y —
Yo (X1 Xa1 Xgees X)) = €

l//n—l(xl’XZ’X3""'Xr?) =Ch
oldugunu varsayaim. Bunlar karakteristik denklemin 6zel ¢ozimleridir. O halde, baslangic

kosulunu korumak zorundadirlar; yani

V(X X X 1, X0) = 7,
W (X0 Xg ey X0y X3) =17, (1.19)

0 e
Woa (X0 Xayeens Xy 10 X0) =W 4

olmalidir. (1.19) deki ;, (i =1,2,...,n—1) fonksiyonlarinin her birinde n—1 tane degisken ve
n—1 tane denklem vardir. O halde bu denklemler sistemine n—1 tane degiskene bagli cebirsel

denklemler sistemi gozlyle bakmak mimkindir. (1.19) denkleminin ¢ozimlerini

X, =W, (W1, Ws,s W 1)
Xo =W, (W1, Woyes W 1)

Xo-1 =W s (VW50 ¥ 1)
olarak gosterelim. Elde edilen ifadeleri (1.17) denkleminde yerine yazarsak (1.16)-(1.17)
probleminin ¢ozumuni
£ = W, (73 T Wy ) W (2 s W 1) Wo s (72 00 1)) (1.20)
seklinde buluruz.
Ornek 1.10 Asagidaki denklemin

ou ou zou _
X—+Yy—+—

—+—-——=0, (1.21)
OX oy 20z

x =1, u=y+z? baslangi¢ kosuluna gore ¢cozimuni arastiralim.

Once karakteristik denklemimizi yazalim

Birinci aralik integra %=ﬂ denkleminden In|x|=In|y|+In|c,| olarak, buradan da

Xy

15



Y- ¢, seklinde bulunur. Bunu
X

c, = { =y, (X, Y, 2,U)

olarak gosterelim. ikinci aralik integral %=% denkleminden In|x|=2In|z|=In|c, |
X z

2

olarak, buradan da e ¢, seklinde bulunur. Nihayet
X

42
C, ZTEWZ(X’%Z,U)

buluruz. Teorem 1.1 e gore (1.21) denkleminin genel ¢ozimu

u(x,y,2) = F(c,,C,) = F(l,ﬁJ
X X

olur. Burada F keyfi fonksiyon olmaktadir. S6z konusu fonksiyonu elde etmek icin x=1
noktasindaki bagslangi¢ kosulunu kullanirsak

udy,z) =y+z* =F(y,z%
olur ve buradan F(s,,s,) =s,+5, olarak belirlenir. (1.20) dikkate alinarak ¢ozimu

2
YA
v,z
X X

u(x,y,z) =
seklinde yazabhiliriz.
(1.21) denklemini baska bir yolla da ¢ozebiliriz. Y ukarida gosterdigimiz gibi 1.aralik
integrali

¢, =y,(XY,2) :%

olmaktadir.
vy, 2) =y,
olsun. 2.aralik integralden

2

z
C, =, (x,y,2) =
X

oldugunu bulmustuk. Buradan

vo(Ly,2) = 22

16



olmaktadir. Bu durumda
y=vi, z° = 7
denklemlerinden y ve z yi bulup, baslangi¢ fonksiyonunda yerine yazarsak

2

YA
Uy D) =y y, =TS
X X

elde ederiz.
Ornek 1.11 xy =1 uzerinde u = 0 olmasi kosulu dahilinde

(y—uu, +(u-xju, =x-y
denkleminin ¢dzimund bulaim.

Karakteristiklerin denklemi

dx _ dy _ du — it
y-u u-x Xx-Yy

olup, bu denklemler sistemini asagidaki gibi parametrik formda yazabiliriz
dx

_= _u’
St (y-u)
Yy _
2 =(u-x), 122
gt( ) (1.22)
u
— = (X=Y).
g XY
Bu denklemleri toplarsak
d(x+y+u):o
dt
veya
d(x+y+u)=0

olup, Lardik integral icin
X+y+Uu=c¢,
elde ederiz. ikinci aralik integral olarak karakteristik denklemleri sirasiyla x, y ve u ile
carparak integrallersek 2.aralik integral olarak
X +y?+u®=c,
elde ederiz. Incelenen denklemin genel ¢oziimi
F(c.,c,)=0
veya

17



¢, = ¢(C,)

olur. Arak integrallerin ifadeleri yerine konursa
X+Y+U=@(x*+y>+u?)

elde ederiz. Burada ¢ keyfi diferansiyellenebilen fonksiyon olmaktadir. Aralik integraller

baslangi¢ kosulunu korumalidir, yani u = 0 kosulundan
C, = X+Yy

ve
c, =X’ +y?

olmaktadir. ¢, i ¢, cinsinden ifade edersek
c’=c,+2

alinz. Buldugumuz c,, c, degerlerini yerine yazarsak
(X+y+u)® =x>+y>+u’+2

elde ederiz. Buradan

olmaktadir.

1.6 Birinci Basamaktan Homojen Olmayan Lineer Denklemin Cozimu

Asagidaki denklemi g6z 6nline alalim

0z (674
Pl(xl,xz,...,xn)&+...+ Pn(X17X2""7Xn)§ = R(X, Xp e X, ) - (1.23)

1 n

Bu denklemin genel ¢ozUmUnu
V(Z,%;, Xy, Xg5ees X,,) = 0, (1.24)
seklinde arayalim. Burada V herhangi bir diferansiyellenebilen fonksiyon olmaktadir. Simdi

(1.23) denkleminden x,, X,,..., X, degiskenlerine goretirev aaim

v v a
ox, 0z ox
v e
ox, 0L ox,
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O0X, 07 OX,
Bu esitliklerden
ﬁz_M, (i=12,...n)
OX; oV /oz
bulunur. Buldugumuz ifadeleri (1.23) denkleminde yerine yazarsak
oV /ox, oV /ox
=P (X, X500 X, — = PL(X Xy ey X, = R(Xy, Xy X, 1.25
10520 ) G = R0 X X) TR = ROG ) (1.25)
ve her iki tarafini 6V /oz ile garparsak
oV oV oV
PL(Xp Xp ey X ) =+ ooe+ P (X, X0 X ) — + R(X,, X500, X, ) — =0
104 X100 %,) (X0 X Xo) ==+ ROG X o X0)

1 n
elde ederiz. Boylece homojen olmayan (1.23) denklemini (1.25) homojen denklemine
indirgemis oluruz. Buradan karakteristiklerin denklemi

dy _dx, __dx, _dv.

P P, P R

n

(1.26)

olur.
Ornek 1.12 x = 2 de z = y -4 kosulunu saglayan
xg+(y+x2)gzz
OX oy

denkleminin ¢ozUmUund bulal im.
Karakteristik denklem

olup, ilk iki denklemden

dy _y+x*

dx X
veya

dy_vy. .,

dx X

buluruz. Once homojen olmayan
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dy_y
dx X

denkleminin genel ¢ozimund bulalim. Bu denklemi degiskenlerine ayirip integrallersek

homojen denklemin genel ¢ozimuini

%=c veya y=cx

olarak elde etmis oluruz. Burada ¢ keyfi bir sabittir. Simdi ¢ sabitini x e bagli bir fonksiyon
(c(x)) gibi dustnerek,

y" =c(x)+xc'(x)
turevini homojen olmayan ana denklemde yerine yazalim

c(x)+xc'(x) = %(X)+ X.

Buradan c'(x) =1 ve nihayet c(x) = x+c, elde edilir. Elde ettigimiz c(x) yerine konulursa
laraik integralini

y—X

C =
! X

seklinde bulmus oluruz. ikinci aralik integralini
dx _ dz

X z

denkleminin integrallenmesinden
.=t
2 X

olarak elde ederiz. Teorem 1.1 e gore F(c,,c,) = 0 olmasindan genel ¢6zim

2
F(y_x,ijzo
X X
z —x?
_:¢(v J
X X
seklinde bulunur. Her iki tarafi x ile carparsak

_y2
z:w[y j
X

veya
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alirnz. x =2 deki z = y—4 baslangi¢ kosulunu dikkate alirsak

_ y—-4

—4=2¢p| I—

y ¢[2]
veya

y—-4 y—-4

>’ )
olur. Buradan

oY) =Yy

elde edilir. ¢ fonksiyonunun bu 6zelligini dikkate alirsak aradigimiz problemin ¢ozumanu
2 2
z(x, y) = X(p[u] — X(uj =y-— X2
X X

seklinde elde etmis oluruz.

1.7 Birinci Basamaktan Diferansiyel Denklemin Geometrik Anlami ve Charpit
Denklemler Sistemi

Birinci basamaktan olan ve u(x,y) fonksiyonu icin yazilmis diferansiyel denklemler teorisini

incelemek icin bu denklemin geometrik anlami 6nemli yer tutmaktadir.

F(x, y,u,&,g) =0 (1.27)

Denklemini gz 6niine alalim. Burada, p =du/dx, q=20u/dy ve F7+F/Z =0 dir,

Analizden bilinen bazi temel kavramlari hatirlayalim. f(x) Surekli ve sirekli tireve
sahip olmak Uzere, xoy uzayindaverilmis y = f(x) egris her bir (x, y) noktasinda egim agisl
tga =Y, = f'(x) olan tegete sahip olmaktadir. Bu tegetin denklemi, Y -y=Y (X —Xx)
seklinde ifade edilebilir. Buradaki X ve Y egri koordinatlaridir. x ve y ise tegete dokunma
noktasidir. Eger egri F(x, y) denklemi ile verilirse adi noktanin etrafinda,

YI — FXI(X' y)
F (X y)

olur. Bu g6z Onlne alnirsa tegetin denklemi, F/(x, y)(X —=x)+F/(X,y)(Y —y)=0

olmaktadir. Nihayet egri, parametrik olarak
x=p(t), y=y(t)
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biciminde verilebilir. Bu takdirde, tana:l_ti dir ve tegetin denklemi Y -y = ;‘, —X)

t

seklindedir. Buradan
X=x Y-y
ddy
dt dt
olup, bu ifadenin de paydalarini dt ile carparsak
X-x Y-y
dx dy

alinz. Ug boyutlu uzayda (1.27) denkleminin integral yiizeyinin keyfi (x,y,z) noktasinin
koordinatlari ile bilesimleri (p,q,—1) olan normallerin bir iliskisi gibi de ele aabiliriz.
Dolayisiyla integral ylzeyi Oyle uzaya denir ki, bu uzayin keyfi noktasindan gecmekte olan
teget dizlemin yonlendirici noktalari (p,q,—1) ile ayni noktaolsunlar. (x,y,z, p,q) uzayinda
karakteristiklerin denklemi
ou ou
N p , —
OX oy

Notasyonlarinda (1.27) denkleminin F(x,y,u,p,q)=0 cinsinden yazilabilir.
Sonuncu denklemi x vey ye gore diferansiyelle yelim

=0

6F+8F6u+a_F@+a_Fa_q_
OX oOu ox oOpox 0oq ox

oOF OFou oFop oF oq _

oy Tou ay EY) 8y oy
Asagidaki notasyonlari

oF -X oF . 8_F:P’ _0, oF _
o ay op u

dahil edelim. Bu notasyonlarda sonuncu denklemlen
aq

op
X+Up+P—+Q—
P OX an

=0
(1.28)
op oq
Y+UqQ+P—+Q—=
oy

cinsinde yazabiliriz.
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oy ox
oldugundan
X+Up+P@+Q@—O
OX oy
(1.29)
aq aq
Y+Uq+P—+Q—=0
a+P— Qay
elde ederiz. Sonuncu denklemler icin Karakteristik denklemleri yazarsak
*x___ P dy___Q
ds /P2+Q2 "7 ds /P2+Q2
dp _ X+pU dg_ Y+qu (1.30)
ds /P2+Q2 " ds /P2+Q2 '
du _ pP+qQ

ds }PZ + Q 2
alirnz. Bu adi diferansiyel denklemler sistemine Charpit denklemler sistemi denir. S6z konusu
sistemi kullanarak nonlineer kismi tirevli diferansiyel denklemin ¢ozimuni elde edebiliriz.

5]

denkleminin x* +y* =1, z=0 ¢emberinden gegmekte olan ¢oziimunii arastiralim.

Ornek 1.13

Herhangi bir v parametresini kullanarak cemberin denklemini tekrar
Xx=snv, y=cosv, z=0
olarak ifade edelim. Karakteristik denklem sistemini yazalim.
0z oz
x Py

notasyonlarinda denklemi p?+q® =1 olarak yazip, x vey ye gore diferansiyellersek

op aq op _0q

2p—+29—=0, p—+q—=0

an OI@X pay qay
elde ederiz. P» = a oldugundan

oy OX

o op

—+0—=0,

pax qay
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aq , dq
—+9—=0
pax qay
olur. (x,y, p,q,z) bilinmeyenleri igin karakteristik denklemi
d_ o dy_dp o dg g
ds ds ds ds
seklinde yazabhiliriz. Son denklem sistemine
do_ozdx ozdy
ds oxds oyds

2 2

p~+q

denklemini eklersek sistemi asagidaki gibi tamamlamis oluruz

dx:ﬂ_ dz —@zd—q:ds

2p 29 2(p’+g?) O O
Simdi, elde ettigimiz denklemleri ¢ozelim. p=c, ve q=c, (c, ve c, keyfi sabitler)
oldugundan

dx
—=dt = x=2ct+c,,
2, CL+Cy

dy
— =dt > y=2ct+c,,
2, y 2 4

z=2(c2+co)t+c,
olarak elde ederiz. Burada cs, C4, Cs keyfi sabitlerdir.
G0z 6nune ainan denklemin saglanmasi icin
ci+ci=1 z=2t+c,
olmasi gerekmektedir. t =0 oldugu durumda
X=2ct+c,,
y=2c,t+c¢,,
Z=2t+cCg
olur. CozUmUn egrisi verilen cemberden gecmesi igin
c;=sinv, c,=cosv, ¢, =0
olmasi gerekmektedir. Bu takdirde denklemin verilmis cemberden gecmekte olan ¢éziimdi,

X=2ct+snv,
y=2c,t+c,sinv, *)
=2t
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dir. Buradat ve v parametrelerdir. t =0 da

N -

ov ov ov
olmasl icin,

0= pcosv—-qgsiny
veya

C,CoSV =C,Sinv,
ci+c5=1

olmasl gerekmektedir. Buradan

c,=¢esSnv, c,=¢cosy, =11 (**)

(**) ifadelerini (*) de yerine yazarsak
X=(2te+1snv,
y =(2te +1)cosv,
=2t

elde ederiz. Buldugumuz bu sonuncu ifadedet ve v parametrelerini yok edersek,

x> +y?=(1F2)?

elde ederiz. Boyleceiki taneintegral egrisi bulmus oluruz.

Ornek 1.14 p*+ qy - u= 0 denklemini ¢oziiniiz.

ou ou
FX’ lull =0 b :_’ =
(X,y,u,p,q) p ox q oy
F:p2+qy-u Fo=2p, Fo=y,

P yd_M_g

20—
pax OX OX

op oq ou
2p—+q+y—-—=0

oy o oy

2

dp_ou” o ,  denklemlerinde yerine yazarsak
oy oxoy oX

p op oq aq
2p—+y—-p=0 ve Pp—+q+y—-qg=0
P Yoy p p—+d Y q
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elde ederiz. Buradan
X _dy_dp_ 4

=
2py p
dx dy
1 —=2p=F y 2 — =-vyv=F
® L ==F, @ L =y=F
dp dqg
3 —=p=—-(F, +pF,) , 4 —=0=—(F, +qF
& G =P=—(R+PR) @ & (F, +aF,)
(5) 8_u:@6_x+6_ug:2p2+ququ+qu

ot ox ot oy ot
(4) denkleminde q = sabit = a olsun. Denklemin kendisinden

1/2

= p’=u-ay , p=(u-a&)
dx dy du dp dp
2 y 2p'+aqy p O
dx dy  du  pdx+qdy
2 y 2p'+ay 2p7+qy

=

= du=pdx+qdy = P=(u-ay)"?
I yerine yazarsak
= du=(u-ay)'?’dx+ady = du—ady=(u—ay)"?dx

du — ady d(u-ay)
———=0Xx = ——==d

(u_ay)lIZ (u_ay)lIZ
integral alirsak

= 2u-ay)?’=x+b , b=sahit

- (u—ay)m:%(x+b) - u:ay+%(x+b)2

I. Simdi varsayaim ki denklem yalnizpveq'iigersin. Yani F(p, q) =0 olsun.
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dx

—=F
a P du
— =pF, +qF

dy = w et
2 =F
a ¢

= %:O , %:O ise
dt dt

Buradan p = q = sabit, q=b = sahit
F(ab) =0 denkleminden q=f (a) 'i yerineyazarsak du = adx + f(a) dy integral alirsak

= u=ax+f(ay+Db olur.

Ornek 1.15 p’qg=1, F(p, q) =1- p°q denklemini ¢cdziiniiz.
Karakteristik denklem sistemini yazalim

dx dy ) dp dq
_:F :—2 , —:F = — , —:O y —:0
d  ° P a P dt dt
p=a=sabit = 1-a’q=0 = q:i2

a

= du=adx+a—12dy integral airsak

= u:ax+l2+b:ax+i2.y+b
a a
Simdi bu Cauchy problemini u(x, 0) = x i¢in ¢dzelim

= x:u|y_0:(ax+a—12y+b) =ax+b
y=0

Buradana=1veb=0olur.

=  u(x,y)=x+y dir.
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2.1Ki BOYUTLU EULER DENKLEM SISTEMI

Bu bolimde iki boyutlu Euler denklem sisteminin nimerik ¢ozUma icin bir sayisal algoritma
gelistirecegiz. Bilindigi gibi herhangi bir diferansiyel denklemi veya diferansiyel denklemler
sistemini sonlu farklara ayriklastirmak icin ¢ozimin yiksek mertebeden diferansiyellenebilir
olmas talep edilmektedir. Fakat, Euler sistemini olusturan denklemlerin ¢ozimi bu
Ozelliklere sahip degildir. Bu nedenle, dnce Euler denklem sistemine bilinen anlamda denk
olan ve Euler denklem sisteminin sahip olmadigl 6zelliklere sahip 6zel yardimci problem
karsilik getirilecektir. S6z konusu yardimci problemin avantagjlari kullanilarak niimerik ¢oziim
icin yuksek hassadliga sahip algoritmalar gelistirilecek ve daha sonra yardimci problemin

¢OzUmi vasitasiyla esas problemin sayisal ¢ozimii elde edilecektir.

2.1 Iki Boyutlu Sistemin Koordinatlara Gore Ayriklastiriimasi. Bernoulli Integrali
Her zaman oldugu gibi R? ile (x,y) noktalarinin Euclid uzayini gosterelim. R® = sz[O,T)

:{(x,y,t)|(x,y)eR2,T >t20} olsun. R? de

(2.1)
@+u@+v@=—i@, (2.2
o ox oy poy
o o o 3
o0 ox oy

u(x,y,0) = uy(x,y),

(2.4)
V(X,¥,0) = Vo(x, ), (2.5)
P(x,Y,0) = po(X, ) (2.6)

problemini gbz 6nlne alalim. Burada u =u(x,y,t) ve v=v(x,y,t) fonksiyonlari bilinmeyen

U hiz vektérinin bilesenlerini, yani u=(u(x,y,t),v(x,y,t)) yi; p=p(xyt) ve
£ =p(x,y,t) siraslyla basing ve yogunlugu gostermektedir. u,(x,y), Vo(X,y) ve py(X,y)

28



bilinen fonksiyonlar olmaktadir.

Akistagirdabin olmadigini varsaya im ve asagidaki potansiyel fonksiyonu

u=o,, v=a0, (2.7)
dahil edelim. Akista girdap olmadigl, matematiksel olarak
v,—u, =0 (2.8
seklinde ifade edilmektedir. (2.7) ve (2.8) dikkate alinarak, (2.1), (2.2) denklemler sistemi
2 2
ﬁ(aﬂ}rﬁ uT+vi) 1dp _ , (2.9)
ot\ ox ) oXx 2 p OX
2 2
3(@2}3@ a }15_9 - (2.10)
ot\aoy ) oy\ 2 p oy

olarak yazilabilir. p(x,y) = sabit oldugu taktirde (2.9), (2.10) dan

2 2
00D UHV P (2.12)
ox\ ot 2 P
2 2
O[0P uT+vT P)_, (2.12)
oy ot 2 yo)
elde ederiz.
UZ=u?+v? (2.13)
ve
t
=] + j c(r)dr (2.14)
0
notasyonlarini igerirsek, bu notasyonlarda (2.11) ve (2.12) denklemlerini
o Ly Py (2.15)
o 2 P

seklinde yazahiliriz. (2.15) denklemi (2.1), (2.2) icin Cauchy veya I. aralik integrali olarak
adlandirilir. 0 =(u,v) fonksiyonlari t den bagimsiz oldugu taktirde, (2.15) denklemi

ly2iPog
2 p
olarak yazilabilir. Bu baginti Bernoulli integrali olarak adlandirilir, [1].
Diger bir deyimle, (2.15) denklemi (2.1), (2.2) denklemler sisteminin 1. integralinin

vektorel formudur. (2.1), (2.2) denklemlerinin her bir ¢ozUminin (2.15) denklemini de
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sagladigl vetersing, (2.15) in ¢ozimlerinin (2.1), (2.2) nin de ¢oztimleri oldugu agiktir.

Genel olarak, (2.14) denkleminde icerilen keyfi ¢ sabiti t ye baglidir ve bu nedenle,
(2.15) denklemi tek degerli olarak tanimlanamaz. (2.7) ve (2.13) notasyonlari kullanilarak,
(2.11), (2.12) denklemleri yeniden

2
uxyt), 0(U” pl_q (2.16)
ot ox\ 2 p
2
vxyt)  ofUT pl_,
ot oy\ 2 p

(2.17)
olarak yazilabilir. Dolayisiyla (2.1), (2.2) karisik denklemler sistemi x ve y koordinatina gore
iki denkleme parcalanmis olur ki, s6z konusu denklemlerin her birine bir boyutlu denklem gibi
bakabiliriz.

Simdi, p nun x ve y ye bagli oldugu durumu goz oOnune alaim ve asagidaki

notasyonu igerelim

~

5=,

Y2,
Bu durumda (2.11), (2.12) denklemler sistemi

9
OX

9

oy [

G
-
ot

| oD
—+

ot

u2

u2

+v?

2

+v?

2

~

+

(2.18)

(2.19)

bicimini alir. (2.7) ve (2.13) dikkate ainirsa, (2.18), (2.19) denklemler sistemi

(12

Zt—u+§ U7+S (2.20)
X

o 0

_+_

| (2.21)

olarak yazilabilir.

Boylece, (2.20), (2.21) (veya (2.16), (2.17)) den goruldugi gibi, bu denklemler (2.1),
(2.2) denklemler sisteminin koordinatlarina gore ayrilmis seklidir. Problemin baslangic
fonksiyonlari hem pozitif hem de negatif egime sahip olduklari taktirde, bu sistemdeki her bir
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denklemin ¢ozUmi c¢ok degerli fonksiyon olur. [3] ve [4] de belirtildigi Gzere cok degerli
fonksiyonlar fiziksel agidan anlamsiz ¢ozimler oldugundan, ¢ok degerli ¢dzim yerine 1. tr
sureksizlik noktalarina sahip tek degerli ¢bzum insa edebiliriz. Bu 0zelliklere sahip ¢ozimler
zayf ¢0zUm vasitasiyla tanimlanabilir. Bu nedenle, U nun (u,v) bilesenlerinin zayif ¢ozumu
asagidaki sekilde tanimlanir:

Tanim 2.1 (2.4), (25) kosullarint ve ¢(x,y,T) =0 o6zdligine sahip olan herhangi bir

o(%, ¥,1) = (@,(X, ¥,1), 0, (X, y,1)) € Hl(ROP’) test fonksiyonu icin asagidaki integral esitliklerini

ij{u(x, y,t)% +£U—22 +£)%}dxdt +H U y.0p(x, y.0dx=0,  (222)

ij{v(x, y,t)%{u—;r%] W}dym +H VY. 00,(x,y.00dy=0  (223)

koruyan u(x,y,t) ve v(x,y,t) fonksiyonlarina (2.1)-(2.6) probleminin zayif ¢bziimi denir.

Burada H'(R®), R°®(zerinde Sobolev uzayidir; R} ve R} sirasiyla R} (n xot, yot

X

duzlemleri Gzerindeki izdUsUmini gostermektedir.

2.2 Yardimci Problem

(2.1), (2.2) sistemi icin zayif ¢ozUm kavramini dahil ettigimizde, sureksizlik noktalarinin
zamana gore evriminin ve yerinin bilinmemesi gibi yeni problemler ortaya cikar. Diger
taraftan, stireksizlik noktalarinin mevcudiyeti (2.1), (2.2) problemine bilinen klasik nimerik
metotlarin uygulanmasinda bir c¢ok sorunlara neden olur. Zira, slreksizlik noktalarinin
civarinda denklemin icerdigi tlrevler mevcut olmayadanbilirler.

[3] ve[4] egbre (2.1), (2.2) probleminin zayif ¢ozUmini belirlemek icin,

0 Uz p_
P j u(x, y,t)dx+7+; =C, (1), (2.24)
0 U p_
P j v(X, y,t)dy+7+; =C, (1), (2.25)
u(x,y,0) =uy(x, ), (2.26)
v(X,Y,0) =v,(X,Y) (2.27)
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yardimci problemini icerelim. Burada C, (t), (i=212) ler keyfi sabitlerdir.

Not 2.1 (2.24) ve (2.25) denklemlerinde sirasiylay ve x e parametre goziyle bakilir.
(2.24)-(2.27) den acikca goruldigl gibi u ve v fonksiyonlari siireksiz de olabilirler.

Boylece, (2.24), (2.25) denklemlerinin ¢ozim sinifi (2.22), (2.23) bagintisiyla tanimlanan

denklemlerin ¢dzim sinifiyla gakisir.

Iu(x, y,t)dx+C,(t) = “u(x, y,t), (2.28)
j v(x, y,t)dy +C,(t) = Yu(x, y,t) (2.29)
notasyonlarini dahil edersek, (2.24), (2.25) sistemi bu notasyonlarda
X 2
ou U, Py (2.30)
ot 2 p
y 2
UV Py (2.31)
ot 2 p
olarak yazilabilir. (2.26), (2.27) baslangi¢ kosullar
“u(x, y,0) = *uy(x,y), (2.32)

"u(x,y,0) = "ug(x, Y)
(2.33)
olmaktadir. Burada, *u,(x,y) ve Yu,(x,y) asagidaki denklemlerin keyfi strekli cozimleri
olmaktadir

&up(x,Y) _

Up X, Y),
ox o(X,Y)

(2.34)
9’Uy(x,Y)
oy
Burada da yukarida bahsettigimiz gibi (2.34) ve (2.35) denklemlerinde sirasiyla 'y ve x e
parametre olarak bakilmaktadir.
(2.30)-(2.33) yardimci problemi asagidaki vantajlara sahiptir:

=V (X, Y). (2.35)

e “u(x,y,t) ve Yu(x,y,t) fonksiyonlarinin diferansiyellenebilme 6zelligi u(x,y,t)
ve v(x,y,t) fonksiyonlarininkinden bir mertebe daha yuksektir, yani daha purizsiz

fonksiyon olmaktadirlar.
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e (2.1)-(2.6) probleminin ¢ozimleri u(x,y,t) ve v(x,y,t) fonksiyonlarinin x, y ve't
ye gore turelerini kullanmaksizin elde edilebilir.

e u(x,y,t) ve v(x,y,t) fonksiyonlari siireksiz de olabilirler.
Teorem 2.1 Eger *u(x,y,t) ve Yu(x,y,t) fonksiyonlari (2.30)-(2.33) yardimci probleminin
purtizsiiz cozamleri ise, bu taktirde

o u(x,y,t)

u(x,y,t) = ax (2.36)
o’u(x, y,t)

y,0) = ——2~ 2.37

v(x,y,t) & (2.37)

fonksiyonlari (2.1)-(2.6) probleminin Tanim 2.1 anlaminda zayif ¢ozimleridir.

Onerilen yardimci problem u(x,y,t) ve v(x,y,t) fonksiyonlarinin x, y vet ye gore
turevlerini icermediginden, (2.1)-(2.6) probleminin nimerik ¢tzimt (2.30)-(2.33) probleminin
nimerik ¢ozumiinden kolayca el de edilebilir.

(2.16), (2.17) (veya (2.20), (2.21)) in her bir denklemi birinci mertebeden nonlineer

denklem olmaktadir ve ayrica korunma kanunlari ifade ederler. Bu nedenle, ju(x, y,t)dx ve

Iv(x,y,t)dy integralleri t den bagimsizdir. Burada da, birinci integralde vy, ikincide ise x
parametre rol inti oynamaktadir. Simdi, asagidaki notasyonlari icerelim
E, (0) = [ ugdx,
R

E¢®=j%w.

E,(0) ve E (0) sayilan sirasiyla *u(x,y,t) ve “u(x,y,t) fonksiyonlarinin kritik degerleri

olarak adlandirilir.
Tanim 2.2
Uy (% y,0) = {Xu(x, y.t), *u(x,y,t) <E,(0), (2.38)
E,(0),  “u(x,y,t) = E,(0),
ve
megﬁyg):{”“KyJ% Ut y.0>E, (), (2.39)
’ E,(0), Yu(xy,t)>E,(0)

ile tanimlanan fonksiyonlara (2.30)-(2.33) probleminin genisletilmis ¢cozimu denir.
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Teorem 2.1 den, (2.1)-(2.6) probleminin zayif ¢ozimu igin
O"Uger (X, Y, 1)

Ugen (X, Y,1) = 2.40
gen (X, Y, 1) ™ (2.40)
ol Yt
Vien (X, Y1) = g (%, 9:1) (2.41)
oy
elde ederiz. Boylece,
U(X, Y1) = (Ugen (X, Y51, Vgen (X, Y1) (2.42)

ile tanimli fonksiyon, (2.1)-(2.6) probleminin genisletilmis (ya da zayif) ¢bzimu olur.

O halde, *u(x,y,t) ve Yu(x,y,t) fonksiyonlarinin kritik degerler aldigi noktalarin
geometrik yeri u(x,y,t) vektorinin sigrama yizeyini tanimlar. Diger bir ifadeyle, u(x,y,t)
vektorinin sicrama noktalari, bu noktalarin saginda u(x, y,t) nin sifir degerini aldigi noktalar

olmaktadir.

2.3 Sireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sonlu Farklar Y 6ntemi

(2.1)-(2.6) problemi icin nimerik algoritma gelistirmek amaciylailk dnce Rf’y't bolgesini
th,hy,r ={(%,y;,t) % =ih, y; = jh, t =ke;
i=...-M,-(M -1),...-101,....M,...; j=...—N,—(N -1),...,

-101,...,N,...;k=0,12,...;h, >0,h, >0, >0}
agl ile Ortelim. Burada, h,, h, ve r sirasiyla x, y ve t degiskenlerine gore th,hy,r aginin

adimlarini géstermektedir.
thyhy,r aginin keyfi (x;,y;,t,) noktasinda (2.30)-(2.33) denklemlerini asagidaki gibi

sonlu farklara
X X T2 S0|
Uik = Ui,j,k‘EUi,J’,k_ pjk ) (2.43)
T_Z Soi,-,
in,j,k+1 =’ Uik _EU ik — pjk (2.44)

ayriklastiraim. Burada, *U,;, , "U;;,, Uiz,j,k ve @, a fonksiyonlar, (x;,y;.t,)

noktasinda *u , Yu, U? ve p fonksiyonlarinin yaklasik degerlerini gostermektedir.
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(2.32), (2.33) baslangic kosullarinin da th,hy,f aginin (x;,y;) noktalarinda sonlu

farklar karsihgl
Ui 0= "U(X,Y))s
U0 = (X, Y))
olarak yazilmaktadir. Burada, *U,(x;,Y;), "Uy(x;,Y;) ag fonksiyonlari

X X
Ui,j,O B Ui—l,j,O

h

X

=Uo (X, Y;)

(2.47)
in,j,O = Ui,j—l,O

h

y

=V0(Xi’yj)

denklemleri ile tamimlanir. Boylece, asagidaki teorem saglanir.

(2.45)

(2.46)

(2.48)

Teorem 2.2 Eger *U, ;, ve 'U; ;, (2.43)-(2.46) yardimci probleminin nimerik ¢oztmleri ise,

bu taktirde

X X
- Ui,j,k+1 - Ui—l,j,k+l

Ui,j,k+1_ h

X

y _y

vV _ Ui,j,k+1 Ui,j—l,k+1
ikl ~ h
y

ile tanimlanan bagintilar (2.1)-(2.6) esas probleminin nimerik ¢oztmleri olur.

(2.49)

(2.50)

(2.43), (2.44) fark semasi 7 ya gore birinci mertebedendir. Ancak onun mertebesi,

ornegin Runge-K utta metodu uygulanarak daha yuksek yapilabilir.

(2.43)-(2.46) dan goruldugu Uzere, Onerilen algoritmalar bilgisayar hesaplamalari

acisindan oldukga etkili ve ekonomiktir.
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3.UC BOYUTLU EULER DENKLEM SISTEMI

3.1 Birinci Aralik integrali. Cauchy integrali

Q < R® sinirl bir bélge olmak lizere Q =Qx[0,T) daasagidaki denklemler sistemini

—+U—+V—+W—=———, (3.1)

UV —+W—=—-—""—g, (3.2)

@+u@+v%+wa—wz—ia—p (3.3
ot OX oy oz p 0z

baglangi¢ kosullar

u(x,¥,2,0)=uy(x,y,2), (3.4
V(X,¥,2,0)=vy(x,y,2), (3.5)
w(x,Y,2,0)=wy(X,Y,2) (3.6)

cercevesinde g6z online alalim. Burada u,, v, ve w, bilinen fonksiyonlardir. g-serbest ivme
olmak Uzere p = sabit olsun.

u=d,, v=b , w=0, (3.7)

potansiyel fonksiyonunu dahil edelim. Akista girdap olmadigini varsaya im yani
rotU:(Wy—vz,uz—wx,vx—uy):o (3.8

olsun. (3.1) denklemini asagidaki sekilde yazarsak

ou o |ul+vi+wr| o(vi) o(w ou ou 10dp

— | —— |- = |- =] — [+ V—+Ww—+==0,
ot ox 2 ox\ 2 ) ox\ 2 oy oz  p oX

ou 0| ut+vi+w? o Ow ou ou 1lop

— | ———— |- V——W—4V—+W—+——=0,

ot ox 2 OX ox oy oz p oX
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.2 2 2
u ojuavEw +v[uy—vX]+w[uZ—wx]+£a—p=0,
ot ox| 2 | P OX
.2 2 2]
a_u+£ w _V[Vx_uy]—'—w[uz_wx]—i_i@:()
ot ox| 2 i L OX
(3.7) ve (3.8) den

6{6@} olur+vi+w’ | 10p
—| = |+=—| ——|[+===0
ot ox | ox 2 P OX

aliriz. Eger son denklemdeki o nun sabit oldugunu varsayarsak, (3.9) denklemini

2 2 2
a[aCDJru +VS+wW p}zo

x| ot 2 P
seklinde yazabiliriz. Buradan

2 2 2
a;()_i_w_{_ﬁzc(t)
ot 2 P

buluruz. Asagidaki degisken donlstimuni uygularsak,
t
D=0 +Ic(r)dr
0

buradan

oD oD°
Y
ot ot

olur. (3.12) ifadesini ve U =u? +v2 +w? oldugunu dikkate al Irsak

o 1¢iP_o
Yo,

elde ederiz. (3.13) denklemine Cauchy integrali denir.

Simdi p # sabit durumunu gbz 6ntine aaim. Bu taktirde

»_1op

ox pdx
olmaktadir ve

d
P:j;p

degisken dénusimini yaptiktan sonra (3.9) denklemini
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2{82}+ +P =0
ot] ox

Ayni islemleri (3.2) denklemi icin de yaparsak,

0 u?+vi+w?
OX 2

seklinde yazahiliriz.

v 0 [ur+view ou N v 0|p
—+—| ———|-U——W—+U—+W—+—| ——0gy [=0
ot oy 2 oy oy  oX oz oy| p
veya
2 2 2
i{@}ri UV Tw u[vx—uy}—w[wx—vz]+— B—gy =0
oyl ot | oy 2
olur. Buradan
2 2 2
ag+w+£_gy=c(t)
ot 2 o,

bulunur. Benzer sekilde, (3.3) denkleminden de

oD u®+v:+w?

ov P_
- > + c(t)

P
elde edilir.

3.2 Yardimci Problem. Euler Sisteminin Y er Koordinatlarina Gore Parcalanmasi

(3.1)-(3.3) denklem sistemine karsilik gelen yardimci denklemleri

u?+vi+w? U2

2 2
oldugunu dikkate alarak,
a_u_{_i_u_z +£_£ =0
ot ox| 2] ox|p ’
S _
@ i U_ +i B_gy :0’
ot oy| oy
aw afu*] a(p)_,
ot oz| 2 | oz\p

seklinde veya
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(3.17)
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112
u. 9 U_+£}:o, (3.19)

ot ox| 2 p
M2
LS A NS (3.20)
ot oyl 2 p
2
aw, o1V Pl g (3.22)
ot ozl 2 p

olarak yazabiliriz. (3.19)-(3.21) denklem sisteminin baslangi¢ kosulu (3.4)-(3.6) olmaktadir.
Buradan

2
é_[udx+U—+£:cl,
ot 7

0 u?
aj'vdy+7+§—gy:c2,

2

2 wdz+U—+£:c3

2 ¢
elde ederiz. Burada c,, (i =1,2,3) ler geneldet ye bagli keyfi fonksiyonlardir.

[3] ve [4] den gorUldugl Uzere (3.19)-(3.21) denklemler sisteminin ¢ozUmi  yer
eksenlerinin say1si bir tane oldugu durumda bile stireksizlik noktal arina sahiptir ve stz konusu
sureksizlik noktalarinin yerini dnceden bilmek mumkin olmayabilir. Diger bir deyisle, soz
konusu denklemler sistemi klasik ¢ozime sahip degildir. Bundan dolayi [2] deki zayif ¢cozim
kavramini icerelim.

Tanim 3.1 (3.4)-(3.6) kosullarini saglayan ve ¢(x,y,z,T)=0 o6zelligine sahip keyfi

(X y,z,t)e 1(Q test fonksiyonlari igin

{ugot —+— gox}dxduju £,y,2)p(&,y,2,0) d& =0, (3.22)

{v(pt —+——gyj(py}dydt+'|.v x,7,2)9(x,1n,2,0) dip =0, (3.23)
J{W(pt +(U—22+£j goz}dzdt +IW0 (x,y,$)p(xy,£,00dS =0 (3.24)
Q, P

integral esitliklerini koruyan u, v ve w fonksiyonlarina zayif ¢cozim denir.
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Buradaki Q,, Q, ve Q,, Q bdlgesinin sirasiyla xot, yot ve zot duzlemleri Uzerindeki

izdUstmlerini gostermektedir.

(3.22)-(3.24) den de goruldigi gibi burada u, v ve w fonksiyonlari siireksiz de
olabilirler.

Zayf ¢cozumleri icerirken ortaya ¢ikan en énemli problem u, v ve w fonksiyonlarinin
sureksizlik noktalarinin yerinin belirlenmesi ve onlarin zamana gore sonraki evrimlerinin
incelenmesidir. Diger taraftan slreksizlik noktalarinin varligl, ¢ozimlerin bulunmasi icin
klasik cozim yontemlerinin uygulanmasina da engel olur. Cunkl streksizlik noktalari
etrafinda denklemlerin igerdigi tirevlerin hi¢ biri mevcut olmamaktadir.

ZayIf ¢oztimlerin bulunmasi icin [3] ve [4] de oldugu gibi, asagidaki sekilde yazilmig

yardimcl denklemler sistemini icerelim.

Judx+c1=XU ,jvdy+c2=y\/, jwdz+c3zzvv (3.25)
notasyonlarini dahil ederek elde edilen
X 2
oV, U p (3.26)
0 2 o
2
oV, VP oo, (3.27)
ot 2 ¢
7 2
oW YU Py (3.28)
ot 2 ¢

(3.26)-(3.28) denklem sistemine (3.1)-(3.3) denklem sistemine karsilik gelen yardimci sistem
diyelim. (3.26)-(3.28) denklem sisteminden acikca goruldigu Gzere u, v ve w fonksiyonlari
siureksiz de olabilirler. Bu denklemler sisteminin diger bir 6zelligi de, buradaki hi¢ bir
fonksiyonun yer eksenlerine gore turevlerinin hesaplanmasini gerektirmemesidir.
Teorem 3.1 Eger (3.25) ifadeeriyle tanimlanan fonksiyonlar (3.26)-(3.28) yardimci
probleminin ¢ozumleri ise

u="u,, v=%, w='W,

ifadeleri ile tanimlanan u, v, w fonksiyonlar esas problemin zayif ¢ozimleri olmaktadir.
(3.26)-(3.28) denklem sistemi icin baslangic kosullarini, (3.4)-(3.6) kosullarindan

U(X1 y, Z!O) = uO(X1 y’ Z) = XU)EO)

V(X1 y, Z!O) = VO(X1 y’ Z) = XVX(O)
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w(x, ¥,2,0) = wy(x,y,z) = WO
olarak veya (3.25) notasyonlarini dikkate alarak
A =Iuo(§, y,z)dx,
V@ = [y, (x,n,2)d7,
WO = [wy(x,y,$)d¢
buluruz. Bu taktirde, (3.26)-(3.28) denklem sistemi icin baslangi¢ kosullari

W (x,Y,2,00 = VO(x,y,2), (3.29)
U(x,y,2,0) =UOx,y,2), (3.30)
W (x,Y,z,0) = WO(x,y,2) (3.31)

olmaktadir. Burada *U(x,y,z,0), *V(x,y,z,0) ve "W (X, y,z,0) bilinen fonksiyonlardir.
(3.26)-(3.28) denklem sisteminin asagidaki avantajlari vardir;
e 'U,Wve'W fonksiyonlarinin diferansiyellenebilme ozelligi u, v ve w

fonksiyonlarinin diferansiyellenebilme 6zelliginden yuksektir.

e (3.26)-(3.31) problemi U, V ve W fonksiyonlarinin yer degisiklerine gore hi¢ bir
tUrevlerini icermez.

(3.19)-(3.21) sisteminin her bir denklemi sirasiylax, y ve z eksenlerine gére diverjans sekilde

yazilmis denklemlerdir ve bunlar korunma kanununun x, y. z eksenleri Gzerine izdusimleridir.
Buradan Iu(f,y,z,t)dé, jv(x,n,z,t)dn, _fw(x,y,g,t)dg integralleri keyfi t icin
sabit olmaktadirlar.
Asagidaki ifadelerle tanimlanan
EY?(0)=[u, (&,y.2)d¢,
Eé“)(o):jvo(x,n ,2)dn,
ESY(0)=[w, (x.y.¢ )dg
fonksiyonlarini icerelim. Burada Eﬁy'z)(O), EV(“)(O) ve Ev(vx'y)(o) siraslyla  *U(x, Y, z,t),

V(x,y,z,t) ve ‘W(X,y,z,t) fonksiyonlarinin kritik degerleri olmaktadir.
Tanim 3.2
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U(x,y,z,t), *"U(xY,2,t) <EY?(0),

U, (XY, 2,t) =
gen (%2 Y, Z,1) { EVD(0),  *U(x,Y,z,t)>EY?(0),

W(x,y,z,0), *V(xY,zt)<E*?(0),

Vo (XY,z,t) =
gen( y ) { E\EX'Z) (O), yV (X, y, Z,t) > E\EX,Z) (0)

ve

z z (x,y)
W, (xy2,=] WD, Wy <E),
ECY(0),  ‘W(x,y,z,t)>E!Y(0)
ile tanimlanan fonksiyonlara (3.26)-(3.28) probleminin genisletilmis ¢cozimu denir.
Teorem 3.1 e gore de, esas problemin zayif ¢zimu icin

O'U o, (X, Y, 2,1)

ugen (X' Ys Z1t) =

OX
OV (X, Y, 2,1
Vgen(xay,Z,t): gen( y )
oy
ve
oW (X,Y,2,t)
W, X1 ,Z,t = gen
gen( y ) .
elde ederiz.

3.3 Sireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sonlu Fark Algoritmalar
R? ile{ X,y,2,t>0} evrim uzayini gosterelimve R 0
Q=1 =ih. y;=ih,z,=vh, t, =kz,(i,j,v= -,..-10,L..,), k=012... }

sebekesiyle ortelim. Burada h,, h, h, ve r sirasiylax, y, z ve t degiskenlerine gore adimlari

gostermektedir.
(3.26)-(3.31) problemini Qupn, e sebekesinde asagidaki bicimde ayriklastiralim
Xp gkl — 1 2 2 2 Pik'v
Uik,j,ly = ink,j,v_E|:(Uilfj,v) +(Vi,kj,v) +(Wi,kj,v) :|_ 'J%a (3.32
a 1 2 2 2 Pik.v
yVi!(j,i = yVi!(j,v _§|:(Uilfj,v) +(Vi,kj,v) +(Wi,kj,v) }_ ’J%"‘ ay;, (3:33)
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wit = w30 ) () e )] 334
UL = U0 (%.y;.2,), (3.35)
V=V (xuy.2,), (3.36)
WS, = WO (x,y;.2,). (3.37)

Teorem 3.2 Keyfi i, j, v vekigin
Xul(Jrl: Uk+l

k+1 k+1
AR

dir.

Goruldugt uzere, (3.32)-(3.37) sonlu fark denklem sistemi hesaplama agisindan gok
ekonomik ve ¢ok da sade olmaktadir. Ayrica da (3.26)-(3.31) denklem sistemi icin 7 yagore
Runge-Kutta yonteminde oldugu gibi daha yiksek mertebeden sonlu fark sistemleri yazmak

mUmkdndur.
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4. YARI EKSENDE INCE SINIR TABAKA PROBLEMI
4.1 Problemin Koyulusu ve R. von Mises D6nisimii

Asagidaki problemi gz 6nine alalim

2
u(a_“)w m_, (2], (4.1)
OX oy oy
a_u+@:0’ (42)
ox oy
u(x,0)=0, u(x,»)=u,(x). (4.3
Burada u, (x)=u,x" olmaktadir. (4.1), (4.2) denklem sisteminin ¢dzUmUnun yapisini

incelemek icin onu bir boyutlu parabolik tir denkleme indirgeyelim. Bu amagla,

uv v

oy OX
degisken donustimunu uygulayalim. Bu notasyonda (4.1), (4.2) denklemler sistemi

l//xl//xy - l//xl//yy = uocuXX + VWyyy
denklemine donusr.

(4.1), (4.2) sstemine asagidaki R. von Mises dontsUman
u=u(xy), v=y(xy)
uygulayaim. (4.1) denklemini (x,y) degiskenlerinde yazalim,

G @A
ox ), \ox), \oy ) \ox), \ox), oy ),

y

GLEIE) )

yolla



ve

3)-5h(E-AHE 5al@)]
), oyl \oy ), | ow| \Ow) | oy oy \ov), |

turevlerini de hesaplayabiliriz. (4.4) ve (4.5) i, (4.1) de yerine yazarsak

(auj [auj (auj a{(au”
u| — -uv|—| +Vvu| — | =vU——| U| —
ox ), oy ), oy ), oy oy ), )

elde ederiz. Boyleikle von Mises donlstimu (4.1), (4.2) denklemlerini

(auj 8{(%}}
ul—| =vu—-1\u| —
ox ), oy o), |

veya (X, ) koordinatlarinda nonlineer 1si iletim
(a_uj :ViH@_U” (46
ox ), oy ov ), |,

(4.6) u=u(x,y) fonksiyonuna gére dejenere olan nonlineer parabolik tir diferansiyel

denklemine indirger.

denklem olmaktadir. (4.6) denkleminin (4.3) kosullari gercevesinde ¢dziminin bulunmasini

esas problem olarak adlandiracagiz.

4.2 Esas Problemin Stasyoner Cozumu

Simdi (4.6), (4.3) probleminin gercek ¢cozUmUnu bulalim. (4.6), (4.3) probleminin ¢ézimund
kosan dalga seklinde

u(x,y) = f(Dx-y) = () (4.7)
olarak arayalim. Burada, D kosan dalganin hentz bilinmeyen hizini gosterir ve f
diferansiyellenebilen bilinmeyen fonksiyon olmaktadir.

&=Dx—y (4.8
degiskenine hareket eden koordinat denir. (4.7) den, gereken tlrevleri

! ’ 2 "
2-3:@ (D), s—;‘/:—fé, gwuzzfﬁ (4.9)

alip, (4.7) ve (4.9) ifadelerini (4.6) dayerine yazarsak,
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Dd_fzvg[fd_f}
dedé| de

elde ederiz. Son denklemi integrallersek

Df :vf£+c

alinz. ¢ =0 kabul edersek,

Df:vfi
dg

olur. Buradan, son denklemin genel ¢6zimil
D
f(§)=c-—¢
14

seklinde bulunur. Keyfi ¢ sabitini
w=x=0=¢&=0, f=0=c=0
olarak elde ederiz. Nihayet, (4.6), (4.3) probleminin ¢tzimuni

() = £(£) =2 (Dx-)

olarak buluruz. u(x,w) fonksiyonu y = Dx cephe noktasinin saginda sifira esit oldugundan

(4.6), (4.3) probleminin ¢dzimunu

D
T e (410)
0, v > DX
seklinde yazabiliriz. (4.3) deki sinir kosulunu ve (4.10) ¢6zUmUnU dikkate al irsak
Dox-p)| =upx
v =0
elde ederiz. Buradan
D=+,vu,, n=1 (4.12)

olarak elde ederiz. (4.11) ifadesinden u fonksiyonunun dagilma hizinin sonlu oldugu gorultr
ve F.,vu, asesit olur. Dolayisiyla supp u(x,yx):{Ogy/s Dx} olmaktadir. (4.10) dan
goruldigu gibi (4.6), (4.3) probleminin ¢6zima stirekli, u,, (x,y) parca-parca surekli, u,,, ise

sifiraesit olmaktadir. Dolayislyla (4.1) denklemi dejenere olur ve
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2
ou_ [ou (4.12)
OX oy

halini alir. (4.12) birinci basamaktan nonlineer denklem olmaktadir ve onun ¢ozimuni

bulmak icin Charpit denklemler sistemini yazalim. Bu amacla

ou ou

Zp, == 4.13

P o q (4.13)
olarak gosterelim. (4.13) notasyonlarinda (4.12) denklemini

z(p,a)=p-vq*=0 (4.14)
seklinde yazalim. (4.14) U x ve w ye gore diferansiyelleyelim

P_ an—q =0,

oX OX

P _ Zan—q =0.

oy oy
P _aq oldugunu dikkate alirsak, son denklemleri
oy  OX

@ — 2Vq a_p = 0,

OX oy

a_ 2vQ a_ 0

OX oy

olarak yazabiliriz. Bilinmeyen (X,y,p,q,u) degiskenlerini bulmak icin asagidaki Charpit
denklem sistemini

dx__dy _dp_dqg__ du . (4.15)
1 -2vqg 0 O p-2vq

elde ederiz. Buradan p =a = sabit oldugundan (4.14) den q = J_r\/E olmaktadir.
|4

du= a—udx+a—udy/
OX oy
veya
du = pdx+qdy
ifadesinden
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a
U=aXi\/:l//+C
1%

elde ederiz. Buradaki c integralleme sabitini, x=0 = w =0 olmasindan ve baslangi¢

kosulunun dikkate alinmasindan ¢ = 0 olarak buluruz. Boylece,

u=axz \/gy/ (4.16)

¢OzUminu el de ederiz. (4.16) sinir kosulunu dikkate alirsak
UX = ax

yazabiliriz. Buradan a =u, olur. D nin 6ntinde “-” isareti oldugunda D hiziyla sag tarafa, “+”

isareti oldugunda sol tarafa dagilan dalga elde edilmektedir. a nin bu degeri (4.16) da yerine

(“-" isaretiyle) konulursa
D
u(x,y) =7(DX—V/)

buluruz. Dx >y degerlerinde u(x,y) =0 oldugundan (4.12), (4.3) probleminin ¢ozUmu igin

2(DX—l//), Dx<wy
14

u(x,w) = (4.17)

0, Dx>w
ifadesini elde ederiz. S6z konusu ifade (4.10) ¢ozUm ile cakigsmaktadir.

4.3 Y ardimci Problem ve C6zimu

(4.10) veya (4.17) ifadelerinden goruldiglu gibi (4.6), (4.3) probleminin ¢ozUmi surekli,
birinci tirevi ise zayif sireksizlik noktasina sahip olmaktadir. Dolayisiyla, stz konusu
problemin klasik ¢c6zimi mevcut degildir. O halde zayif ¢dzimi asagidaki gibi tanimlayalim.
Tanim 4.1 (4.3) kosullarini ve f, (Dx,y) =0 kosuluna sahip temel fonksiyonlar sinifindan
olan herhangi bir f(x,y) fonksiyonuicin asagidaki integral

j{uf - Yt }dxdyx—ffj(})vﬁxzf (x,0)dx = 0

! X 2 vy ! 2 4

esitligini koruyan u(x,w) fonksiyonuna (4.6), (4.3) probleminin zayif ¢bzimu denir.

(4.6), (4.3) probleminin zayif ¢ozimuni elde etmek icin dnce (4.6) denklemini
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ou_vou
ox 20y’
seklinde yazalim. [3] ve [4] U takip ederek (4.6), (4.3) problemine bilinen anlamda denk olan
0% ()

yardimcl problem onerelim. Bunun icin A ile A() = 507

operatoriinii gosterelim. A™ in

mevcut oldugunu varsayarak (4.6) nin her iki tarafina A™ i uygularsak
At MY pipy?
ox 2

alirz. Son denklemi

gibi de yazabiliriz.

AU =v(X,p) (4.18)
olsun. (4.18) den

u=Av(X,) (4.19)
elde ederiz. (4.19) u dikkate alirsak yardimci denklemi

o v(ovY

v o(2) 20
olarak dayazabiliriz.

(4.20) denklemi icin baslangic ve sinir kosullari

v(O,r) =Vvy(x), u(x,0) =uyx (4.21)

olmaktadir. Burada v, (x) ,

d%,(x)

X2

u(x,0)

denklemini koruyan herhangi bir fonksiyon olmaktadir.
Teorem 4.1 Eger v(x,y) fonksiyonu (4.20), (4.21) probleminin ¢dzimi ise (4.19) esitligi ile
tanimlanan u(x,y) fonksiyonu da (4.6), (4.3) probleminin zayif ¢ozumi olmaktadir.
Simdi, (4.20), (4.21) probleminin ¢ozUmUund bulalim. Bunun icin denklemin ¢ozimunt
V(X,p) = p(Dx—y) (4.22)
seklinde arayalim. Gereken tirevleri hesaplayip elde edilen ifadeleri (4.20) de yerine yazarsak
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aliriz.

degisken donustimi yaparsak, bu notasyonda son denklem

vV_o2
Dz=§zé

seklini air. Degiskenlerine ayirirsak
12
(2) ag=2
v z

olup, buradan

elde ederiz. Buradan,

v(x,w) =(8) = 7 +Cs
D
{z)
veya
1/ DY D)? ’
V(X,l//)=§(§j {(Ej (DX—(//)+Cl:| +c, (4.23)
buluruz. (4.23) den kolayca gosterilebilir ki,
VW) _ ) (4.24)

oy?
olmaktadir. (4.23) den goruldigl gibi yardimci problemin ¢tzimi tek degildir. S6z konusu
yardimci problemin asagidaki avantgjlari vardir:

1. v(x,y) fonksiyonunun diferansiyellenebilme oOzelligi u(x,y) fonksiyonunun

diferansiyellenebilme 6zelliginden 2 mertebe yuksektir.

2. u(x,w) ¢O0zUmunl yardimci problem araciligiyla elde etmek icgin Onerilen

algoritmada u(x,y) fonksiyonunun hichir degiskene gore turevleri kullanilmamaktadir.
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Bunun yani sira, yardimci problemin ¢ozimund kullanarak u(x,y) fonksiyonunun
turevlenebilme 6zelligini de incelemek mimkindur.
(4.24) ifadesinden

1

V06w = g - Enlx.£)de (4.25)

yazabiliriz. Burada I'(x) 1.tir Euler fonksiyonu olmaktadir. (4.25) den goéruldigl gibi, eger
u(x,w) fonksiyonu iki kez diferansiyellenebilen fonksiyon ise (4.24) esitligi gercek olurdu.
Fakat u(x,y) fonksiyonunun diferansiyellenebilme 6zelligi birden az olmaktadir, yani
u(x,w) nun diferansiyellenebilme 6zelligi 0 < o <1 mertebeden olmaktadir.

u(x,y) fonksiyonunun x ve y degiskenlerine gore tirevlerini

: G B S PPRNe C)
Dxu(x,w)—éxa—r(_a)l(f VY g d¢, O<axl
ve
p v
DfU(X’W):§7[2=H+IB).([(X—U)ﬁ aué);n)dﬂ, 0<p<1

olarak ifade edebiliriz. Burada D;u(x,y) ve Dfu(x,y/) siraslylax ve w degiskenlerine gore
Caputo anlaminda ttirevlier olmaktadir, [5].
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5. SONUCLAR

Tezde asagidaki sonuclar elde edilmistir:

1. iki ve tic boyutlu Euler denklemler sistemi koordinatlara ayriklastirilmistir.

2. Iki boyutlu Euler denklem sisteminin siireksiz fonksiyonlar sinifinda sonlu fark
algoritmalarinin yazilmasi igin ¢zel yolla Onerilmis yardimci problem sunulmustur ve stz
konusu yardimci problemin Euler denklem sistemi igin birinci aralik integrali oldugu
ispatlanmistir.

3. Ug boyutlu Euler denklem sistemi icin birinci aralik integrali, Cauchy integrali elde
edilmis ve sz konusu araik integrali (yardimci problemi) kullanarak slireksiz fonksiyonlar
sinifinda 6zel nimerik yontem onerilmistir.

4. Euler denklemler sisteminin 6zel durumu olan ince sinir tabaka probleminin gergek
¢OzUmu elde edilmis ve ¢ozUmin diferansiyellenebilme mertebes incelenmistir.

5. Ince tabaka problemi dejenere olan nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denkleme

indirgenmis ve elde edilen denklemlerin stasyoner ¢ozimleri de bulunmustur.
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