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OZET

Tezde genelde iletim hatti problemleri igin yazilmis baslangic-sinir deger probleminin
¢OzUmuU incelenmistir. Bilindigi gibi, iletim hatti (veya telgraf) denklemleri birinci
basamaktan kismi tlrevli diferansiyel denklemler sistemi olmaktadir. S6z konusu sistemin
¢OzUmU icin 6nce gercek ¢ozim, sonraise sayisal ¢ozim elde edilmistir.

Dort bolimden olusan tezin ilk boluminde, iletim hatti denklemlerinin ¢ozimuni
elde etmek icin gereken alt yapi incelenmis, gerekli bilgi ve bazi kavramlar icerilmistir.

Telgraf denklemi ikinci basamaktan hiperbolik tur denklem olmaktadir.
Literatirden bilindigi Uzere, ikinci basamaktan kismi tdrevli diferansiyel denklemin
¢Ozimu strekli, birinci basamaktan (x degiskenine gore) turevi karakteristikler Uzerinde
sireksiz olmaktadir. Dolayisiyla, soz konusu denklemin klasik ¢bzimi mevcut
olmayabilir. Bu nedenle tezin birinci bdliminde ayrica kismi tdrevli diferansiyel
denklemler teorisinden bazi kavramlar, zayif ¢ozimun tanimi vs. gibi bilgiler verilmistir.
Bunun yani sira zayif ¢ctzimi elde etmek icin 6zel yolla icerilmis yardimci problem
Onerilmistir.

ikinci boliimde hiperbolik tir denklemler sisteminin tanimi ve karakteristikleri
detayli sekilde incelenmistir.

Uclincii bolimde ise, ikinci bolimdeki sonuclart ve onerilen yardimel problemi
kullanarak hidrodinamigin model denklemler sistemi olarak bilinen nonlineer denklemler
sisteminin gercek ¢coziimleri elde edilmistir.

Nihayet son bolimde iletim hatti denklemleri cikarilmis ve Riemann invaryantlari
elde edilmistir. Bunun yani sirailetim hatti denklemler sistemi icin yazilmis baslangi¢-sinir

deger problemi icin stireksiz fonksiyonlar sinifinda sonlu fark yéntemi incelenmistir.



ABSTRACT

THE INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR TRANSMISSION LINE
EQUATIONS

In this thesis the initial-boundary value problem for the transmission line problem is
investigated. As it is known that the transmission line (or telegraph) equations are first
order partial differential equations. For these system of equations both exact and numerical
solutions are obtained.

In the first section, in order to find the solution of the transmission line equations
necessary basic concept are given too. It is known that the telegraph equation is second
order. Moreover the solution of the second order equation of hyperbolic type is continuous
but the first order derivatives of the solution with respect to x is discontinuous function on
the along characteristics. Since the classical solution of this problem does not exist, the
concept of the weak solution and some notions associated with it are given.

In the second section, the definition of the hyperbolic type equation and the
characteristics are investigated.

In the third section, on basis of the suggested auxiliary problem the exact solution
of model of the nonlinear differential equation of hydrodynamics is obtained.

Finaly, the Riemann invariants of the transmission line equation are found.
Besides, the simple algorithm for the numerical solution of the transmission line equations

in aclass of discontinuous function is developed.
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1. GIRiS

Genelde, kismi tirevli diferansiyel denklemler dogadaki fundamental kanunlari matematiksel
ifade ederken, uygulamall matematigin, fizigin ve muihendidigin  bir ¢ok 6nemli
problemlerinin modellenmesi ve ¢ozilmes sireclerinde karsimiza ¢ikmaktadirlar. Bu bilim
dall modern matematigin tum alanlarinda, 6zellikle fizikte, geometri ve analizde énemli rol
oynamaktadir. Fiziksel 6nem tasiyan bir ¢cok olay kismi tirevli diferansiyel denklemler ve
onlar icin yazilmis uygun baslangic ve baslangi¢ sinir deger problemlerinin ¢ozUmUnin
bulunmasina indirgenmektedir. Matematiksel modeller cercevesinde fiziksel olaylarin
dinamigi incelenebilir, ayrica da zor kosullarda yapilmasi gereken fiziksel deneyin yerine
kolaycave hizl bir sekilde sonuca varilabilen bilgisayar deneyleri yapilabilir.

1.1 Temel Kavramlar
R™ ile (X, X,,..., X,,) noktalarinin Euclid uzayini gosterelim. Q c R™ bir bolge ve
U( Xy, Xppees X,y) 1S2 Q datanimli ve n. basamaktan stirekli turevlere sahip fonksiyon olsun. n.

basamaktan KTDD lerin genel yazilim formu asagidaki

(1.1)

ou ou ou ou  du  du
FI XX e X Uy— sy L e ~1=0
0%~ OX, OX OX0X,  OX X,

gibi olmaktadir. Burada, x;,X,,...,X, bagimsiz degiskenler, F tim argimanlarina gbre

tanimli ve bilinen, u(Xx;,X,,...,X.,) isebilinmeyen fonksiyon olmaktadir.

Diferansiyel denklemin icerdigi bilinmeyen fonksiyonun tirevierinin en yuksek
mertebesine denklemin mertebesi (veyahut basamagi ) denir.

n=1 oldugu taktirde (1.1) denklemi 1. basamaktan KTDD olmaktadir ve genel yazilim formu

F(xl,xz,...,xm,u,a—u,...,a—uJ:0 1.2
X,  OX,

seklini alir.
Genelde biz 2. basamaktan olan KTDD i inceleyecegiz. Kolaylik icinm =2 olsun. Yer



eksenlerinin sayisi iki oldugu durumda 2. basamaktan olan KTDD genel yazilim formu

asagldaki

2 2 2
ou ou 0°u 02U 6UJ: (1.3)

F(Xl’xz’u’ ox, 0x, ox2 XX, OX2
gibi olmaktadir. Kolaylik igin bazi durumlarda x,,X,,X, degiskenlerini (x, y, z) gibi de
gOsterecegiz. Zamana bagli degisen buyuklukleri ifade etmek icin zaman degiskenini 6zel
olarak t harfi ile gosterecegiz.

Eger, F bilinmeyen fonksiyon ve onun tiim turevlerine gore lineer fonksiyon olursa, boyle
denklemlere lineer KTDD denir. Diferansiyel denklemlerin lineerlik 6zelligini denklemin

operator yazilim formunu kullanarak ifade edelim. Bundan dolayi, asagidaki sekilde yazilmis

Ju) = f(x) (1.4)
denklemini g6z Online alalim. Burada, J(u) :S(% Gij degiskenlerine bagli polinomyal
X
bir bilinen fonksiyonve ( x = x;,X,,...,X,,) olmaktadir.

Asagidaki iki kosulu

1°. (U +v) =3u)+ 3(),

2°. 3(cu) =c3(u)

saglayan 3 operatOrine lineer operator denir. Burada, u ve v Q datanimli fonksiyonlar,
c isekeyfi bir sabit olmaktadir.

Ornek 1.
) u,+u, =0,
2) xu,+Yyu, =snx,
3 u -u,=u
1.basamaktan ,

4) u, +cu, =uu

XX 1



5 u,-c’u, =0

XX

2.basamaktan,

6) u,+cu, =

XXX 7

7) u,-c%u,, =0

XXXX

ise siraslyla Uctincll ve dordinct basamaktan olan lineer kismi turevli diferansiyel denklemler
olmaktadirlar.

Birinci ve ikinci basamaktan lineer KTDD lerin genel yazilim formu asagidaki

ou ou
a(x,, XZ)a_xl +b(x,, X2)6_><2 +C(X, X, )u =d(X;, X,), (1.5

azu 82u azu au
A(X]_a Xz)ax_f'i' B(X]_, X2)@+C(Xll Xz)ax_12+ D(Xl7 Xz)&l.k

(1.6)
E(X1' Xz) (;Xﬂ + F(Xl’ Xz)u = G(Xr Xz)

2

gibi olur.

Lineer olmayan denklemlere nonlineer denklemler denir. Eger, F bilinmeyen

fonksiyonun yiksek basamaktan olan tlrevlerine gore nonlineer fonksiyon olursa, boyle
denklemlere ciddi nonlineer KTDD denir.
Ornek 2.

) uf+u;=1
2) Vi +l(vx )2 =0,
2
3 (u)’+yu,-u=0,

2
4) uu, =1

lineer olmayan denklemlerdir.

Eger, F bilinmeyen u fonksiyonunun yiksek basamaktan olan tlrevierine gore lineer
fonksiyon ise, boyle denklemlere kuazilineer KTDD denir.



Ornek 3.

ou éu ou éu
A A2 +——2+ u” = 0,
OX, OX;  OX, OX,

1)

2) u,+uu, =u,

3
g M, 0
ot OX OX
kuazilineer denklemlerdir.

Birinci ve ikinci basamaktan kuazilineer olan denklemlerin genel yazilim formu

surasiyla
ou ou
a(xl,xz,u)a—Xler(xl,xz,u)a:d(xl,xz,u),
ou du \d%u ou ou ) d%u
A Xl’XZ’u'_’_ _2+B X11X21u1_a_ +
OX, OX, ) OX; OX; OX, ) OX;X,
2
C xl,xzu,a—u,a—u a—l:=D Xl,Xz,U,a—u.a—u
OX; OX, ) OX, OX, OX,
olmaktadirlar.

ou ou
a(x,, X2)8_X1+ b(x,, X2)8_><2 +C(X, X,,u) =0

seklinde olan denklemlere hemi (veyayari) lineer denklemler denir.
Ornek 4.
1) u, —u, =u?,

2) u —u,=udl-u)

yari lineer denklemler olmaktadirlar.

Eger, tum degiskenlere gore n kez siirekli diferansiyellere sahip u = ¢(X;, Xy, X,,)

fonksiyonu (1.1) de yerine kondugunda denklemi 6zdes esitlige donUstirirse, boyle



fonksiyonlara diferansiyel denklemin ¢oziimu (veya integrali) denilir.
Ornek 5.
a) f,geC?(D), (DcR?) herhangi bir fonksiyon olmak lizere

z=f(x=2y)+g(x+2y)

ylzey ailes

ikinci basamaktan sabit katsayili lineer denklemin genel ¢coztmaddir.

2 2
b) z= X 1y fonksiyonu  xz, +yz, :gz denklemini saglar. Bu ylUzey keyfi fonksiyon

VX+Y

veya parametre kapsamadigindan denklemin bir 6zel ¢ozimudur.

c) Aynisekilde z=In(x*+y?) fonksiyonuda

z +zyy:0

XX

denklemini sagladigindan bu dabir 6zel ¢oziim olmaktadir.

1.2. ikinci Mertebeden Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Siniflandiriimasi

fkinci basamaktan olan KTDD siniflandirilmasi igin bas kismi lineer olan

o%u o%u o%u ou ou (1.7)
a(x,y)— + 2b(x, +c(x,y)—+ F|x,y,u—,—|=0 '
(x,y) e (x,y) Y (x,y) Y ( P 8yj

denklemini g6z 6nuine alalim. Buradax, y serbest degiskenler, a,b,c ve F kendi argimanlarina
gore bilinen fonksiyonlar olmaktadirlar.

a,b vec katsayilari icin 6yle kosullar bulalim ki, (1.7) denklemi kanonik sekilde yazilmis 1si
dagilimi, dalga ve Laplace denklemlerinden birisiyle ayni olsun. Varsayalim ki, a,b vec

katsayilar1 ayni zamanda sifir olamazlar ve u(x,y) fonksiyonu her iki degiskene gore de



2.basamaktan slirekli tlrevlere sahip olmaktadir.
Amacimizaulasmak icin x,y degiskenlerinden yeni & ve n degiskenlerine asagidaki gibi

{e‘ =&(xy),

1.8
n=n(XY) (18

donustim yapalim. Varsayalimki , £ ven fonksiyonlari x vey ‘ye gore iki kez
diferansiyellenebilen fonksiyonlardir ve ayrica da asagidaki Jacobian tanim bolgesinde

o o0&
D(&,m) |ox oy
Dixy) |on on ©

oX oy

Bdyle durumda (1.8) sistemi x ve y degiskenlerine gore ¢ozulebilir ve

{X= X(&,m),
y=y(,n)

fonksiyonlari da stirekli olmaktadirlar.

(1.7)  denklemini yeni, & ven degiskenlerinde yazalim. Bunun i¢in denkleme dahil olan

tirevleri & ven cinsinden ifade edelim

u_ouor Moy u_ud oudy

ox OZox opox. oy oEdy onoy’

o (ag] % ocon o [677)2 wo az
o2 85 65877 OX OX 677 OX 65 Ox? 877 e

O _ o' osos ocon ogon), dudnon oud’s ou oy
oxoy  9E2 ox oy agan X oy oy ox ) on? ox oy 0F oxdy  on oxdy !



o _ (agj Lo 0% 0c0n (anj Loud oud
oy o0c*\oy) odomoyoy on'\oy) oloy* onoy*

Bu ifadeler (1.7) de yerine konursa

2+ZB +C >t U, —,—
o¢ ogon  on o5 on

alirnz. Burada,

Aazu d%u d%u F[f au auJ 0 (1.9)

A= a(x,y)( axj +2b(X,Y) o oy +C(X,y)( 6yj :

_ o¢ on o5 dn 0 dn 0 08
B—a(x,y)ax 6x+b(x y)[a 6y+ay6 j+c(x,y)6xay,

c=a(x,y)(ZyJ +2h(x, y) ay+c( y)( ayj

olmaktadir.

E(x,y) ve n(xyy) oyle secilebilir ki, (1.9) denklemi Q bdlgesinin herhangi bir (x,y)

noktasinin civarinda en basit, yani

1) A=C=0;

2)A=B=0;

3)A=C,B=0
olsun. Bu amagla B?-AC > 0; B~ AC < 0; B>~ AC = 0 olan durumlari ayri ayri
inceleyelim. D =B* — AC ifadesine (1.9) denkleminin diskriminanti denilir.

1. B> - AC > 0 oldugu durumda (1.7) denklemi hiperbolik tiire mensup olmaktadr.



u, —a’u, =0 dalgadenkleminin hiperbolik tiir bir denklem oldugunu gosterelim.

Cozim. Bu durumdaA=1, B=0, C=-a° ve B®*-4AC=4a’>0 oldugundan dalga
denklemi her yerde hiperboliktir.

2. B>~ AC =0 olugu durumda (1.7) denklemi parabolik tiire aittir.
u,—k%u, =0 (k*=sabit) i1s veyadifiizyon denkleminin parabolik oldugunu gosterelim.
Cozim. Burada A=0, B=0, C=-k® ve B*—4AC =0 olup, difiizyon denklemi her yerde
parabolik olur.

3. B>~ AC <0 olan durum daise €liptik tiire mensuptur.

u, +Uu, =0 Laplace denkleminin eliptik oldugunu gosterelim.

Cozim. A=1, B=0, C=1 ve B®*-4AC =-4<0 oldugundan Laplace denklemi her yerde
eliptiktir.

1.3 Zayif Cozim

Dogadaki bir ¢cok pratik problemin matematiksel modelleri kismi tirevli diferansiyel denklem
veya denklem sistemi icin yazilmis baslangic ve sinir deger probleminin ¢dzimunin
bulunmasina indirgenilir. Cogu zaman problemin sbz konusu verileri siireksiz fonksiyonlar
olabilir. Bazi durumlarda ise matematiksel problemin ¢oziiminde, diger deyisle fiziksel olayin
dinamiginde slreksizlik ortaya cikmaktadir. Genel olarak bir ¢ok nonlineer problemin
¢cozimiinde bazi Ozellikler ortaya cikmaktadir. Nonlineer problemlerde ortaya cikan yeni
karakteristik 6zellikler (6rnegin, heyecanlanmis cephenin sonlu hizla dagilimi, darbe dalgasl,
dahili sicrayislart vs. gibi fiziksel o6zellikler) zayif ¢ozim kavrami yardimiyla ifade
edilebilirler.

SOz konusu zayif ¢ozimi tanimlamak icin gz 6nine alinan diferansiyel denkleme
karsilik gelen integral gosterim yazmak gerekmektedir. Genelde, kismi tirevli diferansiyel
denklem icin zayif ¢ozum kavrami farkli yollarla yazilabilir.

Kismi turevli diferansiyel denklemler icin zayif ¢ozim kavrami 1930 yillarinda Sobolev

tarafindan verilmistir. Sobolev anlamindaki zayif ¢6zim, integral esitlik yardimi ile
tanimlanmaktadir. Bu tanimi agiklamak igin, Q, < R™" Euklid uzayinda konveks bir bélge,



U =u(X,X,,..%,,t) ve f(X,X,,..X,,t) Q; de olgulebilir fonksiyonlar olmak Uzere operator
bicimde verilmis

Lu=f (1.10)
lineer kismi turevli diferansiyel denklemini gbz ©Onine aaim. Burada L sirekli
diferansiyellenebilen katsayilara sahip self-adjoint (6z eslenik) diferansiyel ifadeyi
gbstermektedir.
Tanim 1. Test fonksiyonlar sinifindan keyfi ¢(x;, X,,...X,,t) fonksiyonlari igin

J.{UM(D— fp jdxdt =0, X =(X.,...,X,) (1.11)
&

integral esitligini saglayan u fonksiyonuna (1.10) denkleminin zayif (veya genellestirilmis)
¢Oziml denir. Burada M = L" dir; yani M, L operatoriine karsilik gelen adjoint operator
olmaktadir.

Tanim 1 den goruldigu gibi (1.10) denkleminin herhangi bir klasik ¢ozimi (1.11)
esitligini korumak zorundadir. Ama (1.11) sesitligini saglayan u(x;,X,,...X,,t) fonksiyonlari
daha genis bir sinif olusturur. Clnkd (1.11) in icerdigi u fonksiyonlarinin klasik anlamda
turevlenebilir olmasi gerekmiyor.

Zayif cozimler gbz onune alindiginda, denklem icin baslangic ve sinir deger

kosullarinin hangi anlamda verilecegini 6zel olarak belirtmek gerekmektedir.
1.4. Yardimci Problem ve Yapisi

Nonlineer denklemler icin (1.11) cinsinden olan tanimlarin verilmesi her zaman mimkin
olmamaktadir. Ciink nonlineer denklemler icin adjoint denklemi yazmak her zaman mumkin
olmuyor.

Bazi sinif nonlineer denklemlerde zayif ¢ctzimin bulunmasi icin [1] de bir yontem
Onerilmistir. S6z konusu yontemin temel yapisini agiklamak icgin, asagidaki nonlineer kismi

turevli denklemi g6z 6niine alalim

o%u



Burada L diferansiyel operat6rii u ya uygulanmakta olan, asikar olarak x vet ye bagli olmayan

bir diferansiyel ifade olmaktadir.

L operatorine karsilik gelen ve 6zel yollakurulmus dyle M ve 3 operatorlerinicerelim ki,
L=M3

esitligi korunsun. Burada M ve 3, L operatoriunt faktorize eden operatorler olup, asagidaki

Ozelliklere sahiptirler:

(i) M operatoruniin tersi vardir, yani M ™ mevcuttur,

(i) 3(Mv) eCH(Q;).
Asagidaki tir tanimlanmis denkleme

zt—z\zl = 3(Mv)

yardimci denklem ismini verelim.

Kolayca gostermek olur ki, yardimci denklemin ¢ozimu ile esas denklemin ¢ozimi
arasindaki bagimlilik

v=M "u (1.13)

esitligi ile ifade edilmektedir. (1.13) den gorindigl gibi icerdigimiz yardimci problem tek
olarak tanimlanmamaktadir.

Altini ¢cizmek gerekir ki, herhangi bir pratik problemi incelerken yardimci problemin
¢Ozumlerinden fiziksel yararli olan tek bir ¢ozUmU Ozel olarak belirtmek sarttir. Ayrica da

(1.13) formulinin 6zel olarak ispatlanmasi gerekmektedir.
1.5 Bazi Sinif Dalga Denklemleri

Matematik fizikte kullanilan klasik operatdrlerden olan A laplace operatorii
0% 0%. 0% 0%- 0% 0%

A=—7, A= , A= + +
ox? x> oy? ox>  oy® oz’

(1.14)

seklinde tanimlanir ve bunlara siraslyla 1- boyutlu, 2- boyutlu, 3- boyutlu Laplace operatori
denir. Benzer sekilde n-boyutlu Laplace operattriide tanimlanabilir.

o (-) sembolUnd kullanarak telin titresim denklemini

10



2

D(-)ZZL—C Au=0 (1.15)

t2
seklinde yazabiliriz. T (-) operatdriine Sobolev operatori denir.

(1.15) denklemindeki c pozitif bir reel sabit ve genellikle, aksi sdylenmedikce, t zaman
degiskenini gostermektedir. Bunagére de 1,2,3-boyutlu dalga denklemleri sirasiyla
2

u, —cu,, =0,

XX
2
Ug C (uxx _uyy) =0,

u, —c*(u,, +U, +U,)=0

formunda ol maktadir.

Dalga denklemlerinin ¢ozimleri fiziksel olarak elektrik veya manyetik kuvvetlerin
dalgasini, bir ortamdaki ses yayilmasini, katilarda enine ve boyuna yer degistirme dalgalarini
v.sifade eder.

Dalga denklemlerinin ¢ozimlerine dalga fonksiyonu denir. u, —c?Au = F seklindeki
dalga denklemine homojen olmayan dalga denklemleri denir. Burada F fonksiyonu, sadece
bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu olup bilinen bir dis kuvveti veya bir dalganin kaynagini
ifade eder.

u, +m, —c’Au=F, (1.16)
turuinden olan denkleme telgraf dalga denklemi denilir. Burada, c,y reel sabitler olmaktadir.

Uygulamadat> 0 olmak Uzere dalga denkleminin genel ¢ozUmUnil veya parametrelere
bagli ¢oziimlerini bulmaktan cok, t=0 igin u ve u, nin degerlerinin denklemle birlikte dnceden
verilmesi ve bu baslangic verilerini saglayan ¢6zUmin bulunmasi onemlidir. Clnki
cogunlukla uygulamal bilim dallarinin ortaya koydugu diferansiyel denklemlerle birlikte bazi
baslangic ve sinir kosullari dogal olarak ortaya cikar. Bu tirlU problemlere Cauchy problemi

de denir. Bu kesimde dalga denklemi icin bu tir problemleri inceleyecegiz.
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2. 1.BASAMAKTAN KUAZI LINEER K.T.D DENKLEMLER SISTEMI

Skaler denklem icin gelistirilmis karakteristikler yonteminin mantigini direkt olarak kismi
trevli diferansiyel denklemler sistemine uygulamak mumkin degildir. Cunkd, sistemin her
bir denklemi, farkli bilinmeyen fonksiyonlarin cesitli yonlerde tirevierini icermektedir.
Karakteristikler yontemini diferansiyel denklemler sistemine uygulayabilmemiz icin 6zel
sekilde karakteristik egriler bulunur ki, bu karakteristikler tzerinde invaryant kalan ifadeler
elde etmek mimkin olsun. Bunlara Riemann invaryantlari denir. Riemann invaryantlari
dikkate ainarak goz onine aldigimiz sistemin her bir denklemini uygun karakteristikler
Uzerinde tam diferansiyel seklinde ifade etmek mumkin olabilir. Dolayisi ile, yine de kismi
turevli diferansiyel denklemler sistemi adi diferansiyel denklemler sistemine indirgenebilir.
SOz konusu adi diferansiyel denklemler sistemini (en azindan herhangi bir nimerik yéntem

uygulamayla) ¢cozerek, verilmis problemin ¢ozimlerini elde ederiz.
2.1 Hiperbolik Denklemler Sistemi

GUnimuzde bir cok fiziksel problem skaler diferensiyel denklemden ziyade birinci
basamaktan kuazi lineer kismi tdrevli diferansiyel denklemler sistemi seklinde ifade
edilebilmektedir. Boyle denklemler bilinmeyen fonksiyonlarin tirevlerine gore lineer olup,
katsayilari ise bilinmeyen fonksiyonlara ve serbest degiskenlere bagli olabilir. Eger boyle
denklemler dalgalarin dagilim durumlarini ifade ederse, bir ¢cok problemin ¢ézimine dalga
denklemlerini cozmeyle ulasabiliriz.

Bu bolimde biz iki boyutlu problemleri gbz 6nline alacagiz. Degiskenlerden biri x -yer
ekseni, digeri ise t-zaman degiskeni olacaktir. Eger bilinmeyen fonksiyonlar u;(x,t), (i=1,2)

olursa, birinci mertebeden kuazi lineer diferensiyel denklemler sisteminin genel yazilim formu

2

Z(aij %(x,t) +b; % (x,t)J +¢, =0, (=12 (2.1)

i=1

biciminde olmaktadir. Burada, a;, (i, j=1,2) ler x ve t yebagli bilinen fonksiyonlardir.

Oncelikle (2.1) sisteminin hiperbolik sistem olmasl icin bir kosul bulalim. Birinci
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mertebeden kismi turevli diferansiyel denklemin ¢ozUmini ararken oncelikle bu denklemin
karakteristiklerini bulup sb6z konusu denklemi adi diferansiyel denklemler sistemine
donusturdyorduk. Bazi durumlarda, elde ettigimiz adi diferensiyel denklemlerin ¢dzimuni
bulabiliyorduk. En azindan ele adigimiz diferansiyel denklemler sistemini sayisal olarak
¢ozmek mumkinddr. Her iki durumda da gbz onunde bulunan kismi tirevli diferansiyel
denklem "yerel" olarak c¢Ozulir. Bu ise genelde dalgalarin dagilim durumlarina denk
gelmektedir. Gergekten de kiigiik bir zaman diliminde keyfi bir noktanin hareketine, o noktaya
yakin olan noktanin etkisi olabilir. Dogal olarak karsimiza sbyle bir soru cikar. "(2.1)
denklemler sistemi icin de bdyle bir yerel hesaplama islemleri yapilabilir mi ?* Bu islemler
yapildig! taktirde sistem hiperbolik tire ait olur.

Hiperbolik sistemin tanimini vermeden once bazi bilgilere goz atalim. Genelde (2.1)

ou. ou,
sisteminde her bir denklem keyfi u; fonksyonlari ile Ej ve a—’ turevlerinin keyfi

X

kombinasyonlarini icermektedir. Bu, su anlama gelir, denklemler keyfi u; fonkiyonunun

cesitli yonlerdeki degisim hizi hakkinda bilgi verir ve bu denklemlerden keyfi u;,
fonksiyonunun siz konusu degisim hizlarinin bilinen bir yonde degismesi hakkinda herhangi
bir bilgi amak mumkin degildir. (2.1) denklemler sistemi Uzerinde ¢esitli dontstimler yapsak
acaba yukarida bahsettigimiz bilgileri elde edebilir miyiz? Bunu arastiralim.

(2.1) denklem sistemini hentiz bilinmeyen

1= (1,0, t,u), L(x,t,u))

vektorl ile carpip toplayalim

(ai,- ou;(x,t) +b, au, (X’t)]'i'CiJ =0. (2.2)
ot OX

Acaba (2.1) sistemini
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2 d .
ijiJ“bjlj =0 (2.3)
=1 dn

sekline donUsturebilen I vektoriing bulmak mimkiin midiir?
Bu tdr dontsim mimkan oldugu taktirde, (2.3) denklemi u; nin tim tdrevlerini tek bir
(a, ) yonundeki iliskileri gosterebilir. Bu durumda (x,t) duzleminde («, #) vektor alani ile

tanimlanan egrinin bulunmasi gerekir. Varsayalim ki, bu tur egrilerden birinin parametrik
denklemleri (x = x'(77), t =t'(77)) olmaktadir. Bu taktirde

L=t x—J (2.4)

olur. Gendligi bozmadan o =x'(y), f=1t(y) alabiliriz ve denklemi (2.3) seklinde
yazahiliriz. Gergekten de (2.2) ifadesini diizenlersek

ou ou ou
(Lay, +1a,) El + (1o, +1,b,) 8_)(1 +(lLa, +1,a,) # +
Oy +10,) 2 1 1c 41, =0
OX
formunu elde ederiz. Buradan
La, +1,8,, =mpg, lLa,+l,a, =m,p3, (2.9
lb, +1,b,, =m,e, L, +1,b,, =m,x (2.6)

olarak tamimlanirsa (2.2) sistemini

i{mj(ﬂ%+a%J+lici:o (2.7
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biciminde yazahiliriz. (2.5) ve (2.6) sisteminde esitligin her iki yanini siraslyla « ve g ile

carpip birbirine esitlersek
{Il(aall - Bby) +1,(ea, — Bby) =0, 2.9)
|, (e, — poy,) +1,(0ay, — fb,,) =0
elde ederiz. Sonuncu sistemin tek bir ¢ozimui olmasi icgin gerek ve yeter kosul
oa,, — by, ocay — oy -0 (2.9)
oay; — ﬂblz 0y, — ﬂbzz
olmasidir.
all a12 bll b12
A=| a, ay| B=| by by
olsun. Bu notasyonlarda (2.9) denklemini
| A, X'=B;T'|=0 (2.10)

olarak da yazabiliriz. Bu kosul, yukarida stziini ettigimiz egrinin yonuni belirler ve bu tir
egrilere karakteristik egriler denir. (2.3) denklemine ise karakteristik formda yazilmis denklem

denir. Karakteristik formda yazilmis denklemin her biri u;,(j =1,2) fonksiyonlarinin iki

tirevleri arasindaki yalniz bir baglantiyi gostermektedir. Ileride gorecegiz ki, problemin lokal
¢OzUmunun bulunmasi icin karakteristik formda yazilmis iki denklem gerekmektedir. Bu
kosul, sistemin hiperbolik olmasi kosuludur.

Simdi (2.1) sisteminin karakteristiklerinin bulunmasi problemini detayli sekilde
inceleyelim.
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2.2 Karakteristikler

Asagidaki sistemi gz 6niine alalim

ou ou ou ou

All(X,t)El + Alz(x’t)ﬁ2 + Bn(x,t)a—xl + Blz(xyt)a_x2 = fl(xit) J (2 11)
ou ou ou ou '

AQl(X!t)El + Azz(X,t)a—tz"‘ BZl(X’t)a_xl + BZZ(X't)a_XZ = f,(x1).

(2.11) sistemini
ou ou
A—+B—=f(xt 2.12
7 B (x,t) (212)

matris seklinde yazalim. Burada, A,B,u ve f

A:(An Alz} B:(Bn Blzj’ u:Eul} f:(h}
A21 A22 le Bzz U2 f2

olmaktadir.

(2.12) sisteminin herhangi bir Q boélgesinde herhangi bir (x,t) noktasinda purizsiz
(yeteri kadar turevlenebilir) ¢ozUminin mevcut oldugunu varsayalim. Q bdlgesinde bulunan
bir (x,,t,) noktasini gbz onune alalim ve bu noktadan bir » egrisi gegirelim. Bu egri Uzerinde
olan (X,,t,) noktasindaki kigik kaydirma vektorini (dx,dt) ile gosterelim. Varsayalim ki,
(2.12) sisteminin ¢ozumleri y egrisi Uzerinde verilmistir. Amacimiz y egrisi Uzerinde verilen
u, ve u, nin degerlerine ve sagladiklar (2.12) sistemine gore ¢ozumil y egrisinin civarinda
bulmaktadir.

Verilmis degerlere gore y egrisinin etrafinda (2.12) sisteminin  ¢6zUmunin
bulunmasina " Cauchy problemi™ denilir.

u, ve u, fonksiyonlari y egris Uzerinde bilindikleri igin, bu egri Uzerinde onlarin

turevleri de bilinmektedir. Dolayisiyla
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normal tirevlerin varligi, egrinin tim noktalarinda keyfi yon boyunca olan turevlerini bulmaya
imkan saglamaktadir. Tersine, bu dort turev biliniyorsa, keyfi yon ve normal Uzere tirevleri de
bulabiliriz. Bu taktirde problemi, u fonksiyonunun y egrisi Uzerinde bilindigini varsayarak,

bu egrinin tim noktalarinda %u : au trevlerini bulma olarak ifade edelim.

OX

S6z konusu turevleri, u fonksiyonunun (x,,t,) noktasinda bilindigini ve onlarin
(dx,dt) vektord boyunca tam diferansiyellerinin de bilindigini varsayarak hesaplamaya

calisacagiz. du diferansiyellerini tirevlier yardimiyla

ou, dt + 0

A gy = du,, %dt +%dx =du, (2.13)
ot ot OX

olarak yazalim. (2.13) ifadelerini (2.1) denklemler sistemine ekleyerek, 2or, M Mz Uy

ot ox ot ox
bilinmeyen fonksiyonlari elde etmek igin
8 ou
All AI.Z OX BlZ axz = f
ou ou
AQlE+A22_+ 8_)(1+822 8)(2 = f,, (2.14)
at 1y ax M = gy,
ot OX
gt Yz au2 au2 - du,
8’[
denklemler sistemini elde ederiz. Bu sistemi
A(Z—E[J+ Bg—u f,
X (2.15)
tha_u dx Ea—u =du
ot OX
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matris seklinde yazalim. Burada,E birim matris olmaktadir. (2.15) sisteminin
bilinmeyenlerini bulmak icin gerek ve yeter kosul

A B
det| dtE dxE |#0 (2.16)

olmasidir. Burada

All A12 Bll BlZ

A B B, B
det - A21 A22 21 22 (2 17)
dtE dxE dd O dx O

O dt 0 dx

olmaktadir.
Asagidaki esitligi

A B
det =0
[th dej

saglayan egrilere (2.1) sisteminin karakteristikleri denir.
Varsayalim ki, y egrisinin kendisi karakteristik egridir. (2.15) sisteminin determinanti
sifira esit olmasina ragmen, bu sistemin ¢ozima vardir. Varsayimimiza gére (2.15) sisteminin

y egris Uzerinde tanimlanan bir ¢cozumu vardir. Buise

A B f
dtE dxE du

genisletilmis matrisin rankinin matrisinin dejenere olan

A B
dtE dxE
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matrisin rankina esit olmasi anlamina gelir. Boylelikle du vektort, karakteristikler boyunca

keyfi olamaz ve asagidaki kosulu

A B f A B
rank = rank (2.18)
dtE dxE du dtE dxE

saglamak zorundadir. (2.18) ifadesine, karakteristiklerin kosulu denir. Karakteristikleri daha
iyi anlayabilmek icin sdyle bir drnege dikkat edelim.
Ornek 6. Ses dalgaarini ifade eden

o pyox (2.19)

op ,0u
—+ p,Co—=0
ot P00 ok

u_ lap_,

denklem sistemini g6z 6nune alalim. (2.19) sistemini matris seklinde

GO W e
0 1)ot\p) (pce O Joxip) O

olarak ifade edelim. Bu 6rnek icin (2.14) sistemini

au

1 0 0 Yp gtp 0
01 pc2 0 |2 | |0

ot ot |= (2.21)
d¢ 0 dx O |ou du

0 d o dx)ox| |d
X@ p
OX

sekilde yazabiliriz. Karakteristikler denklemi ise
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1 0 0 1p

2 Vo 1 pec; O 0 0 ¥p
0 1 pgc O 2
&t 0 dx 0 =0 dx O|+dtjl pc; O

dt 0 dx dt O dx

0O dt O dx

2 2
—daxt A ed]t A% L 2 (- c(dty? =0 2.22)

dx dt Po

olmaktadir. Boylelikle, karakteristikler icin x Fc,t = sabit elde ederiz. Simdi, karakteristikler

icin olan kosulu ele alaim. Y ukaridaifade ettigimiz gibi

1 0 0 Yp, O
0 1 pc2 0 O
dt 0 dx 0 du
O dt O dx dp

matrisinin ranki ile bu matrisin keyfi dort situnundan dizenlenmis olan yeni matrisin ranki

ayni olmak zorundadir ve soz konusu determinant sifira esit olmaktadir. Ornegin,

1 0 0 0
0 1 pgi 0|_,
dt 0 dx dul
O d 0 dp
dir. Buradan,
1 ¢’
Po%o dx du ,|0 du

0=/0 dx du:od_poodtd =
i 0 dp P

dxdp + dtdup,cZ =0 (2.23)
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olur. Birinci karakteristik tzerinde,

d_)t( =¢, ve dx =c,dt

dir. Son ifade (2.23) de yerine konursa

elde ederiz. Buradan

P_ = sabit (2.24)
PoCo

u-+

olmaktadir. ikinci karakteristik Uizerinde

% = —C, ve dx = —c,dt

olmaktadir. Bu ifadeyi (2.23) de yerine yazarsak

veya

P_ = sabit (2.25)
PoCo

elde ederiz. (2.24) ve (2.25) ifadelerine Riemann invaryantlari denir.
Ornek 7. ikinci bir érnek olarak asagidaki Cauchy-Riemann sistemini g6z 6niine alalim
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ou 6v_0

ox oy
ﬂ+ ou_ (2.26)

oX oy

Bu sistemi de matris seklinde

o DAL S5k

olarak ifade edelim.
Simdi karakteristik determinanti yazarsak,

1 0 O
0 1 1 o0 1 1 O 0O 1 1
=0 dy O|+|dx O dy
dx. 0 dy O
dx O dy] O dx O
0 dx O dy
1 0 0 1
=dy —dx = (dy)? + (dx)* =0,
dx dy dx dy
— dy = Fidx (2.27)

olur. Dolayislyla Cauchy-Riemann sistemi reel karakteristiklere sahip degildir.

ox—ekseninin karakteristik egri olmadigini, yani u(x,0) keyfi degerlerine gore,
sistemin t ye gore turevlerinin bulunmasina olanak saglamadigini varsayalim. Buna gore
asagldaki sistemi goz 6niine alalim

Aa—u+ Ba—u:
ot OX
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10 0 -1
Burada A= , B= olmaktadir ve detA # 0 dir. O hade,
01 1 0
a—u+A‘1Ba—u:A‘1f
ot OX

veya A'B=C , A'f =g olarak ifade edilirse son denklemi

a_u+ca_u:
ot OX

seklinde ifade edebiliriz.
Bu sistem icin karakteristik determinanti asagidaki gibi yazalim

E C E C
= (dt)2 E d_X E
dtE dxE|, , at
0o c-%g "
= (dt)? ’ dt | = (~1)2(dt)? detlc - E‘.
e O dt
dt

Boylelikle sistemin karakteristikleri, egimi det(C — KE) =0 denkleminden bulunan k; (x,t)

kokleri olup,

dx.
—L =k (x,t
ot (X1

denklemlerini saglamaktadir. k, (x,t) lere karakteristik hizlar denir.

Y ukarida soylediklerimizin hepsi asagidaki sekilde yazilmig

A(x,t,u)a—u+ B(x,t,u)a—u= f(x,t,u) (2.28)
ot OX
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kuazi lineer denklem sistemi icin de gecerlidir. Bu durumda karakteristikler ¢cozimlere de
bagli olacaktir. Bir ¢ozUm icin elde edilen karakteristikler diger ¢dzim icin uygun
olmayacaktir. Ornegin, gaz dinamigindeki bir sistemi gz 6niine alalim.

Ornek 8. ideal gazlarin izentropik akisini ifade eden

g—l:+u2—u+—p(p)g—pzo,
X P X 2.29
.00, 22

denklemler sisteminin karakteristiklerini ve Riemann invaryantlarini bulalim.
Bu son sistemi matris seklinde

olarak yazalim. Karakteristiklerin denklemi

1 0 wu L
Y2
0 1 p uj=p0 (2.30)
dt 0 dx O
O dt 0 «dx

bigiminde olur. Buradan
(dx)? —udxdt + dt[-udx + dt(u® - p')] = 0
elde ederiz. Son denklemin kokleri
%:u+\/?,%:u—\/? (2.31)
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olmaktadir.

Simdi Riemann invaryantlarini bulalim. Bunun icin genisletilmis matrisin

’

1 0 u P
Yo,

0O 1 p u O
dd O dx O du
0 d 0 dx dp

0

keyfi 4x4 minoru sifiraesit olmalidir, 6rnegin,

1 0 u O
01 p O —0
d 0 dx du
0O dt 0 dp

Bu denklemden
dxdp + pdtdu —udtdp =0

bulunur.

Birinci karakteristik Uzerinde dx = (u++/p'(p))dt ve (2.32) denkleminden

du _ p'(p)

do do

elde ederiz. ikinci karakteristik tizerinde ise, % =u—4/p'(p) ve

du _/p(p)
do do

elde edilir. Boylelikle (2.29) denklemler sistemini

25
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dx p
E:U"‘\IP(P),

du_ ()
do do

ve
dx p
at =u—4/p'(p),
du _p'(p)
do dp

adi diferansiyel denklemler sistemine indirgemis oluruz.

3. GAZ DINAMIGININ MODEL DENKLEMLERI

Bu bdlimde gaz dinamiginde sik rastlanan ve gaz dinamiginin model denklemler sistemi
olarak adlanan sistemi inceleyecegiz. Kolaylik icin 6nce ses dalgalarini ifade eden denklemi
g6z 6nlne alalim.

3.1 Lineerlestirilmis Gaz Dinamigi Denklemi

Y ukaridaki yontemi asagidaki lineerlestirilmis

o, 0%
—-a"—=0 31
ot? ox? (31)

gaz dinamigi denklemi icin uygulayalim. (3.1) denkleminde
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degisken donustmlerini yapalim. Bu durumda (3.1) denklemi

a_p+p a_u:O

ot % ox

2
ou a_a_p:O

ot p, OX

1.basamaktan denklemler sistemine donislr. Sonuncu sistemi asagidaki gibi matris seklinde

yazalim
%U+Ag—u: . (3.2
X
Burada
0 p
— 2
A= a° 0
Po

olmaktadir. (3.2) sistemini

P, x<0
x,0) = 3.3
p(x.0) { o0 (33
ve
u Xx<0
u(x,00=4 -’ 3.4
(%0) { o0 (34)

baslangi¢ kosullar1 cercevesinde inceleyelim.
A matrisinin Ozdegerleri A, =-a, 4, =a

olmaktadir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler ise
KO = Po K® = Po
-a/ a
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olarak elde edilir. Once, U, = (p,,u,)" sol baslangig verilerinin 6zvektorler tizerinden

PL 2 0 Po Po
U = =>Y>aK'W=«a +a

olarak yazalim. Son cebirsel denklemler sisteminin ¢ozimi

ayriligini

_ pLa—pou,
2ap,

_ Pl tap,

a
' 2a,,

ve a,

olur. Simdi, u, = (pg,Ug)" sag baslangic verilerinin K@ ler tizerinden ayriligini

o2l

- a a
seklinde yazarak

ap, — pu ap, — pu
B, = PRZ PoYr ve f,= Pr — PoYr
a0 2ap,

ifadelerini buluruz. Yildiz bolgesinde, yani x+at=c, ve x—at =c, karakteristikleri arasinda
yerlesen bolgede,

U (x,t) = BK® +a,K®
oldugunu dikkate alirsak g6z 6niine aldigimiz problemin ¢ozimu igin

oron=(ZJoal Sl

elde ederiz. Buradan sonug olarak,
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1 Yo,
P zz(pL+pR)_2_;(uR -u.),

«_1 a
u :E(UL _uR)_Z_po(pR -pL)

oldugunu goruriz.

t
A
Star Region
7‘1 7‘2
P (x.t)
AN
/ AN
/
U P AN U,
p ~ «
(2) (1)
XO XO
Sekil 1 Yildiz Bélge
Ornek 9. p,=1, a=1, p =1, p, :%, u =0, u,=0 veiler igin (3.2)-(3.4)

probleminin ¢ozUmUnd arastiralim. Bu durum icin baslangic fonksiyonlar

1 x<0 0, x<0
p(0) = % x>0 U(X’O)z{O, x>0
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olmaktadir. S6z konusu problemin ¢ozimleri ise

X
PL s ?<i1

* X
px.t)=<p, A<t

X
Pr —>4
t
X
U, _<ﬂ'1
t
X
u=<u, ﬂl<?</12
X
Ug, ?>/12

olmaktadir.

3.2 Hidrodinamigin Model Denklemler Sistemi

Bu bdlimde amacimiz, hidrodinamigin sabit basincli sikisabilen izenterik sivilarin haraketini

modelleyen denklemler sistemi igin yazilmig Cauchy probleminin gergek c¢dzimunu elde
etmek ve ¢ozUmiin bazi 6zelliklerini incelemek olacaktir. Bu amacla asagidaki

{ u, +uu, =0,

(35)
P+ (pu), =0,
{u(x,O) = f(x), 36)
p(%,0) = g(x)

Cauchy problemini gbz 6ntne alalim. Burada, g(x) bir kez, f(x) ise iki kez turevienebilir

fonksiyonlardir. Ayrica fiziksel bakis agisindan bu fonksiyonlarin kompakt tasiyiciya sahip

oldugunu varsayariz.
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3.2.1 Surekli Baslangic Kosul

Goruldagu gibi, (3.5) denklemler sisteminin 1. denklemi diger p(x,t) bilinmeyeninden
bagimsizdir, ikinci denklem ise u ve p yabagli olmaktadir. [1],[2] de gosterildigi gibi eger,
f(x) fonksiyonu hem pozitif, hem de negativ egime sahip fonksiyon ise (3.5) nin 1.
denkleminin u(x,t) ¢OzUmi yeri 6nceden bilinmeyen sicrayis noktalarina sahip olmaktadir.

Dolayisiyla, (3.5),(3.6) probleminin klasik anlamda ¢6zUmu mevcut degildir. Zayif ¢oziimlerin
tanimini verelim.
Tanim 2. (3.6) baslangi¢ kosullarini saglayan ve ¢(x,T) =0 kosuluna sahip olan keyfi test

fonksiyonlariicin

2
u (2x,t) dxclt + [ u(x.0)p(x.0)dx =0,

[[ o6 Du )+, U p(x,1) Jdxdt+ [~ p(x,00p(x,0)dx =0

HD{% (X, u(x,t) + @, (x,t)

integral esitliklerini koruyan u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarina (3.5),(3.6) probleminin zayif
¢OzUmu denir.
Tanim 2 den goruldug Uzere, (3.5) denklemlerinde u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlari

streksiz de olabilir.

(3.5),(3.6) probleminin zayif ¢cozimlerini elde etmek icin

v(x.1) +1(av(x,t)jz o

a2 ox (3.7)
6a)(x,t) 4 U(X t) 6a)(X,t) =0

ot ’ OX ’
v(x,0) = vy (x), (3.8)
@, (%,0) = @y (X) |

yardimci problemini igerelim. Burada v,(x) ve a,(x) sirasl ile
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dv,(X) _ day(X) _
T f(x), T—g(x)

denklemlerinin herhangi bir stirekli ¢6zumu ol maktadir.

Teorem 1. Eger v(x,t) ve o(x,t) (3.7),(3.8) probleminin ¢bzumleri ise,

ow(x,t)

u(x,t) = P

%’ p(x’t) =

ile tanimlanan u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlari esas problemin zayif ¢ozimleri olmaktadir.

Teorem 1 den

X

v(x,t) = [u(&,Ddé+c, (b),

—0

o(x,1)= [ p(&DdE + ¢, (1)

oldugu gorulmektedir. Dolayislyla yardimci problemin ¢ozimu tek degildir. Bunun yanisira

v(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlari mutlak slrekli olmaktadir. Karakteristikler yontemini

kullanarak (3.7),(3.8) sisteminin ¢ozimlerini yazalim. [3] de yardimci problemin ¢ozimu
1.,
v(x,t) = Euot +Vy(&), £=x—ut

olarak elde edilmisti. Sade hasaplamalar yolu ile

ov(x,t) _

u(x,t) = P

f (x—ut) 3.9

oldugu gosterilebilir.
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(3.7),(3.8) probleminin 2. denkleminin ¢oziminu

o(X,t) = 0y()

seklinde elde ederiz. Y ukaridaki teoreme gére

plx ) = 22X
olmaktadir. Buradan
oo _ (o). o @) ). 9@
P (X’t)_ﬁ_a’f(l taxj g(§)(1 1+tf'(§)) 1+t (8) (310

olarak elde ederiz. Boylelikle asagidaki teoremleri ispatlamis oluruz.
Teorem 2. Eger v(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlari (3.7),(3.8) yardimci probleminin ¢ozimleri
ise (3.9) ve (3.10) ile tammlanan u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlari esas problemin yumusak
(soft) ¢cozimleri olmaktadir.

Y ardimci ¢ozimlerin asagidaki gibi avantgjlari vardir:

1. v(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlarinin diferansiyellenebilme 6zelligi u(x,t) ve p(x,t)

fonksiyonlarinin diferansiyellenebilme 6zelliginden bir mertebe fazladir.

2. Esas problemin ¢ozumlerini Z—u ve 2_,0 tirevlerini kullanmadan da elde etmek
X X

mUmkundur. Zaten bu tlrevler sigrayis noktalarinda mevcut degillerdir.

3. v(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlar mutlak stirekli fonksiyonlardir.

(3.10) ¢coziminl baska yolla da bulabiliriz. (3.7) deki ikinci denklemde

a=a(xt)=x-ut
=t

degisken dontsimui yapal im. Bu dontstmun jacobiyeninin

33



j=b@n =(1+f1t)
D(x,t)

oldugunu dikkate alarak, denklemi

dp_ 1)

a3t

seklinde yazabiliriz. Sonuncu denklemden
p(x,1)J(x,t) = p(a,0)J (a,0)

aliriz. J(a,0) =1 oldugunu varsayarsak, sdz konusu denklemin ¢ozumunu

=L@ gh-u

X
PO = TG T Tt ()
olarak elde ederiz. (3.9) ve (3.11) ifadelerinden t = —% degerlerinde
u
au_ o,
OX OX

(3.11)

oldugu kolayca gorulmektedir. Dolayisiyla (3.7),(3.8) probleminin klasik ¢dzimi mevcut

desildir.

u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarindaki sicrayis noktalarini belirlemek icin

E,(t) = jRu(x,t)dx, E,(t) = Lp(x,t)dx

(3.12)

enerji integrallerini gdz oOntne alaim. (3.12) integraleri hem sirekli, hem de sireksiz

fonksiyonlar i¢in mevcut olmaktadir. Ayrica E,(t) ve E,(t) nin zamandan bagimsiz oldugu

kolayca gorulmektedir.
Tanim 3. Asagidaki sekilde tanimlanan

E,(0) = jRu(x,O)dx, E,(0) = jRp(x,O)dx
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E,(0) ve E,(0) sayillarina v(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlarinin kritik degerleri denir.
Simdi u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarinin siireksizlik noktalarinin yerlerini tespit etme

problemini ve bu noktalarin zamanla degisimini inceleyecegiz. Daha dnce sozl edildigi Uzere
yardimci problemin ¢6zimi tek degildir. Fiziksel baglamda yararli bir tek ¢oziim elde etmek
icin bazi ilave kosullar gerekmektedir.

Tanim 4. Herhangi bir t icin v(x,t) nin kritik deger aldigl noktalarin geometrik yerine front

(cephe) noktasi diyelim ve x{(t) seklinde gosterelim.
Tanim 5. Herhangi t icin p(x,t) nun kritik degerler aldigi noktalarin geometrik yerine
p(x,t) fonksiyonunun front (cephe) noktasi diyelim ve x\”(t) ile gésterelim. Tanim 3 den

v ®)= [ ux = 0

elde ederiz. Buradan, x{"(t) icin

(1) _ [u?]

dt [u]

x:x(fv) )

denklemini ele airz. Benzer sekilde, Tanim 4 den

dx” 1) _ [up]

dt [p]

x:xﬁp) (1)

elde ederiz. Burada, [go]x:xo notasyonu ile ¢(x) fonksiyonunun x, noktasindaki siGrayisi
gosterilmektedir, yani

[o]., = 06 +0)=0(%,~0)

dir. Boylece, u ve p fonksiyonlarinin sigrayls noktalarinin denklemin karakteristikleri

Uzerinde oldugunu gorduk.
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Tanim 6. Asagidaki esitliklerle tanimlanan

v(x,t), v<E,(0)
Vgen (X, 1) = (3.13)
E,(0), v>E,(0)

o(x,t), o <E;(0),
O, (X,1) = (3.149)
E,(0), > E,(0)

fonksiyonlarinayardimci problemin genisletilmis ¢oztmleri denir.

Esas problemin zayif ¢cozimui icin asagidaki ifadel eri

Ugen (X,1) = Hn(X,1) : (3.15)
OX

Pp ) = o) (319
OX

aVgen (X,t) ve aa)gen (X!t)
OX OX

buluruz. (3.13) ve (3.14) dan goruldigi Uzere, tirevlerinin 0 a

esit oldugu noktalar u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarinin sicrayis noktalari olmaktadir.

esitsizligi u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarinda sicrayislarin olusabilmes icin gerekli ve yeterli
bir kosuldur.

Simdi de esas ve yardimci problemler arasindaki iliskiyi aciklayan diger bir baglantiyi
gosterelim. Bunu yapabilmemiz icin gerekli olan

L'(p,a)=0q,F(p,q)=q,(p+0.507),
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L2 (a, pl,ql) :(ql)x Fl( pl,ql): (ql)x( P, + qql)

Lagrange fonksiyonlarini goz éntine alalim. Burada p, = a@—? q, = 2—0) olmaktadir.
X

Teorem 3. (3.7) denklemlerinin gozimleri, sirastyla L'(p,q) ve L?(q, p,,q,) fonksiyonlarinin
ekstramumlari olmaktadir.
Ispat. L(p,q) ve L?(p,q) icin Euler-Lagrange denklemini yazarsak

oL, oL, 0
_+_: s
ot OX

L, =0, L = qa,,

aqV+ aﬁ:i(ajj_k a_q:a_u_kua_u:0
ot

ot ox  ox “ox ot ox

elde ederiz. Benzer sekilde, L*(q, p,,q,) den

Lo, = @), Ly, =a(@),,

oz oLz )

Py 4 _ OP; 0 —
—+—==—=4+—(up)=0
ot OX ot ax('o)

aliriz. Boylelikle, Teorem 3 U ispatlamis oluruz.

Goruldigi Uzere skaler denklemde oldugu gibi kuazi lineer denklemler sisteminin de
gercek ¢Ozimu Onerilen yardimcl problem araciligiyla elde edilebilir. Diger taraftan da
Onerilmis yardimci problem sbz konusu denklemler sisteminin sayisal ¢6zUminu elde etmek
icin sonlu farklar yontemini uygulamaya da imkan saglamaktadir.

Diger problemler, 6rnegin, sikisabilir sivilarin sabit basingli, zamana bagli bir boyutlu
hareketini modelleyen nonlineer denklemler sisteminin gercek ¢dzimt de benzer yolla elde

edilebilir. Eger u sivinin hizi, p sivinin yogunlugu ve e birim hacimdeki i¢ enerjiyi ifade

ederse, hidrodinamigin temel denklemler sistemini
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u, +uu, =0, (3.17)

P +(pu), =0, (3.18)
e +(eu),+pu, =0 (3.19)

seklinde yazabiliriz. £ =e+ p degisken donisiimunin sonucu (3.19) u

& +(eu), =0, (3.20)

seklinde de yazabiliriz. (3.17)-(3.19) denklemler sistemini

u(x,0) = f(x), (3.20)
p(x,0) = g(x), (3.22)
£(x,0) = h(x) (3.23)

baslangi¢ kosullar1 cercevesinde inceleyelim. Burada f,g ve h bilinen fonksiyonlardir.

Teorem 4. g(x) ve h(x) bir kez, f(x) iseiki kez diferansiyellenebilen fonksiyonlar ise,

__9(x-tu)

P L ) (529
_ h(x-tu)

st = 1+tf'(x—tu) (3.29)

fonksiyonlari (3.18) ve (3.20) denklemlerinin yumusak ¢ozimleri olmaktadir.

Ispat. (3.24) formiilii ile tamimlanan p(x,t) fonksiyonunun (3.18) denklemini korudugunu
gosterelim. Teoremin diger hiukmu de benzer yolla ispatlanir. Kolaylik igin, @ = Xx—-tu(x,t)

olsun. Bu ifadeden t ye gore tirev alirsak,

po =Lt (@) "

1+tf"(0) Ju+tu)g'(0)+9(e) f'(0)-tg(w) f (o) +tu,) |
olarak elde ederiz.
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tff

u+tu, = f - -= -
1+tf" 1+tf

ifadesini g6z dninde bulundurarak

o, = —[L+tf ()] *{fg) (1+tF ") —tgff " }

elde ederiz. (3.24) y1 u ilecarpip ve x e gore turevlersek

(pv), = [L+tf"(@)]* x
{1+t (@) gu, +ug'(@)(1-tu,) —ug(@)((1+tu,)tf "(o))}

elde ederiz.

1o =1- 0@ 1
1+tf (@)  1+tf (o)

g6z 6ninde bulundurarak,
(pu), = [+t (@) *{(fg) (1+1F) ~tgff " }

olmaktadir. Bu durumda p, = —(p,), olur.

Acikca goruliyor ki, u,p,&, f,g ve h fonksiyonlari (3.9),(3.24) ve (3.25)
ifadelerinde tanimlanan fonksiyonlar (3.17),(3.18) ve (3.20) denklemlerini korudugu halde
bile, halen bunlara denklemlerin ¢bzimi oldugu sdylenemez. Bu durum asagidaki kavramlari
ele ama zorunlulugunu ortaya koyar.

Tanim 7. (3.9),(3.24) ve (3.25) fonksiyonel denklemlerini koruyan u(x,t), po(x,t) ve &g(x,t)
fonksiyonlarina (3.17),(3.18) ve (3.20) denklemlerinin (3.21)-(3.23) baslangic kosullar

cercevesinde yumusak ¢ozimleri denir.
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3.2.2 Sureksiz Baslangi¢ Kosul

Simdi, f(x) ve g(x) baslangi¢ fonksiyonlarinin stireksiz olduklarini varsayalim, yani

u, x>0

u(x,0) = U x<O (3.26)
21 ’
pn X>0

,xxmz{pl <0 (3.27)
21

gibi olsun. Burada u,, u,, p, ve p, bilinen sabitler olmaktadir ve asagidaki durumlar olabilir:

(i) u>u, p<p,;
(i) u<u, p>p,;
(i) u,>u,, P >p,;

(V) u <u, p<p,

(3.5) sisteminin (3.26),(3.27) kosullar cercevesinde karakteristikler yontemi ile elde edilen
¢Ozumu

u X >Uu
1 1
t
X X
u(x,t) = . u2<?<ul (3.28)
X
Uz, ?<u2

olmaktadir.
(3.28) 1 dikkate alirsak, p(x,t) icin de agik sekilde

Pty = I

1+tf(x—ut) (3.29)

ifadesini elde ederiz.

(3.28) formultunden goruldigu gibi u, <u, oldugunda u(x,t) fonksiyonu parga-parca
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sirekli, u, >u, oldugundaise 1. tr sigrayisa sahip fonksiyon olmaktadir. p(x,t) fonksiyonu
iseiki tane 1. tUr sicrayis noktalarina sahip olmaktadir.

Sireksiz fonksiyonlarla ¢alisma zorunlulugu, problemin ¢ozUmi igin zayif ¢6zim
kavraminin ele alinmasini tesvik etmektedir.
Tanim 8. (3.26) ve (3.27) baslangic kosullarini saglayan ve temel (test) fonksiyonlar
sinifindan ¢(x,T) =0 kosuluna sahip keyfi ¢(x,t) fonksiyonlari icin

[ ID{got DU ) + @, (%, 1) uz(;’t)}dxdt +[ up(x0)dx+ [ up(x,0)dx =0,

“D{got (X, Du(x,t)+ @, (x,D)u(x,t) o(x,t) jdxdt + fmpz(p(x,t)dx + I:plq)(X,O)dX =0

integral esitliklerini koruyan u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarina problemin zayif ¢ozUmi denir.

Esas problemin zayif ¢c6zimini elde etmek icin [3] i takip ederek asagidaki

ov(x,t) +l(6v(x,t)j2 ~0 (3.30)
a2 ox ’ '
ow(X,1) Fu(xt) aa)(g;(,t) -0, (3.31)
s =[17 2 e

_{px, x>0
(%) = {pzx, >0 (333)

yardimci problemini g6z 6ntine alalim.
ikinci bolimde oldugu gibi u, <u, oldugu durum icin (3.5),(3.26) Rieamann
probleminin ¢ozUmUunu
Uy, §>U,

u(x,t) = tx (3.34)
u21 ? < U )
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seklinde elde ederiz. Burada,

U= Ytlz,
2
olmaktadir. (3.7),(3.33) probleminin ¢bzimunu ise

CMKQZ{Z” gig (3.35)

seklinde elde ederiz. Burada, = p,(x—ujt) ve @, = p,(x—u.,t) dir. Sonuncu ifadeden

dx(p) t
f()=%+p2% B2loy (3.36)
dt 17 P2
elde ederiz. (3.10) yi g6z d6nune adarak p(x,t) igin
pl’ T > U P
p(x,t) = (3.37)
102 ’ T < U P

elde ederiz.
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4. ILETIM HATTI DENKLEMLERI iCiN BASLANGIC-SINIR DEGER PROBLEMI

Bu bolimde Iletim hatti denklemler sistemi icin baslangic deger problemini inceleyecegiz. Bu
amacla once iletisim hatti denklemlerini ¢ikaralim.

4.1 iletisim Hattinda Potansiyel Gerilim Denklemleri

Once paralel levhall, iki telli ve ayni eksenli hatlari icine alan iki iletkenli diizgiin iletim hatlari
icin genel denklemleri cikaralim. Iletim hatlari normal elektrik devre aglarindan bir 6nemli
ozellikle ayrilir. Elektrik devre aglarinin fiziksel boyutlari, ¢calisma dalga boyundan ¢ok kuiciik
oldugu halde, iletim hatlari genellikle bir dalga boyunun dnemli bir kesri, bazen bir ¢cok dalga
boyu uzunlugunda bile olabilirler. Normal bir elektrik devrede asagidaki devre dgeleri kesikli
olarak dusUnulebilirler ve dolayisiyla toplu parametrelerle betimlenebilirler. Toplu devre
Ogelerindeki akimlarin dgeler Uzerinde uzaysal konumla degismedikleri ve duran dalgalarin
bulunmadigl varsayilir. Bir iletim hatti ise, yaygin parametreli bir agdir ve uzunlugu boyunca
yayllmis olan devre parametreleriyle betimlenmelidir. Uyum kosullari disinda bir iletim
hattinda duran dalgaar vardir.

Bir iletim hattinin, asagidaki dort parametreyle betimlenen bir Az diferansiyel
uzunlugunu géz 6nune alaim.

izt

Ak A A mw i
II aluleie a a F:I: Il:?.a?at]

R 2 Loz

vzt Gz g Oy Viz+Mz )

(e

o

]
AT >
1

¥ 3

Sekil 1. iki iletkenli bir iletim hattinin Az diferansiyel uzunlugunun esdeger devresi
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R, birim uzunlugun direnci (her iki iletken), Q/m cinsinden

L, birim uzunlugun indikktansi (her iki iletken), H/m cinsinden

G, birim uzunlugun iletkenligi, S/m cinsinden

C, birim uzunlugun sigasi, F/m cinsinden

R ve L seri, G ve C paralel ogelerdir. v(z,t) ve v(z+Az) sirasiylaz ve z+ Az deki
anlik voltagjlar gostermektedir. Benzer bicimde, i(z,t) ve i(z+Az,t) Sirasiylaz ve z+ Az

deki anlik akimlari gostermektedir. Kirchoff’ un volta yasasi uygulandiginda

oi(z,t)

v(z,t) — RAzi(z,t) — LAz -Vv(z+Az,t)=0

elde ederiz. Buradan

_V(z+Az,t)-Vv(z,t)
Az

. 0i(z,t)
_Rl(z,t)+L—at

olmaktadir. Az — 0 limitindeise

_ov(z,t) 0i(z,1)

=Ri(z,t)+LT (4.1)

aliriz.

Benzer yollaKirchoff’ un akim yasasi Sekil 1 deki N kavsagina uygulandiginda

ov(zZ + Az,t)

i(z,t) —GAzv(z + Az,t) - CAz —i(z+Az,t)=0

elde ederiz. Son ifadeyi Az bolup Az — O limit alirsak

_di(z,t) ov(z,t)

=Gv(z,t)+CT (4.2)

elde ederiz.



(4.1) ve (4.2) denklemlerine, gendl iletim hatti (veyatelgraf) denklemleri denir.

4.2 iletim Hatti Denklemleri Riemann Invaryantlari

(4.2) ve (4.2) denklemler sistemini asagidaki gibi
AU, + AU, + AU =0 (4.3)

matris seklinde yazalim. Burada
Ai_L 0 A2_01 A3_R 0 U_i
loc) " 10) % loG) v
olmaktadir. (4.3) denklemini A" ile carpalim

ATAU +ATAU, + ATAU =0

. 0 L RIL O
S R LR

ve

oldugunu dikkate alarak son denklemi
U,+AU, +BU =0 (4.9

seklinde yazabiliriz. R=G =0 oldugu durumda (4.4) denklemi norma dalga denklemine

donusmektedir. Bu durum icin Riemann invaryantlarini bulalim. A matrisinin 6zdegerlerini

bulalim
0 1L 10
de{(vc o)‘*(o JJZO
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-2 l/L‘

1 )
-0, »-—=0 > —+a=+(LC)™"2.

Simdi (4.4) denkleminin karakteristiklerini bulalim. Bu amacla karakteristik determinanti

yazalim

L 0O 0 1
0 0 1 L 0 1
0O C 1 o0 c 1 C 0
0= =dtjC 1 O|+dx|0 C O|=dt + Ldx .
dt O dx dt dt dx
dt 0 dx 0 dt dx
O dt 0 dx

Buradan karakteristiklerin deklemi icin

dx . 1

dt JcL
elde ederiz. Gorlldugu tizere, dalgalardan biri 1/y/CL , digeri ise —1/\/CL hizi ile haraket

etmektedir.
Simdi karakteristikler icin olan kosulu ¢ikaralim. Genel teoriye dayanarak

—(dtf +LC(dx)* =0 =

L 0O 0 1 O
0O C 1 0 O
dt 0 dx O di
O dt O dx dv

matrisinin ranki ile bu matrisin keyfi dort situnundan diizenlenmis olan yeni matrisin rankinin

ayni olmasl gerekmektedir. Ornegin,

L 0 0 O

c 1 0
O C 1 o0 dx di| [0 di
|=L0 dx dij=L|C - = L[Cdxdv + didt] = 0
d 0 dx di 0O dv| |dt dv
d 0 dv
O dt 0 dv

olmak zorundadir.
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1. karakteristik Uzerinde dx = idt oldugundan

vJCL
C—L_dtdv + didt =0
VJCL
elde ederiz. Buradan,
i+iv—sabit (4.5)
JCL '
elde ederiz.
2. karakteristik Uzerinde dx = —idt oldugundan Cdxdv + didt =0 denkleminden
vJCL
. C .
| ———=V = sabit (4.6)
vJCL

aliriz. (4.5), (4.6) ifadelerine Riemann invaryantlari denilir.
Simdi, R ve G nin gffirdan farkli durumu icin karakteristikleri ve Riemann

invaryantlarini bulalim.

Lﬂ+0@+0ﬂ+a—v+Ri:0, 4.7)
ot ot OX OX

OQ+C@+Q+0@+GV:O (4.8)
ot ot ox  OXx

(4.7) ve (4.8) denklemlerini sirastyla henliz bilinmeyen ¢, ve ¢, ile carpip toplayalim

flLﬂ+ 610@+ floﬂ + 51@+ /,Ri+
ot ot OX OX
oi ov o ov

+/,0—+/¢,C—+/V,—+/¢,0—+/¢,Gv=0.
ot ot fox 2 ox ?

Son denklemi asagidaki gibi yazalim
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N
ot

ov

a #0007+ RI+ 1,6V =0.(49)

(0,L+ zzo)a

+(¢,0+ Ezl)%+ (¢,0+¢,C)

¢.L+0,0=mp @10
0,0+70,1=ma '

(,0+7,C=m,p (4.1)
0, +0,0=m,a '

oldugu taktirde (4.9) denklemi

oi Oi ov ov .
mpg—+ma—+m,B—+ma—+{¢,Ri+/,Gv=0
1'86'[ 1 ax Zﬂét 2 6)( 1 2

veyahut

ml(ﬂﬂ+aa—:(j+m2(ﬂ%+agv—xj+éﬁi +0,Gv=0

seklinde yazilabilir. (4.10) ve (4.11) esitliklerinde her iki taraf siraslyla o ve £ ile carpalim

al,L+al,0=map
P00+ pl, =map

al 0+ al ,C=m,af
B+ pl,0=maf.

Bu esitliklerden

{a€1L+a€20=,[)’£10+,b’£2 4.12)

al O+al,C=p0 + pl,0

elde ederiz. (4.12) sistemini normal sekilde yazarsak
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0, (ab—p0)+(,(a0-f)=0
¢,(a0~ p)+¢,(aC ~ f0)=0
aliriz. (4.13) sisteminin tek bir ¢ozimi olmasl igin
aL- 0 a0-
PO a0l (4.14)
a0-p o -p
olmasl gerek ve yeter kosul olmaktadir. (4.14) determinantini
L O 0 1ﬂ—0
o cho”
gibi de yazabiliriz. Dolayisiyla
|Aa—A,B| =0 (4.15)

determinantindan « ve S lar elde edebiliriz. S6z konusu (a, B)larda karakteristik egrileri
belirlemektedir. (4.15) 6z vektorleri (1, — LC) olarak elde ederiz. Diger dzvektériin de (1, LC)
oldugu benzer yollaispatlanabilir.
simdi (4.1) ve (4.2) denklemlerini soldan srasiyla (1, LC) ve (1, — LC) ile carparsak
(CL)i, +v. :—(RCi +%v} % =CL de

. . G dx
CL)i.-v.=- RCi—=v| —=-CL de
(L) -v. ( C j dt

elde ederiz. Buldugumuz denklemler sistemini integrallamak denel zor olmaktadir. Fakat,

% = % = sabit Heaviside yaklasimi gercevesinde soz konusu sistemi
i(cl_i +V)= —B(CLi +V), XL de
o0& L dt

ﬂ(cu —v)=—5(c:|_i ~v), X el de
o& L dt
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sekline indirgeyebiliriz. Sonuncu denklemler sisteminin ¢ozumlerini

RVEDVS (o I
CLi+v=A({)e R CL
CLi—v= B(g)e@:j X _ el

Todt

seklinde elde ederiz. Bu ifadeleri bir kez toplayip, ikinci kez ise ¢ikarip 2 ye bolersek

i(x,t) = ﬁe_[Lx)[f (x —ct) + g(x +ct)],

v(x,) =%e_(LXj[f (x—ct) - g(x +ct)]

1
(4.1), (4.2) sisteminin ¢bzimiini elde ederiz, burada ¢ = (CL) 2 olmaktadir.

4.3 Sureksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sonlu Farklarla C6zumu

Bu bolimde (4.1)-(4.2) denklemlerini asagidaki

i(x,0)=0, (4.16)
v(x,0)=0, (4.17)
1(0,t) =iy(t), (4.18)
v(0,t) = v,(t) (4.29)

baslangi¢ ve sinir kosullari cergevesinde sayisal ¢ozUma igin bir nimerik yontem énerelim.
Yukarida sOyledigimiz gibi sbz konusu probleminin klasik ¢O6zimi mevcut

olmayabilir.Bu Ozellikten dolayr (4.1), (4.2) denklemlerini direkt olarak sonlu farklara

ayriklastirmak yanlis sonuclara neden olabilir. Bu amagla (4.1), (4.2) denklemlerine bilinen

anlamda denk olan yardimci problem onerelim.

AQ) = % (4.20)

ile tamimlanan bir operatér olsun. A operatoriiniin tersini A™ ile (4.1), (4.2) denklemlerine

uygularsak
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L%ii(i,t)d§+v(x,t)+ Rii(é,t)dgzvo(t), (4.21)

o . . .
Caiv(f,t)d§+|(x,t)+G£v(§,t)d§: i, () (4.22)

integro-diferansiyel denklemlerini elde ederiz.S6z konusu denklemleri (4.16) ve (4.17)
baslangi¢ kosullar! cergcevesinde sonlu farklara ayriklastiralim.
Bununicin O dan x e kadar olan integrale dikdortgenler metodunu uygulayalim

f f(&,0)dE = hz flye (4.23)

(4.23) i dikkate darak (4.21) ve (4.22) denklemlerini asagidaki gibi sonlu farklara

ayriklastiralim
i-1 TR i
Ii,k+1: Ii,k_Z(Ij,kﬂ_lj,k) h |k+1 L zljk + Vo(tk)! (4-24)
j=1 j=1
i-1 zG i
|k+1 ( jk+1 ', ) hC |k+l C Zvjk + I (t ) (425)

=1

Burada I;,, ve 'V, sirasyla i(x,t) ve v(x,t) fonksiyonlarinin agin (x;,t,) noktalarindaki

yaklasik degerini gostermektedir. (4.24), (4.25) cebirsal denklemler sistemi icin baslangig
kosullar
lio =1io(X), (4.26)

Vio =Vo(Xi) (4.27)

olmaktadir. (4.24)-(4.25) algoritmasi Uzerinde yapilan bazi 6zel veriler gercevesinde bilgisayar
deneyleri yapiimis ve deneylerin sonuclari sirasiyla Sekil 2 ve Sekil 3 de gosterilmistir.

51



52



5. SONUCLAR
Tezde elde edilen sonuclar asagida siralanmistir:

e Gaz dinamiginin model denklem sisteminin gergek ¢coztmleri elde edilmistir.

e Iletim hatti denklemi icin Riemann invaryantlari elde edilmistir.

e Iletim hatti denklemler sistemi icin esas problemde mevcut olmayan yiiksek
diferansiyellenebilme 6zelligine sahip yardimci problem igerilmistir.

e Yardimci problemin avantgjlari kullanilarak, iletim hatti denklemler sistemi icin ekonomik
ve problemin fiziksel 6zelliklerini diizgiin sekilde ifade edebilen stireksiz fonksiyonlar

sinifinda fark semalari dnerilmistir.

53



6. KAYNAKLAR

[1] Ames, W.F., Nonlinear Partial Differential Equations in Engineering, Academic Press,
New Y ork, London, 1965.

[2] Godunov, S. K., Equations of Mathematical Physics, Nauka, Moskow, 1979.

[3] Rasulov, M. A., On aMethod of Solving the Cauchy Problem for a First Order Nonlinear
Equation of Hyperbolic Type with a Smooth Initial Condition, Soviet Math. Dok., 43, No.1,
1991.

[4] Toro, Eleuterio, F., Riemann Solvers and Numerical Methods for Fluid Dynamics,
Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 1999.

[5] Barbu, L., Gheorghe, M., Singularly Perturbed Boundary-Vaue Problems, Birkhauser,
Basel, Boston, Berlin, 2007.

54



OZGECMIS

Ethem Ilhan SAHIN, 1982 yilinda izmir’ de dogdu. ik 6gretimini Gaziantep ilindeki
Gazi Ortaokulu’ nda tamamladiktan sonra Lise 6grenimini Adana Erkek Lisesinde bitirdi. 2004
yilinda Cukurova Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Fizik B6limiinden mezun oldu. 2007
yilinda basladigl Beykent Universitesi Uygulamali Matematik Ana Bilim Dali’ndaki yiiksek
lisans Ggrenimine devam etmektedir.

55



	Kapak
	İcindekiler
	İlhan

