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OZET

Fourier serisi metodu lineer 1s1 denkleminin ¢dziilmesi i¢in en dnemli metotlardan
birisidir. Bilindigi gibi karisik self-adjoint probleme karsilik gelen spektral problemin
Ozdegerleri ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar tam sistem olusturmaktadir. Bu
durumda herhangi bir siirekli fonksiyonun s6z konusu 6zfonksiyonlar sistemine gore seri
ayrilis formiilleri gecerlidir. Bu da Fourier serisi metodunun uygulanabilmesinin temelini
olusturmaktadir.

Pratikte, self-adjoint olmayan sinir kosullu diferansiyel denklemlerle ifade edilen
bir ¢ok problem vardir. Bu durumda 6zfonksiyonlar tam sistem olusturmaz ve Fourier
yonteminin uygulanmasinda zorluklar ortaya ¢ikar.

Tezde singiiler kaynak fonksiyonlarina sahip lineer 1s1 denklemi igin yiiksek
mertebeden tiirev igeren sinir kosulu karisik problemin ¢oziimii incelenmistir.

Tezin ikinci boliimiinde diferansiyel operatorler teorisinden gereken alt yapi
verilmistir.

Son boliimde ise incelenen problemin gergek ¢oziimi sirasiyla Fourier ve rezidii
yontemleri yardimiyla elde edilmistir.



ABSTRACT

The Residue Method of the Non Self-Adjoint Initial Boundary Value Problem of the
Linear Heat Equation

The Fourier series method is one of the basic tools for a solution of the linear heat
equation. As known, the spectral problem related with a mixed self-adjoint problem has
real eigenvalues, and corresponding eigenfunctions of these eigenvalues make a complete
system. In this case, the expansion formula of any continuous function of these
eigenfunctions holds, that is fundamental in the application of the Fourier series method.

There are many problems which described by differential equations with non self-
adjoint boundary conditions. In this case, the eigenfunctions are incomplete and the
application of the Fourier method becomes difficult.

In the thesis, the linear heat equation with a singular source function subject to
boundary condition involving the higher derivatives with respect to time coordinate is
studied.

In the second section, the necessary mathematical backgrounds from a spectral
theory of differential operators are introduced.

In the final section, the solution of the mentioned problem is found using the
Fourier and Residue methods, respectively.
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1. GIRiS

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler miihendislik ve bir ¢cok bilim dallarinda genis
sekilde kullanilmakta ve olayin fiziksel yapisim1 incelemek icin en etkin bir arag
olmaktadir. Bu tiir denklemlerin ¢oziimleri yardimiyla sivi veya gaz dinamiginde akisin
parametrelerini ve diger mubhitle olan iligkilerini sonuna kadar 6grenmek miimkiindiir.
Deniz ve okyanus sularmmin atmosfer kati ile iliskisi, yani 1s1 alis verisi hava
sirkiilasyonunun temelini teskil eder. Bu nedenle biiyiik sularda yani okyanus ve denizlerde
suyun akig dinamiginin 6grenilmesi hem pratik hem de bilimsel 6nem tagimaktadir. Deniz

ve okyanuslardaki sularin akisi, yogunluk (), basing (p), hiz vektorii (u), bunlarin

disinda termodinamik biiyiikliikler sicaklik (T), birim kitledeki i¢ enerji (€) ve entropi (S)
gibi parametreler yardimiyla ifade edilmektedir. Bazi durumlarda suyun fiziksel
Ozelliklerini ifade eden diger biiyiikliikler de (6rnegin, suyun tuzluluk orani) dikkate
almabilir. Deniz sularinda yasayan balik ve diger canli organizmalarin yasayabilmesi i¢in
deniz sularinda tuzlulugun dinamik dagilimimi bilmek hayati 6nem tagimaktadir.

Suyun hareketini ifade etmek i¢in Euler yorumunu kullanirsak, yukarida saydigimiz
tim dinamik degiskenlerin t zaman ve r konum degiskenlerindeki dinamigini incelemek
yeterlidir.

Sivi ortaminda disaridan sivi girisi veya disariya sivi akisi olmadigr durumda

kitlenin korunmasi kanunu
op _
—+V.pli=0 1.1
s (1.1)

gibi siireksizlik denklemi olarak yazilmaktadir. Eger p = sabit olursa (1.1) denklemini

dp _
—+pV.i=0
a7
olarak yazabiliriz. Burada
d_2 UV:E+UQ+I9£+Wi
dt ot ot OX oy 0z

olmaktadir.

Siirekli sistemler i¢in Newton’un II. kanunu

—

p.cij—:‘ = _Vp+ pVo+ I(u) (1.2)



olmaktadir. Yani Newton kanunu o demektir ki, birim hacimdeki kitlenin ivmeyle ¢carpima,

basincin gradienti pV ¢ kitlesel kuvvet ve J kuvvetinin toplamina esit olmaktadir. Burada

@ kitlesel kuvvetlerin olusturdugu potansiyel fonksiyon olmaktadir. J kuvveti ise genelde
herhangi bir konservatif olmayan kuvvet olmaktadir, simdiki durumda sivinin siirtiinme

kuvvetini gostermektedir. Newton sivilari i¢in (su ve hava gibi)
S=WZU+§V(W) (1.3)

Burada g molekiiler viskositay1 gostermektedir.

Eger yogunlugun sabit olmadig1 durumu dikkate alirsak, yukarida yazdigimiz (1.1),
(1.2), (1.3) sistemleri tam sistem olusturmaz; yani bilinmeyenlerin sayisi denklemlerin
sayisindan fazla olmaktadir. Sistemi tamamlamak i¢in termodinamigin II. kanunu da

eklemek zorundayiz. Termodinamigin II. kanunu

de d 5
—=—pp—p +KkV T+y+ 1.4
Pa- PP g” x+pQ (1.4)

seklinde ifade edilmektedir. Burada k 1s1 iletme katsayisi, Q dis kaynaklardan birim kitleye
dahil olan sicakligin hiz1, ¢ dispasyon hesabina olusan enerji ¢ok kiigiik oldugundan bunu
dikkate almamak da miimkiindiir. Ama O6yle bir akis tiirii vardir ki, mesela magmanin akis
dinamiginde  parametresinin roliinii dikkate almamak miimkiin degildir.

S 0z entropi parametresinin dahil edilmesi ¢cogu zaman kolaylik saglamaktadir.
Sistemin entropisi diger fiziksel biiyiikliiklerle

TAS = Ae = pA(iJ (1.5)
2

iliskisine sahiptir. Burada, As, Ae ve A(lj sirasiyla s, e ve 1 bliytikliiklerinin artimi
o,
olmaktadir.

Limit durumunda (1.5) denklemi

dt dt dt p
olur. (1.6) nin dikkate alinmasiyla, (1.4) denklemi
TE=£V2T+Q (1.7)
d p

seklini alir. Bu durumda sisteme yeni bir bilinmeyen T degiskeni dahil oldu ve sistemi
tamlastirmaktan dolayi, yani sistemdeki bilinmeyen sayisi ile denklem sayisini esitlemek

i¢cin



dT T dp k_,
c,o ——aP_Eyrry 1.8
P dt padt P Q (1.8)

denklemini eklemek gerekmektedir. Bu denklemi iceritken p, p=p(p,T) ve S,

S =S(p,T) fonksiyonu olarak ele alinmaktadir. Burada ki o = —l(a—pj , Cp = T(ﬁj
p\lat), ar J,

olmaktadir. Ayni zamanda (ﬁj :%(a—pj termodinamik iligkisi de dikkate
op), p \dl ),

alinmaktadir. Ornegin atmosferdeki kuru hava igin bu termodinamik kural p :%

seklinde Boyle- Mariotte gaz kurali seklinde verilmektedir.

Ogrenilmek istenen fiziksel olayimn karakterine bagh olarak (1.1)-(1.8) denklemler
sistemine uygun baslangi¢ ve siir kosullar1 eklenerek ¢oziimii aragtirilir.

Goriildigl gibi bu denklemler sistemi ¢ok zor oldugundan, onlart bu sekilde
¢o6zmek miimkiin olmamaktadir. Bu nedenle, incelenmek istenen olaya hangi parametrenin
etkisinin daha fazla oldugunu dikkate alarak, yalniz o biiylikligiin degisme dinamigi
incelenir. Olay1 az etkileyen biiyiikliikler dikkate alinmaz. Ornegin eger deniz sularmnin iist
ince katindaki sicaklik degisimi incelenmek istenirse, yalniz sicakliga gore olan denklemi
yani (1.8) denklemini ¢ozmek yeterlidir. Dolayisiyla sistemde sadece T ye goére olan
denklem kalacak sekilde, diger denklemeler sistemden atilir.

Tezde deniz sularinin st ince katindaki sicaklik dagilimi 6grenilmek istendiginden
denkleme dahil olan diger parametreler uygun sekilde se¢ilmelidir. Bu durum tezin {igiincii

boliimiinde detayl1 bir sekilde incelenecektir.



2. LINEER DiFERANSIYEL OPERATORLER

2.1 Lineer Diferansiyel ifade ve Operator

C™[a,b] ile herhangi bir [a,b] araliginda, n. mertebe de dahil olmak iizere tiim
stirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar uzayini gosterelim. a ve b noktalarindaki

stireklilik ise, sirastyla sagdan ve soldan siireklilik anlamina gelmektedir. [a, b] de tanimli,

sadece siirekli fonksiyonlar uzaymi C” [a, b] veya kisaca C[a,b] ile gdsterecegiz.

Asagidaki sekilde yazilmis ifadeyi

é(x,%jy =ty = po()y™ + p )y "V ot Py + POy = kiopk(X)y(”‘k) 2.1
gdz Oniline alalim. (2.1) ifadesindeki  p,(X) fonksiyonlarmin reel degiskene bagh
kompleks  fonksiyonlar  oldugunu  varsayacagiz, yani her bir fonksiyon
o(x)= @.(X) + i@..(x), i=+-1 scklinde olmaktadir. Ayrica varsayalim ki, p;(X)
fonksiyonlart n-i , (i=0,1,2,...,n) mertebeden siirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlardir.
p,(x)eCla,b], (k=0,n) ve y(x)e C™[a,b] oldugu taktirde (2.1) operatérii [a,b] de

tanimli, stirekli bir fonksiyona karsilik gelir. Diger deyimle, f (X) € C[a, b] olmak {izere

d
E(x,&jy = f(x) (2.2)

dir.
Eger (2.2) ifadesindeki f(Xx) fonksiyonunu bilinen bir fonksiyon olarak kabul

edersek, (2.2) denklemine n. mertebeden lineer diferansiyel denklem olarak bakabiliriz. Bu
durumda, (2.2) denkleminin genel ¢oziimiinii arastiralim. Bunun i¢in 6nce (2.2) ye karsilik

gelen

f(x,i]y =0, p,(x)=0

dx

homojen denklemini gz Oniine alalim. Bu denklemi (2.1) ifadesini dikkate alarak agik

sekilde asagidaki sekilde yazabiliriz
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P, (%)

Po(X)

m, P(x)

(n-1)
yr L+
P, (X)

y y=0. (2.3)

Bu denklemin katsayilar1 siirekli fonksiyon olmaktadir ve Cauchy-Picard teoremine gore
denklemin temel fonksiyonlar sisteminin varligini ispatlamak miimkiindiir. Temel
¢oziimler sistemi farkli yollarla elde edilebilir. Ornegin, (2.3) denklemi igin asagidaki

baslangi¢ kosullari

- I, 1=] ..
y{] l)<a>={0 'iijj (i.j=Ln) (2.4)

verilerek s6z konusu ¢oziimleri elde etmek miimkiindiir. (2.4) ifadesinde n tane baslangi¢
kosulu vardir. Gergekten de i yi sabit tutup, j yi ise 1 den n e kadar degistirerek s6z konusu
kosullarin birini elde edebiliriz. (2.3) denkleminin bu kosullar ¢ercevesindeki ¢oziimleri
tiim [a,b] araliginda tanimli ve tektirler. S6z konusu ¢oziimleri y,,Y,,..., y, ile gdsterelim.
Bu ¢oziimlere fundamental (temel) ¢oziimler sistemi denir. Adi diferansiyel denklemler
teorisinden bilindigi gibi fundemantal ¢6ziimler yardimiyla (2.3) denkleminin genel

¢OzUimii

y(x) = Z Ci Y (X)

k=1

olarak yazilir. Buna ek olarak (2.2) denkleminin genel ¢oziimii ise
y(x)=2 oy (x)+y (x) (2.5)

seklindedir. Fundamental ¢6ziimler sistemi bilindigi taktirde, (2.5) ifadesinde yer alan
y'(X) i sabitin varyasyonu yontemi ile elde etmek miimkiindiir.
Bizi (2.2) veya (2.3) denklemlerinin belli bir sinir kosullarin1 saglayan ¢oziimleri

"V ler y,y,...,y™" fonksiyonlarmimn

ilgilendirmektedir. y,,Y.,...y"™" ve V., Vi, Y\
[a,b] araliginin ug¢ noktalarindaki degerleri olsun ve U (y) ile asagidaki lineer formu

gosterelim

11



U= {a.y* @)+ 4.y 0) | .6
Eger _

U (y)=0, (v=Lm) (2.7)

gibi ifadeler verilirse, bunlara sinir kosullar1 denir. Burada «,, ve B, genelde kompleks

sabitlerdir. Goriildiigii gibi, (2.7) smir kosullar1 bilinmeyen fonksiyonun ve m. mertebeye
kadar tiirevlerinin araligin u¢ noktalarindaki degerlerini birbirine baglamaktadir. Eger

herhangi bir y(x) fonksiyonu (2.7) sinir kosullarinin herbirini korursa, c.y(X) de bu
kosullarin herbirini korur. Ayrica, eger y,(X) ve Y,(X) bu kosullarin herbirini korursa
c,Y,(X)+¢,Y,(x) de korur. Nihayetinde 6zdes olarak sifira esit olan fonksiyon da bu
kosullarin her birini korumaktadir. Boylelikle, (2.7) kosulunu koruyan fonksiyonlar kiimesi

C™[a,b] nin alt uzaymi olusturur. D ile (2.7) kosulunu koruyan tim yeC™[a,b]

fonksiyonlar kiimesini gdsterelim. Agiktir ki, D — C(n)[a,b] dir ve (2.7) kosulu olmazsa
D =C™[a,b] dur.

((y) diferansiyel ifadesinin ve D manifoldunun verildigini varsayalim. y € D olan
keyfi fonksiyona f =/(y) yi karsilik getirelim. Bu D de taniml1 lineer operator olusturur.

S6z konusu operatorii L ile gdsterelim. Boylelikle, (2.2) lineer diferansiyel denklemi (2.7)

kosulu ile birlikte L operatoriinii olusturur, yani

f(x,dijy = f(x), (2.8)
X (2.9)

U,y=0, v=1m

dir. D bolgesine L lineer diferansiyel operatoriiniin tanim bdlgesi denir. (2.6) ifadelerinin
lineer bagimsiz olmasit dogaldir. Ciinkii, sinir kosullarinin herhangi biri digerlerinin lineer

kombinasyonu seklinde ifade edilebilirdir.

rank| oocceeceee eeeeeeene =m (2.10)
ml""amn’ ﬂml""ﬂmn

olmaktadir. Agiktir ki, m <2n dir ve ayn1 bir diferansiyel ifade, m sayida sinir kosullari ile

birlikte ele alindiginda onlar farkli lineer diferansiyel operatorler dogurabilir. Bu

12



operatdrler birbirinden tanim bélgesi ile farklilasir. Ozel durumda, eger sinir kosullari

dikkate alinmazsa en genis tanim bolgesi olan operatdr alinir. Bu durumda tanim bolgesi
C<”>[a,b] olur. Bu anlamda en dar tanim bdlgesi olan operator m=2n oldugunda ele

almir. Bu taktirde, sinir kosullarinin katsayisindan olusturulan matris 2n boyutlu kare
matris olur ve (2.10) kosulu o matrisin determinantinin sifirdan farkli olmasina doniisiir. O

halde, (2.6) sinir kosullarina,

y(@), y'@).y" () yb) y'(o)...y" (o)

biiytikliiklerine gore homojen lineer cebirsel denklemler sistemi gibi bakarsak, sistemin
determinanti sifirdan farkli oldugundan onun yalniz trivial ¢6ziimii olmaktadir. Bu ise su

anlama gelir: (2.6) ifadesi m = 2n oldugunda yalniz ve yalniz

Vo=V, ==y =y, =y, ==y V=0 (2.11)

oldugu durumda gegerlidir.

2.2 Lagrange Anlaminda Adjoint Diferansiyel ifade

y(X),z(X) e C[a,b] keyfi iki skaler fonksiyon olmak tizere asagidaki gibi i¢ garpim

tanimlayalim

b —
(v.2)= [y(x)z(x)dx. (2.12)

a

Burada z, z nin eslenigini gostermektedir; yani = z(X)=2z,(X)+iz,(X) ise
E(X):Zl(x)—izz(x) dir. (2.12) esitliginde tanimlanan i¢ carpim asagidaki 6zellikleri

saglar:

1. (y,2)=(z,y),
2. (Ay,2)= AY,2),
3. (y,42) = A(Y,2),

13



4. (y.az()+pax)=aly,2)+ A (y.q).
Tamm 1. Eger (y, Z) =0, ise Yy ve Z fonksiyonlar1 birbirine ortagonaldir(diktir) denir.

I¢ ¢arpim kavramim kullanarak lineer diferansiyel ifade igin Lagrange anlaminda

adjoint diferansiyel ifadeyi agiklayalim.

Varsayalim ki, y(x), z(x)e C(n)[a,b] olsun. (¢y,z) ifadesini goz oniine alalim.

Burada ¢y=) p (x)y"™(x) ve p.(x) fonksiyonlar1 n-k mertebeden siirekli

n
k=0
diferansiyellenebilen fonksiyonlardir. Kismi integrasyon formiiliinii kullanarak (ﬁy,z) i¢
carpimini, integral altinda y fonksiyonunu tiirev isaretinden kurtaracak sekilde

doniistiirelim. Bu durumda katsayilar ve z(X) fonksiyonu tiirev isareti altina girer.

Gergekten

b n _
(y,2)=] 3 PO Y™ 00 z(x)dx

k=0

:Zn: P (0 Y0 Z(x)dx (2.13)

k=0

D e T

olup, (2.13) e kismi integrasyon formulunu uygularsak

b

T P (Y )2(x)ek = Y™ (x) [p, (¥)2(0)] = [y™(x) [p, (x)2(x)] e

a a

b

=y 00 [, 00Z00] -y 200 (o, (0z60] - 0[R20}

a a a

bt G Bl 020 S fywlmooae] e @

a

elde ederiz. Simdi asagidaki notasyonlar1 g6z 6niine alalim

7=1y(@).y'(@)...y" (@) yb).y()...y" (o)}

14



E= {z(a), z'(a),...,2" (), z(b), Z(b)...., z(”")(b)}.

n ve & nin 2n boyutlu vektér uzaymin elemanlar1 oldugu agiktir. (2.14) ifadesinin sag
tarafindaki integral disinda kalan terimlerin her biri 7 nin belli bir koordinati ile & nin

belli koordinatlarinin bilinen bir sayiyla carpimindan olusmaktadir. Bu tiir ifadelere

bilineer fomlar denir. (2.14) ifadesini k ya gére 0 dan n ¢ kadar toplarsak

(ty.2)= B(n.&)+ | y(x)¢"(2)dx (2.15)

QO ey T

elde ederiz. Burada,

+ (1) [p, () z(¥)] "+ i (Kz(x)  (2.16)

olmaktadir. (2.16) nin sag tarafindaki ¢arpimlarinin tiirevlerini Leibnitz kurali ile

ply.2)= y{an_lz —(a,,2) ..+ (1) (a,2)"" }+
+ y'{a ,Z— (an_3z)' +..+(=1)"(a, z)(”’z)}+ ot y(”‘z){alz —(a, z)' }+ y" g, z

n—

hesaplayip alian sonucu gruplastirip ¢“z ifadesini de ¢ lineer diferansiyel ifadesi gibi
yazabiliriz. Bu yolla elde edilen ¢* lineer diferansiyel ifadesine, ¢ lineer difarensiyel
ifadesine Lagrange anlaminda adjoint lineer diferansiyel ifade denir. (¢*)" =/ oldugu

aciktir ve bu islem asagidaki 6zelliklere sahiptir:
(Ae)y=ar,
(0, +0,) =0;+10,.

Tamim 2. Eger " =/ ise ¢ a kendi kendine (self) adjoint operator denir.

15



2.3 Adjoint Simir Kosullari
Yukarda verilen notasyonlar ¢ercevesinde (2.15) asagidaki sekilde yazilabilir

(0y.2)= B(.€)+(y.0 ). 2.17)

Bildigimiz gibi ﬁ(n,f), n ve & vektorlerine gore bilineer formdur. Bilineer formu genel

sekilde asagidaki gibi yazmak miimkiindiir

Bn.&)= > amn,. (2.18)

k,s=1

Burada a,-ler katsayilar, 77, ve & ise degiskenlerdir.

Kare formlarin bilineer formlarin 6zel durumu oldugu agiktir. (2.18) ifadesinin
katsayilarindan olusan matrisin A determinanti sifirdan farkli oldugunda ona dejenere

olmayan bilineer form denir, bu durumda
A =det{fag] ., 0 (2.19)

dir. Simdi, (2.17) ifadesindeki ﬂ(n,f) bilineer formunun dejenere olmadigini gdsterelim.
(2.14) den goriildiigii gibi, ,B(n,cf) formunda 77 ve & nin tiim koordinatlar1 birlikte yer

almazlar. Ona gore de ,B(n,cf) nin katsayilarindan olusturulan matris

A= (_ Aa) 0 j (2.20)

0 Alb)

seklinde 6zel bir matristir. Burada,
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nxn boyutlu kare matristir. (2.20) ifadesindeki matrislerin her biri nxn boyutlu matris

oldugundan genelde A matrisi 2nx 2n boyutlu kare matris olur ve Laplace teoremine gore

det{|A]}=0 2.21)

dir. (2.21) den goriildigi tizere, (2.17) ifadesindeki ﬂ(?],§ ) gergekten de dejenere olmayan

bilineer formdur.

Simdi, yukarida soziinii ettigimiz sinir kosullarina geri donelim

n

U,y =Y la.y @)+ £y b)), (v=Lm). (2.22)

s=1

m < 2n oldugunda (2.22) ifadelerinin katsayilarindan olusturulan matrise yeni satirlar ilave
ederek 2n boyutlu kare matrise tamamlayalim Oyle ki, ele aldigimiz matrisin determinanti

sifirdan farkli olsun. Bu taktirde

> ey @)+ B,y b)f=U,y, (v=12n) (2.23)
s=1
dir ve
all aln ﬂll i ﬂln
(94 4

det ml mn ﬂml ﬂmn ” 0 (224)

am+1,1"'am+l,n ﬁm+1,1"' m+1,n

aZm 1 a2m n ﬂZm,l"'ﬂZm,n

olur. (2.23) sistemine 7 vektoriiniin koordinatlrarina gore lineer cebirsel denklemler
sistemi gibi bakilabilir. Burada Uy sembollerini ise, simdilik bilinen sag taraf gibi kabul

edelim. Sistemin determinanti sifirdan farkli oldugundan, bu sistemin tek ¢6ziimii Cramer
formiilii ile ele alinabilir. Cramer formiillerinde her defa paydaki determinantin sag

tarafinda olusan siitlina gore ayrilisini yazarsak, nihayetinde 7 vektoriiniin her bir
bulunmus koordinatlart U,y,U,y,...,U, vy biiyiikliiklerine goére lineer form olarak alinir.

Simdi, bu ele aldiklarimiz1 yukaridaki (2.17) ifadesinde ﬂ(ﬂ,é) bilineer formunda yerine

yazip ele alinan ifadeyi asagidaki sekilde gruplastiralim
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(ty,2)=U,W,,2+U, W, 2+..+U W, 2+U_ W,  7+..+U, W,z+(y, 2)(2.25)

V,z lerin her birinin {z(a),z’(a),...,z(”*‘)(a),z(b),z’(b),...,z(”*l)(b)} vektor koordinatlarina
gore lineer homojen bir form oldugunu gostermek miimkiindiir. ﬂ(f],§ ) dejenere
olmadigindan bu 6zellik (2.25) ifadesinde de korunacaktir.

y € D(L) oldugunu varsayalim. Bu U y =0, (v = I,_m) anlamina gelir, yani (2.25)

in sag tarafinda ilk m sayida denklemlerde z nin nasil olacagindan bagimsiz olarak sifira

dontstir. Boylelikle, (2.25) asagidaki sekile indirgenir

(ty,2)=U,  Won nZ +...+U W,z +(y,£°2). (2.26)

Sonraki amaglarimiz i¢in integralin disinda kalan tiim terimlerin sifira esit olmasi

gerekmektedir. Bundan dolayi, z(X) i¢in asagidaki sinir kosullarinin korundugunu

varsayalim

V,z=0, k=12n-m. (2.27)
Bu durumda (2.26)

(Ly,z)= (y, L*z) (2.28)

seklini alir. (2.27) ye ve onlarla denk olan her tiirli lineer sinir kosullarina, (2.6) sinir
kosullarma adjoint smir kosullart denir. ¢ lineer diferansiyel ifadesi ve (2.27) sinr
kosulunun olusturdugu lineer diferansiyel operatore ise, L operatoriine adjoint lineer
diferansiyel operatr denir ve L ile ifade edilir. (2.28) esitliginde bulunan L da bu
anlamdadir. L operatoriinin  D(L) tamim bolgesi (2.27) smir kosullarmi koruyan
fonksiyonlarin  C™ de olusmus alt uzayidir. Adjoint smir kosullarmin olusturulma
prosesinden goriildiigli gibi, onlar yalniz (2.6) nin degil, ayn1 zamanda lineer diferansiyel
ifadenin katsayilarina da bagimlhidir. (2.28) e bazen Green formiilii de denir. Eger (2.27)
sinir kosullart ile (2.6) kosulu esitse onlara self adjoint sinir kosullar1 denir. Self adjoint

lineeer diferansiyel ifade ve self adjoint lineer sinir kosullarinin dogurdugu L operatdriine

self adjoint lineer diferansiyel operator denir ve L =L seklide gosterilir. Bu halde Green

formiilii asagidaki sekli alir
(Ly.2)=(y.L2). (2.29)
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2.4 Lineer Diferansiyel Operatorlerin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlari

Bilindigi gibi, sonlu uzunluga sahip telin titresimini veya sonlu uzunluklu
cubuktaki 1s1 dagilim1 problemlerini Fourier yontemiyle c¢ozerken, esas problemi iki
yardimci probleme indirgeriz. Bu problemlerden birini agsagidaki sekilde yazilmig Sturm-

Luoville problemi olusturur

y'—y=0, (2.30)
0)=0
3;8: 0}. (2.31)

Burada, 4 parametredir ve bizi bu problemin trivial olmayan ¢oziimleri ilgilendirmektedir.

Tammm 3. Eger A nin herhangi bir degerinde (2.30), (2.31) probleminin trivial olmayan

¢Oziimii mevcutsa, 4 nin bu degerine (2.30), (2.31) probleminin 6zdegeri denir.

Tammm 4. (2.30), (2.31) problemindeki A oOzdegerine karsilik gelen ¢6ziime ise

6zfonksiyon denir.

Eger L ile (2.30), (2.31) probleminin olusturdugu lineer diferansiyel operatorii gosterirsek

(2.30), (2.31) problemi

Ly = Ay (2.32)

seklinde yazilabilir. Béyle bir problemi genel durum i¢inde incelemek miimkiindiir ve bu
tiir problemlerin incelenmesi kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in yazilmis sinir deger
problemlerinin ¢6ziimiinde ¢ok dnem tagimaktadir. Bu nedenle asagidaki sekilde yazilmis

daha genel problemi g6zoniine alalim

L(x,ijy =Ay. (2.33)
dx
(2.33) yi acik sekilde yazarsak

é(x,ijy = Ay, (2.34)
dx

Uuy=0, (v=1Lm) (2.35)
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olur. Diger bir deyimle, bir parametreye sahip (2.34) adi diferansiyel denklemi igin
yazilmis smir deger probleminin incelenmesi gerekmektedir. Parametrenin her bir
degerinde trivial ¢ézlim vardir. Trivial olmayan ¢6ziimii, yani sifirdan farkli 6zdeger ve

Ozfonksiyonlarin bulunmasini detayl sekilde inceleyelim. Bu nedenle (2.34) i

y™ +_p1(X) yO 4+ P (x)2y =0 (2.36)
P, (%) P, (%)
seklinde yazalim. (2.36) niin
| Loici
yi(J_l) | = 5ij = {0’ I. J s (Ia J = 1, n) (237)
x=a , 1#]

baslangi¢c kosulunu saglayan c¢oziimlerinin varligi agiktir. Bu ¢dzlimleri sirasiyla

Y, (X, 4), Y,(X,4) ..., ¥, (X, A) ile gosterelim. (2.36) denkleminin katsayilar1 A ya gore tam
analitik fonksiyonlardir ve  Puancare teoremine gore Y, (X,4),Y,(X,4),....,¥,(X,4)

¢ozlimlerinin her biri 4 ya gore tam analitik fonksiyonlardir. (2.34) {in genel ¢6ziimii

y(x)= ick Ve (x.4) (2.38)

k=1

dir. (2.34), (2.35) in ¢ozlimiinii elde etmek icin (2.38) ifadesi (2.35) de yerine konulursa

ickuvyk(z)zo, v=1m (2.39)
k=1

elde edilir. Burada Uy, (1) v. sinir kosulunun k. fundamental ¢6ziime uygulanmasinin

sonucunu gostermektedir, yani

n ds—l ds—l
vak(/’i)ZZ{akS I | + Bis }/k | }

s=1 dxs_l X=a dXSI x=b

dir. Uy, (4) larmn herbiri tam analitik fonksiyon olmaktadir. (2.39) sistemi c, lara gore

lineer homojen cebirsel denklemler sistemi olusturur. Bilinmeyenlerin sayis1 denklemlerin
sayist ile ayni degildir. (2.39) un katsayilarindan olusan matrisi asagidaki sekilde

gosterelim
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U1)= . (2.40)

rankU (4) = r olsun. (2.39) un trivial olmayan ¢6ziimlerinin varligi igin

r<n (2.41)

olmalidir. Ayr1 ayr1 durumlari inceleyelim.

I. m<n olsun. Bu durumda A nin herhangi bir degerinde mutlaka r < n olur, yani (2.39)
sisteminin trivial olmayan ¢6ziimii her zaman vardir. Bu ¢6ziimii (2.38) da yerine yazip
(2.33) ve (2.34) iin trivial olmayan ¢oziimiinii elde edebiliriz. Diger deyimle, bu durumda
A nin her bir degeri L operatoriiniin 6zdegeri olmaktadir.

II. m=n olsun. Bu durumda U(A) matrisi nxn boyutlu kare matris olmaktadir. (2.41)

kosulu s6z konusu matrisin determinantinin sifira esit olmasina neden olur, yani

detU (1) =0 (2.42)

olur. detU(A) nin kendisi de A ya gore tam analitik fonksiyon olmaktadir ve burada

¢esitli durumlar olabilir:

I, A(1)=0 olsun.

A1) = detU (1). (2.43)

Bu durumda agiktir ki, yine de A nin her bir degeri L operatoriiniin 6zdegerleri olmaktadir.
I, A(A)#0 olsun. Bu durumda (2.41) un ayr1 ayn sifirlart olabilir. Daha net bir sekilde

ifade edersek bilindigi gibi tam analitik fonksiyon 6zdes olarak sifira esit degilse onun en
fazla sayilabilir sayida sifirlar1 olabilir. Bu sifirlar dizisi kompleks diizlemin hi¢ bir sonlu
kisminda limit noktasina sahip olamaz. Bu durumda s6z konusu sifirlar1 onlarin

modiillerinin artma sirasina gore asagidaki sekilde dizelim
| <[4, ] < |As] < ... (2.44)

Ay Ay s Ay ey Ay ... nOktalarindan herhangi birini (2.39) de yerine yazarsak alinan sistemin

determinati sifira esit olur ve bundan dolay1 sistemin trivial olmayan ¢éziimii bulunur. Bu

¢Oziimii (2.38) da yerine yazarak uygun 6zfonksiyonu da elde edebiliriz.
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III. m>n olsun. Bu durumda (2.40) matrisi yine de dikddrtgen seklinde bir matrise
dontigiir. (2.41) u goz 6niine alalim. 4 nin 6zdeger olmasi i¢in U matrisinden olusturulan
miimkiin olabilen tim nxn boyutlu determinantlar sifira esit olmalidir. Burada da iki
durum olabilir:

11, U(A) matrisinden bilinen yolla diizeltilmis tiim nxn boyutlu determinantlar 6zdes
olarak sifira esit olur. Bu durumda yine de A nin herhangi bir kompleks degeri L
operatoriiniin 6zdegeri olur.

11, U(A) matrisinin nxn determinantlarinin icerisinde hi¢ olmazsa bir tane sifira 6zdes
olmayan1 vardir. Agiktir ki, 6zdegerler s6z konusu determinantin sifirlar1 icerisinde
olabilir. Ayrica da bu sifirlarin her birisi geride kalan tim nxn determinantlarin sifiri

(yani 6zdegerleri) olmalidir. Eger herhangi bir A, bu tiir se¢ilmis bir determinantin sifirt

oluyorsa, onu (2.39) nin uygun denklemler grubunda yerine yazdigimizda aldigimiz

sistemin determinant1 sifira esit olur. Buradan c, lari trivial olmayan sekilde elde
edebiliriz. Ele aldigimiz sistemin diger denklemleri de korunur, ¢iinkii 4, da diger nxn

determinantin her birini sifira doniistliriir. Aciktir ki, bu durumda da L operatdriiniin
sayilabilir sayida 6zdegerleri vardir ve bunlar da kompleks diizlemin sonlu kisminda limite

sahip olamaz.

2.5 Lineer Adi Diferansiyel Denklemler icin Green Fonksiyonu

Asagidaki problemi goz Oniine alalim

Ly = f(x), (2.45)
veya

ty=f(x), (2.46)

U,y=0, (v=Ln). (2.47)

2.46) ye karsilik gelen homojen denklemi yazalim
po(x)y(n) pl(X)y(n_l) IOn(X)y O . (2 |8)

Burada p,(x)#0 ve p,(X)eC, (i=0,.,n) dir. (2.46) nin fundamental ¢dziimler
sistemini Y, (X), Y, (X),...,¥,(X) diye gosterelim. Diferansiyel denklemler teorisinden

bilindigi gibi, (2.46) denkleminin genel ¢oziimii
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y= C Y (X)

n
k=1

(2.49)

seklindedir. Burada c,ler sabitler olmaktadir. Sabitin varyasyonu yontemini kullanarak

(2.45) in genel ¢oziimiinii asagidaki gibi arayalim

(2.50)

Burada, c, (X)ler simdilik bilinmeyen fonksiyonlardir. Bu bilinmeyen fonksiyonlar1 dyle

secelim ki, (2.50) ile tanimlanan Yy(X) ifadesi (2.45) in de genel ¢6ziimii olsun. (2.50)

ifadesinin birinci tiirevini alalim

y’(X):z ¢, (X)y, (X)+Z ¢, (X)y, (x)
k=1 k=1
ve C, (X) leri dyle segelim ki,
Z Cy (X)yk (X) =0
k=1

esitligi korunsun. (2.51) i dikkate alarak ikinci tiirevi

y'(x)=2 e (yi (X)+> e (X)y (x)

" n i '
k=1 k=

1

olarak buluruz ve burada

Ve
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elde ederiz. Bunlar1 dikkate alarak

YOx)=3 ¢, 0+ e (y(x) (2.54)

3 6o (s + P 6 (x)y, ()= £(x) (2.55)

aliriz. (2.55) denklemini (2.51), (2.52) ve (2.53) ile birlikte yazarsak Ck, bilinmeyenlerini

elde etmek i¢in asagidaki cebirsel denklemler sistemini elde ederiz

(x)y, " (x)=0, (2.56)

Wronski determinant1 olmaktadir. (2.56) cebirsel denklemler sisteminin ¢éziimiinii Cramer

yontemi ile

6, (x)= o (x) £(x) , k=1,n (2.57)

seklinde elde etmek miimkiindiir. Burada w,_, determinantt w(X) in uygun elemaninin

cebirsel tiimleyicisidir. (2.57) yi 6nce a dan X e kadar integrallersek
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()=, + [ Mld) 1)
)= [5G 5 0% 259

p
elde ederiz. (2.58) 1 (2.50) de yerine yazarsak

40030+ 3y, 0] )

k=1

f(&)
Po(¢)

dée (2.59)

olur. Bu kez (2.57) ifadesini b den x ¢ kadar integrallersek, y(X) ¢6ziimii i¢in

" " tw, (&) (&)
= k, Yk K . 2.60
y(X) kzz;,czy (X)+kZ::,y (X)b4dw(§)P0(§) g (2.60)

bulunur. (2.59) ve (2.60) ifadelerini toplayip ikiye boler ve asagidaki notasyonlari igerirsek

C, +C,
Ck = ,
2
kZ: yk(X)Wnk(g)

w@p, @) TP
g(x,&)= (2.61)

kZ: yk(X)Wnk(f)

W@p, @) TP

bu notasyonlar ¢ergevesinde (2.45) in genel ¢oziimiinii

y<x>=§ ey, () + [ 9(x.2)f(£)e 2.62)

D ey, T

seklinde elde ederiz. Goriildiigi gibi, (2.45) in genel ¢éziimii uygun homojen denklemin
genel ¢oziimii ile kendinin bir 6zel ¢oziimiiniin toplami seklindedir. S6z konusu o6zel
¢cozlim (2.62) ifadesindeki ikinci integraldir. (2.61) ile tanimlanan g(X,&) fonksiyonuna
(2.45) denkleminin Cauchy fonksiyonu da denir. Bu fonksiyon asagidaki o6zelliklere
sahiptir:

1°. [a,f:) ve (§,b] yart araliklarinin her birinde X e gére homojen (2.46) denklemini korur.

(2.61) den goriildiigii gibi bu yar1 araliklarin her birinde g¢(X,&) fonksiyonu Yy, (X)
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fundamental ¢oziimlerinin belirli lineer kombinasyonu seklindedir ve buradan da birinci

ozellik ispatlanmis olur.
2°. g(x,£) nin X e gore (n—2). mertebeye kadar tiirevleri [a, b] araliginda mevcuttur ve
stirekli fonksiyonlardir. Su var ki, yalmiz X = & noktasinda kontrole ihtiya¢ duyulmaktadir.

Gergekten de, (2.61) ifadesinde X =¢ ye sagdan ve soldan yaklasarak limite gegsek her

n r

defasinda payda Z yk ahmr Bu ise Wronski determinanti W(&) de birinci satir
k=1

elemanlarinin  sonuncu satirin uygun elemanlarinin cebirsel tiimleyicilerine carpimi

demektir ve sifira esittir. Simdi (2.61) in her iki tarafindan X e gore tlirev alalim bu tiirevler

sag tarafta y(X) ler olarak karsimiza ¢ikar. Simdi bu iki tarafta X =< ye uygun kaidede
yaklagmayla limite gegsek, bu defa paydada Z Yy (f)wnk (f) seklinde bir toplam
k=1

karsimiza cikar. Buradaki w(&) de ikinci satir elmanlarinin sonuncu satir elemanlarinin

cebirsel tiimleyicilerinin ¢arpiminin toplami oldugundan sifira esittir. Bu islemleri (n—2).
mertebeden tiireve kadar devam ettirebiliriz ve her defa sag ve sol limitlerin degerlerini

sifir olarak ele aliriz.
g(x,<&) fonksiyonunun X e gore (n —1). mertebeden tiirevi X = & noktasinda asagidaki

stireksizlige sahiptir

o -1 (X (;;) | o lé/(x (;:) | _ 1 .
6X" - X=£+0 axn - x=£-0 po (5)

Gergekten de (2.61) in sag tarafinda X e gore (n—1). mertebeden tiirev alsak bu tiirev

isareti Y, (X) in lizerinde meydana ¢ikar. Sonda ise X 1 X=¢ ye sagdan ve soldan

yakinlastirmakla limite gegsek her iki ifadede y(”‘l)(g) meydana gelir ve her iki

paydadaki ifade sadece olarak w(¢&) determinantinin sonuncu satir elemanlarina gore

acilisint verir. Pay ve paydada aynmt w($) bulundugundan solda birinci ifade 1(5)
Po
o 1 e 1
ikincisi ise ———— sekline doniigiir. Bunlarin farki —— olur.
2p,(¢) P (<)

(2.45) smir deger probleminin ¢dziimiinii elde etmek i¢in C, sabitlerini Oyle

secelim ki, (2.47) simir kosullarinin hepsi korunsun. Bilindigi gibi, (2.47) de bilinmeyen

fonksiyonun en fazla (n—1). mertebeye kadar tiirevleri istirak eder ve yukardaki 2 ve 3.
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Ozelliklere gore sinir kosulundaki operatorlerini direkt olarak (2.62) integralinin altina X e

gore g(Xx,&) ye uygulama miimkiindiir. Boylelikle, (2.62) y1 (2.47) de yerine yazarsak

n

> Uy =-[ U,(0g.f(£)de,  (v=1,n) (2.63)

k=1

elde ederiz. Burada, U (X)g ile sinir kosulu operatdriiniin g fonksiyonuna x degiskenine

gore uygulandigi gosterilmektedir.

Uy, ..Uy,
A= U,y, ...U,y, (2.64)
Uy, ...U.y,

determinantin1 gdz Oniine alalim ve varsayalim ki,
A#0 (2.65)

olsun. Bu kosullar ¢ergevesinde (2.63) {lin tek bir ¢oziimii vardir ve bu ¢oziimler Cramer

yontemiyle asagidaki sekilde ifade edilir

b
Uy, Uy, o Uy U,g06af(EdE Uy, . Uy,

b
LUy, Upy, o Uy [ U g9 F(EE Usyyy, o Usy, |

Ulyl Ulyk—lulxg Ulyk+1 Ulyn
Ck:_y Ui o UayidUng Usvir oo Ul g

Unyl Unyk—lunxg Unyk+1 Unyn

sekilde de yazabiliriz. ¢, larin bu degerini (2.62) de yerine yazip baz1 basit islemlerden

sonra (2.45) denkleminin ¢oziimiinii
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y(x)=T G(x,&)f (£)ds (2.66)

sekilde elde ederiz. Burada
G(x,&)=H(x&)/A 2.67)

9(x.¢) y,(x) .. y,(x)
u,g Uy, .. Uy,
H(x,&)=| U,.g U,y, .. U,y (2.68)

olmaktadir. Gostermek miimkiindiir ki, (2.65) ifadesi (2.46) denklemini ve (2.47) sinir
kosulunu korumaktadir. Bu ifadenin denklemi korumasi (2.62) den goziikmektedir. Clinkii,
(2.62) deki birinci kistm (2.46) ya uygun homojen denklemi korur. Ikinci terim veya ikinci
toplanan ise (2.46) y1 korumaktadir. Sinir kosullarina gelince, onlarin her bir operatoriinii

(2.65) in altinda G(X,<&) ye uygulamak miimkiindiir. Ciinkii, G(x,&) yi

G(x,8) = 9(%,¢)+G,(x,9) (2.69)

seklinde yazabiliriz; burada G,(X,&) n. meretebeye kadar aralifin tiim noktalarinda
siirekli tiirevlenebilirdir. g(X,£) nin ise, (N—1). mertebeden tiirevinin birinci tiir

stireksizlik noktast vardir. Smir kosullarinda ise en ¢ogu (n—1) e kadar olan tiirevler

istirak eder.

U,G=0,(v=1n) (2.70)

oldugu ise (2.66) dan direkt olarak goziikmektedir. Gergekten de, U G = UVAH , H(x,$)

determinantinin ancak birinci satirinda X’e bagimlilik var ve bundan dolayr sinir
kosulundaki operatérleri dogrudan bu satirin elemanlarina uygulayabiliriz. U, siir kosulu
operatoriini H(X,&) nin birinci satir elemanlarina uyguladiktan sonra ele aldigimiz

(n+1) olciilii determinantin birinci satir1 her defa sonraki satirlardan biri ile ayn1 olacak ve

bu nedenle de sifira esit olacaktir. Dolayisiyla (2.70) esitliginin korundugu asikardir.
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G(x,&) fonksiyonu L lineer diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonudur ve bu
fonksiyonun tek olarak varligi i¢in yeterli ve gerekli kosul (2.65) kosuludur. (2.69) u
dikkate alarak G(X,¢) nin asagidaki 6nemli 6zelliklerini gosterelim.
1°. [a,ﬁ) ve (f,b] yar1 araliklarinin her birinde G(x,&) X e gére homojen denklemi korur,
yani /G =0 dir.
2°. G(x,&) fonksiyonunun [a,b] araliginda X e gore (n—2). mertebeye kadar tiirevleri
mevcuttur ve slirekli fonksiyonlardir.

3°. G(x,&) fonksiyonunun X e gore (N —1). mertebeden tiirevi X = & noktasinda asagidaki

stireksizlige sahiptir

"'G(x.¢) | _9"'G(x.¢) | L
6X”_l X=£+0 axn—l x=£-0 po (5) .

4°, G(x,&) X e gore (2.47) smir kosullarmin her birini korumaktadir.

1°-4° 6zelliklerini, Green fonksiyonunun tanimi olarak kabul etmek de miimkiindiir ve

A(A) # 0 oldugunda Green fonksiyonu bu 6zelliklere gore kurulabilir.
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3. LINEER ISI DENKLEMI ICIN ADJOINT OLMAYAN BASLANGIC-SINIR
DEGER PROBLEMININ COZUMU

Son zamanlarda Hazar Denizi, Van Golii vs. gibi denizlerde ve goéllerde suyun seviyesinin
yiikselmesi olayr tespit edilmistir. Deniz veya gollerde suyun seviyesinin neden
yiikseldigini incelerken su siralar iki yorum giindemdedir. Bunlardan biri, deniz veya g6liin
dibinde ortaya ¢ikan tektonik kabarmalar sonucu yiikselme olusabilecegidir. Ikincisi ise,
sularin petrol, tekniksel sular ve atik sular sonucu kirlenmesinden dolay1 dogal buharlagsma
prosesinin azalmastyla “sera etkisi” nin bozulmas1 yorumu olmaktadir. Ikinci sdyledigimiz
sera etkisinin bozulmasi nedeni uydu gézlemleri sonucu suyun {ist ince tabakasi (ylizey) ile
atmosfer arasinda 1s1 alig verisi ve gilines 1sinlarinin hacimsel yutulmasi olaylarinin
bozulmasi gézlemlenmistir. Bu sdylenilen varsayimlar gergekten dogru olmaktadir. Clinkii,
molekiiler difiizyon hesabina sicaklik profilinin olusmasi zaman agisindan uzun bir siire
zarfinda bas verir. Bunun yani sira soguk tabakanin olusma siireci daha az olmaktadir.

Bu soylediklerimizi teorik olarak ispatlamamiz i¢in asagidaki matematiksel problemi g6z
oniine alalim.

D ile asagidaki bolgeyi gosterelim
D={0<z<H,0<t<T}c R*(x1)

X ve Yy degiskenlerine gore ortalastirilmis deniz sularinin ince {ist tabakasi i¢in 1s1 difiizyon

denklemi
2 YN
dT (z,1) _ 2 0T (z,t) N pJ.e

3.1
ot oz 2epz G-
olmaktadir. Bu denklem asagidaki sinir kosullari ¢ergcevesinde goz oniine alinmaktadir
T(z,0)=f(2), (3.2)
8T(O,t)= 2Q ’ (3.3)
0z K°Cp

OT(H,t) _ Ble”™
ot 2cpx/ﬁ '

Burada T(z,t) bilinmeyen sicaklik fonksiyonu, t zaman, z yer degiskeni, x° molekiiler 1s1

(3.4)

dagilim katsayisi, € dahili sicaklik tutumu, p suyun yogunlugu, J, albedo dikkate

almarak deniz seviyesindeki toplam giines radyasyonu(iginmasi), £ denizin igerisine
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gidildik¢e glines radyasyonunun zayiflama katsayisi, Q deniz yiizeyinden atmosfere akan
negatif 1s1 miktar1 olmaktadirlar.

(3.1) den goriildiigii gibi
(3.5)

kaynag: ifade eden y(z) fonksiyonu z =0 noktasinda L,(D) uzayina dahil degildir. Bu
ozellik ¢ozlim {iizerine ek problem cikarir; Oyle ki ¢ozliimiin kendisi stirekli, fakat
diferansiyeli mevcut olmayan bir fonksiyona doniisiir.

Simdi, (3.1)-(3.4) probleminin ¢oziimiinii elde edelim. Bu ¢oziimii, birincisi Fourier
Metodu, ikincisi rezidii yontemini olmak {izere iki yolla elde edecegiz. Birincisinden elde
edilen gergek ¢oziim problemin ¢éziimiiniin varligini ispat etmek i¢in, ikincisinden olan ise

fiziksel olayin dinamigini incelemek i¢in biiyiik 6nem tasir.

3.1 Fourier Metodu le Coziim
Kolaylik i¢in agagidaki degisken donilistimiinii

Tl(z,t)zT(z,t)—Kz(ipz—c//(H)t (3.6)

uygulayalim. (3.1)-(3.4) problemi T,(z,t) degiskeninde
T (z,t) _ o°T,(z,t) N

at o’ v, (2), (3.7)
Tl(Z:O) :Tlo(z)’ (38)
or(0,t)
==, (3.9)
oT,(H,t)

— =0 (3.10)

seklini alir. Burada

(D) =@ -y (H), Tm:f(z)—Kfipz

olmaktadir.
(3.5) ifadesinden goriildiigii gibi w(z) fonksiyonu z =0 da sonsuzluga doniisiir ve
bu 6zellik y(z) fonksiyonunu Fourier serisine agmaya imkan saglamaz. Bunun i¢in (3.7)-

(3.10) probleminin yerine [4] i takip ederek asagidaki yardimci problemi i¢erelim
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2
GV(Z,I) :K,Z a V(th) +
ot oz’

v(z,0) =V, (2),

»(2),

2
0 v((z,t) _o,
0z
O’V(H,1) 0
ozot

Burada v, (z) fonksiyonu

dv, (2)
dz

denklemini koruyan herhangi bir ¢6ziim ve

= TIO(Z)a

w(z)=§—;[l—e-ﬁﬂ—w<H)z

olmaktadir.

3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.11)-(3.14) problemini biz yardimci problem olarak adlandiracagiz. Yardimci

problemin ¢6ziimiiniin diferansiyellenebilme 6zelligi esas problemin diferansiyellenebilme

ozelliginden bir mertebe yiiksek olmaktadir. Bunun yam sira, ¢(z) fonksiyonu siirekli

fonksiyon olmaktadir, ayrica da ¢(0) =0 dir.

Fourier yontemini kullanabilmemiz i¢in (3.10) kosulunu t ye gore integrallersek

T(H,t)=w(H)t+ f(H)
elde ederiz.
U(Z,t) =T(Zat)_g(zat)
degisken dontisiimii (3.7)-(3.10) problemini
2
ou(z,t) _ 2 o°u(z,t)

+w,(2),
8t azz l/ll( )
U(ZBO) :UO(Z),
WO _o y(H,1=0
oz
problemine doniistiiriir. Burada
v (2) =y (2)-y(H),
U,(z2)=f(2)+ ZQ (H-2)
K°Cp
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(3.17)

(3.18)

(3.19)
(3.20)

(3.21)

(3.22)



olmaktadir. Yine [4] U takip ederek (3.19)- (3.21) problemine karsilik gelen asagidaki

yardimci problemi igerelim

NZY _ o o°v(z,1) N

Z),
o P »(2)
V(Za 0) = VO(Z)a
2
VO, MHY g
0z 0z

Burada ¢(z) ve v, (z) sirastyla

o= 21" oy

s

olmaktadir. (3.25) deki birinci kosulu asagidaki gibi yazalim

Q
c

K,Z

vy(2) = [ F(&)d +

o*v(0,t) _ 1 (av(0,1)
oz’ K\ ot
»(0) =0 oldugunu dikkate alarak (3.28) kosulu

—¢(0)j=0-

ov(0,t)
-

a doniisiir ve nihayet (3.29) u t ye gore integralleyerek

v(0,t) =V,(0)=0

0

elde edilir.

Boylelikle inceleyecegimiz problem asagidaki sekli alir

NZY _ o’v(z,1)

" e +¢(2),
v(z,0) =v,(2),
v(0,t) =0, a"(aH’t)=o.

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
(3.32)

(3.33)

Gorildigi gibi ¢(z)eC [0, H] dir ama diferansiyellenebilir degildir. Asagidaki gibi bir

fonksiyon tanimlayalim

@), ze€[/N,H]
¢N(Z)_{ 0, ze[0,1/N]

ve asagidaki problemi g6z Oniine alalim
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oV, (z,1) _ 2 0’V (z,1)

ot pe + ¢y (2), (3.35)
Vy (2,0) = vy (2), (3.36)
v, (0,) =0, W= 0. (3.37)
(3.35)- (3.37) probleminin ¢dziimiinii
vy (Z,t) =uy (Z,t) + W(z,1) (3.38)

seklinde arayacagiz. Burada u, (z,t) homojen denklemin homojen sinir kosullari, homojen
olmayan baslangi¢ kosullar1 ¢ergevesinde ¢ozlimiinii, W(z,t) homojen olmayan denklemin

homojen sinir ve baglangi¢ kosullari ¢er¢evesinde ¢oziimiinii gostermektedir.

Fourier yonteminin genel yapisina gore U (z,t) fonksiyonunu
Uy (z,t) =2 X(2)T (1) (3.39)

seklinde arayalim. X(z) ve T(t) fonksiyonlar1

X"(2)+ 22X (2) = 0, (3.40)
X(0)=0, X'(H)=0, (3.41)
T'+ (k)T =0 (3.42)
denklemlerinden bulunur. (3.40), (3.41) den
2 =CVDT w0 =sin BV 010 ) (3.43)
2H 2H

bu problemin sirasiyla 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar: oldugu kalayca goriilebilir. =4,
oldugunu dikkate alarak (3.42) denkleminin ¢6ziimiinii

T,()=C,e »" (3.44)
seklinde yazalim.

Elde ettigimiz ifadeleri (3.39) da yerine yazarsak,

i Qv+

o (3.45)

uy (z,t) = zcvef(ﬂvz«)n S
v=0

elde ederiz. (3.45) ifadesinin ¢, (Z,t)=0 oldugu durumda (3.35) denklemini ve (3.37)

kosulunu korudugu kolayca gosterilebilir. (3.36) baslangi¢ kosulunun korunabilmesi i¢in

U (2)=>C, sin% (3.46)
v=0
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olmas1 gerekmektedir. (3.46) serisinin diizgiin yakinsak oldugunu varsayalim. Bu taktirde

(3.46) ayrilisindaki C, (v =0,£1,£2,...) ler (3.46) nin her iki tarafinin sinM ile
carpilip z=0 dan z=H a kadar integrallenmesi yoluyla elde edilebilir. Ger¢ekten de
,[u (2)sin 2n+1)7zz ZIC (2n+1)7zzJ-C (2n+1)7zz . (2V+1)7z2 dz
part 2H 2H
{ 0, nxv
=<H
—, n=v
2
dir. Burada C, ler i¢in
v+
=—ju (&)si #dg (3.47)
elde edilir. (3.47) ifadesi (3.43) de yerine konursa u, (z,t) icin
(2= e s in QDR () in 2 D7 (3.48)

0
bulunur.

Simdi, (3.35)-(3.37) probleminin ¢6ziimiinii bulalim. w(z,t) fonksiyonunun

¢Ozimiinl

% (3.49)

w(z,t) = Zw:TV (t)sin

seklinde arayalim. (3.49) daki T, (t) leri dyle secelim ki (3.49), (3.35) denklemini ve

homojen baslangi¢ kosulunu korusun. Bunun i¢in (3.49) u (3.35) de yerine yazarsak

=0, (2v+1)mcj L @rahm
T O+ — | T, (t _ z 3.50
;{VU ( o (M) fsin"— == (2) (3.50)
elde ederiz. ¢ (z) nin (0,H) araliginda Fourier siniis serisini yazalim
2v+1 7[2
P (=20, (sin 2 (351)
2H
Burada
v+ 1)
00 (D) == j pu(@sin 2D g (3.52)
l/H
olmaktadir.

Boylelikle T (t) leri eldeetmek i¢in asagidaki Cauchy problemine ulasiriz
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T/(t) + (%) T.() =0 (2), (V=0,1,.) (3.53)

T,(0)=0. (3.54)
(3.53), (3.54) iin ¢oziimii

T,(t)= j(/)NV(Z)e_[ W g (3.55)

olmaktadir. (3.55) i (3.49) da yerine yazarsak

v | t_T
wW(z,t) = Zm(zwrl)ﬂzj NV(z)e[ 2H }( dr
2& . Qvihm b A et (2v+1)7z§
:ﬁ;smTI 1 } jgo(g)l S5 dE (3.56)

0

y1 aliriz. Nihayet v, (z,t) icin

0 H
vy (2,1) :%Ze““) ‘ sinﬂvzjuo(é)sinivéd§+
v=0 0

+—zsm,1 zje )’ t-0)* drjgoN (&)sin A, &dé (3.57)

I/N

elde ederiz.

3.2 Rezidii Metodu ile Coziim

Simdi (3.35)- (3.37) problemini Rezidii yontemiyle ¢ozelim. [3] U takip ederek
rezidii yonteminin genel yapisina gore (3.35)- (3.37) karisik problemine bir tane spektral

problem, bir tane de Cauchy problemi karsilik getirelim.

3.2.1 Spektral Problem

y'(2)+ 2y(2) =h(z), (3.58)
y(0)=0, y'(H)=0. (3.59)

Burada h(z) keyfi siirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmaktadir.
Kolaylik icin Ly=y"+A’y seklinde operatdr icerelim. Bu durumda (3.58)

denklemini

Ly =0 (3.60)
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seklinde yazabiliriz.

Eger y ve v fonksiyonlar1 C’ [O,H] dan ise ve (3.59) kosullarin1 koruyorsa
(Ly,v):(y, LV) oldugu, yani L operatoriiniin (3.58), (3.59) problemi i¢in self adjoint
oldugu kolayca goriilebilir.

Teorem 1. (3.58), (3.59) probleminin 6zdegerleri diizlemin sonlu kisimlarinda limiti
olmayan reel sayilar olmaktadir. Farkl 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ortogonal
sistem olusturmaktadir.

(3.58), (3.59) probleminin ¢dziimiinii ikinci béliimde oldugu gibi
H
y(z,4,h) = [G(z,&,Hh(£)dé (3.61)
0

seklinde elde edebiliriz. Burada G fonksiyonuna (3.58), (3.59) probleminin Green
fonksiyonu denilir ve G(z,¢&, 1) = A(z,&,1)/A(A) seklindedir. Burada

gO(Z’éjal) e/IZ e—lZ

A(Z,E,0) =] 9,(0,£,1) 1 1 (3.62)
dg,(H.¢,4) Qe _ g
dz
A(4) :‘Ze,m _ Je—H (3.63)

%Shl(z -¢&), &<z
9,(z,6,4) =9 7] (3.64)
—gshl(z—é), 2<¢&

olmaktadir.

Boylelikle y(z,A,h) fonksiyonu (3.58), (3.59) probleminin 6zdeger noktalar1 harig
her yerde ¢6ziimii olmaktadir. (3.63) den goriildiigii lizere A(A) fonksiyonunun sifirlar
ayn1 zamanda problemin 6zdegerleri olmaktadir. Bunun yan sira A(4) nin sifirlart Green

fonksiyonunun da sifirlari olmaktadir. U, (k =1,2) ile (3.59) sinir kosullarini ifade eden
U (y)=0, (k=12) (3.65)

seklinde operator olsun.

2
y(z,ﬂu):zciyi ifadesi (3.65) denklemini korumaktadir. Burada Yy, ler
i=1

fundamental ¢6zlim sistemi olusturmaktadir. (3.65) sistemi iki bilinmeyen bulunduran
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cebirsel denklemler sistemi olusturmaktadir ve bilindigi gibi s6z konusu sistemin trivial
olmayan ¢0zlimiiniin varlig1 i¢in gerek ve yeter kosul katsayilarindan olugan determinantin

sifira esit olmasidir. Bu determinant A(A) olmaktadir. Goriildiigi iizere A(A) A ya gore

tam fonksiyon olmakta ve bu fonksiyonun yalniz reel sifirlar1 olmakta ve bu sifirlar 4 =0

da yogunlagmaktadir. A(A) nin sifirlar

v+

A,
2H

v=01....

olmaktadir.

3.2.2 Ayrilis Formiilii

Ayrilis formiiliinii iki yolla ispatlayalim. (3.60) denklemini (3.65) kosulu

cergevesinde gdz Oniine alalim. L operatérii self adjoint oldugundan

Ly=2y
denklemi i¢in tam ortonormal {yk} Ozfonksiyonlar sistemi mevcut olmaktadir ve bu
denklem A# A4, noktalarinda G(z,5,4) Green fonksiyonuna sahiptir. Bu taktirde,
herhangi bir h(z) € L,(0,H) fonksiyonu i¢in

h=>"(hy)y, (3.66)

ayrilis formiilii mevcut olmaktadir. Burada
H
(h,y, )= JG(Z,é,ft)h(é‘)dcf (3.67)
0

dir ve (3.66) fonksiyonel serisi kuadratik anlamda h(z) ye yakinsaktir.

3()[h(2)]=[6(z,£ 1)h(&)dé

ile gosterelim.

Ly, =AY, = 0y, + (A= D)y,

(3@} y) =030y )= (4 - )" (f.y,)
oldugundan 3(A)h(z) fonksiyonu i¢in Fourier serisi

S(Oh@) =Y (A - 07 (h vy,

olmaktadir. Bu fonksiyonun rezidiilerini hesaplarsak
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k=1

1 ~ _ 1< ] __N
Z—ﬂiCjk/LS(/?v)h(Z)Olﬁ—27Zi kZ::,(/ik Oy Y == (Y)Y,

Burada c,, A diizleminde her bir A4, kutup noktasini igerisine alan basit kapali bir egri

olmaktadir.

Boylelikle, h(z) fonksiyonu i¢in agagidaki ayrilig formiiliinii
1 H
h(z)=~-—[2[G(z.&,. Dh(5)dsda (3.68)
2m

elde etmis oluruz. Simdi (3.68) ayrilisindaki katsayilari hesaplayalim. Bunun i¢in (3.62) ve
(3.63) ifadelerini dikkate almayla

h(z)= —% j zdzlA(z’(—i’)ﬂ)h(g)dg (3.69)

Qv+
2H

elde ederiz. 4, = ler A(A) nin basit kokleri oldugundan (3.69) u

" A(Z,E,4,)
h(z) = ————h(5)d¢ (3.70)
Z‘l A'(4,)
seklinde yazariz. Sade hesaplamarla

A'(A,)=-2A4 Hicoszv, (v=0,t1,12....)

AAZoA) isin A, Esin A,z
A'(4,) H
oldugunu gorebiliriz. Bunlar dikkate alarak (3.70) i asagidaki gibi yazabiliriz

h(z) :%isinivzjsinlvéh(é)dé. (3.71)

H
a, :%J-h(f) sin4,&d&  oldugunu gosterirsek (3.71) serisinin h icin Fourier serisi
0

oldugunu gorebiliriz. Bu ayrilis formiiliinii [3] de oldugu gibi de elde edebiliriz. Bunun igin

(3.59) sinir kosullarin
2
3,0 =Y [y 0+ £,y (H)]=0, (3.72)
k=1

a, =1 a,=p,=p,=0,
Ay =0y =p,=0, By=1

seklinde yazalim.

y,(z,A)=¢e", y,(z,A)=¢e" (3.73)
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fundamental sistem olusturmaktadir.
3,(y)=A,()+B, (1e™,
3,()=A,(A)+B,, (e
A=l Ay =1 A, =0, A, =0
B,=0, B,=0, B,,=4, B,=-4
oldugu kolayca goriilmektedir.

¢ kosulu:

2

I 0
0 -4

0 1
A 0

determinantlarinin artma hizi A dereceden,

(An(;t) A,(4) B (4) Blz(ﬂ)J
An(d) Ay(4) By(4) By(A)

matrisinden olusan diger determinantlarin artma hizi ise 4 dan diisiik olmaktadir.
Teorem 2. o kosulu gercevesinde (3.58)-(3.59) probleminin sayilabilir sayida A,
0zdegerleri mevcut olmakta, s6z konusu problem G(z,£,4) Green fonksiyonu igin

G(z,6,4) = OGJ (3.74)

asimptotik degerlendirmesi mevcuttur ve [0, H] taniml1 keyfi h(z) fonksiyonu igin (3.68)

seklinde ayrilis formiilii mevcut olmaktadir, [3].

3.2.3 Karisik Problemin Coziimii

Rezidii yonteminin genel yapisina gore (3.35)-(3.37) problemine

0Z(z,1,1)
ot

Z(2,2,0)=V,(2) (3.76)

—RZ(z, A1) =, (2), (3.75)

Cauchy problemini de karsilik getirelim. (3.75)-(3.76) nin ¢dzimii
t
Z(2,2,0) =V, (2)e"" + [¢" g, (2)d7 (3.77)
0

seklindedir. [3] i takip ederek [O, H] da tanimli, birinci tiireve sahip keyfi h(z) fonksiyonu

i¢in
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Ah=hP(2)=—— jﬂf“l y(z,4,h)dA (3.78)
271
operatoriinii igerelim. Bu notasyonda
Dh, (2)=h(z) (3.79)

alinz.

(3.78) operatoriinii (3.35)-(3.37) problemine uygularsak

.y (Z’t)jd/l _
ot

27r\/_ I & (

2
ﬂ2j+1 Y(Z,ﬂ,, 0 VgZ(ZZ,t))d/1 /12j+1¢N (Z)dﬂ (3.80)

I [ P S |

2rN-1¢ 2rN-1¢

elde ederiz. (3.61) formiiliinden goriildiigii gibi y(z,4,h) lgilincii argiimana gore lineer
operator olmaktadir. Bu durumda (3.80) den

aVF\‘JJ(Z,t) (j+D

= (z,t) + o) (2) (3.81)
1 alinz. (3.78) operatoriinii (3.36) ya uygularsak
v((z2,0)=v{)(2) (3.82)

kosulunu aliriz. Hesaplamalar yoluyla gosterilebilir ki, (3.81), (3.82) probleminin ¢oziimii

vil(z,t) = j AMy(z,4,Z(z2,4,1)dA, (j=0,6,-1) (3.83)

-1
2rN-1¢
olmaktadir. Gergekten de,

I CA ) B e dZ(z,A.1)

-1 : -1 _
= P2, A A Z(2,A,0)dA + Ay(z, 4,0, (2))dA =
v j y( (2.2:0d2+ — J—_IJV y(2, 2,0, (2)

W @D+l

(3.82) nin sag tarafini (3.83) de yerine yazsak

v{)(z,0) =

27;/1__1 j Ay(z,4,9,(2))dA =V ) (0)
aliriz. (3.79) u dikkate almayla

vy (2,1) = ZV(O)(Z t)= z

j/ly(z A,Z(2,A,1))dA =
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"2 27:2/1__1 [2d2[G(z.&, )| vy (&)™ +[e" gy (2)d f}dg -

v

_ -1 2t T A(Za ‘fa /1)
_Zzﬁﬂcjie dig—A(ﬂ) Vo (£)déE +

v

- AR
et g v,(£)dép, (Hdr (3.84)

0

(3.84) e dahil olan rezidiileri hesaplarsak Vv (z,t) icin

© H © t H
vy (2,) :%Zsinlvzj.sinlvf v, (£)dé +%ZSin/1vzje-‘v“-”dzjsin,zvg Py (E)AE (3.85)
v=l 0 v=1 0 0

H
1 alinz. (3.85) in icerdigi integral J.sinlvf(pN (&)dé, N —> oo iken mevcut olmaktadir.
0

Bundan dolay1 v(z,t) = &lim Vy (Z,t) olmaktadr.
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4. SONUCLAR

Tezde lineer diferansiyel denklemler i¢in yazilmis sinir deger probleminin cebirsel
temeli incelenmis ve ele alinan sonuglar agsagida siralanmustir.

1. Self adjoint diferansiyel operatorler i¢in Lagrange anlaminda adjoint diferansiyel
ifade kurulmustur.

2. Karsilikli adjoint problemlerin ranklar1 arasindaki iliski bulunmustur.

3. Sabit katsayili lineer homojen ve homojen olmayan denklemlerin genel

coztimleri rezidii yontemi yardimiyla elde edilmistir.
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