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OZET

Dort bolimden olgan tezde 2 boyutlu kuazi lineer kismi tirevli défiesiyel denklem
icin yazilmg Cauchy probleminin gercek c¢oziminin elde edilmes bir yontem
gelistirilmi stir.

ikinci bolimde, ©nce sabit katsayill denklem icinzijrals balangic dger
probleminin gercek ¢6zimu elde edifmie ¢ozimin bazi 6zellikleri incelengtii. Bunun
icin esas problemde bulunmayan avantajlara sahi@armie yardimci problem dahil edilgnve
yardimci problemin avantajlari kullanilarak esaspemin gercek ¢c6zimu elde ediktmi.

Tezin Uglinct boéluminde elde edilen sonuglar 2 boykuazi lineer Hopf denklemi
icin gelistirilmi stir.

Son bélimde ise, durum (state) fonksiyonu konveksagan birinci basamaktan
nonlineer kismi turevli diferansiyel denklem icimzyimg Cauchy problemi incelengive

problemin gercek ¢ozimu elde edigtim.



ABSTRACT

In this thesis, a new method is developed to oltagnexact solution of the Cauchy
problem for the two dimensional quasilinear pauddiffierential equation.

In the second part, the exact solution of theahitalue problem for the equation with
constant coefficient is found and its some propsrére investigated. To do so, two auxiliary
problems which have some advantages on the maivigonoare introduced, and by using
these advantages the exact solution of the maivigmois obtained.

In the third part of the thesis, the obtained rtssate extended to the two dimensional
quasi linear Hopf equation.

Finally, the Cauchy problem for the first order hoear partial differential equation

having non-convex state function is presented tmnexact solution is derived.



1. GIRIS

Genelde kismi tiirevli diferansiyel denklemler, dogadaki fundamental kanunlar1 matematiksel
olarak ifade ederken, uygulamali matematigin, fizigin ve mihendisligin  bircok Onemli
problemlerinin modellenmesi ve ¢oziilmesi siireclerinde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu bilim dal
modern matematigin tiim alanlarinda, Ozellikle fizik, geometri ve analizde Onemli rol
oynamaktadir. Fiziksel 6nem tasiyan bir¢ok olaylar kismi tiirevli diferansiyel denklemler ve onlar
icin yazilmis uygun baslangic ve baslangi¢-sinir deger problemlerinin ¢éziimiiniin bulunmasina
indirgenmektedir. Matematiksel modeller ¢ercevesinde fiziksel olaylarin dinamigi incelenebilir,
ayrica da zor kosullarda yapilmasi gereken fiziksel deneyin yerine kolayca ve hizli bir sekilde
sonuca varilabilen bilgisayar deneyleri yapilabilir.

Bu kitapda, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin temel kavramlari, ¢6ziim yontemleri
ve uygulamali matematigin pratik problemlerinde sik rastlanan model denklemler ve onlarin
matematiksel yapilar1 incelenecektir.

Tamm 1.1 Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini iceren denklemlere diferansiyel denklemler
denir.

Bilinmeyen fonksiyonun argiimanlarinin sayisina bagli olarak denklemler iki tiire
ayrilmaktadirlar. Eger diferansiyel denklemin icerdigi bilinmeyen fonksiyon yalniz bir argiimana
bagli olursa, boyle denklemlere adi diferansiyel denklemler (ADD) denir. Arglimanlarinin sayisi
birden fazla olan denklemlere ise kismi tiirevli diferansiyel denklemler (KTDD) denir.

Ornek 1.1

a)y y'=y=0,

by x’y"-2xy'+y=e,

¢ u,—u,=0,

d) u,+uu, =x.
Yukaridaki tanima gore, a) ve b) denklemleri adi, c) ve d) denklemleri ise kismi tiirevli
diferansiyel denklemler olmaktadirlar.

R™ ile (x,,x,,...,x,) noktalarinin Euclid uzaymi gosterelim. Q < R™ bir bolge ve

u(x,,x,,..,x,) ise Q de tanimli ve n. mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyon olsun. n.

mertebeden KTDD lerin genel yazilim formu



2 2 2 n
ou ou Ou Ou ou 6uJ=O (1.1)

_,-0-, L) 2 L) 9ecey 2 9oy
ox, Ox, Ox; Ox,0x, Ox ox,)

m m

F(xl,xz,...,xm,u,

bi¢cimindedir. Burada, x,,x,,...,x, bagimsiz degiskenler, F tiim argiimanlarina gére tanimli,

m

bilinen fonksiyon ve u(x,,x,,...,x, ) ise bilinmeyen fonksiyon olmaktadir.
Tammm 1.2 Diferansiyel denklemin igerdigi bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin en yiiksek
mertebesine denklemin mertebesi (veya basamag: ) denir.

Eger n=1 olursa (1.1) denklemi birinci mertebeden KTDD doniisiir ve genel yazilim
formu

F[xl,xz,...,xm,u,a—u,...,a—uj:0 (1.2)
ox, ox,,

seklini alir. Genelde biz ikinci mertebeden KTDD leri inceleyecegiz. Kolaylik i¢in m =2 alalim.

Yer eksenlerinin sayisinin iki oldugu durumda ikinci mertebeden KTDD in genel yazilim formu

2 2 2
F(xl,xz,u,a—u ou 0'u Ju 0O ujzo (1.3)

b b 2 b b 2
Ox, Ox, Ox, Ox,0x, Ox,

bi¢imindedir.

Kolaylik i¢in bazi durumlarda x,,x,,x, degiskenlerini (x, y, z) gibi de gosterecegiz.
Fizikte zamana bagli degisen biiyiikliikleri ifade etmek i¢in zaman degiskeni 6zel olarak ¢
harfi ile gdosterecegiz.
Tanim 1.3 Eger (1.1) denklemindeki F fonksiyonu, bilinmeyen fonksiyona ve onun tiim
tirevlerine gore lineer olursa, boyle denklemlere /ineer KTDD denir.

Diferansiyel denklemlerin lineerlik o6zelligini denklemin operatér yazilim formunu
kullanarak ifade edelim. Bundan dolay1,

S(u) = f(x) (1.4)

sekilde yazilmis denklemi goz Oniine alalim. Burada, J(u) = S(%, g] degiskenlerine bagl
X

polinomsal bir bilinen fonksiyon ve x = (x,,x,,...,x,,) olmaktadir.
Tamim 1.4 D de tanimli keyfi u ve v fonksiyonlar1 ve keyfi ¢ sabiti igin
1°. 3(u+v)=3u)+3(v),

2°. 3(cu) = c3(u)



kosullarin1 saglayan 3 operatoriine lineer operator denir. Eger 3 operatorii lineer olursa, (1.4)
denklemine de lineer denklem denir. (1.4) denkleminde f(x)=0 ise denkleme homojen,
f(x)# 0 ise denkleme homojen olmayan (veya sag taraflr) denklem denir.
Ornek 1.2
) u,+u, =0,
2) xu,+y’u, =sinx,
3) u,—u, =u
4) u,+cu, = pu
5 u,—c’u, =0
6) u,+cu, = pu
7 u,~c’u,, =0
ise sirastyla 1,2,3 birinci mertebeden, 4,5 ikinci mertebeden, 6 tigiincii ve 7 dordiincii mertebeden

lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlere 6rnek olusturmaktadir. Gergekten de, eger 3(-)
operatériinii 3(-) = (1), +(°), ile gosterirsek 1) denklemi Ju =0 seklinde yazilabilir. Buradan da

3 operatoriiniin lineer oldugu kolayca goriiliir.

Birinci ve ikinci mertebeden KTDD lerin genel yazilim formlari

ou ou
a(x;, x,) —+b(x;, %, ) —+c(x;, x,))u =d(x;,x,), (1.5)
ox, ox,
o’u o’u O’u Ou
A(x,x,) —— + B(x, %) ——+ C(x,, ;) 5+ D(x;,x,) —+
Oox; 0x,X, ox, ox,
ou
E(xl,xz)ngF(xl,xz)u=G(x],x2) (1.6)

2
bi¢imindedir. Burada, a(x,,x,), b(x,,x,), c(x,,x,) denklemin katsayilari, d(x,x,) ise
denklemin sag tarafi olup, bilinen fonksiyonlardir.
Tamm 1.5 Eger (1.1) denklemindeki F, bilinmeyen fonksiyona ve onun en yiiksek mertebeden

tiirevlerine gore nonlineer fonksiyon olursa, bdyle denklemlere nonlineer (veya lineer olmayan )

KTDD denir.



Ornek 1.3
) u’ +ui =1,

1
2) Vi +5(vx)2 =0,

3) (u,)’ +yu, —u=0

4) ulu , =1
lineer olmayan denklemlerdir.
Tanmm 1.6 Eger (1.1) denklemindeki F, bilinmeyen u fonksiyonunun yiliksek mertebeden
tirevlerine gore lineer fonksiyon ise, boyle denklemlere kuazilineer KTDD denir.

Ornek 1.4

2 2
 MOm, Oulu, ey,
ox, Ox; 0Ox, Ox;,
2) u,+uu, =u,
Ou ou Ou

3) MY
) T T o

kuazilineer denklemlerdir.

Birinci ve ikinci mertebeden kuazilineer denklemlerin genel yazilim formu sirasiyla

ou ou
a(xlax25u)a_+b(xlax29u)87=d(xlax27u)a (17)
1 2

2 2
A(xl,xz, , Ou GuJa u+B[x1,x2,u,a—u a—uj Ou +

U,—,— |—
2 b
Ox, 0Ox, ) Ox; ox, 0Ox, ) Ox,X,

2
ou aujﬁu (1.8)

ox, " ox, Jox?

ou au]

uﬁ_’_
ox, Ox,

C[xl,xzu, = D[xl,xz,

olmaktadir.

Tamm 1.7 a(x, ,xz)a—u%rb(x1 ,xz)a—u+ c(x,,x,,u)=0 seklinde olan denklemlere hemi (veya
X X2

yart) lineer denklemler denir.



Ornek 1.5

.2
Du,—u_ =u",

2) u,—u_=u(l-u)

denklemleri yar1 lineerdir.
Tanim 1.8 Eger tiim degiskenlerine goére n kez slirekli diferansiyellenebilen bir
u=@(x,,x,,..,x,) fonksiyonu, (1.1) denkleminde yerine konuldugunda denklemi 6zdes olarak
sagliyorsa, boyle fonksiyonlara diferansiyel denklemin ¢oziimii (veya klasik ¢oziimii) denir.

Bu kitapta, genelde fizikte ¢ok sik rastlanan birinci ve ikinci mertebeden denklemlerin
incelenmesi planlastirilmistir. Bundan dolayi, 6zel olarak matematiksel fizigin asagidaki iinli
denklemleri g6z Oniine alinacaktir:

e 151 iletim denklemi

ou , 0'u 0'u 0ou
—=da + + + Xi5 X5 X3), 1.9
al' (ax]g axzz 8x32) ﬁ( 1 2 3) ( )
¢ Dalga denklemi
’'u ,,0'u ou Ou
—q et + £(x,%,,X,), 1.10
e R RIS (1.10)
e Potansiyel veya Poisson denklemi
o’'u 0u 0Ou
= f3(x,x,,X;), (1.11)

ox; ’ ox; ’ ox?
f5(x,,x,,x;,)=0 oldugu durumda (1.11) denklemine Laplace denklemi denir.

Fizik denklemleri ile iliskisi agisindan, bu konu énemli 6lgiide fizige ¢ok yakin olmaktadir ve
bundan dolay1 s6z konusu denklemlere bazi durumlarda matematiksel fizik denklemleri de
denilmektedir. Bu gibi durumlarda Onemli olan, matematiksel modelin fiziksel modelin
ozelliklerini diizgiin ifade etmesidir. Bu agidan goz oniine alinan denklemlerin, fizigin dinamigini
diizgiin ifade eden ¢6ziimiiniin bulunmas1 yontemlerinin se¢ilmesi de 6nem tagimaktadir.

Matematiksel fizik denklemlerinin fiziksel siniflandirilmasina gére KTDD ler durgun (veya
stasyoner) ve durgun olmayan seklinde ikiye ayrilir. Zaman degiskenine bagli olmayan Laplace
ve Poisson denklemleri durgun, 1s1 iletim ve dalga denklemleri ise durgun olmayan

denklemlerdir.



2. iIKi BOYUTLU DENKLEMLER
Bu boliimde iki boyutlu kuazilineer denklemler i¢in yazilmig Cauchy probleminin gergek

¢oziimiinli elde edecek ve ¢Oziimiin bazi ozelliklerini inceleyecegiz. D, ile asagidaki bolgeyi

D, = R*x[0,T] gosterelim, burada R*,(x,y) noktalarinin Euklid uzay: olmaktadir. Kolaylik i¢in

once sabit katsayili denklemleri gz ontine alalim.

2.1 Sabit Katsayih Denklem I¢in Cauchy Problemi

Yapilacak islerin kolayligi adina yer degiskenlerinin sayis1 n =2 olsun ve asagidaki gibi sabit
katsayil1 denklemi

a—u+Aa—u+Ba—u=0, (2.1)
ot ox oy

gbzoniine alalim. Burada 4 ve B bilinen reel sabitler olmaktadir.

(2.1) denkleminin geometrik anlamini verelim. (2.1) denkleminin herhangi bir u(x, y,?)
ylizeyi(x, y,t,u) uzaymnmn herhangi bir P(x,y,#,u) noktasinda bilesimleri u, = p,u =q,u, =7
olan 7+ Ap+Bg=0 denklemi ile tanimlanan normal diizleme sahip olmaktadir, yani
P(x,y,t,u) noktasindan gegen integral yiizeylerinin teget diizlemi

dt:dx:dy:du=1:4:B:0
baglantilariyla verilen diizlemler demeti olmaktadir.
Simdi (2.1) denklemini
u(x,,0)=u,(x,y) (2.2)
kosulu ¢ergevesinde inceleyelim. Sonraki boliimlerde (2.1), (2.2) problemini esas problem olarak
adlandiracagiz.
Once 4= B =1 olan durumu inceleyelim. Karakteristikler yonteminin genel yapisina gore

(2.1) denkleminin ¢6zlimii asagidaki adi differansiyel denklemler sisteminin de

by g ey

“_ Wy 2.3
di - di i -

¢coziimii olmaktadir [1], [2], [3] ve tersine, (2.3) denklemler sisteminin ¢oziimii (2.1) in de

¢Oziimii olmaktadir. (2.3) denklemler sistemi i¢in baslangic kosullar agagidaki gibi
X0=&, V]o=n ul_=uy(5.m) (2.4)
yazalim, burada £ ve 7 bilinen sabitler olmaktadir. Kolayca gosterilebilir ki (2.3), (2.4)

probleminin ¢éziimii



u(x,y,t)=uy(x—t,y—t) (2.5)
seklinde ifage edilebilir.
2.2 Yardimci Problem ve Onun Coziimii
[4], [5] kaynaklarin1 takip ederek, (2.1), (2.2) problemi i¢in iki tiir yardimc1 problem olusturalim

ve onlart kullanarak esas problemin gercek ¢oziimiinii bulalim. Bu amagla L ile asagidaki

operatori
0- 0
= + —_—
ox Oy
gosterelim. Bu notasyonunda (2.1) denklemi
ou +Lu=0 (2.6)
ot

gibi yazilabilir. L™ ile L ile operatoriiniin tersini gdsterelim. L™ in varligim kabul ederek (2.6)

nin her iki tarafina ™' i uygularsak

L u +L'Lu=L"0
ot
ve buradan
-1
OL U\ = h(x.y) 2.7)

elde ederiz. Burada, /(x,y)=L"'0 olmaktadir, yani # fonksiyonu Lh =0 denklemini koruyor,
dolayisiyla 4 € kerL olmaktadir.

L'u=v (2.8)
notasyonunda sonuncu denklem

ov
—+u=h(x,
Py (x,»)

gibi yazilabilir. % € kerL oldugundan agiktir ki, 7= f(x—y) seklinde ifade ediler, burada f
herhangi bir diferansiyellenebilen fonksiyon olmaktadir.
W(xayat) = v(xayvt)_lf(x_y)

olsun. Bu notasyonda (2.7) denklemi

—+u=0
ot

seklinde yazilabilir. Lv = Lw oldugundan son denklemi



ow

2 +Lw=0 (2.9)
gibi ifade ederiz. (2.9) denklemi icin baslangi¢ kosul
w(x,1,0) =w,(x,) (2.10)
olmaktadir. Burada
u,(x,y)=Lwy(x,y) (2.11)

denklemini koruyan herhangi bir fonksiyon olmaktadir. . (2.9), (2.10) problemini 1.tiir yardimci
problem adlandiralim.

Teorem 2.1 Eger v(x, y,t) (2.9), (2.10) probleminin ¢6ziimii ise

u(x,y,t) = Lv(x, y,t)

esitligi ile tanimlanan u(x, y,¢) fonksiyonu (2.1), (2.2) probleminin ¢éziimii olmaktadir.

Ispat. v(x,y,t) fonksiyonu (2.9), (2.10) probleminin ¢dziimii, L ve % opertorlerinin komutatif

oldugu varsayimi cercevesinde (2.9) denklemi ve (2.10) baslangi¢ kosuluna L operatoriinii
uygulayalim. L lineer oldugundan

0=L6—W+Lu ZaL—WJrLu
ot ot

elde ederiz. Lw =u oldugundan teoremi ispatlamis oluruz.

Ornek 2.1 (2.1) denklemini
1-x*—y%, x|£1
u(x, ,0) = (2.12)

0, |x| >1

x|=4x*+» olmaktadir. (2.12)

baslangi¢ kosulu gercevesinde ¢Oziimiinii bulunuz. Burada,

formiilii ile verilen fonksiyonun grafigi Sekil 1 de gosterilmistir.

Coziim. (2.1), (2.12) probleminin karakteristikler metodu ile bulunan ¢éziimii

I-(x—1) = (y—1)’,
u(x,y,t)=
0, |x>1

x|£1

olmaktadir. Elde edilen ¢6ziimiin grafigi Sekil 2 de gosterilmistir.



A
- ® © ¥ o o

\ﬁi\i\\ ‘
i o

grafigi

Sekil 1. u,(x,y) fonksiyonunun

grafigi, 77=1.0

Sekil 2. u(x,y,t) fonksiyonunun



Simdi (2.1), (2.12) probleminin ¢dziimiinii yardimci problem araciyla elde edelim. S6z konusu
problem i¢in yardimci problem (2.9),(2.10) seklinde olmaktadir. S6zkonusu problemin ger¢cek

¢oziimiini elde etmek i¢in dnce w,(x,y) baslangi¢ fonksiyonu bulmak gerekiyor. Bunun i¢in

asagidaki denklemin

% + % = 1 — x2 — y2
ox Oy
¢Ozlimiinii bulalim.
Karakteristiklerin denklemleri
WD Doy
ds ds ds

olur. Buradan

x=xP+s5 y=y9 45,

2.13)
©) ©) | o3
w0=s—(x +s)3_(y +5) O
3 3
elde ederiz. Burada, x©,y” ve w!” integralleme sabitleri olmaktadirlar. Karakteristiklerin

denklemleri
X0 =x0(0), YO =y, w =i (1)
seklinde verildigi taktirde (2.13)

x(s,8) =x0(t) +s,

y(5.0= Y0 (0)+s, 14
Wy(s,1)=5— k@+sf (0@ +wy (1)
0\~ 3 3 0
seklinde yazila bilir.
o ox
_ |0t Os
Als, 1) oy oy #0,
ot Os

olursa (2.14) iin birinci iki denkleminden s ve ¢ yok ederek w, u x ve y yardim ile ifade

10



edebiliriz. Ozel durumda eger baslangic yuzeyi

Oy — ©) (fy — O, 2
xU()=t, yU(H)=—t, w, (t)_t_T

olarak ele alsak bu yuzey iizerinde A(s,?)# 0 ve (2.14) den

s=y=yO x=x0+y-y¥=y+2,

(t+s) _(—l+s)3 +t—£

o=y 3 3 3

=y+2t—

(y+20° ()’ 20
3 303

elde ederiz. Buradan 2¢ = x—y oldugundan (2.14) den

Wo(x,y)=x—%3—y?3—2(xT_y)3 (2.15)
alinz. Kolayca gosterilebilir ki,
olmaktadir. Boylelikle L™ varligini ispatlamis oluyoruz.
(2.15) i dikkate alirsak (2.9), (2.10) probleminin ger¢ek ¢coziimiinii asagidaki sekilde

x-0' (-0 2x-y)’ (2.16)
3 3 3

w(x, y,t)=x—t—

elde ederiz.

Sade hesaplamalar yardimi ile gostermek miimkiindiir ki, Lw = u. Gergektende,

Lw:(2+i][x_t_(x—r>3_(y—rf_2<x—y>3}
0 3 3 3

i{x_t_(x—tf -ty _2(x—y)3}
ox 3 3 3
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+_{x_t_<x—r>3_<y—r>3_2<x—y>3}
dy 3 3 3

_ 360" 6(x=y)° 3(r=0)°  6(x—y)°
3 3 3 3

=1-(x—t)>—(y—1)* = u(x, y,1).

Sekil 3. u,(x, y) fonksiyonunun grafigi, u, > u,

12



Sekil 4. u,(x, y) fonksiyonunun grafigi, u, <u,

Ornek 2.2 (2.1) denkleminin

u,(x,y)= , 0<y<l (2.17)

cercevesinde gercek ¢Oziimiinii bulunuz. Burada, u, ve u, bilinen sabitlerdir. (2.17) ile verilen

fonksiyonun grafikleri Sekil 3 ve 4 de gdsterilmistir.

(2.1), (2.17) esas probleminin ger¢ek ¢oziimii

olmaktadir ve s6z konusu ¢oziimiim grafikleri sirasiyla Sekil 5 ve 6 da gosterilmistir.
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08—

085—

08—

075—

Sekil 5. u(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,,T =0.8

Sekil 6. u(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, v, >u,, T =1.0
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Simdi bu problemin ¢6ziimiinii 1.tiir yardimci problemi kullanarak elde edelim. Bu

amacla w,(x,y) fonksiyonunu

ux, x<0,
wy(x,y) = , 0<y<lI (2.18)
u,x, x>0
olarak tanimlayalim. Yardimci problemin baslangi¢ fonksiyonunun garafijkleri Sekil 7 ve 8 de

gosterilmistir.

0.5~

-0.5 -

06~ L
gl e
0z e i ___.--._1

Sekil 7. v (x,y) fonksiyonunun grafigi, u, < u,
(2.1), (2.18) yardimc1 probleminin karakteristikler yontemiyle bulunan ¢oziimii
ul (x - t)’ % < 1 s

w(x, y,t)= s 0<y<i1

“2(35_[)9 §>1

olmaktadir ve bu ¢oziimlerin grafikleri Sekil 9 ve 10 da gosterilmistir.

15



Kolayca gosterilebilir ki, u(x, y,t) = Lw(x, y,t) ve bu fonksiyonlarin grafikleri de Sekil 11
ve 12 de gosterilmistir. Sekil 6 ve 11 ( ve yahut Sekil 4 ve 12) den goriildiigii gibi esas problemin

¢Oziimii ile yardimc1 problemden elde edilen u(x, y,¢) fonksiyonunun grafikleri ¢cakigmaktadir.

Simdi 4 # B olan durumu inceleyelim. Bu amacla

ou(x,yt) | ou(x,y,0) | pou(x,y,0) _ (2.19)
ot ox oy

denklemini (2.2) kosulu ¢ercevesinde inceleyelim. Burada, 4 ve B bilinen sabitlerdir.

05-

0.5 -

08" . S OK N )

Sekil 8. v,(x,y) fonksiyonunun grafigi, u, > u,

16



Sekil 9. v(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, > u,, T =1.0

Sekil 10. v(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,,T =0.8

17



0.9~
0.85 -
08
0.75 -
0.7 -
0.65 -

Sekil 11. u(x,y,t) = Lv(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, >u,, T =0.8

Sekil 12. u(x,y,t) = Lv(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,,T =0.8

Aciktir ki, (2.19), (2.2) probleminin karakteristikler yontemi ile elde edilen gercek
¢Ozumu

u(x,y,t)=u,(x— At,y— Bt) (2.20)

olmaktadir.
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Q@y) _, P(x.y)
M(a.b) — N(b,x
. X

Sekil 13. D, bolgesi

(2.20) ile tanimlanan gergek ¢6ziim u,(x,y) fonksiyonunun hangi kosullar1 korudugunda (2.19),

(2.2) probleminin zayif ¢oziimii de olabilecegini arastiralim. Bu amacla 6nce (2.19), (2.2)

probleminin zayif ¢6ziimiiniin tanimin1 verelim

Tammm 2.1 (2.2) baslangic kosulunu ve temel fonksiyonlar sinifindan ve +/x”+y° +¢
sonsuzluga yaklagdiginda sifira esit olan herhangi bir ¢(x,y,7) fonksiyonlar i¢in asagidaki
integral esitligi

el W(x.y.0lp,(x.9.0)+ A, (x.y.0)+ B, (x.y.0)Jdvdydt

+ [ 006, 9,00y (x, y)dxdy = 0 2.21)

koruyan u(x, y,t) fonksiyonuna (2.19), (2.2) probleminin zay1f ¢6ziimii denir.

Teorem 2.2 u,(x,y) siirekli fonksiyon oldugu taktirde, (2.20) esitligi ile tanimlanan u(x, y,?)
fonksiyonu (2.19), (2.2) probleminin yumusak (soft) ¢oziimii olmaktadir.

Ispat. Zayif ¢oziimiin tanimmna gore, herhangi bir piiriizsiiz ve W +¢ in biylk

degerlerinde sifira esit olan v(x, y,#) fonksiyonu i¢in
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J.sz.;e}r {u(x,y,t)[v[ (x, p,0)+ Av, (x, y,0) + va (x, y,t)]}dxdydt

+ J.sz(x, Y,0)u,(x,y)dxdy =0 (2.22)

olmaktadir.
Asagidaki degisken doniistimlerini

E=x—-At, n=y—Bt, h,=t (2.23)
yapalim. Yeni degiskenlerde (2.22)
Sl W&, (&, ) ddndh, + [ v(&,n.0)uy (6,m)dd =0
ve buradan
[l v, o, e, 49, (£, 0) i = 0

gibi yazilabilr.
F(&n)= [ u(&n.h)v, (£n,h)dh

olsun. Bu notasyonda sonuncu ifade
[ LF (&) +u(&,n.0(&,n,0)ldédn =0

olur ve F(&,n)+u(E,n,00v(&,17,0) =0 olmaktadir, aks taktirde dlgiisii sifirdan farkli herhangi bir
[51 ) 52 s ] X [771 5 772] bOIgeSI lgln

[LIF(Em)+u(€.n.009(&,7.0))dédn > 0
oldugunu elde ederiz. Boylelikle

[ (&), (&m,h)dh, +v(E,n,0u(£,7,0)=0
olmaktadir. IRI Vi, (&,m,h,)dh, =—v(&,1,0) oldugundan
[, (&.m.h)u(E,n.00dh, =—=v(&,n,0)u,(&,7,0)
ve agagidaki

20



[ [, h) = u(E )y, (£.m,h)dh, =0

esitligi elde dederiz. u fonksiyonunun siirekli olmasi1 kosulundan

u(xay:t) = u(é:n) = MO(X—At,y—Bt)
elde ederiz.

Teorem 2.3 u(x,y,t)=u,(x— At,y— Bt) integrellene bilen fonksiyon oldugu taktirde, u(x,y,?)

esas problemin zayif ¢6ziimii olmaktadir.

Ispat. v(x,y,t), «/x* + y° +¢ ifadesinin yeteri kadar biiyiik degerlerinde sifira ¢evrilen fonksiyon

olsun. Asagidaki ifadeyi géz oniine alalim
J.R2J.R1u0 (x—At,y— Bt){vl (x, ., 0)+ Av (x,y,0)+ Bv (x, y, t)}dxdydl +

+ [ v, 2,00y (x, y)dxdy (2.24)
(2.23) doniistimii dikkata alinirsa

[ ooy, (&, )dSdndh, + [ v(E 0.0, (£,m)dédn

elde ederiz. Sonuncu ifadede /4, in biiyiik degerlerinde v =0 oldugunu dikkate alarak 54, e gore

integrelleme islemi yapildiginda integralin sonuncu sifira esit olur, yani u fonksiyonu esas
problemin zay1f ¢6ziimii olur.

Simdi (2.19), (2.2) problemi i¢in yardimei problem olusturalim. D ile asagidaki gibi
tanimlanmis bolgeyi D, ={(&,77), a<&é<x, b<n<y} c R’,te R, gosterelim, Sekil 13.

(2.19) denklemini D,, bolgesi tizere x ve y gore integrelleyip

0 ou(&,n,t) . du(& 1) -
S0, wemndsin+ ][, (=2 pEERE agin —o

ve sonra da Green formiiliinii uygulayarsak

0 (xpy ~
= j jb u(&,n,t)dédn + janyAudy — Budx =0

ve buradan
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[/t mndgin + Af Tue .0 -uta.n.0ldn

=B Tu(&, y.)~u(&,b,)1dE =0

elde ederiz. Sonuncu ifadeyi boyle de

a Xy y
1w n.ndédn + af uten,odn -

= BJ u(§.y.0)dé = pla,y.0)+y (x.b.1) (2.25)

yaza biliriz. Burada,

o(a,y,t)= A jb “w(a,n,0)dn, w(x,b,t)=B j:u(g,b,t)dg (2.26)

olmaktadir.
3 ile asagidaki operatorii

2
3()= o0 (2.27)
oxoy
ve v(x, y,t) ile ise fonksiyonu
v(x, y,0) = [ [l n,0dédn+®(a,y,0)+ ¥ (x.b,1) (2.28)

gosterelim. Kolayca gosterilebiliir ki, H(a,b,x, y,t) = @(a, y,t)+w(x,b,t) € ker3. Gergektende,

Sp(a, y,0)+y (x,b,01= S[A[ u(a,n,t)dn+ B[ u(&,b,0)dE1=

4 ou(a,n,t) VB Ou(x,b,t) _ 0
ox oy

b

yani, 3H(a,b,x,y,t)=0.
(2.27) ve (2.28) dikkate alinirsa (2.25) denklemi

w3, N p VY (2.29)
ot ox oy
sekline diiser. (2.28) den
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azv(x, V,t)

e, (2.30)

u(x’yJ t) = Sv(x’y7 t) =

elde ederiz. Gergektende, (2.28) ifadesini bir kez x e, bir kes de y e gore diferansiyelersek

(2.30) un dogru oldugunu ispatlamis oluruz.

(2.29) denklemi i¢in baslangic kosul

v(x,y,0) =v,(x, ), (2.31)
olur ve burada v,(x, y) fonksiyonu
82VO ()C, J’)
———==u,(x,
oxdy o(X, )

denklemini koruyan herhangi bir fonksiyon olmaktadir.

(2.29), (2.31) problemini 2.tiir yardimci problem adlandiracagiz. S6z konusu yardimci
problemin asagidaki avantajlar1 vardir:

e v(x,y,t) fonksiyonunun x ve y e gore diferansiyellenebilme ozelligi wu(x,y,?)
fonksiyonunun x ve y e gore diferansiyellenebilme 6zelliginden fazla olmaktadir,

e u(x,y,t) fonksiyonu siireksiz de olabilir,

* u(x,y,f) ¢oziimini bulurken u , u, ve u, tirevlerini kullanmaya gerek yoktur, zaten

denklemin igerdigi s6z konusu tiirevler genelde mevcut olmaya da bilir. Altim1 ¢izelim ki,
yardimci problem tek olarak tanimlanmamaktadir.

Teorem 2.4 Eger, v(x,y,t) (2.29), (2.31) yardime1 probleminin yumusak ¢oziimii ise (2.30)
esitligi ile tamimllanan u(x, y,¢) esas problemin zayif ¢6ziimii olmaktadir.
Ispat. o(x, y,t) test fonksiyonlar sinifindan ve ¢ in biiyiik degerlerinde sifir olan fonksiyon olsun

ve asagidaki ifadeyi géz Oniine alalim

Jo(x,y, t){% +4 % +B Z—;}dxdydt.

0-|,

Gereken integrelleme islemlerini yaparsak

abx[0,T)

J~ o(x.3.1) o3v 4 o3v . B o3v
D, ot ox oy

abx[0,T)

}dxdydt =0.
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elde ederiz. Sonuncu ifadede sirasiyla ¢, x ve y e gore kismi integrasyon formiillerini

uygularsak

o(x.3.1) ou(x, p,t)  ou(x, ) 5 oux,y.t) dxdydt = 0.
ot ox oy

)

abx[0,T)

elde dereriz. ¢(x, y,t) fonksiyonunun keyfi oldugu dikkate alirsak Teorem 3 ispatlanmis olur.
Ornek 2.3 (2.19), (2.17) problemini 2.tiir yardime1 problemi kullanarak ¢oziiniiz.

Bu durumda v, (x,y) fonksiyonunu asagidaki gibi

uxy, —2<x<0
Vo(x,¥)= 0<y<l1 (2.32)
u,xy, 0<x<2

tanimlayalim. v,(x, y) fonksiyonunun grafikleri Sekil 14 ve 15 de gosterilmigtir.

(2.29), (2.32) probleminin karakteristikler yontemi ile bulunan ¢6ziimii

u(x—At)(y—-Bt), -2<x<0
v(x,y,t)= (2.33)
u,(x—At)(y—Bt), 0<x<2

olmaktadir ve bu ¢ozlimiin grafigi Sekil 16 ve 17 de gosterilmistir.
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=0.5 —
|

L e T T B S e S _"‘_2

Sekil 14. v,(x,y) fonksiyonunun grafigi, u, > u,

0.5

Sekil 15. v,(x,y) fonksiyonunun grafigi, u, <u,



Sekil 16 ve 17 de ise (2.30) yardimi ile bulunan u(x, y,¢) fonksiyonunun grafikleri yer

almaktadir. Sekilde goriildiigii gibi yardimci problem araciyla bulunan ¢oziimle esas problemin

¢oziimii cakisiyor.

Sekil 16. v(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, >u,, 7 =1.0

Sekil 17. v(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,,7 =1.0
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0a

0.85 -

0.8 =

0.75 -
0.7 -

0,65

06-
0.55-
05-
0451
1

Sekil 18. u(x,¢,t) = 3v(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, >u,, T =1.0

Sekil 19. u(x,¢,¢) = 3v(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,, T =1.0

08

0.85 -
0.8 -
075 -
0.7 -

0.65

056 -

0.55 -

0.5 -

0451
1

Grafiklerden birinci ve ikinci tiir yardimei problemlerden elde edilen ¢oziimler 4 = B =1 oldugu

durumda ¢akismaktadir. 4# B olan durum igin bulunan ¢éziimlerin grafikleri sirasiyla Sekil 20-

23 de yer almaktatir.
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Sekil 20. v(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, >u,,4=0.5,8=1.0,7 =1.0

1 \ \
1 IB.Q o8 07 06 05 0.4 03 02 a1 Q

Sekil 21. u(x,t,t) = 3v(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,,4=0.5,B=1.0,7 =1.0
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06
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Sekil 22. u(x,¢,¢t) = 3v(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, v, >u,,A=0.5,8=1.0,T =1.0

09-.
0.85 -
0.8 -
0.75 -
0.7-
085
0.6 -]
0.55
0.5-].- <=

0.45 -

Sekil 23. Figure 23: u(x,t,t) = 3v(x,y,t) fonksiyonunun grafigi,
u, <u,,A=0.5,B=1.0,7=1.0
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3. HOPF DENKLEMI IiCIN CAUCHY PROBLEMI

D, de asagidaki problemi goz oniine

8_u+u6_u+u8_u: , 3.1
ot ox Oy
1-x*-y7, x|£l
u(xayao) = uO(Xay) = (32)
0, |x|>1

alalim. (3.1) diferansiyel denkleminin de yukarida oldugu gibi geometrik anlamimi vermek
mumkiindiir. S6z konusu denkleminin u(x, y,#) integral yiizeyi (x, y,t,u) uzaymin herhangi bir
P(x, y,t,u) noktasinda bilesimleri u, = p, u, =g, u, = 7 olan ve
T+up+uqg=0

denklemi ile bagli olan normal diizleme sahip olmaktadir. Bu durumda P noktasindan gegen
integral yiizeylerini teget diizlemi

dt:dx:dy:du=1:u:u:0
baglantilar ile verilen diizlemler demeti olmaktadir. Bu diizlemler demetlerine Monja demetleri,
eksenlere ise Monja eksenleri denir.

Simdi bu karakteristikleri bulalim. Bu amagla

@, 9 _, (3.3)
dt dt
denklemleri ile tanimlanan (x = x(¢), y = y(¢)) egrilerini gbz Oniine alalim.

(3.3) i dikkata alirsak (3.1) i

du
—=0 34
% (3.4

gibi yazabiliriz. Boylelikle, (3.1) denkleminin genel ¢dziimiiniin bulunmas1 (x, y,#) diizleminde

egimleri u olan dogrular ailesinin bulunmasina indirgenmektedir.
(3.3) ve (3.4)den

X=ut+c,y=ut+c,,u=:q
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elde ederiz, burada c,,(i =1,2,3) herhangi bir sabitlerdir.

S6z konusu sabitleri bulmak i¢in asagidaki baslangi¢ kosullarini kullanalim

Bu kosullar ¢ercevesinde problemin ¢6ziimii i¢in asagidaki ifadedeyi

x|t:0 - éra Y

M(X, y: t) = uo(é
1—(x—ut)* —(
0, |&>1,

1) =

y_ut)za

=0~ 1 ”|z:0: uy(&,m)-

g<1

(3.5)

(3.6)

elde ederiz. Burada, £ =x—ut,n=y—ut ve |§| =& +n* olmaktadir. £ ve n koordinatlarina
haraket eden koordinatlar denir.

(3.6) ifadesi haraket eden koordinatlarda

gibi yazilir. Kolayca gosterilebilir ki,

1—

u(x, y,t)=
0,

probleminin ¢6ziimii olmaktadir. Gergektende,

& -n

&>1.

<1

Ou_ouy 35 ouy o ou oy OF ou _ouy O

ot
ve

o _

ot

oldugunu dikkata alirsak

Ve

ot 1+t£

o on

J

o ot onp ot oax of oax’ oy on oy’
_ta_u,a_n:_ _[a_u,a_é::l_a_u[’a_nzl_a_ut
ot ot ot Ox ox Oy oy
Ouy , Otty
ou _ o0& On
8u0+6u0

(3.7)

(3.7) ifadesi ile tanimlanan u fonksiyonu (3.1), (3.2)
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Ouy Ouy

Z_u: aag 5 ’Z_u: 6677 oug ) 38)
Tl Do P | Dy Do T
8& ' on o& | on

elde ederiz. Bu ifadeler (3.1) yerine konarsa denklemin korundugunu goriiriiz. Baslangic kosulun
da korundugu goérmek zor degildir. Gorildigi gibi (3.7) ifadesine u kapali sekilde dahil
olmaktadir. Fakat bu ifadeden u u agik sekilde

2(x+yzltt2—1i\/g §|£1

u(x, y,t)= (3.9)
0, |¢>1.

b

bulmak miimkiindiir, burada d =1+ 8¢> —4¢(x + y)+4¢*(x+ y)* olmaktadur.
(3.8) ifadesi u(x,y,t) fonksiyonunun keyfi (x,y,7) noktasindaki egimlerini u,(x,y)
fonksiymunun (x=¢, y=n,t=0) noktasindaki egimi ile ifade eder. Bir boyutlu ortamlarda

oldugu gibi (3.3) ifadeleri u fonksiyonunun cesitli degerlerinin u hiziyla dagildigim
gostermektedir. Bu ise ¢dziimiin profilinde ¢okdegerlilik olusturur ve kirilma ilk kez grafige dik
teget diizlemin olustugu 7; aninda ortaya ¢ikar. (3.2) den goriildiigii gibi baslangi¢ ylizey hem

negatif hem de pozitif egime sahip olmaktadir. Coziimiin grafiginde ¢ok degerliligin olusabilmesi

icin Z—u ve Z_u fonksiyonlart (x=1,y=0) ve (x=0,y=1) noktalarinda pozitif egime sahip
X y

olmak zorundadir. Aciktir ki, egim negatif degerden pozitife gegdiginde grafige ¢izilen tegetin
dik olmas1 gerekmektedir. Dik tegetin olustugu zaman aradigimiz 7, olmaktadir.
Bu 6zelik ise u(x, y,t) fonksiyonunun ¢ok degerli olmasi anlamina geliyor ki, bu da (3.1)

denkleminin nonlineer olmasindan kaynaklanmaktadir ve bu 6zellik lineer denklemlerde mevcut

olmamaktadir. (3.9) ifadelerinden
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ou 8¢t
A= :
Ox 4t \/1+8t2 —4t(x+y) -4’ (x—y)’

»=0

ou 1 8t*
— =—| 2t +
oy 4t \/1+8t2—4t(x+y)—4t2(x—y)2

x=0
y=1

1, =0.5 oldugu ve ¢>7; oldunda ou ve ou tiirevleri sonsuzluga yaklastigi goriilmektedir.

ox ox

Dolaysiyla (3.1), (3.2) probleminin klasik ¢6ziimii mevcut olmamaktadir ve séz konusu

problemin zayif ¢oziimiinii asagidaki gibi tanimlayalim.

Tamm 3.1 Negatif olmayan, (3.2) baslangic kosulunu ve ¢(x,y,7) =0 olan keyfi ¢(x, y,t) test

fonksiyonlar1 i¢in asagidaki integral esitligi
u(x,y,t)
.[R2.[R' u(x, y,t)@,(x,y,t) +T(¢x (X, 3,0+, (x,y,t)) dxdydt

+ ] 0(x,7.00u,(x, y)dxdy =,

koruyan u(x, y,t) fonksiyonuna (3.1), (3.2) probleminin zayif ¢6ziimii denir.
(3.1), (3.2) probleminin zayif ¢6ziimiinii elde etmek icin 1.tiir yardimei problemi

2
Q+1(Lv)2=@+l v, =0,
or 2 o 2\ ox oy

v(x, 1,0) = vy (x, ¥)

seklinde icerelim. Burada, v,(x,y) fonksiyonu
Ko Mo _
ox
denkleminin her hangi bir ¢6zliimii olmaktadir.

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.13)
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Teorem 3.1 Eger, v(x, y,t) (3.21), (3.22) yardimc1 probleminin her hangi bir ¢6zliimii ise

ov(x, y,1)  ov(x, »0) _

Lvx, ) =——" o

u(x, y,t) (3.14)

ifadesi ile tanimlanan u(x, y,¢) fonksiyonu esas problemin zayif ¢6ziimii olmaktadir.

Yardimce1 problemi ¢ozerken baslangic v (x,y) fonksiyonunun bulunmas: gerekiyor ve
bu fonksiyon yukaridaki boliimde bulunmustur.
3.1 Yardimci Problemin Coziimii

Simdi (3.21), (3.22) yardime1 problerminin ¢6ziimiinii bulalim. Asagidaki notasyonlari

ov_ v ov

ot _psa_%’a_QZ

icerelim. Bu notasyonlarda (3.21) denklemini

1
ﬂ(p,q1,q2)5p+§(ql+qz)z=0 (3.15)

gibi yazalim. (3.15) ifadesini ¢, x ve y e gore diferansiyellersek

P 9 9, _
or +(91+92) or +(91+92) o 0,
0 0 0
é_(%"'%)%"'(%"'%)%:oa
op 0q, oq, _
—— — —==0
ay+(91 +%) oy +(91 +92) oy

elde ederiz.

dp _0q, Op _0q, 0q, _0q,

& ot dy ot dy ox

oldugundan sonuncu ifadeleri
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P P 5
a—[;+(611 +qz)§+(q1 +qz)§=0,

5 5 5
%qu +92)%+(91 +q2)aiy1= 0,

0 5 0
%Nle +Q2)%+(Q1 +qz)6iy2=0,

olur. Boylelikle (¢,x,y, p,q,,q,) uzayinda karakteristikleri bulmamiz i¢in asagidaki Charpit adi

diferansiyel denklemler sistemini

ﬂ:l, ﬂ:(

ds ds ds

d_P:O dgl =( d%_o

ds " ds s

dV 2
- =p+(q,+4,)
A)

aliriz. Bu sisteminin genel ¢6ziimleri

t=s+c,, x=(gq,+q,)s+c¢,,

y:(Q2+QI)S+Clap:C3a q, = Cy»

2
q, :CS,V:(C3+(C4+CS) )S+6'6

olmaktadir. Integral alma sabitlerini

1{ ov
6v 6\;
ql‘szo N a_ég’ qz‘szo - 6_7;’ V‘SZO - Vo(ga 77)
kosullarindan
¢=0,¢=¢, =1 ¢ :_%L%_F%
n

d
g +Q2)9 _y:(ql +Q2)ﬁ

2
M
on

]
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ov ov,
Cy = ago 526_7;’ Cazvo(faﬂ)

bulabiliriz. Buradan,

S=x—(q,+q,)t,n=y—(q,+q,)t

v(x’y’t)v(’(g’”){ 2(a§+anJ +(a§+anj } (3.16)
W)+ (%? Zﬂz=%@mw%%@mft

olarak elde ederiz. Simdi gdsterelim ki, (3.16) esitligi ile tanimlanan v(x, y,#) fonksiyonu (3.14)

y1 korunmaktadir.

Gergektende (3.2) 1 dikkate alirsak (3.16) dan

(x—ut) _(y-ur) 2

v(x, y,t ——u %+ (x—ut x—y)°
(x,,1) (x—ut)—- 3 3 3( )
aliriz. Sade hesaplama yoluyla
ov(x, 1) + Mx 1) _ ua—ut+u 6” (1—6—utj—a—ut—( —ut) (l—a—utj+
ox oy ox 8y ox oy ox

(x—ut)zg—zt+(y—ut)2 Z—Z—(y—ut){l—i—itj—%x—y)z +2(x—y)2 =

ou Ou ou Ou
Ul —+— [t+1——t——t—(x—ut)’ +(x—ut)’ —t+
ox Oy ox oy ox

(x—ut)2a—ut+(y—ut)2a—u—(y—ut)2 +(y_ut)za_”t -
oy Ox Oy
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ou Ou 2 o 2_6_“ v\ (v |
u(a+5jt+l—(x—ut) (y—ut) axt[l (x—ut)"—(y ut)]

6—ut[l—()c—ut)2 —(y—uz‘)z]ZI—(x—uz‘)2 —(y—ut)?
oy

elde ederiz.
3.2 Sicrayisin Kurulmasi
Sigray1s noktalarinin yerini bulmak i¢in 2.boliimde onerilmis yontemi iki boyutlu probleme de

gelistirelim. Bir boyutlu problemlerde oldugu gibi
E@)= [ [ u(x,y,0)dxdy (3.17)

enerji integrali hem siirekli, hem de siireksiz fonksiyonlar i¢cin mevcut olmaktadir ve s6z konusu

integralin sonuncu zamana bagl deyil. E£(¢) nin degerini # =0 oldugu durumda

EO) =" ["uy(x, y)dxdy

hesaplayalim.

Asagidaki degisken x =rcos@, y=rsind doniisiimlerini yapalim. Bu durum i¢in

2 1 P . T
o[ (1-r* Jar -7
olmaktadir, yani £(0) :% sayis1 v(x, y,t) fonksiyonunun kritik sayidir.

Var sayalim ki, (x=£&(¢), y=n(t)) sigrayis egrisinin parametrik denklemleridir ve bu
egriyi bulmak i¢in asagidaki gibi yontem gelistirelim.
Tamm 3.2 Asagidaki esitligi
V(£@).7(0).1)= E(0)

saglayan noktalarin geometrik yerine front egrisi denir. Buradan,

ot Oxdt oy dt

ov, v ds ovdn
elde ederiz.
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Bu ifadeyi yazarken (3.1) denkleminin D, bdlgesinin tiim noktalarinda o

front egrisi lizere, yani
2
ov 1(ov ov
— = —+— =0
ot 2\ox 0oy) ||*=¢0
y=n(1)

korundugunu var sayalim.
(3.3) da dikkate almakla (7.50) den

%Cfl_?u(g(t)’”(t)st){ ov  Ov
5] s

y=n()

elde ederiz.
Tamm 3.3 Asagidaki esitlikle tanimlanan
E),  v(x,y,0)> E(0),
Veen (X, 1,1) =
v(x, y,1),  v(x, y,t) < E(0)
fonksiyona (3.21), (3.22) probleminin genisletilmis ¢6ziimii denir.

Teorem 2.4 e gore

ov X, 7t ov X, ’t
Z’lgen (xayat) = gen( Y ) + gen( y )
ox oy

olmaktadir.
Teorem 3.2 (3.1) denklemi ile ifade olunan dinamik sistemin haraketi

L(psq1-9>)= PM(q, +¢,)+ M (g, +4,)F (g, + ¢,)-

formiilii ile tanimlanan Lagranjinin erkstremallar1 olmaktadir.

cimleden de

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Ispat. v(x,y,7) (3.21), (3.22) probleminin piiriizsiiz ¢oziimii olsun. (3.22) i¢in yazilmis Euler-

Lagrange denklemi
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2 2 2
a 6 + % LMu

oL, oL oL

P My My

L, +—1L
o ax oy | oxr M ooy M

olmaktadir. Lp=Mu,Lp = p+Mu F(u),LMu = p+ F(u)=0 oldugunu dikkata alirsak teoremi

ispatlamis oluruz.
3.3 Riemann Problemi
Yukaridaki boliimde iki boyutlu Hoph denklemi i¢in siirekli baglangi¢ kosullu Cauchy problemini
inceledik ve baslangic profilde bulunmayan ve yeri 6nceden belli olmayan si¢rayis noktalarinin
bulunmasi i¢in bir yontem gelistirdik. Bu boliimde limit durumu, yani baglangi¢ profilinin
stireksiz oldugu durumunu inceleyecegiz.

Simdi (3.1) denklemini (2.17) baslangi¢ kosulu ¢ercevesinde gézoniine alalim. Burada da
iki durumu

@) u, <u,, (ii)u,>u,

inceleyelim.

Birinci durumda (3.1), (2.17) probleminin gercek ¢oziimii

X
u, 7>u1
X X
u(x, y,t) = 7,z@<7<%,OSys€ (3.23)
X
Uy, 7<”2

olmaktadir. Bu durumda egimi u(x,y,f) olan tiim karakteristik diizlemler egimi u,veu, olan
diizlemler arasinda yerlesir ve onlar yalniz {x =0, 0<y< 1} dogrusu tizerinde kesisirler, (3.23)
formiili ile bulunan ¢oziimiin grafigi Sekil 24 de gosterilmistir. Sekilden goriildiigi gibi
baslangi¢ profilde bulunan sigrayis ¢6zlimiin zaman evriminde kayip olur ve ¢oziim siirekli ve
monoton fonksiyona doniisiir.

Simdi u, >u, olan durumu inceleyelim. Bu durumda da problemin ¢oziimii (3.23)
formiili ile ifade edilmektedir. Fakat, wu, <u <u, oldugundan {x =ut, 0<y</t } ve
{x=1u,t,0 < y < ¢} arasinda yerlesen tiim karakteristik diizlemlerin egimleri u, den biiyiik olur ve

diger karakteristikler ile kesisir ve ¢oziimde ¢ok degerlilik hemen baslar, Sekil 25 de ¢ok degerli

¢coziim fiziksel agidan anlamsiz oldugundan bu durumda zayif ¢oziim kavrami icermekle ¢ok
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degerli siirekli ¢oziimden 1.tlr siireksizlige sahip ¢oziim olusturalim.

Tammm 3.4 (2.17) baslangic kosulunu saglayan ve q)(x, y,t)=0 Ozelligine sahip temel

fonksiyonlar sinifindan olan herhangi bir go(x, y,t) fonksiyonlart i¢in asagidaki integral esitligi

(x5
[ IRi{u(x,y,t)wt(x,y,t)+%[¢x(x,y,t)+goy(x, y,t)]}dxdydt+

o(x, y,0)u,dxdy + .L<o, Osyg(/)(x, y,0)u,dxdy =0 (3.24)

-[r>0, 0<y</t

koruyan u(x, y,t) fonksiyonuna (3.1), (2.17) probleminin zayif ¢6ziimii denir.
Zayif ¢oziimii bulmak icin (3.21), (3.22) yardimer problemini burada da kullanalim. Bu

durumda v,(x,y) baslangi¢ fonksiyonunu

Vo(x,¥)= 0<y</t

seklinde tanimlayalim.
(3.21), (3.22) yardimc1 probleminin ¢dzlimiinii baslangic fonksiyonu da dikkate alarak
asagidaki sekilde

%uft+ul(x—ult), £<u],
t
v(x,y,t)= 0<y</t (3.25)

1 X
Eu§t+u2(x—u2t), —>u,
t

yazabiliriz.

Bir boyutlu problemlerde oldugu gibi front noktasinin yeri

1 1
5ufl+ul (x—ult)Z §u§t+u2(x—u2t)

denkleminden si¢rayis noktasi igin
ﬂ U= u, +u,
dt 2
elde edilir.

Bu takdirde (3.21), (3.22) yardime1 probleminin genislentirilmis ¢éziimii
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1
Euft +u,(x—u,t), §< U
vgen(x,y,t)Z 0<y</

1 x
Euzzt+u2(x—u2t), —>U
t

gibi yazalim.
Teorem 2.4 e gore (3.1), (2.17) esas probleminin zay1f ¢oziimii
u, v
t

Uy, (X, 7,0) = , 0<y</

X
u,, 7>U

olmaktadir, Sekil 26.
4. BIRINCi MERTEBEDEN DENKLEM iCiN CAUCHY PROBLEMI

Bu boliimde D, bolgesinde iki boyutlu birinci mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli denklem

icin asagidaki Cauchy problemini

ou(x, y,t) N OF (u(x, y,t)) N OF (u(x,y,1)) _ 0 @.1)
ot ox dy ’ '
u(x,3,0) =uy(x,), (x,y)eR’ (4.2)

gdz Oniine alalm. Burada u,(x,y) fonksiyonu Q< R* bélgesinde tammli, u,(x,y) e CA‘& 0)
olmak tizere bilinen ve F'(u) ise asagidaki kosullar1 saglayan fonksiyonlar olmaktadir:

(i) F(u) smirlt u fonksiyonlari igin sinirli olup, F(u) e C*(D,),

(i1) u >0 degerleri i¢in F'>0,

(iii) F"(u) fonksiyonu isaretini degistirmektedir, yani F'(u) konveks ve konkav kisimlara
sahip olan bilinen fonksiyondur.

Literatiirden bilindigi gibi (4.1), (4.2) problemi gaz dinamiginin temel denklemi olup bir
cok hidrodinamik problemlerini modellemekte kullanilmaktadir.

Bilindigi gibi, lineer olmayan (4.1), (4.2) probleminin karakteristikler yontemi ile

bulunan ¢6ztimii kapali bir ifadedir ve bu ifade problemin bir alternatif formunu olusturmaktadir.
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Fakat bu ifadeden ¢oziim i¢in acik bir formiil ¢ikarmak genelde olanaksizdir. Ayricada (4.1),
(4.2) probleminin ¢6ziimiindeki siireksizlik noktalarmin varligi s6z konusu problemin sayisal
¢Oziimiiniin de ele alinmasinda zorluklar c¢ikarmaktadirlar, ¢linkii siireksizlik noktalar1 (4.1)
denkleminin i¢erdigi tlirevlerin sonlu fark formiilleri ile ayriklagtirmaya imkan vermemektedir.

Cok boyutlu problemlerde sigrayis noktalarinin ortaya ¢iktigi yerlerin incelenmesi bir
boyutlu problemlere oranla zor oldugundan, problemin fiziksel yapisindan dogan siireksizlik
noktalarinin yerini bulmak i¢in Onerilmis yontemlerden yliksek hassaslik talep edilmektedir.
Gergekten de, ekonomik agidan ¢ok boyutlu problemlerde agin adimini bir boyutlu problemlere
nazaran daha biiylik almak zorunda kalmaktayiz, bu ise ¢ok boyutlu problemlerde siireksizlik
noktalarinin geometrik yerinin bulunmasini zorlastirmaktadir.

Bu boéliimde birinci mertebeden lineer olmayan iki boyutlu kismi tiirevli dalga denklemi
i¢cin Cauchy probleminin ¢dziimiinii siireksiz fonksiyonlar sinifinda ele almacaktir . Onerilen
yontem yer eksenlerinin sayisi ikiden fazla oldugu durumda bile gecerli olmaktadir.

4.1 Siirekli Baslangic Kosulu
(4.1), (4.2) probleminin ¢oziimiiniin yapisini incelemek ic¢in u,(x,y)e CA’& (0) oldugunu
varsayalim. Kolaylik i¢in u,(x, ) fonksiyonu olarak (2.12) goz Oniine alalim.

Aciktir ki, (4.1), (4.2) probleminin karakteristikler yontemi ile bulunan ¢6ziimii

uy(&.5), |4 <1,
u(x,y,t)= 4.3)
0, |&=1

seklindedir. Burada &=/ +n° ve &=x-F'(u)t,n=y—F'(u)t olmaktadir ve bunlara (4.1)

denkleminin karakteristikleri denir. (4.3) ile tanimlanan siirekli ¢oziimden

1+ tF”(u)(auO + au‘)j

u, =

of  on
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Oy Oy
u, = 0c = o (4.4)

X > uy -
14+ F"(u )(8”0 6%} 14+ tF" (u )(8”0 a”Oj
og  dn o on

elde edilir. Goriindigi gibi (4.4) ifadesi u(x,y,t) ¢Oziimiiniin (x,y,7) noktasindaki egiminin

u,(&,n) fonksiyonunun egimi ile ifade etmektedir. Eger (Z—u;+%j<0 ve F">0 ( veya

on

(%4_ %j >0 ve F" <0) oldugu takdirde,

o 0n
o | ou, auo h
t=T,= ( F()(ag aﬂD 4.5)
u Ou

degerlerinde 8_ — ve ou tiirevleri sonsuzluga yaklagmaktadir.
ox’ Oy ot

Boylece yukarida aciklandigi gibi, eger baslangi¢c fonksiyonu hem negatif, hem de pozitif
egime sahipse, (4.1) denkleminin lineer olmayan yapis1 nedeniyle ¢ > 7| icin u(x,y,t) ¢Ozlimii
cok degerli fonksiyon olur. Cok degerli ¢oziim fiziksel agidan anlamli olmadigindan, benzer
problemlerde oldugu gibi klasik ¢oziim kavramini genisletmekle stirekli fakat ¢ok degerli
coziimden tek degerli ama birinci tiir siireksizlige sahip olan ve fiziksel yararli ¢6ziim elde etmek
gerekmektedir.

(4.1), (4.2) problemin zay1f ¢ozliimiinii asagidaki gibi tanimlayalim.

Tamim 4.1 Negatif olmayan ve (4.2) kosulunu saglayan ve her ¢ € CIO, | (O) test fonksiyonu i¢in

0p(x, y,1) op(x,y,t) Op(x,y,t)
J.RZJ.RL {u(x, V1) Y + F(u(x, y,t)) FY o dxdydt { +

[ 2005, y.0)uy (x, y)xdy = 0

integral esitligini gercekleyen u(x,y,f) fonksiyonuna (4.1), (4.2) probleminin genellestirilmis
(zayif) ¢oziimii denir.

Zayif ¢oziimlerin bulunmasinda 6nemli olan, bu ¢oziimlerde ortaya g¢ikan siireksizlik
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noktalarinin yerini bulmak ve s6z konusu noktalarin yerlerinin zamana gore de§ismelerini

incelemektir. S6z konusu probleminin zayif ¢oziimiinii bulmak i¢in asagidaki 1.tiir yardimei

problemi
ov(x, y,t) L F ov(x, y,1) + V(x, y,1) | _ 0, (4.6)
ot ox Oy
V(x: y:O) = vO (x’ y)’ (47)

icerelim, burada v,(x,y) fonksiyonu (2.10) denklemini saglayan herhangi bir fonksiyon

olmaktadir. S6z konusu fonksiyon (2.15) seklinde yukaridaki béliimlerde elde edilmistir. Teorem
5 den

u(x,y,t)=Lv(x,y,?)
elde ederiz.

Simdi (4.6), (4.7) problemini karakteristikler yontemi ile ¢ozelim. Bunun igin (4.6)

denklemini

7(p,q,,q9,)=p+F(q,+4,)=0

seklinde yazalim. Sonuncu denklemi sirasiyla, ¢, x ve y e gore diferansiyelliyip ve

dy  ox oOx o

b

oldugunu da dikkate alirsak onu asagidaki sekilde

Py g 2+ 2=y,
ot ox Oy

%y g Sy 00|,
ot ox Oy

% 4 g Y24 %2 | =
ot ox Oy

ifade edebiliriz. Son olarak da (4.1) denklemine karsilik gelen Charpit denklemler sistemini
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dt dx , dy )
— = 17 — = F y T T F s
s s (q) s (9)

dp dg, dq, dv '
—=0, —4=0,—==0, —=p+qgF 4.8
ds ds ds ds p+af(q) 48

seklinde yazariz. (4.8) adi diferansiyel denklemler sisteminin tek bir ¢6zlimiinii elde etmek icin

ov
t |s=O: Oa X |S:o: Sga Y |S:0: n,p |s=0: —F(Vo(f,ﬂ)), q, |s=0: 8_92’
ov
95 == 8—0, V]imo= (1) (67)
n
baslangic kosullarin1 kullanalim. (4.8) ve (67) den
V(X y,0) = [=F () +uF" W)}t +vy($,,6,) (4.9)

aliir. Sade hesaplamalar yoluyla

u(x, y,t) = Mv(x, y,1)
oldugu goriilmektedir. Gergekten de,

M, y, ) =| L (4 S0 _OF@) H%(l_GF (u) t]_
L Ox ox ox | og ox

%6F(u)+ 8_uF,(u)+u8F (u) OF(u) t+6v0 1_6F (u)t B
g, oOx |y y dy | 05 y

o OF'(u) u'aF'(u) .\ aF'(u)}

H%+%_5F'(u>[%+%}_
o0&, oy | Ox oy

05, 04, ox 05, 04,

OF'(u)( ov, Ov
a—y()(a—g N %} —u.
Boylelikle asagidaki teoremi de ispatlamis bulunmaktayiz.
Teorem 4.1 Eger v(x, y,t) fonksiyonu (4.6), (4.7) probleminin siirekli ¢oziimii ise, bu taktirde
u(x,y,t) = Mv(x, y,t) esitligi ile bulunan u(x, y,¢) de (4.1), (4.2) probleminin zayif ¢6zimiidiir.
Yardimc1 problemin agagidaki avantajlari vardir:
(1) v(x,y,t) fonksiyonunun diferansiyellenme 6zelligi u(x,y,f) nin diferansiyellenme

ozelliginden yiiksektir;
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(11) u(x,y,t) ¢Oziimini bulurken 6—”,6—uve6—u tiirevlerini kullanmak zorunda degiliz,

ox oy Ot
zaten sOz konusu tlirevler sigrayis noktalarinin etrafinda mevcut degildir.
Simdi (4.1), (4.2) probleminin ¢odziimiinde ortaya c¢ikan siireksizlik egrisinin yerini
bulalim. Bundan dolay1 yine de (3.17) enerji integralini géz oniline alalim ve 2 boéliimde oldugu

gibi

v (x,y,0), v<E(0),

Vien (X, 1,1) = (4.10)
E), v=E(0)

esitligiyle tanimlanan v, (x, y,7) fonksiyonuna (4.6), (4.7) problemi i¢in genellestirilmis ¢dzim
diyelim.
Teorem 4.1 e gore

ugen (X, y’ t) = Mvgen (X, y’ t)
olur. Buradan goriildiigii gibi u(x,y,f) fonksiyonu i¢cin x ve y degiskenlerine gore sicrayis

0 .. . .
noktast sagdan a—u, (j =1,2) tiirevlerinin sifira esit oldugu noktalara denir. Tanim 3 e gore
X .
J

dx _dy _[F(u)]

dt dt [u] (x:xf(t), y:yf(t))

elde ederiz. Buradan

:J'fj(t) u dx
" F(u)

buluruz ve Jf" “ FL(l )
u

dx <oo, kosulu u(x,y,t) fonksiyonunda si¢rayis noktalarinin varligi igin

yeter ve gerekli kosul olmaktadir.
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4.2 Baslangi¢c Fonksiyonun Siireksiz Oldugu Durum

Yukaridaki boliimde baslangi¢c fonksiyon siirekli oldugu durumda (4.1) denklemi i¢in Cauchy
problemini inceledik, ve gordiik ki, yeteri kadar piiriizsiiz baslangi¢ fonksiyonu hem negatif, hem
de pozitif egime sahip olursa, dyle bir 7 zamani var ki ¢ > 7, oldugunda (4.1), (4.2) probleminin
¢ozlimil yeri onceden bilinmeyen si¢rayis noktalarina sahip olmaktadir.

Bu boélimde amacimiz baslangic fonksiyonu siireksiz oldugu durumda (4.1), (4.2)
probleminin global ¢6ziimiinli incelemektir. Bundan dolayr (4.1) denklemini (2.17) kosulu
cergevesinde inceleyelim.

Burada iki durum olabilir:

(1) u, <u,.Bu durumda, (4.1), (2.17) probleminin ¢6ziimii karakteristikler yontemi ile

X
u, —<F'(u)
t

u(xayat): G(;ja F'(M])<§<F’(M2), 03)’3& (411)

X
Uy, —>F'"(u,)
t

olarak bulunur, burada, G=(F")" olmaktadir. Bu durumda (67) ifadesi ile bulunan ¢dziim
zamanin artan degerlerinde siirekli ve monoton fonksiyona doniisiir, yani baslangic profilde
bulunan sigrayis zaman arttik¢a kayip oluyor.

(1) u, >u,. Bu durumda ise probleminin ¢oziimii ¢ok degerli fonksiyon olur. Klasik
¢ozlim s0z konusu olmadigi i¢in gz 6niine aldigimiz probleminin zayif ¢oziimiinii asagidaki gibi
tanimlayalim.

Tamim 4.2 Negatif olmayan, (2.17) kosulunu saglayan ve her ¢(x,y,7)=0 olan herhangi bir

o(x, y,t) test fonksiyonu i¢in

o0p(x, y,1) dp(x,v,t)  0p(x,y,1)
JRZIRl{u(x’y’t)—at + F(u(x, y,t))( FY o dxdydt +

w(xa yao)uldxa,y +j (D(X, yao)MZdXdy = 0

J.x<0, 0<y</ >0, 0<y</
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integral esitligini gergekleyen u(x,y,t) fonksiyonuna (4.1), (2.17) probleminin genellestirilmis

(zayif) ¢o6ziimii denir.

Bu integral esitligini koruyan zayif ¢oziimii ele almak i¢in yine de (4.6), (4.7) yardimci

problemi igerelim. Burada v,(x,y) fonksiyonunu yukarida oldugu gibi (2.10) denkleminin

herhangi bir ¢oziimii olarak asagidaki gibi

V(x:yao)EVo(an’): 5 Ogyﬁf

tanimlayalim. (4.9) formiilii g6z ontine alinirsa (4.6), (4.7) probleminin ¢ézliimiinii

vf(x’y9t)> %<F’(ul)
v, (X, 3,1), §>F'<u2)

seklinde yazalim, burada

v_(x, ,0) = [u F'(uy) — F () )t +u,x,
v, (X, ,0) = [uy F'(uy) = F(uy) )t +u,x,
olmaktadir. u(x, y,t) fonksiyonunun siireksizlik noktasinin yeri

v_(x,y,t) = V+(X,y,l‘)
denkleminden

ﬁ:U: F(u)—F(u,)

, O<y</
dt U, —u, 4
olarak tanimlanir.

(4.6), (4.7) probleminin genislendirilmis ¢éziimiinii

v_(x,,1), Xe U
t
Veen (X, 1,1) = 0<y</?
v, (x,,1), XS U
t

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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esitligi ile tamimlayalim. Buradan (4.1), (2.17) probleminin zayif ¢6ziimii

u, §< U
Ug, (X, ,0) =My, (x,y,1) = (4.16)
X
u,, 7> U

olarak elde edilir. Boyle fonksiyonlarla ifade edilen ¢ozlimlere darbe dalgalar1 denir.
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5. SONUCLAR

Tezde elde edilen sonuglar asagidaki gibi siralanabilir:

Tezde 2 boyutlu sabit katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem i¢in yazilmis
Cauchy problemi ig¢in siireksiz fonksiyonlar sinifinda ger¢ek ¢ozlimii elde edilmistir.

. Esas problemin ¢6ziimiiniin diferansiyellenebilme o6zelliginden bir birim fazla
diferansiyellenebilen ¢oziime sahip 6zel yolla elde edilmis yardimci problem dahil
edilmis ve s6zkonusu problemin gercek ¢oziimleri bulunmustur.

. Elde edilen sonuglar genel sekilde yazilmis 1. basamaktan kuazi lineer denklem igin

yazilmis Cauchy probleminin ¢oziimiiniin bulunmasi i¢in gelistirilmistir.
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