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HIPERBOLIK DENKLEMLERIN ENTROPI COZUMLERI

Tezi Hazirlayan: Gamze OZER

OZET

Tezde kuazi lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem icin yazilmig Cauchy
problemi incelenmistir. Bilindigi iizere hem pozitif, hem de negatif egilime sahip
baslangi¢ kosullu problemin ¢oziimiinde yeri O6nceden bilinmeyen sigrayis noktalari
mevcut olmaktadir. Bu tiirden olan ¢6ziimler zayif ¢6ziim kavrami dahil edilmekle ifade
edilebilir. Fakat, zayif ¢ézlimiinde tek olmadig1 da bilinmektedir.

Tezde Hopf denklemi i¢in yazilmig Cauchy probleminin ¢éziimii incelenmis ve
sigrayls noktalarinin yerini bulmak i¢in bir metod irdelenmistir. Ayrica ¢oziimiin
teknigini garantilemek icin entropi fonksiyonlar1 dahil edilmis ve entropinin artma

kosulunu koruyan ¢6ziimlerin varligi ispatlanmistir.



ENTROPY SOLUTIONS OF THE HYPERBOLIC EQUATIONS

Presented by: Gamze OZER

ABSTRACT

In this thesis the Cauchy problem for quasi linear partial equation of the first order is
investigated. It is known that the solution of this problem has the discontinuity points
whose locations unknown beforehand, if the initial profile has both the positive and
negative slopes. The solution of this type can be defined by using the concept of the

weak solution.

However, it is known that too, the uniqueness of the weak solution is spoiled. In this
thesis the method for obtaining the points of discontinuity of the solution of the Cauchy
problem is suggested. In order to guarantee of uniqueness solution the entropy functions
is introduced and the existence of the solution which satisfies of the increase condition

of entropy is proved.
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1. GIRIS. KARAKTERISTIKLER YONTEMI
Bu boliimde sonraki islerimiz i¢in gereken bazi temel kavramlar1 agiklayalim.
1.1 Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerden Genel Kavramlar

Serbest degiskenler (x,X,,..., X,), bilinmeyen fonksiyon u=u(x;,X,,.., X,) Ve
bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerini igeren

F (X, X5, X5,..0.%,, U, U Uy s Uy el )=0 (1.1)

X! n
cinsinden olan denkleme kismi tiirevli diferansiyel denklem denir. Diferansiyel
denklemin icerdigi kismi tiirevlerin en yiiksek mertebesine denklemin basamagi denir.

Ornek 1 au, + bu,=0 a ve b sabitler olmak iizere birinci basamaktan kismi tiirevli
diferansiyel denklemdir.

Ornek2 u, =k’u,, ikinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.
Ornek 3 (1+ X2)uX +U, =0 birinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.

Ornek 4 u, +uu, =u,, iciincii basamaktan olan denklemdir.

Bazi kavram ve islemleri gerceklestirebilemiz i¢in ¢ogu zaman kismi tiirevli

diferansiyel denklemleri operator seklinde yazmak gerekiyor. Eger

L<.>=% (1.2)

olarak gostersek Ornek 1 deki denklemi Lu=0 cinsinden yazabiliriz. Ornek 2 yi de

2
Lu=0 cinsinden yazmak miimkiindiir. Bu durumda [ ()) = w —k? w olmaktadir.
ot OX

Denklemlerin operator yazilim formunu kullanarak denklemlerin lineer olup olmadigini
kontrol edilebilir. Bunun i¢in asagidaki tanimi1 verelim.
Tanim 1 Asagidaki kosullari

1) L(u+v)=L(u)+L(v),

2) L(au) =alL(u), a=const

koruyan L operatdriine lineer operatdr denir.

1



Eger diferansiyel denklemi olusturan operator lineer ise s6z konusu denkleme de

lineer denklem denir. Lineer olmayan denklemlere non-lineer denklemler denir.
Ornek 5 u, = k*u,, 1s1 dagilim denkleminin lineer oldugunu gésteriniz.

Bunun i¢in asagidaki kosullarin korundugunu kontrol edelim. Bu durumda,

_00) 2070
L) =5k (1.3)

olmaktadir. Once L(u+V) ifadesini goz dniine alalim,

2 2 2
Lu+v)= QU)o U U Vo OU | O (1.4)
at ox a o \ox® ax
2 2
UL N e OU 2 0N gy L),

ot ot X
Yani, birinci 6zelligik saglanmis oldu. Simdi ikinci 6zelligi kontrol edelim. A nin
sabit oldugunu varsayarsak

_o(Aau) L, 0%(Au) _ (ou | ,0%u)
L(au) = p —k o~ —;{a—k 87J—/1L(u) (L5)

elde ederiz. Boylelikle operatoriin lineer oldugunu ispatlamis oluruz.
Tezde genelde birinci basamaktan olan denklemler incelendiginden, genel sekilde
yazilmig birinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklemi
F(x,y,u,u,,u,)=0 (1.6)
gdz Oniine . Burada F  fonksiyonu X, y,u,u,,u, degiskenlerine bagl bilinen

fonksiyondur.

F  fonksiyonunun u,u,,u, degiskenlerine gore lineer oldugu takdirde (1.6)
denklemine lineer denklem denir ve genel yazilim formu
a(x, y)u, +b(x, y)u, +c(x,y)u+d(x,y) =0 2.7)
olmaktadir. Eger F(X,y,u,u,,u, ) fonksiyonu yalmz u, ve u, gore lineer fonksiyon ise

(1.6) denklemine kuazi lineer denklem denir. Kuazi lineer denklemin genel yazilim

formu

a(x, y,u)u, +b(x,y,u)u, +c(x,y,u) =0 (1.8)



olmaktadir.

a(x, y)u, +b(x, y)u, =c(x,y,u)

seklinde olan denklemlere ise yari(hemi) lineer denklem denir.

1.2 Birinci Basamaktan Lineer Homojen Denklemin Coziimii

Kolaylik i¢in 6nce

a(x, y)u, +b(x,y)u, =0 (1.9
denklemini g6z Online alalim. xoy diizleminde parametrik denklemleri
(x=x(s),y = y(s)) olan oyle bir egri icerelim ki, bu egri iizerinde (1.9) denklemi tam
diferansiyel seklinde yazilabilsin. Eger boyle egriler bulanabilinir ise bu tiir egrilere

denklemin karakteristik egrileri denir. S6z konusu karakteristik egriler asagidaki adi

diferansiyel denklemler sistemini

% = a(xl y), (1.10)
ds
Y = bx,y) (L11)
ds
korudugu takdirde, (1.9) denklemi de
du_ 0 (1.12)
ds
gibi yazilabilir. (1.10), (1.11) denklemlerini
dy_bxy) (1.13)
dx a(x,y)

sekilde de yazabiliriz. (1.12), (1.13) adi diferansiyel denklemlerinin genel ¢ézlimlerini

p(x.y)=c, y(xy)=¢, (1.14)
gibi gosterelim. Bunlara (1.9) denkleminin 1.aralik integralleri denir.
Teorem 1 (1.14) ifadeleri (1.9) denkleminin 1.aralik integralleri oldugu takdirde
@(c,c,)=0 (1.15)
ile tanimlanan kapali fonksiyon (1.9) un genel ¢6ziimii olmaktadir.

Genel olarak x,y,z serbest degiskenler olmak iizere, ¢ =¢@(x,y) ve w =w(X,Y)

3



fonksiyonlar1 verilsin. f keyfi diferansiyellenebilen fonksiyon oldugu yerde

f(g,w)=0 ise z=1z(x,y) fonksiyonu kismi tiirevli diferansiyel denklemi saglar.

D(¢.w) , ,D@.w) _ D(#v) (1.16)
D(y,z) ~ D(z,x) D(x,y)
Burada, p= a)z(, q= ;Z/
D(¢.w) _0¢ oy 04 Oy (1.17)

Ispat
f(¢,v) =0 fonksiyonunu x ve y gore diferansiyelleriz ve yahut
f =[xy, 2)w(xy,2)].z=z2(xy)

elde ederiz. Bu fonksiyonu X e ve y ye gore diferansiyellersek

Ao q o oy ovar) g w1
X Op| OX Oz 0Ox| Ow| OXx 0L OX

ve
i_ﬂ{(%ﬁ a¢az} {8_{// awaz} 0 (1.19)
oy oploy odzdy] oy|dy oz oy

elde ederiz. Elde ettigimiz (1.18) ve (1.19) denklemleri,bilinmeyen S—f, ;—f icin
@ 4

homojen cebirsel denklem sistemi olmaktadir. Homojen denklemin trival olmayan
¢Oziimiiniin varlig1 i¢in katsayilardan olusmus determinant sifira esit olmalidir. Buradan

da hiikkmiin dogrulugunu ispatlamis oluruz.
(%Jr% pj 6_‘//+6_‘/’q _(a_‘// 4 pj 8¢ 6¢ =0 (120
oX oz oy oz OX oy az

Ornek 6 Denklemin genel ¢dziimiinii bulunuz. xu, + yu, = 0.

Karakteristik denklem



olmaktadir. Buradan ilk 1. aralik inteqral du=0 denkleminden u =c, olarak bulunur.

y

Ikinci 1. aralik integrali ise 2 =c, olarak elde ederiz. Boylelikle gereken aralik
X

integrallerimizi bulmus olduk. Teoreme 1 e gore denklemin genel ¢oziimii
f(c,c,)=0

ve yahut

olmaktadir. Son denklemden

o2

aliriz, burada ¢ keyfi diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmaktadir.
Ornek 7 Denklemin genel ¢oziimiinii bulunuz. u, — u, =1
[lk olarak aralik integrallerimizi bulalim. Karakteristik denklemimizi yazalim
dx =—dy = du.

Buradan

dx=-dy, dx=du
yaza biliriz. Sonuncu denklemleri integrallersek

C,=Y+X C,=U—X

alariz. Teorem 1 e gore

f(y+x,u—x)=0
elde ederiz. Buradan ¢6ziim i¢in asagidaki
U-X=@@+x_
veya
U=p€+x ¥x

gibi ifadeyi elde ederiz.

1.3 Cauchy Problemi

Birinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklem i¢in n degiskenli Cauchy



problemini incelersek,

X=X (%, Xy penes n,f)%+ A X (X X ey n,f)—:O (1.21)

1 n

F O X s g0 X0) = P04 X e Xy ) (1.22)

Burada = f(X;,X,,.., X,) bilinmeyen fonksiyon, o(x,X,.,.., X,;) fonksiyonu ise
verilen fonksiyondur.
[lk olarak karakteristik denklemimizi yazalim,

L . (1.23)

X, X, X,

Varsayalim ki bu

AT S S B
V/Z(Xi’XZ’XB’.""'Xr?):CZ (124)

0y —
Woa (X, X5 Xgyee X)) = €y

(1.23) denkleminin birinci aralik integralleridir. Bunlar karakteristik denklemin

0zel ¢oziimleridir. O halde baslangi¢ kosulunu korumak zorundadirlar. Yani

W (X, X X 1, X0) =
l//z(xlyxga —l’ n) l//Z (1.25)

lr//n—l(xi’XZ’ n -1 n) Wn 1

(1.25) deki w;, (i =1,2,.., n—1) fonksiyonlarinin her birinde n—1 tane degisken

ve n-1 tane denklem vardir. O halde bu denklemler sistemine n—1 tane degiskene
bagli cebirsel denklemler sistemi goziiyle bakmak miimkiindiir. (1.25) denkleminin

¢Ozliimlerini

X, =W 0o i)
X2 :Wz(l/71,l/721---ll/7n—1) (1 26)

Xn—l = Wn—l (l/7l’ lr/72 e 7lr/7n—1)

6



olarak gosterelim. Elde edilen ifadeleri (1.22) denkleminde yerine yazarsak (1.21),
(1.22) probleminin ¢oziimiinii
f = oW, (171,75 Vo ) Wo (W1 W ey Wiy oo Wos (01, W 74)) - (1.27)
seklinde buluruz.
Ornek 8 Denklemin ¢oziimiinii asagida verilen baslangi¢ kosullar1 yardimi ile bulunuz.
ou, ou zou_

X—+Y

0, (1.28)
OX oy 20z

x=1 u=y+z°

Once karakteristik denklemimizi yazalim

Ilk 1. aralik integral

denkleminden

In|x|=In|y|+In|c,|

> |<

= Cl
gibi bulunur. Ilk 1. aralik integrali
6 =2 =y (xy.2,0)

olarak gosterelim. Ikinci 1. aralik integral

de_ dz
X /2
denkleminden
dx dz
_= _-|-
X I 212 ?

In|x|=2In|z|=In]|c, |



olarak elde ederiz. Ikinci 1. aralik integralide

ZZ
e, =2 =py(ny.20)

olsun. Teorem 1 e gore (1.28) denkleminin genel ¢oziimii
2
u(x,y,z) = F(c,c,) = F(l,z—j
X X

olmaktadir. Burada F keyfi fonksiyon olmaktadir. S6z konusu fonksiyonu elde etmek
icin baslangi¢ kosulunu kullanalim, yani X =1 noktasinda u(l, y,z) = y+2z* = F(y,z%).
Buradan F(s,,s,) =s, +s, olarak belirlenir. F in elde ettigimiz ifadesini dikkate alarak
(1.28) in ¢Ozliimiinii

u(x,y,z) =X+Z—2

X X

seklinde yazabiliriz.

(1.28) denklemini baska bir yolla da ¢ozebiliriz. Yukarida gosterdigimiz gibi 1.aralik
integral

y

¢, =p, (X, y,2) = y

olur. Buradan

vl y,2) =y,
olsun.

Ikinci 1. aralik integral

2

z
C, =y, (X Y,2) :7
den

wLyz)=2"

olmaktadir.



Y=, 2 =y,

denklemlerinden y ve z bulup, baslangi¢ fonksiyonda yerine yazarsak

Z2
U(XY,2) =y 4y, =S+
X X

elde ederiz.
Ornek 9 Denklemin ¢oziimiinii asagida verilen Cauchy baslangi¢ kosulu cercevesinde
bulunuz .

(y_u)ux +(U _X)uy =X-= yv

u=0, xy=1.

Karakteristik denklem,

dx _ dy _ du _ gt
y—-u u-—-Xx X-Yy

olmaktadir. Bu durumda denklemler sistemimizi asagidaki simetrik

dx _ .

y_(y u)a

y _

g_t - (U —X), (129)
u = —

E_(X y)

formda yazabiliriz. Bu denklemleri toplarsak

d(x+y+u) _ 0
dt
elde ederiz. Burada
X+y+u=c¢

olmaktadir. Ikinci aralik integral olarak karakteristik denklemleri sirasiyla X,y Ve z

carparsak



olarak yazariz. incelenen denklemin genel ¢oziimii
F(c,c,)=0
veya
¢ = ¢(C,)
olmaktadir. Aralik integrallerin ifadeleri yerine konursa
X+Yy+U=g@(x*+y?+u?)
elde ederiz. Burada ¢ Kkeyfi diferansiyellenebilen fonksiyon olmaktadir Aralik
integraller baglangi¢ kosulunu korumalidir, yani
u=0=c =x+y
ve
u=0=>c,=x*+y’
olmaktadir. ¢, i ¢, cinsinden ifade edersek
Cl=C,+2
aliriz. Buldugumuz c,;, ¢, degerlerinini yerine yazar isek;
(X+y+u)> =x>+y*+u’+2,

elde ederiz. Buradan

olmaktadir.

2. BIR BOYUTLU KISMi TUREVLI DENKLEMLER. CAUCHY PROBLEMIi
2.1 Bir Boyutlu Hopf Denklemi

Kolaylik i¢in bu boliimde bir boyutlu 1. Basamaktan kuazi lineer skaler denklem
icin yazilmig Cauchy problemini inceleyecegiz.

Asagidaki problemi géz 6niine

ou ou
E'FU& =0, (21)
u(x,0) = ¢(x) (2.2)

alalim.

10



(2.1) denklemindeki nonlineerligin etkisini incelemek igin, 6nce s6z konusu denklemi
baslangi¢ profilinin
1-x%, [¥<1
X) = 2.3
9(X) { 0 |x|>1} (2.3)
oldugu durum i¢in inceleyelim.
(2.1), (2.2) probleminin siirekli u(X,t) ¢Oziimiine sahip oldugunu varsayalim.

(x,t) diizleminde ve
—= (2.4)

esitligi ile tamimlanan x = x(t) egrisini gdzoniine alalim. S6z konusu egriyi dnceden
acik sekilde bulmak imkansizdir. Ciinkii (2.4) denklemi bilinmeyen u fonksiyonunun bu
egri lizerindeki degerini icermektedir. (2.4) egrisi lizerinde (2.1) denklemi

d_u:O
dt

seklinde yazilabilir. Sonuncu denklemden goriildiigi gibi u(x,t) fonksiyonu x = x(t)
egrisi tlizerinde sabit deger alir, yani u=sabit=c dir. Boylelikle, (2.1) denkleminin
genel ¢oziimiiniin bulunmasi (X,t) diizleminde tanimlanan ve egimi u(X,t) olan egriler
ailesinin bulunmasina indirgenilir. Bu egriler (2.1) denkleminin karakteristikleri
olmaktadir. (2.1) denkleminin karakteristikler ailesinin grafikleri Sekil 1 de

gosterilmistir.

//

-3 —2I -1 0 1 2 3
b)
Sekil 1u >0 i¢in karakteristik egriler

11



Diger bir deyisle, (2.1) denkleminin ¢dziimii ayn1 zamanda

dx
- = u
dt
(2.5)
du
— =0,
dt

adi diferansiyel denklemler sisteminin de ¢oziimii olmaktadir ve tersine (2.5) in her bir
¢Ozlimii (2.1) denkleminin de ¢6ziimii olmaktadir. (2.5) denklemler sistemine asagidaki

X|=o=¢&, Ulso=U($) (2.6)

baslangic kosullar1 ekleyelim. Burada & egimi u(X,t) olan herhangi bir dogrular
ailesinin ox ekseni ile kesistigi noktasinin apsisini gosterir.

(2.5), (2.6) probleminin ¢oziimii
u(x,t) =uy($) = uy($), (2.7)

ulxt}
1.5 Iy
L
05
0 1 1 1 'y
-3 2 =1 L] 1 2 3 4 5 ] 7
Sekil 2: u(x,t) ¢6ziimiiniin zamana gore degisimi

E=x—ut

olmaktadir. (2.3) dikkate alinirsa ¢6zlim i¢in son olarak

12
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1-(x—ut)?, |x-ut|<1
u(x,t) = (2.9)
0, | x—ut|>1
ifadesi elde edilir. Hareket eden (2.8) & koordinatini dikkate alirsak, (2.9) u

1-&% &kl
u(x,t) = (2.10)

0, [E>1
seklinde de yazabiliriz. (2.10) ifadesi (2.1), (2.2) probleminin stasyoner ¢ozimil
olmaktadir. Gortildiigi gibi (2.9) ifadesi u(x,t) fonksiyonu i¢in kapali bir fonksiyon

olusturmaktadir. S6z konusu kapali fonksiyondan u(x,t) ¢oziimii i¢in acik seklinde bir

ifade

(2xt —1) + V1—4xt + 4t?
o , | x—ut|<l
u(x,t) = (2.12)

elde ederiz. u(x,t) fonksiyonunun zamanin gesitli degerlerinde X e gore degismesi
Sekil 2 de gosterilmistir.

Genelde, dalgalarin karakteristik 6zelligi herhangi bir sinyalin herhangi bir
ortamda sonlu hizla dagilmasidir. Hiperbolik tiir denklemlerle ifade edilen dalgalarda bu
olay karakteristikler ile bagli olmaktadir. (X,t) diizleminde her bir karakteristik X
uzayinda bir dalgay1 ifade eder ve ¢oziimiin karakteristik {izerindeki degismesi ise
dalganin fiziksel dagilmasina karsilik gelir. Bu anlamda, (2.5) in birinci denklemi sdyle
yorumlanabilir: u nun g¢esitli degerleri U hiz1 ile "dagilmaktadir". Dolayisiyla,
problemin ¢dziimiiniin grafigi her bir t i¢in baslangi¢ profilinin, yani U = u,(x) egrisinin
her bir noktasinin ut kadar saga kaydirilmasi ile elde edilmektedir dyle ki, bu mesafeler
cesitli "u" lar i¢in farkli olmaktadirlar. Sekil 2 den goriildigi gibi, u>0 oldugu
durumda u nun biiyiik degerleri, U nun kiigiikk degerlerine oranla daha hizh
dagilmaktadir. Bu da ¢6ziimiin profilinde bir bozulmaya neden olur. u<0 oldugu
durumda ise U nun biiyiik degerleri kiigiik degerlerine oranla daha zayif seklinde

dagilmaktadir. Bu ise ¢ozliimiin 0x ekseninin negatif yoniinde bozulmasina neden olur.
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Boylelikle dalganin X e gore azalan fonksiyon oldugu bolgelerde kirilmasi
kagimilmazdir ve ¢oziimde cokdegerlilik ortaya cikar. Kirilma ( breaking ) dalganin
profilinde ilk kez dik tegetin olustugu t=T, aninda meydana ¢ikar. s6z konusu T,
degerini bulalim. (2.3) den goriildiigii gibi baslangi¢ profili hem negatif hem de pozitif
egime sahiptir. Ornegin, X =1 noktasinda baslangic profili negatif egime sahiptir.
Gergekten de, u,(x,0) =-2x|_,=-2<0 dir. Agiktir ki, u(x,t) fonksiyonunun x>1
degerlerinde ¢okdegerli olmamasi i¢in u,(1,t)>0 esitsizliginin korunmasi
gerekmektedir. Bu esitsizligin olustugu minimum zaman degeri, aranan T, degeri
olmaktadir ve u,(1,t) nin negatif degerden pozitif degerlere doniismesi igin u,(1,t) =

noktasindan ge¢cmektedir. (2.10) formiiliinden

1 2t
Ux(l,t) = z—tz[zti—l_Zt]

elde ederiz. Buradan T, =0.5 olarak bulunur.

Coziimiin ¢okdegerli olmasi fiziksel agidan kabul edilemez. Fiziksel agidan
anlamli olan bir degerli ve sinirli ¢ozlimlerdir. Baz1 fiziksel yaklagimlara gore ¢oziimde
kirilma noktalart olustugunda, (2.1) denklemi artik fiziksel olay1 gercek seklinde tam
olarak ifade etmemektedir. Bu durumda problemi fiziksel ag¢idan bir daha incelemek, ek
yaklagimlar1 dikkate almak ve denklemi yeniden incelemek gerekmektedir. Ama, bazi
durumlarda c¢okdegerli siirekli c¢oziimleri, siireksiz ¢6ziimlerin mevcut oldugunu
varsayarak kurtarmak miimkiindiir. Bu durumda siirekli cokdegerli ¢ozlimler bir degerli,
lakin 1.tiir stireksizlige sahip ¢dziimlere doniistiiriiliir. Bu islevler ise matematiksel
¢oziim kavraminin dyle bicimde genisletilmesini gerektirir ki, siireksiz fonksiyonlar da
bilinen anlamda ¢6ziim olabilsinler. Bu tiir genisletilme genellestirilmis (veya zayif)
¢oziim kavrami icermekle gergeklestirilebilir.

Bazi fiziksel olaylarda rastlanan darbe dalgalar1 vardir ki, burada viskozite ve
sicaklik ¢cok 6nemli rol oynamaktadir. Darbe dalgalarinin haricinde s6z konusu etkileri
dikkate almamak da miimkiindiir. Genellestirilmis teoride viskozite dikkate alinmadig1
durumda séziinii ettigimiz darbe dalgasi fiziksel olarak ¢6ziimde bulunan sigrayisla ifade
edilmektedir. Bu ise kendi sirasinda sigrayis iizerinde akig parametrelerini bir biriyle

baglayan kosulun yazilmasini gerektirir.
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Boylelikle, matematiksel agidan genellestirilmis ¢Oziimii iki kisimdan, ilki
stirekli diferansiyellenebilen ve (2.1) denklemini saglayan, digeri ise Rankine-Hugoniot
kosulunu koruyan sigrayistan olusan fonksiyon olarak yorumlamak miimkiindiir.

Tanmm 2 (2.2) kosulunu koruyan, (X,t) wuzaymmin iist yari kisminda her iki

degiskene gore diferansiyellenebilen ve t+|Xx| nin biiyiik degerlerinde sifir olan

herhangi bir ¢(x,t) temel fonksiyonlar igin

2
jL%uxowm0+¢xx05%?9}nm+[ﬂ(mm¢uﬁmx:0 (2.12)
integral esitligini saglayan u(x,t) fonksiyonuna (2.1), (2.2) probleminin zayif ¢oziimii
denir.
u?(x,t) . e . . .
u(x,t) ve 5 fonksiyonlar1 siirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar

oldugunda (2.1) ile (2.12) denklemleri denk olmaktadir. Genelde ise, (2.12) denklemini
koruyan fonksiyonlar siifi (2.1) denklemini koruyan fonksiyonlar sinifindan daha genis
sinif olusturmaktadir. (2.12) denklemini koruyan fonksiyonlar siireksiz de olabilirler ve
hatta onlarin diferansiyellenebilir olmalar1 istenmeyebilir. (2.12) denklemini koruyan
¢oziimlere (2.1), (2.2) probleminin genellestirilmis ¢6ziimii de denir .

(2.1) denkleminin zayif ¢oziimiiniin diger tanimimi " suni viskotize" kavrami
dahil ederek gerceklestirebiliriz. S6z konusu yaklagim olayin fiziksel yapisina da uygun

olmaktadir. Bu durumda (2.1) denkleminin yerine kiigiik x>0 parametresine bagli olan

au,, ou, o
5 Ui TH

denklemi gézoniine alinir. Fizikte x>0 parametresine suni viskozite denir.

i 20 (2.13)

Tamm 3 41— 0 iken u,(X,t) fonksiyonlarinin limitine (2.1) denkleminin zayif
¢coziimii denir.

(2.1) denkleminin zayif ¢0ziimiiniin mevcut oldugunu varsayalim. u(X,t)
fonksiyonu D bolgesinin alt bolgeleri olan D, ve D, de siirekli ve D, ve D, nin sinir
olan T" da 1. tiir siireksizlige sahip ¢6ztim olsun (Sekil 3). (2.1) denklemini test
fonksiyonlar smifindan olan ¢(X,t) fonksiyonuyla carpip D=D,uD, bdlgesi

tizerinden integrallersek
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L {Zl: . aa ( ]} (x.dxdt+ [[ {—+_(§)}¢(X,t)dxm

+ -[{[u]ﬁ { }m}(p(x t)ds = (2.14)

aliriz. Burada, (¢,m) I egrisinin dis normalini, [f] ise herhangi bir f(x,t)
fonksiyonunun I' iizerindeki sigrayisini gostermektedir. I' egrisi boyunca egrisel
integral, D, ve D, bolgelerinde

yapilan kismi integrasyon sonucu ortaya ¢ikan terimlerden olugmustur. (2.14) esitligi

keyfi ¢(x,t) € C:1 fonksiyonlari i¢in gerceklestiginden

2
[uldx + [‘ﬂdt =0 (2.15)
olmak zorundadir. (2.15) a sigrayis iizerindeki Rankine-Hugoniot kosulu denir. U = _L
m
oldugunu varsayarsak
2 2 _

=y = =Inl Y S (2.16)

dt [ul  2(u, —u) 2

Sekil 3: Zayif ¢oziimiin tanim bolgesi
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buluruz. Burada u, ve u_ sirasiyla hizin sigrayisin Oniinde ve arkasindaki degerini

gostermektedir.

2.2 YARDIMCI PROBLEM VE COZUMU

(2.1), (2.2) probleminin zayif ¢6ziimiinii elde etmek i¢in [2]’yi takip ederek asagidaki

yardimci problemi

MY, 21
ot 2\ ox
v(x,0) =V, (). (2.18)

ele alalim. Burada, v,(x) fonksiyonu

dv, (x)
dx

denkleminin herhangi bir siirekli diferansiyellenebilen ¢6ziimii olmaktadir.

= U,(X) (2.19)

Teorem 2 Eger v(X,t) (2.17), (2.18) yardimct probleminin piiriizsiiz ¢oziimii
ise,

ov(x,t)

u(x,t) = o

(2.20)

esitligi ile bulunan u(X,t) fonksiyonu esas problemin yumusak (soft) ¢ozlimii
olmaktadir.
Teoremin dogrulugu direkt hesaplama yolu ile ispatlanabilir. Yardimci problemin
avantajlar1 sunlardir:

1. Yardimci problemin ¢6ziimiiniin diferansiyellenebilme 6zelligi esas problemin
¢Oziimiiniin diferansiyellenebilme 6zelliginden bir mertebe daha fazladir.

2. Yardimcr problemin ¢oziimii mutlak siirekli fonksiyon olmaktadir. Altini
cizerek belirtelim ki, yardimc1 problemin ¢ozliimii tek degildir. Gergekten de, eger (2.1)

denklemini x e gore integrallersek
0 1
— u(x,t)dx+=u’(x,t)=c 2.21
~ o dZutx, (2.21)

buluruz. Burada ¢ genelde t ye bagl keyfi bir fonksiyon olmaktadir.
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V(x,t) = Ju(x,t)dx+c (2.22)
(2.22) ifadesi (2.21) de yerine konulursa (2.17) denklemini elde ederiz. (2.21) den
goriildiigii gibi bu durumda da u(x,t) silireksiz fonksiyon olabilir. Bdylelikle, (2.21)
denklemini saglayan fonksiyonlar smifi (2.12) esitligini koruyan fonksiyonlar sinifi ile

ayni olmaktadir. Gergekten de, (2.17) denklemini Z—w carpip, D Dbolgesi ilizerinden
X

integrallersek

2
Lai) x, 1 @J Jdxdt =0
ox ot 2\ ox

elde ederiz. Burada, @eC: ve ¢@(x,T)=0 kosuluna sahip herhangi bir test

fonksiyonudur. Sonuncu integrale X e gore kismi integrasyon formiiliinii uygularsak
2
L¢[a—“ + i(“—j]olxolt =0
X\ 2

buluruz. Bu integrali iki toplama dagitip, ilkine t ye, ikincisine ise X e gore kismi
integrasyon formiiliinii uygularsak (2.12) ifadesini elde ederiz.
Yardimer problemin diger bir avantaji, esas problemin ¢éziimiinii hesaplarken

u(x,t) fonksiyonunun hicbir degiskene gore tiirevlerinin kullanilmamasidir ki, zaten bu

tirevler genelde mevcut degildir. Gergekten de, (2.7) ve (2.8) den

tirevleri t>T = (_—,1) degerlerinde sonsuzluga yaklasir. Diger deyisle, (2.1), (2.2)
Uo min

probleminin klasik ¢6ziimii mevcut degildir.
Simdi (2.17),(2.18) yardimc1 probleminin gergek ¢oziimiinii bulalim. Bunun ig¢in,

G p, Z—V = g notasyonlarini kullanarak (2.17) yi
X

ot
1,
F(p,q) = p+4 (2.23)

gibi yazabiliriz. (2.23) ii X ve t ye gore diferansiyellersek,
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a£+qaj: ap a_q:()

0, —+q
oXx  OX ot ot
. Op _0q <
elde ederiz. ot oldugunu varsayarsak, sonuncu denklemler
X

aq aq

—+q— =0, 2.24
ot a OX (2.24)
op_ op

—+q—=0, 2.25
ot a OX (2.29)

seklini alir. (X,t, p,q,v) bilinmeyenleri i¢in asagidaki Charpit diferansiyel denklemler

sistemini

dt dx dp dg dv 2
—=1,—=9,—=0,—=0,—= 2.26
ds ds q ds ds ds P+4 ( )

yazalim.(2.26) sistemindeki bilinmeyen (X,t, p,qvev) fonksiyonlarmi S ye gore bir

degerli olarak bulmak i¢in asagidaki baslangi¢ kosullarini

1(ov, ) ov
t]==0, X|s5= ¢, plszoz_i(aoj ’ q|5:0:_5_)?’

Vo(x), [l
Vo= (2.27)
0, |£R1

ekleyelim. Burada, s - parametreyi gostermektedir. (2.26) dan
pP=c, =C,, t=S+C,, X=C,S8+C, V=(C,+C)S+C, (2.28)

elde ederiz. (2.28) den c;, (j=1234,5) sabitlerini

2\ Ox X
vo(x), &<l
C5 =V o= (2.29)
0, &1

olarak buluruz. Buradan x,t,v i¢in asagidaki formiilleri

X=ut+<&,&=x—-ut,t=s,

v= %u2t+v0(§) (2.30)
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elde ederiz. (2.8) 1 dikkate alirsak yardimci problemin ¢6ziimii igin

v(x, t)—zut+(x ut) — w 2.31)

alirz. (2.31) den % = u(x,t) oldugunu gérmek zor degildir. Gergekten de,
X

ov ou ou ou
—=u—t+ 1——t X —ut 1——t u—t+1-——t
= Yo ( )—( )*( )= P~ =
,ou ou
— (x—ut)® +(x —ut) —t—ua—t t—[l (x —ut)’]+1+ (x —ut)> =u(x,t)
dir.
2.3 SICRAYISIN KURULMASI VE GENISLETILMIiS COZUM
Bilindigi gibi
or —+— X _ (2.32)
ot ox

cinsinden yazilabilen her bir denklem bir korunum kanununu ifade etmektedir. Burada
T korunan yogunluk, X ise akis fonksiyonu olup, yalniz U ve onun X ve t ye gore
tiirevlerini i¢eren polinomsal fonksiyonlar olmaktadir. (2.1) denklemi i¢in sonsuz sayida
korunum kanunlart mevcuttur. Agiktir ki, Hopf denkleminin kendisi de asagidaki

seklinde yazilmis

aat—u +%(%J =0 (2.33)
korunum kanununu ifade etmektedir. Yukarida soyledigimiz gibi diferansiyellenebilen
u(x,t) fonksiyonlari i¢in tiim korunum kanunlari denk olmaktadir. Lakin onlarin
integral formlar1 farkli olduklarindan, s6z konusu formlar sigrayis lizerinde farkl
kosullarin yazilmasina neden olurlar. Yukarida gordiigiimiiz gibi, (2.1) denkleminin

(2.12 ) cinsinden zayif ¢ozliimii (2.15) seklinde si¢rayis kosulunu olusturmustur.

Diferansiyel seklinde yazilmis (2.32) korunum kanununu

d 2. X
— | “Tdx+ X |2=0 2.34
il 2 (2.34)
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olarak integaral formda da yazabiliriz. (2.34) ifadesinden J:lzu(x,t)dx enerji integralinin

degerinin t ye bagli olmadig goriiliir.

Simdi, siirekli oldugu bolgede (2.1) denklemini saglayan ve sigrayis egrisi
tizerinde ise (2.15) kosulunu koruyan siireksiz ¢oziimiin elde edilmesi problemi ile
ugrasalim. Yukarida soziinii ettigimiz gibi, bu tiir ¢oziimlerin elde edilmesi i¢in
cokdegerli c¢oOziimden, gozOniine aldigimiz problemin fiziksel Ozelligini gergek
gosterebilen bir degerli, fakat 1. tiir sigrayisa sahip ¢oziim elde etmek gerekmektedir. s6z
konusu sigrayisin gercek yerini agagidaki yontem ile belirleyelim.

Agiktir ki, (2.34) cinsinden olan korunum kanunlarini hem siirekli, hem de

stireksiz fonksiyonlar saglamaktadir. Boylelikle, E(t) = fzu(x,t)dx cinsinden olan
1

enerji integralinin degeri her iki fonksiyonlar i¢in ayni kalmaktadir. Aradigimiz sigrayis
noktasinin gercek geometrik yeri dalganin herhangi bir t=T anmdaki profilinin
olusturdugu alandan, alani enerji integralinin degerine esit olan bir alan kesmek
zorundadir. Onemle belirtelim ki, bu tanim yeteri kadar genel bir tanim olmaktadir.
Sicrayis noktalarinin bulunmasi i¢in ciddi bir matematiksel yontem olusturalim.

Asagidaki enerji integralini
E() = [ u(x.t)dx. (2.35)
dikkate alalim. Yukarida sdyledigimiz gibi, dalganin olusturdugu alan, yani fu(x,t)dx

nin degeri zaman degiskenine bagh degildir ve bu deger fuo(x)dx e esit olmaktadir.

Tanim 4 (2.35) esitligi ile tanimlanan E(O) sayisina herhangi bir t icin v(X,t)
fonksiyonunun kritik degeri denir.
Tammm 5 v(x,t) fonksiyonunun kritik E(O) degerini aldigi noktalarin

apsislerinin geometrik yerine si¢rayis veya front(cephe) noktasi denir.

Front noktasini X, (t) ile gosterelim. Teorem 1 e ve verdigimiz tanimlara

dayanarak,
£ ()
v(x, (©).1) = [ u(x,tydx = E(Q) (2.36)
buluruz.
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Tamm 6 Asagidaki esitlikle tanimlanan v, (X,t) fonksiyonuna

gen

v(x,t), v(xt)<E(0),
Vgen(th) =
E(0), v(x,t)>E(0)
(2.17),(2.18) probleminin genisletilmis ¢dziimii denir.

Teorem 2 e gore U, (X,t) i¢in asagidaki formiilii aliriz

gen

u(x,t), v(x,t)<E(0),

ugen(xit) =
0, v(x,t) > E(0).

(2.37)

(2.38)

Onerilen bu teoriye dayanarak (2.1) denkleminin (2.2) baslangi¢ kosulu

cergevesinde genisletilmis ¢ozliimiinii aragtiralim. Bu amagcla, 6nce E(0) 1 hesaplayalim.

(2.8) den

- _ _4
E(0)= f;u(x,O)dx = LUO(X)dX =3

aliriz.

Tammm 7 u(x,t) fonksiyonunun kirildigi noktanin apsisine kirilma (déniim)

noktasi denir.

Kirilma noktasini X, (t) ile, u™ ve u~ ile sirasiyla u(x,t) fonksiyonunun kirilma

noktasina kadar ve ondan sonraki kisimlarini, yani

u* :2—12 I2xt—1)+\/1—4xt+4t2 .

u- =% I2xt—1)—\/l—4xt+4t2 _

gosterelim. O halde, x,(t) noktasi u” =u~ denkleminin ¢6zlimii olur ve

1+ 4t2
4t

X, (1) =

olarak bulunur.

(2.39)

Simdi, ABC (Sekil 4) egrisel bolgesinin S,;. alanini hesaplayalim. Sekilden
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gorildigi gibi,

1.5 bt

0.5

-2 0 2 4 6

Sekil 4: Sigrayisin inga edilmesi

® t 4
Saec = Saep — Scap = flb u”(x,t)dx — J:b u (x,t)dx = g

E(0)=Spsc = % oldugunu dikkate alirsak, (2.38) i

4
v(Xx,t), v(xt)< 3

Vgen (X, 1) = (2.40)

4
. v(x ) > =
(x,1t) 3

seklinde yazabiliriz.
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1.2

D

—_
T

0.3

Lol

0.6

(=)

0.4

Sekil 5: v, (x,t) fonksiyonunun grafigi

gen

Teorem 1 ve (2.38) ifadesine dayanarak (2.1), (2.2) probleminin ¢6ziimil
u(x,t), u(xt)< %

Ugen (X, 1) = (2.41)
0, u(x,t) 2%

olarak elde edilir. Boylelikle, u(x,t) fonksiyonu i¢in cephe noktasi dyle X, (t) ler olur

ki, bu noktanin saginda u(x,t) sifira esit olur. (2.40), (2.41) ¢ozlimlerinin grafikleri

strastyla Sekil 5 ve Sekil 6 da gosterilmistir.
(2.36) ifadesinden x (t) i¢in

27 1 _
prante ] |X=Xf 2[u(xf+0,t)+u(xf 0,0)] (2.42)
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Sekil 6: ug,(x,t) fonksiyonunun grafigi

buluruz. Bu da literatiirdeki Rankine-Hugoniot kosulunun aynisidir.

Boylelikle, (2.41) formiilii ile bulunan ug,(x,t) (2.1), (2.2) probleminin zayif

¢oziimi olur. Sekil 6 dan goriildiigi gibi, u,,(x,t) 1.tir siireksizlige sahip bir degerli

gen

fonksiyondur. Onemle belirtelim ki, Ugen (X, t) ¢Oziimiinde bulunan 1.tiir siireksizlik

fiziksel olarak darbe dalgasi olarak nitelendirilir.
2.4 SUREKSIZ BASLANGIC KOSULLU RIEMANN PROBLEMi

Onceki boliimlerde Hopf denklemi i¢in Cauchy problemini incelerken, baslangic
profilinin hem negatif, hem de pozitif egime sahip siirekli bir fonksiyon oldugunu
varsaymistik. Bunun yani sira Oyle bir T, degerinin mevcutki, t>T, oldugunda
problemin ¢oziimiiniin yeri dnceden belli olmayan sigrayis noktalarma sahip oldugunu
da gostermistik. Limit durumu, yani dalganin baslangi¢ dagilimimin 1.tiir siireksizlik

noktasina sahip oldugu durumlarin incelenmesi ayrica onem tasimaktadir.
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Bu boliimde (2.1) denklemini

=] *<° (2.43)
PP, x>0 '

baglangi¢ kosulu gergevesinde inceleyelim. Buradaki u, ve u, sabitlerdir. (2.1), (2.43)
Riemann problemindeki nonlineerligin olusturdugu o6zellikleri gorebilmek igin, bu
problemin gercek ¢éziimiinii bulup uygun lineer problemin ¢éziimii ile karsilastiracagiz.

(2.1) denkleminin (2.43) baslangi¢ kosulu gergevesinde ¢ozimii U = u,(X — ut)
bigiminde olmaktadir. Sezgisel olarak U >0 oldugunda U nun bilyiik degerleri, kiigiik
degerlerine oranla daha hizli hareket ettigi anlasilmaktadir. Buna gore de, u, >u,
oldugunda dalganin dagilim siirecinde baslangic profili bozulur ve c¢oziimde
cokdegerlilik ortaya ¢ikar. u; <u, oldugunda ise ¢okdegerlilik s6z konusu degildir.
Simdi bunlar1 detayli seklinde inceleyelim.

Once, 1.durumu inceleyelim, yani U, < U, oldugunu var sayalim. Karakteristikler

metodunun genel prensibine gore (2.1),(2.43) denkleminin ¢éziimii i¢in

u, ¢£<0
u(x,t) =u,($) = (2.44)
U, ¢>0

elde ederiz. Burada & = x —ut olmaktadir.

0 T

u. =0 J %

Sekil 7: Riemann probleminin karakteristikleri, u, < u,olan durum
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Ayrica da U, <u<u, oldugundan, X =ut ve X=uU,t 1smlarmin olusturdugu sektoriin

icerisinde yerlesen tiim karakteristiklerin yalmiz bir ortak noktasi £ =0 olmaktadir.
Dolayisiyla, (2.1) denkleminin tiim ¢ézlimleri X = ut cinsinden olmaktadir ve ¢6ziim s6z
konusu karakteristikler tizerinde sabit kalir. (2.1) denkleminin (2.43) baslangi¢ kosuluna

karsilik gelen karakteristiklerinin grafigi Sekil 7 de gosterilmistir.
Boylelikle (2.1), (2.43) probleminin u(X,t) ¢ézlimii i¢in

u X<U
11 T =M
t
u(x,t) = % ul<%<u2 (2.45)
X
u,, TZUZ

ifadesini elde ederiz. Bu ifade fiziksel a¢idan tam yararli ve siirekli ¢6ziim olmaktadir

u(x,t) fonksiyonunun evrimi Sekil 8 de gosterilmistir.

09 | |
| [ J'(

08
o7 -
[
[

06
o
{

05
]

Sekil 8: u(x,t) fonksiyonu, u, >u,
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Ornek 10 Asagidaki problemin
ou ou

_— u_=

ot OX

¢Ozliimiinii bulunuz.
Coziim Bu durumda u, =0, u, =1 olmaktadir. (2.44) formiilii ile bulunan
¢Ozum
0, £<0
u(x,t) = (2.46)
1, £>0,
olmaktadir.
Simdi, u=u,, u=u, ve X=ut dogrularini baslangi¢c kosulunun korunumsini
saglayarak birlestirelim
Q) £{<0=u=0=x<0,

b) £>0=u=1=x-t>0= x>t,
X
c) §=O:>x—ut:>u=?

Boylelikle problemin ¢dziimiinii

0, x<0
u(x,t) = % 0<x<t (2.47)
1, X >t

seklinde elde ederiz.

Simdi gosterelim ki, elde ettigimiz (2.47) fonksiyonu (2.1) denkleminin u, =0
ve U, =1 oldugu takdirde (2.43) kosulunu saglayan zay1f ¢6ziimii olmaktadir, [4].

f (x,t) temel fonksiyon oldugundan sonlu tasiyiciya sahip olmaktadir, yani dyle
a>0 ve T sayilann vardir ki supp(f)c[—-a,a]x[0,T] olmaktadir. Zayif ¢oziimiin

tanimina gore

28



[l (u(x,t) f.(x,1) + ”2(;“) fx(x,t)JdXdH [ us(x) f (x,0)dx

- H[? ft(x,t)+2X—t22fx(x,t)jdxdt+ff( ft(x,t)+%fx(x,t))dxdt+
[texoax=[[ %ft(x,t)dtdx+ [ J:ZX—;fx(x,t)dxdt

+ [ [rexondtax+ [ [ ft(x,t)dtdx+% [ [ (x tydxat

+ [ (x0)x= f {% F(x,t) [T - f (— tiz) f (x,t)dt}dx
x? - (X
+ f {E FOIS - | af (x,t)dx}dt
+ f«(x,x)- £ (x,0) dx+ f(r(x,a)— £(x,T) Ox
+%f¢(a,t)— £(t,0) 3t+ [f(x,0)dx
X X
= f(?f(x,T)— f(x,x)jdx+fft—2f(x,t)dtdx

+%ff(t,t)dt— Htlz f O tdtde+ [ (x,x)dx—

ff(x,O)dx—% ff(a,t)dt—% [ft.ndt+ [ (x00x=0

olmaktadir.

Gosterebilir ki,

0, eder x< t
2
u(x,t) =

1, eder x >1
2

fonksiyonu da g6zoniine aldigimiz denkleminin zay1f ¢oziimiidiir. Gergektende,

[l [u(x,t) f.(x, 1) + “2(;"0 fx(x,t)jdxdu [ us(x) f (x,0)dx
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= ffa[u(x,t) ft(x,t)+@ fx(x,t)jdxdt+ fauo(x)f(x,O)dx
- H‘( ft(x,t)+%fx(x,t))dxdt+ [ (x0dx
= E‘ f f,(x.tdtdx+ [ [ 1, (x tydxat
+%f£ft(x,t)dxdt+ [F(x0)dx

= '[;((X,ZX)— f(x,0) dx + E((X,T)— f (x,0) gx

1 t
+Ef(f(a,t)— f(E,thH ff(x,O)dx

T T
= ff (x,2x)dx—% Ef(y,Zy)Zdy: 0

esitligi korunumktadir. Dolayisiyla (2.1) denklemi i¢in yazilmis Cauchy probleminin
zayif ¢oziimii tek olmamaktadir.

Simdi 2. durumu inceleyelim, yani u, > u, olsun.
Ornek 11 Asagidaki problemi

ou ou
uM =

o ox

1, x<0
u(x,0) = uy(x) =
0, x>0
¢Ozliniiz.
Coziim Problemin kosullarma gére u; =1, u, =0 olmakta ve bu problemin de
¢Oziimii (2.23) formiiliine gore
1, £<0
u(x,t) =
0, £>0
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olur. Bu durumda u, <u<u, dir ve x=ut ve X =u,t sektoriiniin igerisinde yerlesen
her bir karakteristigin egimi U, den biiyiik olmaktadir. Boylece, diger karakterisrikler ile
kesisirler, Sekil 9. Bu nedenle ¢6zlimiin profilinde ¢cokdegerlilik hemen baslar. Sekil 10
dan goriildiigli gibi ¢oziimiin profilinde geriye déonme olusur. U, > U, oldugu durumda
(t,x) diizlemindeki karakteristikler yelpazesi donmeye baslar ve dalganin yeniden ileri
donmesini saglar. Dolayisiyla inceledigimiz problemin klasik ¢6ziimii mevcut degildir.
Simdi de u=1, u=0 ve x=ut dogrularini baslangi¢c kosulunu koruyacak seklinde

birlestirelim.

a) £{<0=u=l=>x-t<0=> x<t,

b) £>0=>u=0=x>0

olur. Boylelikle aradigimiz ¢6ziim

1, X >t
u(x,t) = % O<x<t
0, x>0

u,.={

)
-

Sekil 9. Riemann probleminin karakteristikleri, u, >u, olan durum

elde ederiz. Sekil 10 dan de goriildiigii gibi elde ettigimiz fonksiyonun grafigi li¢ degerli

olmaktadir. Bu ise fiziksel a¢idan kabul edilemez.
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Zay1f ¢oziimii yukarida gosterdigimiz yolla

u(x,t) = (2.48)

0t

o8- /
|
|

07
|
05 - |
III /
05 - ‘

Sekil 10. Cok degerli ¢oziim

seklinde yazabiliriz. (2.48) formiiliinden goriildiigii tizere ¢oziimdeki siireksizlik x = t

2
dogrusu iizerinde U =% hiziyla hareket etmektedir ve inceledigimiz problemin fiziksel

gercek ¢coziimii olmaktadir.

u
1
UTA' A E B
|
| |
0.8 |
o o L
1
0.6 el
04
el o 2 4 &

Sekil 11 — Sigrayisin inga edilmesi
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Coziimiin geriye ve ileriye donme noktalarini sirasiyla x,(t) ve x,(t) ile

gosterelim.

11|

09

0B -

[ o

06 -

a5 -

0.4 1 L 1 L L 1 %
=5 4 =3 =2 1 i} 1 2 a 4 5

Sekil 12 — Zayif ¢oziimiin grafigi

Sigrayis noktasinin yerini belirlemek igin elde ettigimiz, 6rnegin t=T, zaman

degerine karsilik gelen ¢oziimlerden birisini gozoniine alalim (Sekil 11). u(x,T,)
fonksiyonunun grafigi ile smirlanan S,gp, bolgesinin alant S, 5oy :%(Uf—uf)t
olmaktadir. Sigrayis noktasinin yerini Oyle segelim ki, Spgrp = (U —U,)X; (t)
dikdortgeninin alan1 S,g5, ye esit, yani %(ul2 —u2)t=(u, —U,)X, (t) olsun. Sonuncu

esitlikten sicrayis noktasi i¢in

X, (t) =2t g
denklemini elde ederiz. Buradan
dx; (t
Oyt (2.49)
dt 2

olur. (2.48) i1 dikkate alarak (2.1), (2.43) problemin zayif ¢dziimii igin
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u, % <u,
u(x,t) = (2.50)

X
u,, ?>U

formiiliinii elde ederiz. Boylelikle, ¢okdegerli ¢oziimden bir degerli, ama birinci tiir
siireksizlige sahip ve ayni zamanda enerji integralini koruyan fiziksel yararli ¢ozliimii
elde etmis oluruz. s6z konusu zayif ¢éziimiin grafigi Sekil 12 da gosterilmistir.

Sonuncu ifadenin ele aldigimiz problemin zayif ¢éziimii oldugunu gosterelim.

Zayif ¢oziimiin tanimina gore

[l [u(x,t) f.(x, 1) + “2(;"0 fx(x,t)jdxdu [ us(0) f (x,0)dx

=[ fa(u(x,t) f (61 + “2(2“) fx(x,t)dedH [ us(0)  (x,0)dx
_ ff( ft(x,t)+%fx(x,t)]dxdt+ [ f(x0ax
= [ [f.(xtdtax+ E [RACRILICH
+% ) f f,(xtxdt+ [ F(x0)dx
= faq(x,T)— f(x,0) gx + J‘%Cf(x,T)— f(x,2x) dx
+%f[f(%,t)— f(—a,tjjdu [ £ (x0p0x

)
- —ff(x,Zx)dXJr%ff(%,tjdtzo.

2.5 YARDIMCI PROBLEM VE COZUMU

Simdi (2.1), (2.43) problemini yardimci problem araciligiyla ¢6zelim. Yukarida gordiik
Ki, U, <U, oldugu durumda problemin ¢6ziimiinde, baslangi¢ profilde bulunan sigrayis

zamanin artan degerlerinde kaybolur ve t nin biiyiik degerlerinde ¢oziim parca-parga
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stirekli fonksiyona doniisiir. Lakin, u; > U, oldugunda baslangi¢ profilde ¢okdegerlilik

olusturur, yani klasik ¢6ziimii mevcut degildir. Bu durumda zayif ¢oziimii asagidaki gibi
tanimlayalim.
Tanmm 8 Negatif olmayan, (2.11) kosulunu saglayan, temel fonksiyonlar

swifindan ve f(x,T) =0 olan herhamgi bir test fonksiyonu igin
2
L[u(x,t) f(x,t) + fx(x,t)#}dxdt + L0+ [Uf(x0)dx=0  (251)

integral esitligini koruyan u(x,t) fonksiyonuna (2.1), (2.11) probleminin zayif ¢oziimii
denir.

Simdi, (2.1), (2.11) probleminin zayif ¢6zlimiinii ve sigrayis noktasini elde etmek
icin yardimci problemi kullanalim. Bu durum i¢in de yardimci problem (2.17),(2.18)
seklinde olmaktadir. Burada, v,(x) fonksiyonu

ux, x>0
Vo(X) =

u,x, x<O0.

olarak tanimlanir. s6z konusu yardime1 problemin gergek ¢oziimiinii

. X
VT
v(x,t) = (2.52)
_ X
Vi, TS,

seklinde yazabiliriz. (2.45) formiiliinii dikkate alarak

1
Vo= Euft +u, (X —ugt),

1
V= Euft + Uy (X —U,t)

yazabiliriz. Basit hesaplamalarla

ov(x,t)

ax = u(x,t)

oldugunu goérmek zor degildir.

Simdi si¢rayis noktasini yerini belirleyelim. Tanim 4 e gore v(x,(t),t) = E(t)
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oldugundan x,(t) front noktasnin koordinatlari v* =v~ denklemini korunumk

zorundadir. Sonuncu esitlikten X, (t) igin

u,+u
X, (1) = 2—"1t
JOESS
elde ederiz.
Asagidaki esitlikle tanimlanan fonksiyona
V', % >U
Vgen(X, 1) = (2.53)

v, X< U.

t

(2.17), (2.18) yardimci probleminin genisletilmis ¢oziimii denir. Teorem 1 i kullanarak

esas problemin u_,, (x,t) ¢6ziimiinii ele aliriz. u_, (x,t) fonksiyonunun grafigi Sekil 12

gen gen

de gosterilmistir. Sekilden goriildiigi gibi (2.1), (2.11) probleminin profilinde baslangic

u, +Uu,

dagilisinda bulunan sigrayisin korunarak hiz1 ile saga dogru hareket ettigi

goriilmektedir. Boylelikle (2.1), (2.11) probleminin fiziksel yapisim1 gercek ifade eden

¢Oziimiinii elde etmis bulunmaktay1z.
3. ENTROPi KAVRAMI VE SURECIN TERSINMEZLIiGi

Bu béliimde (2.1) denkleminin dogal genellesmesi olan

6_u+ oF(u)
ot OX

denklemini ele alacagiz. Yukaridaki bolimlerde korunum kanunlarini ifade edebilen

0 (.1

denklemlerin ¢Ozlimlerinde, ister baslangic verilerden kaynaklanan, isterse de
karakteristiklerin birbiriyle kesigsmesi sonuncu olusan, yeri Onceden bilinmeyen
stireksizlik noktalarinin mevcut oldugunu ve s6z konusu siireksizlik noktalar lizerinde
sigrayis kosullarinin korundugunu gérdiik. Bunun yani sira korunum kanunlarinin zayif
cozlimlerinin tek olmadigi da bilinmektedir. Ve nihayetinde problemin ¢oziimiinii
(stireksizlik noktalart iceren) elde ederken fiziksel yararli ¢oziimii bulmak igin ilave

yaklasimlarin bulunmasi gerekmektedir.
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3.1 SUREKSIZLiGiN MEVCUT OLMA KOSULU

(3.1) denklemini (2.2) baslangi¢ kosulu ¢ergevesinde inceleyelim. Varsayalim ki,
F”(u)>0, F(u)eC>. ve u,(x)eC?.

Simdi sirf matematiksel diisiincelere dayanarak (3.1) denkleminin t<T
degerleri i¢in siirekli olan ¢ozlimiiniin 6zelliklerini arastiralim ve bu ¢dziimiin, hangi

t =T kritik degerlerinde bozuldugunu bulalim, [1].
z=u,(t, x) olsun ve (3.1) denklemini x e gore diferansiyelleyelim,
o (éu o’ o2
—[—}L F”(u)(—J +Fu)=0.
ot \ ox OX OX

Z = U, oldugunu dikkate alirsak
oz 2 oz
—+F"(u)z”+F'(uy—=0
ot (1) W OX
veya

Ozg+ F’(u)g
ot OX

buluruz. x = x(t) karakteristikleri tizerinde % = F'(u) oldugundan

0>dz dx oz _dz dz _

St Tdtox dt ot
dir. Yani, z(t,x) karakteristikler iizerinde artmayan fonksiyondur. Boylelikle, herhangi
bir (t,x) € D; i¢in
z(t,x) =u (t,x) <Supuy(x) =K,, xeR (3.2)
olur. u,(t,x) fonksiyonunun t=T degerleri i¢in, X in tim degerlerinde taniml
olmadigi durumda, (3.2) ifadesini

U(t, Xz) B U(t, Xl)
X, =%

<K, = VX,X, (3.3)

seklinde yazalim. (3.3) den, X, < X, olan durumlar igin u(t, x,)—u(t,x;) < K,(X, — %)
ve X, > X +0, X — X —0 yazlabilir, burada x~ u(T,x) fonksiyonu icin siireksizlik

noktasidir. Limite gegersek u(t,x) fonksiyonunun
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u, =u(t,x +0) <u(t,x —0) =u_ (3.4)
parcali siirekli fonksiyon oldugunu gorebiliriz.

(3.4) tlirtinden olan esitsizlige si¢rayisin mevcut olma kosulu (veya O. A. Oleinik

| PR —.

S -

Sekil 13: Uste kabarik (convex) fonksiyon

kosulu) [1] denir.
F”(u) <0 oldugu durumda u=-v degisken doniisiimii ile (3.1) denklemini
v, + (E(U))X =0 seklinde yazabiliriz. Burada IE(U) =-F(-v) dir. Ayrica
F"(v) =—=F"(-v) >0 dir. Bu durumda, siireksizligin mevcut olma kosulu u, >u_ olur.
Sonug olarak, kabarik F(u) fonksiyonu i¢in ¢dziimde sigrayisin mevcut olma
kosulu asagidaki gibi olmaktadir:

u2

I. F(u) fonksiyonu asagi kabarik (concave) ise (Ornegin; F(u):?,e“,...)

(3.1) denkleminin ¢dziimiinde, u_ > U, oldugunda, u_ den u, ya dogru sigrayis mevcut
olur, Sekil 13.
Il. F(u) iiste kabarik (convex) fonksiyon ise (6rnegin; F(u)=-u’, Inu,.. )

sigrayis U_ < U, oldugunda u_ den u, ya dogru mevcut olur, Sekil 14.
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Sekil 14: Alta kabarik fonksiyon
3.2 ENTROPI FONKSIYONLARI VE ENTROPi KOSULU

Fiziksel yararli ¢6ziimiin segilmesinde birinci yol suni viskotize dahil edilmekle elde

edilen modifike olunmus denklemin u_(X,t) ¢6ziimiinin (Tanim 2) &£-—>0 oldugunda

limiti olarak kabul edilebilir. Bu yaklasim olayin fiziksel yapisina da uygun olmaktadir.
Ciinkii bizin inceledigimiz denklemlerden bir ¢cogu (ihmal edilebilecek kadar) kiiciik
bazi disipatif parametreler igermektedir. Dolayisiyla bu yontemle kiigiik disipatife sahip
¢Ozlim elde edilebilir.

Tanmmm 9 (3.1) denkleminin U Juziyla dagilan siireksizlik noktalarina sahip

olan ve entropinin artma kosulunu saglayan u(x,t) ¢oziimiine entropi ¢oziimii denir.

Not 2 Kolayca gosterilebilir ki, Ornek 1 in ¢oziimii entropi kosulunu

korumamaktadir, ¢iinkii F'(u_)=0, U :% ve F'(u,)=1dir. Fakat, Ornek 2 deki

problemin ¢6ziimii, F'(u_)=1, U :% ve F’(u,)=0 oldugundan entropi kosulunu

saglanmaktadir.
Yukarida elde ettigimiz (3.4) kosuluna neden entropinin artma kosulu
denmektedir. Bilindigi gibi nonlineer denklemlerle ifade edilebilen fiziksel siiregler

zaman bakimindan geriye donemezler.
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(2.1) Hopf denklemi herhangi bir hortumda akan gazin hareketini ifade edebilen
en basit bir model olmaktadir. Daha detayli modellerde basing fonksiyonu, gazin
sikistirilabilirligi varsayiminda ise yogunluk fonksiyonlar1 da yer almaktadir. Gazin
durumunu ifade edebilen bu biiyiikliikler yardimiyla S entropi fonksiyonu olusturulur
ki, sz konusu fonksiyon darbe dalgasindan gegtiginde zamana gore azalmamaktadir,
yani

S, =S(x,t+0)>S_=S(x,t-0). (E)
Geriyedonemezligi ifade edebilen bu esitsizliklere "entropinin artma" esitsizligi denir.
Omegin, Hopf denklemiyle ifade edebilen hidrodinamik modellerde entropi

fonksiyonu olarak kinetik enerji
1,
S(x,t) :Eu (x,1)

kabul edilebilir.
Gosterelim ki, gercekten de darbe dalgasindan gectiginde (E) kosulu
korunmaktadir. (2.1) denklemi i¢in Rankine-Hugoniot kosulu
u_+u, _dx
2 dt’

asag1 kabarik hal fonksiyonlari i¢in ise si¢rayisin mevcut olma kosulu

u-u,>0

2 2
olmaktadir. (;—)t( >0 oldugu takdirde S = u? ve S, = u?_ oluyor. Sonuncu esitsizligi

2 2

+ - Y

ile ¢arparsak >0 veya S_<S, oldugunu elde ederiz. Benzer yolla

2 2
(cjl_)t( <0 oldugundaise S = ?‘ = 5 oldugunu gorebiliriz.

+

(3.1) denkleminin geriye donmezligini gosterebilen diger bir fonksiyon da

fiziksel sistemin toplam kinetik enerjisi

E(t) = Eéuz(x,t)dx

olabilir.
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Sekil 24: Entropinin artma kosulunu gosteren grafikler

Yukarida ispatlandigr gibi (3.1) denkleminin piiriizsiiz baslangic verileri

cergevesinde, (Ornegin, sonlu tasiyiciya sahip olan) [0, T;) zaman araliginda klasik ve
herhangi bir t <T, ler i¢in ise sonlu tasiyiciya sahip u(X,t) ¢oziimii mevcut olmaktadir.

(3.1) denklemini u ile g¢arparsak

(5} 3l e

elde ederiz. Sonuncu denklemi x e (—o0,00) olmak iizere integrallarsak

Z—E = —( f(x't)nF’(n)d 77)

X=+0

=0

aliriz. Dolayisiyla t <T, oldugu siirece E(t) = sabit=E(0) olur, yani ¢dziimde higbir
0zellik olusmadigi siirece toplam kinetik enerji sifira esit olur.
Simdi varsayalim ki, t > T, ve (3.1) in zayif ¢oziimiinii

U + ‘:(Ug); = el (3.5)

denkleminin (2.2) baslangi¢ kosulu ¢er¢evesinde L,(R) anlaminda, £ —0 limit olarak

diisiinelim. Sonuncu denklemi u® ile carparak ve te[0,T) araliginda u®, u; ve uy,

fonksiyonlarmnin X —+co oldugunda diizgiin sifira yaklastigi varsayimi gercevesinde

integrallersek
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X=+o0

+

d e W), [ ¢foo
afwde——[f nF(n)dnJ

X=—0
X=+x0

+

LG4 St | [ an)

X=—0
X=+0

=0
x=

=

& £\2
—
2( )%

elde ederiz. Nihayet & — 0 i¢in limit alirsak

% <o
dt

oldugunu goriiriiz.

Dolayisiyla darbe dalgalarinin mevcut oldugu durumda toplam kinetik enerji
ciddi olarak negatif olur, yani kinetik enerji disipatif etkisini gosterir (kinetik enerji
darbe dalgasi iizerinde kismen 1s1 enerjisine doniisilir). Bundan dolayr da bu tiir fiziksel
olaylarda geriyedonmezlik (tersinmezlik) s6z konusu olamaz.

Entropi kosulu tanimlamanin ikinci yolu biraz daha zor olmaktadir, ¢iinkii bu
yaklasim korunum kanunlar1 ve fiziksel sistemin ¢oziimleri ile iligkili iki tane entropi

fonksiyonunun secilmesi ile bagli olmaktadir. séz konusu c¢ifti sirasiyla, S =S(u)
entropi fonksiyonu ve ® =®(u) entropi akis fonksiyonu olarak gosterelim. Amacimiz

(3.1) denklemini koruyan piiriizsiiz u(x,t) fonksiyonu icin

oS(u) N od(u) _
ot ox

denklemini koruyan S =S(u) ve ® = ®(u) fonksiyonlarmin bulunmasidir. Varsayalim

0 (3.6)

ki, S”">0. Bu yaklasimin dahil edilmesi ve gerekliligi sonra daha iyi anlagilacaktir.
Boylelikle, eklenilen korunum kanununun da entropinin korunmasi kosulunu
saglayacagini1 gorecegiz.

(3.6) denklemini konservatif olmayan
ou ou
S'(U)—+d'(u)—=0 3.7
()~ + ') (37)

seklinde yazalim. (3.1) denkleminin piiriizsiiz ¢6ziimii de
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8_u+ F'(u)a—u =0
ot OX

denklemini korunmaktadir. Sonuncu denklemi S’(u) ile ¢arparsak
s+ surEwd=o (3.8)
ot OX

elde ederiz. (3.6) ve (3.7) denklemlerinden S =S(u) ve ®=®(u) fonksiyonlarinin
asagidaki

@'(u) = S'(u)F'(u) (3.9)
esitligini sagladigi goriilmektedir. Skaler korunum kanunlar i¢in (3.8) denkleminin

birden fazla ¢6ziimii olmaktadir.

Not 3 H(u) (3.1) denkleminin F(u) durum fonksiyonu ile F(u)=H'(u)

seklinde bagli olan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde entropi fonksiyonlar1 olarak
Sl(u):%|u2| ve @, (u)=uF(u)—H(u) olarak buluruz. Boylelikle (3.1) korunum

kanunu S,(u) entropi fonksiyonu ve @,(u) entropi akig fonksiyonlarini

olusturmaktadir. Sade hesaplama yolu ile @, (u) =S/(U)F/(u) oldugu da goriilmektedir.

3
Ornegin, (2.1) Hopf denklemi icin H(u) :% oldugundan entropi akis

3
. u
fonksiyonu @, (u) :g olur.
Bizim amacimiz entropi ve entropi akis fonksiyonlarini inceledigimiz baslangi¢
deger probleminin tek ¢oziimiiniin se¢ilebilmesi i¢in kullanmaktir.
Teorem 3 Varsayalim ki, (3.1) korunum kurali S>0 ve S konveksi ile ilgili

herhangi bir entropinin korunum kuralina sahiptir. Eger U modifiye olunmus (2.13)
denkleminin & —0 oldugundaki limit fonksiyonu ise sozkonusu U

) , 0eQ) (3.10)
ot ox '

esitsizligini saglamaktadir.
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Ispat (3.9) esitsizligini ispatlamak igin biz yalmz pozitif test fonksiyonlarmi

kullanacagiz.  Bu  nedenle, (X,t)eRxR, olmak iizere herhangi bir

f(x,t) e{C;, =Cy U{f : f(x,t)>0}} fonksiyonu i¢in asagidaki

f [ 8ueat) f(x,t) + @) f,(x,t) dxdt+ [ Su(x,0)) f(x0dx=0  (3.11)
esitsizliginin korundugunu talep edelim. (2.5) denklemini S’'(u®) ¢arparsak
S'(u”)uf +S'(u)F(u?), —eS'(u)u, =0
veya
S, (U%) + S'(U°)F/(U°)UZ — £5'(U°)uz, = 0 (3.12)
elde ederiz. S ve @ fonksiyonlar1 @®'(u®) =S'(u’)F'(u®) ve @'(u”)u; = (u)
oldugundan (3.12) denklemini
S,(u)+ D, (u*)—&S'(u*)u,, =0 (3.13)
seklinde yazabiliriz.

S'(u)uz, = (S'(u%),), — S"(u?)(u?)? oldugunu dikkate alirsak sonuncu denklemi
S(U), + D(U%), = (S'(U), )y — S"(U")(uy)® (3.14)
olarak yazabiliriz. Simdi, (3.14) denklemini f(x,t)eC&+ ile ¢arpip R x[0,0) bdolgesi

tizere integrallersek

[ [ 0anIse), + o(u), Jdxdt =

[ [ w),), -smw)w)?) dxt

elde ederiz. f(x,t) fonksiyonu kompakt tasiyiciya sahip oldugundan yukaridaki ifadeyi
f f f (x,)[S(u®), + @(u®), Jdxdt =
[ [t frwn),), -sw)w)?) dat

seklinde yazabiliriz. Sol tarafdaki integrallardan birincisine t ye gore, ikincisine ise X e

gore kismi integrasyon formiiliinii uygularsak

[ f(x0su (xax- [ f f.(x,£)S(u®)dxdt -
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fa _[T fx (X, t)CD(UE)dth =g fa f fxx(xyt)s(ug)dth _
e [[Hxt)s"(u)(us)?dxct

buluruz.

= f f (x,1)S"(u)(u?)2dxdt <0

esitsizligini dikkate alarak ve &£ — 0 da limit hesaplarsak

- faf(x,O)S(u(x,O)) dx — f f f,(x,t)S (u)dxdt -

[ [f.H@u)dxdt <0
esitsizligini elde ederiz.

Simdi entropi ¢6ziimii i¢in ikinci tanimi verelim.

Tamm 10 (2.12 )integral esitligini ve herhangi bir S entropi ve @ entropi akis
fonksiyonu i¢in (3.10) denklemini klasik anlamda (3.11) ise zay:f anlamda) koruyan
u(x,t) ¢oziimiine 2.entropi kosulunu koruyan ¢oziim denir.

Bu tanimi kullanarak, yukarida inceledigimiz korunum kanunu i¢in yazilmis
baslangi¢ deger probleminin fiziksel yararli ¢oziimiiniin elde edilmesi i¢in entropi ve
entropi akis fonksiyonlarinin nasil sekillenecegini gosterelim.

Durum fonksiyonu F(u) konveks ve ¢oziimiinde zayif Sigrayis olan (2.1)
denklemini g6zoniine alalim.

Teorem 4 S entropi fonksiyonunun ciddi konveks ve u(x,t) ¢oziimiiniin 2.
entropi  kogulunu korudugunu varsayalim. Bu takdirde u(x,t) fonksiyonu (2.1)

denkleminin 2.entropi kosulunu koruyan tek bir ¢éziimii olmaktadir ve bu ¢oziim

kaybolan suni viskoziteye sahip ¢oziim olmaktadir.

2 3
Entropi S;(u) = | u2| ve entropi akis fonksiyonlart @, (u) = % olmak tizere (2.1)
denklemini
1, x<0
Uy (X) =
0, x>0

baslangic kosulu cercevesinde gozoniine alalim. Yukarida gosterildigi iizere bu
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problemin ¢oziimii (2.48) seklinde olmaktadir. (2.48) formiilii ile tanimlanan u(X,t)
fonksiyonunun 2.entropi kosulunu koruyan ¢oziimii oldugunu gosterebilmek igin

asagidaki ifadeyi gdzoniine alalim

f [ f.060)8,(uydxdt+ f [ f.@,uydxdt+ [ f(x,0)S,(u(x,0)) dx.
f (x,t) nin sonlu tastyiciya sahip fonksiyon oldugunu dikkate alirsak sonuncu

ifadeyi,

f faft(x,t)|u2|2 dxdt + f fafxugdxdué [ f(x0)ugox

seklinde yazabiliriz. (2.48) formiilii ile tanimlanan u(x,t) nin ifadesi sonuncu esitlikte

yerine konursa

fEft(x,t)%dXdHfEfX%dde%faf(X,o)dX

elde edilir. Elde edilen ifadede 1.integrali

% [ faft(x,t)dxdt+% [ Eft(x,t)dxdt

seklinde yazip, integralleme sirasin1 degistirir ve integralleme islemlerini gergeklestirsek

1 _ 15 _ 1 =
S LIS a2 Preon 1, it [tz dt+

% faf (x,0)dx = % faf (x,T)dx—% faf (x,O)dx+% fif (x,T)dx—

14 1 t 1 - _
Eff(x,Zx)dx+gff(z,t)dt—gff Catits faf(x,O)dx_
1 1 1 t
-3 af(x,O)dx—EEf(x,Zx)dx+Eff(E,t)dt+

1 1ot
Efaf(x,O)dX—Eff(E,tjdt

elde ederiz.
Yukarida gosterildigi gibi u(x,t) problemin zayif ¢éziimii olmaktadir ve f(X,t)
lerin pozitif oldugu durumlarda sonuncu ifadenin sag tarafi da pozitif olmaktadir.

Dolayistyla Teorem 2.4 ispatlanmis oluyor.
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Simdi (2.1) denkleminin

0, x<0

u(x,0)=
1, x=0

baslangi¢ sartin1 saglayan

0, x< t
2

u(x,t) =
t
1, x<-—
2

¢Oziimiiniin 2. entropi kosulunun koruyup korunumdiguni kontrol edelim. Bu durum i¢in

|2 3

u u
| ve @, (u)= 3 olsun ve

de entropi ve entropi akis fonksiyonlarini sirastyla S, (u) =
asagidaki
ffnmnwmmm+ffgunqwmmu

Ejum&wummx

ifadeyi gdzoniine alalim.
f(x,t) nin sonlu tasiyiciya sahip oldugunu ve u(x,t) nin ifadesini dikkate

alirsak sonuncu ifadeyi

Ju(x,t) u’(x,1) 1 2
fﬁnUJy—E——wm+f[ﬁxmo—jy—mm+§£jumqpx
seklinde yazabiliriz. u(x,t) nin ifadesi yerine konursa
1 1 1
EfEunowm+§ngwm+§fuxmm
elde edilir. Birinci integrali iki integrale

%fEft(X,t)dth+%fEft(X,t)dth+
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1 1
5J:Efx(x,t)olxoluE [t (x0)dx
ayiralim. 1.integralde integralleme sinirlarinin yerini degistirsek

1 e 1 1
5 [ f f,(x dtd+ E f f,(x et + [ Efx(x,t)dxdt+
%ff(x,O)dx:%Ef(x,t) =2 dx+%£f(x,t) o dx +
1 o gy L 1
gff(x,t) |X:£ dt+§ff(x,O)dx:EE[f(x,Zx)— f(x,0)dx +
1jE[f(x T)- f(xo)]dx+1f[f(a t) - f(i t)]dt+1ff(xo)dx:
2% ’ ’ 3 ’ 2’ 2 ’

14 1 t 1
EEf(x,Zx)dx—gff(E,t)dt——gff(x,Zx)dx.

olur. Goriildiigl gibi bu durumda Teorem 2.4 gegerli olmamaktadir.
F(u) fonksiyonunun konveks oldugu durumda (3.4) sigrayisim mevcut olma
kosulu

u(x+a,t) —u(x,t) -E
a =—,

a>0,t>0 (3.15)

kosuluna denk olmaktadir, [?]. Burada E, X,t ve a bagl olmayan bir biyiiklik
olmaktadir, [4].
U

Gergektende, Uy(X) >0 oldugunda u, = ,
(;‘ 0( ) gu 1+U6F”t

Uy(X) =0 oldugu takdirde

u, =0, ve uy(x)>0 ise

1
infF"”

olmaktadir. Burada, E = dir.

Ornek 12 Asagidaki Cauchy

u, +u’u, =0,



0, x<0
2, x>0
problemini gézoniine alalim.
Bu durumda hal fonksiyonu F(u) = u? olmaktadir ve U, =0, u,=2. u, <u,

oldugundan si¢rayisin mevcut olma kosuluna gore, darbe dalgast mevcut degildir.

Probleminin ¢éziimiinii (2.45) formiiliine gore

0, x < f/(0)t

u(x.t) = w(%), Fr(O)t < x < f/(2t

2, x> ()t

seklinde yazabiliriz. F'(u) =u’ oldugundan F'(0)=0, F'(2)=4 diir. Simdi l//(%) yi

X
bulalim. (&) =(F")™" oldugundan —% =—u®; u= \/; olur. Sonug olarak, gercek

¢ozumu
0, x<0
_ ) x
u(t,x) = \/; 0< x<4t
2, X >4t
seklinde elde ederiz.
Simdi, g6zoniine aldigimiz denklemin
2, x<0
u(x,0) =
0, x>0

baslangi¢ kosulu g¢ercevesinde ¢oziimiinii bulalim. U, >u, oldugundan darbe dalgasi

mevcuttur. Bu durumda yardimci problemi
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v 1(av)3
4+ =] =0
ot 30X

2X, x<0

v(x,0) =
0, x>0

seklinde dahil edelim. Dahil ettigimiz yardimci problemin ¢odziimii (2.52) formiiliine
gore

v, x<0

ve

v_(x,t)= (ul(ZUl) — u_:f} +Uu,(X—(2u)t) =2x - gt,

3

v, (x,t) = (uz(zuz) —%jt Fu,(x—(2u,)) =0

olmaktadir. Sonuncu ifadeleri dikkate alarak v_ =V, kosulundan

X
t

w| s

buluruz. (2.53) formiiliinti kullanarak da yardimci problemin ¢éziimiinii

2x—ﬂt, x<ﬂt
3 3

v(t,X) =

0, x>ﬂt
3

seklinde yazabiliriz. Teorem 1.1 e gorede gézoniine aldigimiz problemin ¢oziimiinii

2, X<-—t,

0, x>£t
3

olarak elde ederiz.
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SONUCLAR

1. Birinci basamaktan nonlineer denklem ig¢in yazilmis siirekli baglangic
kosullu problemin ger¢ek ¢oziimii elde edilmis ve ¢Oziimde olusan
sigrayisin yerini belirlemek i¢in bir yontem onerilmistir.

2. Hopf Denklemi igin siirekli baslangi¢ kosullu problemin, Riemann
Problemi incelenmis ve sigrayis noktasinin zaman evrimi incelenmistir.

3. Problemin fiziksel yapisini diizgiin aksettirebilen tek bir gergek ¢coziimiin
secilmesi i¢in entropi fonksiyonlar1 dahil edilmis ve entropinin artma

kosulunu koruyan ¢6ziim elde edilmistir.
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