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YEMIN METN1

Yiiksek lisans tezi olarak sungim ” Ozel fonksiyonlar ve uygulamalar”
baslikli calismanin, bilimsel ahlak ve geleneklere uygekilde tarafimdan
yazildgini, yararlandiim kaynaklarin tamamini kaynaklarda gostegitaiive
calismamin icinde kullanildiklari her yerde bunlara gapildgini belirtir ve bunu
onurumla dgrularim.08/07/2010

Muhterem BLGIC



OZEL FONKS1YONLAR VE UYGULAMALARI

Tezi/Projeyi Hazirlayan: Muhterem BLGIC

Ozet

Bu tez cajmasi 7 bolimden ofmaktadir.
Birinci Bélumde, genel olarak icerikten, uygulara®nlarindan ve tarihsel

gelisiminden bahsedildi.

Ikinci bolumde, i¢c carpim, ortogonallik, ortogonablipomlarin tanimlari

verildi.

Ucuincti bélimde, Legendre fonksiyonu, Legendre npatiu, Rodrigues
form0li ve Dguran (genereting) fonksiyonlar tzerine literatirataasi yapilarak

tanimlari ve ozellikleri verildi.

Dordunci bolimde Bessel fonksiyonu ve tirlerij@rGamma fonksiyonu

literattr taramasi yapilip tanimlari ve 6zellikieeirildi.

Besinci bolimde Chebyshev fonksiyonunu ve polinomurtanimlanmasi

yapildi.

Altinci  bdlimde ise ortogona#e neden ihtiyac duyulur sorusunun
cevabindan yola c¢ikarak Sturm Liouville Teoremine eradan da 6zder ve

Ozvektorlere girildi.

Yedinci ve son bdlimde ortogonal polinomlarin madéksel ve nimerik

olarak hesaplanmasi ve uygulamasi yapildi.

Anahtar Kelimler: Ozel Fonksiyonlar ve Uygulamalari, Legendre

Fonksiyonu, Bessel Fonksiyonu, Chebyshev Fonksiyonu



SPECIAL FUNCTION AND APPLICATION

Presented by:Muhterem BLGIC

Abstract

This study consist of seven chapters.

In the first chapter, it is generally mentione@uatcontext, application areas
and historical evolution of special function.

In the second chapter, inner product, orhogonality their definition, some
examples are given.

In the third chapter, via technical literature défons and the features of the
Legendre Function, Legendre Polinomial, Rodriguesnitla and Genereting
Function are explained.

In the fourth chapter, with the technical liter&tudefinitions and the features
of the Bessel Function and Gamma Function is indica

In the fifth chapter, the definition of the ChebgshH-unction and Polynomial
is defined.

In the sixth chapter, after answering the questibty Why is orthogonality
needed?”, eigenvalue, eigenvector through Sturmilleactheory are explined.

Finally, the last chapter covers the mathematiodlr@umerical calculation and

applications of orthogonal polynomial.

Key Words: Special Function and Applications, Legendre Fumcti®essel
Function, Chebyshev Function.
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1.BOLUM
GIRIS
Matematikte cgtli uygulama alanlari vardir. Bu uygulama alamair

¢esidi ile ugrasmak diglincesi ile bu tez konusu secildi ve uygulama ataoidaya
konulabilmesi icin 6nce kuvvet serilerinden yolkagak Fourier Serileri incelendi.
Ortogonallik (diklik) kavrami ve bunlarin fonksiylam Gzerine uygulamasi 6zel
fonksiyonlari dgurdu. Ozel Fonksiyonlarin bircok gdi var ancak bu tez de bu
fonksiyonlarin bir kismi ele alindi. Problemlerant ¢6zimu yoksa da genelde
¢6zim serieklinde bulunur. Bu seriler polinomlardan, trigoretnik
fonksiyonlardan ve bazen de 6zel segilfonksiyonlardan olgur. Seri ¢c6zimin
terimlerinin ortogonal fonksiyonlardan glaasi, ¢ozimin gerlendirilmesi, nerede
yakinsak oldgu seri bakimdan ¢ok 6nemlidir. Aslinda butiin 6épeldsiyonlarin bir
ortak tarafi vardir: Terimler ortogonaldirler.

Simdi 6zel fonksiyonlardan kisaca bahsedelim.

Matematikte Legendre Fonksiyonlari, Legendre Driisigel Denklemlerinin
cbzumleridir. Bu fonksiyonlaAdrien-Marie Legendre’dersonra buekilde
isimlendirildi. Adi diferansiyel denklemlerine sikdizikte ve dger alanlarda
karsilasilir. Ozellikle, Laplace Denklemlerinin Kiiresel kolinatlarda ¢ozimii
yapildgl zaman olgur. Legendre diferansiyel denklemi standart kuvvetsseri
yontemi ile ¢ozulebilir. Cozim S|n|rI|d||'><1<1 sglaniyorsa). Ayricax=+1 de
n=0,1,2,. icin sinirhdir. Bu durumda dik polinomlarin, patimlar dizisine

Legendre Polinomlaridenir. Her Legendre polinomu Rodrigue’s formultifsee

edilebilir.

Bessel fonksiyonlarini ilk tanimlaydavicre matematikci Daniel Bernoulli ve sonra
isimlendiren ksi Friedrich Besseldir. 4agidaki Bessel diferansiyel denkleminin

¢bzumleri Bessel fonksiyonlaridir:
Xy"+ xy'+ (X - V) y=0.

Bessel denklemleri Laplace denklemlerinin ayrilialgbzimleri bulundgu zaman

ve Helmholtz denklemlerinde silindirik veya kuredkdinatlarindan dgar. Bu



nedenle Bessel fonksiyonlari 6zellikle dalga yay]istatik potansiyelleri, v.s.
problemlerde ¢ok 6nemlidir.

Chebyshev polinomlari genellikle nimerik analikircok yerinde ve

matematiin uygulamalarinda kullantlir.

Goraldigu gibi 6zel fonksiyonlarin bir kagindan bahsedi&inasurasi agiktir
ki bu fonksiyonlarin hepsi ortogonal polinomlaridilusturuyor. Bu yizden
kendilerine bir¢cok alanda uygulama firsati bulugorl



2.BOLUM

ORTOGONAL POL INOMLAR

2.11¢ carpim: M bir vektdr uzayi olsurk x, y > ile gosterilen ve g@gidaki
kosullari s&layan 7 : M xM - R , I(X,y) -< x y> fonksiyonuna, M Uzerinde
Ic carpim ve M ye de i¢ ¢arpim uzay! denir.

DO, yOM icin < x,y> = < y,x>

i) Ox,y,zOM igin < X,y+ 22 = < xp+< x2

i) Ox,yOM vecR igin <cxy> = < XgLy> = < X,p

iv) OxOM igin <x,x> 20 ;< xx> = 0= x= |
R" de i¢c carpim.
X, yOR iGN X = (X, X, X, % ) V& Y = (Y, You Y,-.r Yy ) Olsun.
x ile y vektorlerinin i¢ gcarpimi

<SKY>=EXWF %%t XK.t XY (2.2)

biciminde tanimlanir.

Eer M, [a, b] aralginda tanimlanmisurekli integrallenebilir fonksiyonlarin
vektbr uzayi ise i¢ carpingu sekilde tanimlanabilir. f (x) ve g(xX) M Uzerinde

tanimh iki fonksiyon, w(x) pozitif tanimli bir foksiyon olmak tzere;
b
<f,g> = [f(x).909.w% dx (2.2)
a

Buradaw(x) fonksiyonuna girlik fonksiyonu denir.

2.2 Ortogonallik (Diklik):

M bir i¢ carpim uzayi olsux, y(OM  igcin < x,y>= (olursax,y
vektdrlerine ortogonaldir veya diktir denir. Bunérg f (x) ve g(x), M Uzerinde
taniml fonksiyon ve

<f,g>=0ise (2.3)

f (X) ve g(x) ortogonaldir denir.



2.3.1 Ornek (Fourier Serisi):

[-7,71] aralginda i¢ carpimk f,g>= f f(X) g( ¥ dx gibi tanimlarsak

-7

{1,sinx,cosx ,SIN] ,cos® } fonksiyonlar sistemi ortogonal olur. Bu fonksiyanl

yardimiyla herf fonksiyonu bir sergeklinde gosterilir:

f(X) =&, + asin x+ hcosx+ ..

0 -mr<x<0
Mesela f(x)= ve f(x+2m=f(X 2.4
() {1 . (x+2m=f(x)  (24)

gibi tanimlanan fonksiyonu seri (Fourier serigklinde yazmak i¢in onun fourier

katsayilarini bulalim.,

=ilj‘f(x)dx=i Oj0dx+—17j1dx=o+—1 (7)== (2.5)
% 2 . 2 J 2 2 2 '

n=1 icin,

1 b1 1 0 1T[
== | f(X)cosnxdx— |0 d¥x— | cosnx
a, n_{ (%) n_{ - I ¢
. (2.6)
j :—1(sinm— sird) = 0.
nr

0

_O+£sinn
% m n

1 . 1€ 1% .
b, == j f (X) sinnxdxe= jo d)t—j sinnxd
T T Tt

0

b, = _lcosmr = —i(cosm— col), 2.7)
™ n | nrt
0 egerntekise

b, =

2 e
— eger n ¢ift ise
nTt

Boylecef icin fourier serisgdyle olur,
f(x)=a,+acosx acad x acGs+x..t ,bsikx, b &in x, b3in X,
:1+ O+ Ot O ...+gsinx+ @in 2}<+—2 sin 3¢ Osin4>&—2 sin5x . (2.8)
2 T 31t St
=£+—25inx+—2 sin3x+—2 sir5><r—2 Sirv x ...
2 m 3 5 m

n=2k-1,kOZ olmak tGizere Fourier serisini toplam sembolisiagekilde

gOsterebiliriz.



1 o 5 f(X) xznr
E+;(2k—1)ns'r(2k_l)xz % X = T (29)

2.3.2 Ornek (Ortogonal Polinomlar) py(X), p(X, p.(Y...ortogonal
polinomlar dizisi olmasi i¢inp. (xX) polinomunun derecesiblmak tzere,
[-1,4] aralgindai # j icin <p, p, >=0 olmasi gerekir.
Po(X) =1, )y X p( X=3 % -1, secelim.

Ic carpim altinda ortogonal polinomlar dizisi glurahm.

i #] icin <p,p >=0 olmasi gerekir.

1
<Py, P> = Il.x.dx= 0
-1

1
<Pp P> = [L(3¢ - Ndx= 0
-1

1
< pLp,> J.x(3x2 - 1)dx= C
A



3. BOLUM
LEGENDRE POLINOMLARI
3.1 Diferansiyel Denklemin Seri Cozumi (Yakinsaklkyaricapi)
Kuvvet seriler metodu, @esken katsayil lineer diferansiyel denkleminin

¢Ozumu igin temel standart metottur. Kuvvet seirilex — X, 1n kuvvetlerinde)

sonsuz serilegeklindedir.
2an(X=%)" = g+ a(x B+ al x P+, (3.1)
m=0

ay, a5, a,,...sabit sayilar olmak Uzere, serinin katsayibgyiise sabit bir sayi ve

serinin merkezi diye adlandirilx.ise dgiskendir. Ezer x, =0 segilirse kuvvet serisi

00

dax"=g+axt a X+ (3.2)
m=0

seklinde olur. Ber fonksiyonun birka¢ dereceden surekli turevlansa o zaman bu
fonksiyon yaklaik olarak bir kuvvet serisieklinde gdsterilebilir ve kuvvet serisinin

katsayilari fonksiyonun tarevleri ile ifade edilkebi

f (0) O, (Maclauren Serisi)

f(x) = f(0)+ -

f(x)=f(x)+ ( )(x %)+ (XO)(x %)% +.. (Taylor Serisi)

Kuvvet Serilerine Ornekler

i=me=1+ X+ X+ X+ ... (%< 1, geometrik seril¢
-X o

0 m 2 3
e* = ZX— =14t X

i 21 3l

m 2m 2 4 6

COSX= Z( 17X Y AN, SO, S

= (2m)! 21 41 6

1)m 2m+l X3 X5 X7
-Z 4

sinx = Z(——x AN
(2m+1)! 31 51 7



Kuvvet Serilerinin Uygulamalari
Fonksiyonlarin sereklinde gosterilmesinden istifade ederek diferagisiy

denklemler ¢ozulebilir.

Ornek 3.1.1 y'- y =0 denklemini ¢ozelim.
y=> a,X"= g+ agx+ g X+ g R+...
m=0

y':imqﬂ%"l: a+2gx 33 X+43 X+..

m=1
Eger bu iki ifadeyi denklemde yerine yazarsak
(@, +2a,x+3a,X + 4, X+ ..)- (g+ g%+ 3 X+ a X+ ..)= (
(& — 8g) + (28, — ay) x+ (3ay~ @) X +..= 0

Sol tarafta bulunan polinomun katsayilari sifir alm

(a; —ay) =0, (2,-a F O, 8- a =) O,
%= % %2775 I 3 32 3
Bdylece

y=a,+ax+ axX+ ax+..polinomu

a,x° N 3, X

N 3 +... sekline dongar.

Yy =8yt goX+

Bunun sonucu olarak

x? X3
y=a,(1+ X+E+§+ ..)= & .€ olur.
Genel olarak kuvvet serilerine bakarsak teorisingshe bahsedebiliriz.

Kuvvet serisinin formunda

Yan(x=%)" =g+ a(x )+ al x H*+.. (3.3)

m=0
x deziskenine bgli, merkezix,olan vea,, a;, a,,... reel katsayilar oldgunu farz
edelim.

(3.3) Unn. kismi toplamlar dizisini yazarsak

S.(R=a+alx x+ a(x P +..+ a x ¥, (3.4)



Seride kalan terimleri yazarsak

n+l

Ra(X) = 8ua(Xx= %)™+ g ( x )2+, (3.5)
Eger
lim S,(%) = § %) ise,

S\(x) dizisine x = x, degeri icin yakinsak denir.

S(x)’e, (3.3) Unx, de toplami veya deri denir. Buradan (3.3erisine x = x, de

yakinsaktir deriz ve

S(x) = i a,(%— %" yazabiliriz.

m=0

Buradan hen igin

S(x)=S(x+ R(X yazabiliriz. (3.6)
Eger x = x de S,(X dizisi iraksak is€3.3) serisi dex; de iraksak olur.

Yakinsaklik durumunda, herhangi bir poziifdezeri icin bir N degeri vardir
oyle ki

Ry = W - S B|<e 0w 1 igin, (3.7)

Bunun anlamiS, (%), n> N olmaksarti ile S(x) —€ ve S(x) + ¢ arasindadir.

Egern yeterince buylk segilirse tam sonuca o kadar ydkla

Yakinsaklik Arali g1 ve Yakinsaklik Yaricapi

1) Seri (3.3)x = X, da yakinsaktir ve, 'a ssittir ctinkli a, hari¢ dger tim
terimleri sifirdir.

2) Eger seriyi yakinsak yapan birden ¢ok xdg var ise orta noktasx,
olmak Uzere (ger bu aralik sinirli ise) bu gerler aralgina yakinsaklik argi denir.

Bu durumda seriler bitin x gexleri icin |x - x0| < R olursa yakinsak olur ve

X = %| > R olursa iraksak olurR’e yakinsaklgin yarigapi denir.



Iraksakik <4— Yakinsakli —— Iraksaklik

XO'R Xo XO+R

Sekil 1: xomerkezli kuvvet serilerinin yakinsaklik ar&li

BuradaR asagidaki iki formulden biri ile hesaplanir.

; kﬁa = —1
Jim gl jim | 2mea

m-— oo a

a)R =

m

Bazen yakinsak araliklar sonsuz olur. (3.3) derétier icin yaklgirsa o
zamanR = oo yazalim.
(3.3)de yaklgan tim x dgerleri icin x’e b&li olarak kesin bir S(x) deeri

vardir. Yakinsak aralikté8.3), S(x) fonksiyonunu temsil eder. Oyleyse

S(><)=ian(x- x)" (x ¥ <R)
m=0

Ornek 1:
> mlx" =1+ 2% +6X + ...,
m=0

a, = m alahmveR = oldusuna gore

lim

m- oo
8| _ (M) _
‘ an ‘ ml

m+1

am

m+1 - o,

Bu seri sadece = 0 merkezinde yakinsar.



Ornek 2:

ixm:1+ X+ X+ X+ ... (| %< 1, geometrik ser

m=0

1
1-x
Butinm’ler i¢in a,, =1 olur.

m+1

=1

m
oldugundanR =1 elde edilir.

x| <1 oldusunda bu yiizden geometrik seriler yakinsar.

Ornek 3:
00 m 2 3
X = ZX— =14 X+ + 24
il 21 3l
a —i alalim
M ml '
1
Bpa| - (m+D!_ 1
la,| 1 m+1
m!

Bu yuzden seri bitirdezerleri igin yakinsar.

Ornek 4:Asagida verilen serinin yakinsaklik yarigapini bulalim.

© (_q\ym 3 6 9
z(ln)] xm=g- X XX,
= 8 8 64 512
x3 =t desiskenini kullanipa _ (D" alalim
- %$ p m — 8m .
| _ 8" _ 1
a,| 8™ 8

Boylece |t| < 8 oldugunda seri yakinsar= x> olduguna gorex| < 2olur. Yani

R =2 dir.

10



3.2 Legendre Fonksiyonu:

(L-x?)y"™ 2xy*+ n(n- 1) y= O (3.8)
(3.8) denkleminin ¢6zimune Legendre Fonksiyonurd€i8) denkleminin
katsayilarix = 0 noktasinda analitiktir. Bu yiizden Kuvvet Serileztodunu
uygulayabiliriz.

y= i A X (3.9)
m=0

y ‘yi (3.9) deki gibi alip (3.8) dg'yi ve turevlerini yerine yazarsak ve n¢ %)k
alirsak,

(1—x2)§ m(m-1) a, )?“2—2>§ ma X'+ i a =0,
m=1 n=0

m=2

0

Zm(m—l)amin‘z—i nf m-1) g, %—zi ma % + i a0, (3.10)
m=2 mel =0

m=2

x° In katsayisl , RZ+nn &= 0O,
x' In katsayisl , ga ag+nnf d= O,
x® In katsayisl , (s+2)(stl)a—ssHl)a-2sa+ 1) a=0.

_s?+s-(n+l)

Qs (S+2)(S+1) s?

islemini diizenlersek,

__(n=9(n+ s+1)
Qg0 =~ s
(s+2)(s+1)

6= 0,1,2,3,... (3.11)

Bunlararekirans (yinelenme) ba&intisi veyarekur sin formali denir.

Buradan
a, :—_n(r2]+1)
__(n=h(n+2)_ __(n-1(n+2),
¥ 3! '

11



__(h=2)(n+ S)a __(=2n(nt H(n+ 3)_ _ _ (= 2)n(n+ (r+ 3)80

a, = 2=
(4)(3) A3)(2) 4!
_ (n=3)(n+4)_ _  (n=3)(n—-1(n+ 2)(n+ 4)
Ay =——————a; = —
®)4) G)H 3
_ (n=3)(n-1)(n+ 2)(n+ 4)
T 51 4

Buraday(x)'i, & ve g katsayilarina vey,(x), y,(X fonksiyonlarina bg olarak

ifade edebiliriz.

y() =g %3+ a % (312
v, =1~ ”(”ZT D e, (- 2)”(2”: DM 3) s (3.13)
V,(3) = x- (n—1é(|n+ 2) 2+ (n=3)(n- 133(|n+ 2)(n+ 4)X5 . (3.14)

Bu seri|x| <1 i¢in yakinsaktir.
y,(X), X in ¢ift kuvvetlerini, y,(X) , x in tek kuvvetlerini kapsiyor. Bundan dolayi

y, !y, orani sabit d&ldir. Bu ylzdeny, ve y, lineer b&msiz ¢oziimlere sahiptir

ve (3.12), (3.8)n genel ¢c6zUimu olur.

Ornek 1: ( n=0 i¢in Legendre Fonksiyonu)
n =0 igin,
n(anlrl) 2 4 (n- 2)n(2T D(nt+ 3) 4 -

Y, (9 =1~
denkleminden
yi(¥) =1. (Legendre Polinomu) elde edilir.

(n=-1)(n+ 2) 2+ (n=3)(n— 1)(n+ 2)(n+ 4)X5 B
3! 5!

Y2(X) = x-

denkleminden

12



Yo(¥) = x+§ % +(‘3"(5#4f i

y(x)—x+X—3+X—5+ —Eln—1+x
? 3 5 7 2 1-x

elde edilir.

Ornek 2: (n=1 i¢in Legendre Fonksiyonu)

n=1icin

v, (X = X— (n=-1(n+2) 3+ (n=3)(n— D(n+ 2)(n+ 4)XL-, B
5 3l

5!
denkleminden

Y,(X) = X, (sonraki Legendre Polinomu)

y, () =1- n(nzw;l) 2 4 (n- 2)n(2J!r D+ 3) 4 _

denkleminden

2 4 6
X X X
X)=1l-—-——-—-_.,
Y1 (X) 1 3 5
3 5 7
X X X
X)=1-X X+—+—+—+...|,
Y1 (X) ( 3 5 4 j
1 1+ X
X) =1-=xIn——
Y1 (X) > 1T-x

elde edilir.

3.3 Legendre Polinomu:
Legendre denklemindeparametresi negatif olmayan bir tamsayi olacakts. n
oldugu zaman (3.11) denkleminingtarafi sifirdir. Bunun icin
a,., =0 a,,=0 a,;= 0....
Bundan dolayi gern ¢ift ise y; (X) , ndereceli bir polinoma dogur, eern tek
olursa bu sefer dey, (X) i¢in aynisi olur.

Bazi sabitlerle ¢carpilmibu polinomlard_egendre Polinomlari denir.

—(s+2)(s+1)
- (n-9(n+ s+1)

ago s<n-2 (3.15)

S
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O zaman sifiragg olamayan tum terimler, polinomun en yiksekn kuvvetlerinin

katsayllaria, olarak ifade edilebilir. Oyleysa, katsilari keyfidir.n=0 igin a,=1

secilirse
_ (2n)!2 _135...(7- 1)’ =12, (3.16)
2"(nY) nl
(3.15)ve (3.16) eitli ginden
__ n(n-1) _ -n(n—-1)(2n)!
-2 2(2n-1) " 2xh-12 0]
_ n(n-1)2n(2n-1)(2n- 2)!
A2 = -2 n(- Din( 1)(n- 21
__ (2n-2)!
G2 = T D) (n-2)"
_—(n-2)(n-3) _ (2n- 4)!

M 4@n-3) " 22— 2)!(n- 4)!

Bunun gibi devam eder ve genel olarak; 2m= 0 oldugu zaman
(2n-2m)!

=(-)" : 3.17
Brezm = (1) 2"mi(n- m!( -2 ! (317)
Legendre denkleminin sonu¢ ¢ézimidereceli Legendre Polinomudiye
adlandinlir veP,(x) diye gosterilir.
M —_1\m _ |
py=Y - =2 o (3.18)
=2"'mi(n-m!( -2 n)!

(2n)!x*  (2n=-2)!IX?

)= o " 2 n=Din=2)1
Ozellikle
R(¥ =1, R(¥=x
P09 = (3% -1) R(Y=-(5X-3,
P4(x)::—;(35>(‘—30x2+ 3), P (x)::—; (636 — 708+ 15).
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3.4 Rodrigues formulu:

Legendre polinomu ayni zamanda Rodrigues formuli

P (%) = Oln(><2—1)n- 3.19)

ile ifade edilebilir.

Verilen

I:?1(X)=(2n—1)(2n—3 ...3.1{)0_ n(n-1 o2 4 () nm §n BX““—..}.

n! 2(2n-1) 24 n-3( - 3

(3.20)
Legendre polinomu n defa, 0 dan‘e kadar integre edersek,
(2n=3)(2n-3 "'S'J{x“ ez 1 ;szf“‘—...} , (3.21)
2n! 2!
elde edilir. Bu da
(2n-79(2n-3 .31 , , n
-1) 3.22
a3 a4 Y (3.22)
veye;il—(x2 —1)n 23)
2'n!

yazilir. Boylece (3.19)

1 d"

P,(x)= T, (¥ -1)" elde edilmj olur.
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3.5 Dguran (Generating) Fonksiyonlar:
Teknik olarak Legendre polinomlari igin gloran (generating ) fonksiyonlari
asagidaki ssitlik kullanilarak elde edilir.

J1- 2>1<u+ U =Z:O:F;(x)u“ o294
_a m(m+1) , nm(m1)(n2)
Ty =1-my+ 5 2 3l V4., (3.25)

formulund kullanarak sol tarafi acarsak ve burada% ve y=Uu’-2xu farz

edersek,
()3
;1 :1-(%) (u® - 2xu)+% (U — 2 xuy
(1-2xu+ L2 '
(3.26)
222
B 3l W=y
, 3
;l:l—u_+xu+ﬁ'(u“—4xu°’+ 4% )
(1-2xu+ P )2 & (3.27)
GG
2)\2)\ 2 3
T
3, &
;1:]_+xu—u—+il4)(2uz—i| 4xu
(1- 2xu+ L) 2 2 =
(3.28)

——(;j(g)(a - e+ 12U - 18U+

u’ nun kuvvetlerine gére acilimi dizersek,

16



3
L clexuraER -+ -2 ax
2 21

' ;_M 12 ut - M {8y o
0,

3!

katsayilarininP,(x) _lere @it oldugunu goruruz.
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4.BOLUM
BESSEL FONKSIYONU
Bazen ikinci dereceden diferansiyel denklemleritsa&gilari analitik olmag
noktanin etrafinda ¢ozulebilir. Mesela diyelimxki 0 da katsayilar analitik dg. Bu
durumda kuvvet seri agilimi uygulanamaz agagida gosterilen teorem ile ki bunun
adiFrobenius metottur bu sorun ortadan kaldirilabiliyor.

4.1 Teorem Indicial (indirgenme) Denklemi:
b(x) ve c(x) analitik fonksiyonlar olsun.

b(X)

Tyurﬂ y=0, (4.1)

X

seklindeki diferansiyel denkleminde en azindan Beigni aagidakisekilde

y "+

olmalidir.
y(® =X 3, X =X(g+ ax ak+ ak.) # (42
m=0
buradar Ussu herhangi bir reel veya karkasay! olabilir. Ayrica denklem ikinci bir
¢Ozume sahip olabilir ki bu iki ¢o6zum glmsal bg msizdir. Bunun ¢6zimu (4.2) e
benzer veya logaritmik terimler icerebilir.

(4.1) in c6zimuini bulmak icin denklendiile carpalim.
X y"+ b)) xy+ ¢ ¥ ¥ 0 (3.1
b(x)=h+hQx+ B X+..., c(X)=¢+gx+ g X+...,

(4.2) denkleminin turevini alirsak,
y'= i(m+ nNag, X" =X (rg+(r+l) g x+...)
m=0

y"= Y (e i(m -1)g, X = X7 (1-1)g + (r+ Draxe ]

m=0

Bu elde ettiklerimizi (4.1’) denkleminde yerinezgasak

X [r(r=Da, + (r +rax+..]+ 0, +bx+ b,X + ..)X[ ra+ (r+ Dax- .]

(4.2)
+,+ox+ X +..)X(a+ ax g%+ ad..)=0.

Simdi bu toplamdax’, X **, X *?, ... kuvvetli terimlerin katsayilari sifirasigleyelim.

Bu islem denklem sisteminin bilinmeye, katsayilarinin oldgunu ifade eder.

Denklemix' e gére yazarsak,

18



[r(r =D +by +c,]a, =0 a,# ( oldwu igin,

r(r —1)+by +c, =0

4.3
r’+b,-r+c,=0 (4:3)

olur. Bu denkleme (4.1) denkleminimdisil (indirgenme) denklemidenir.
Iki coziimden biri daima (4.2klindedir ve burada, (4.3) denkleminin kokudr.

Burada ug¢ farkli durum ile katastlir.
Durum 1: Kokler tamsayi dal ve farkli
Durum 2: Cift kath kdk

Durum 3: Kdkler tamsayi ve farkh

Ornek 1 (Durum 1):

x2y"—% xy'+i2L y=0 denklemi icin ayni prosedurgietirsek_indsil denklemi olan

yardimci denklengoyle c¢ikar.

rr —1)—%r +—;: 0

Burada koklem, =1 ve r, :% cikar. Bir tabanty, = x ve y,(X) =Jx dir.

Ornek 2 (Durum 2):
x*y"— xy'+ y=0 denkleminin indjil_denklemi
r(r —1)-r +1= ¢ -1y = 0 seklindedir.
Denkleminin gift katli kok vardirr =r, =r, =1 oldugu i¢in taban

y, =X ve y, = xIn x olur.

Ornek 3a (Durum 3):
x?y"+ xy'— y= 0 denkleminin indjil_denklemi
r(r-1)+r -1=0

bu denklemin koklerr, =1 ve r, =-1oldugu i¢in taban

1
y, =X vey, == olur.
X
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Ornek 3b (Durum 3):
(X* =X y"= xy+ y=0

y"+£ —X—2 y'+i i y:O
x| X -Xx X\ ¥-x

2

b(X) =~ X === X1+ x+..),

X*-x 1-X
Boylece,
b,=0 ve ¢,= (olur.
Bundan dolay! ingil_denklemi
r(r =1)=0 olur.
Burada koklerr, =1 ve r, =0 olur. Taban

y, = x vey, =xIn x+1 olur.

Teorem 2 (Frobenius Metot):

Diferansiyel denklemi (4.1) ,Teorem 1 varsayimig@laadgini farz edelimry ver,

indicial denklemi(4.3) Gn kokleri olsun. Bu durumda ¢ farkli durdenkassilasiriz.

1. Durum: Kokler tamsay1 degil ve kokler farkl
¥i(¥=X(a+ax gx+..)
V() =X (A+ Axt AX+..)

Sirasiylar =r, ver =r, ile (4.2")den elde etgiimiz katsayilardir.

2. Durum: Cift katli kbk r=r, =r,
1_
Y= X(a+ax ak+.) [“Tbo}
V(X = w(RIn x+ X( Ax AX+..) (x>0)
3. Durum: Kokler tamsayi ve farkh

V(X=X (a+ax- gXx+..)
() =ky(RIn x+ X( A+ Ax Ad+.)  (x>0)

20

(4.4)

(4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)
(4.9)



Burada koklerr, —r, > 0 olarak gosterilmtir ve k sifir olarak meydana getirilebilir.
r, <r, i¢in, ezer ilk ¢coziimy = x’lz a, X" iki keyfi sabitten @,ve a,,) olusur o
m=0

zaman yukaridaki ¢6zim genel bir ¢éziime ihtiyacaduBunun anlamy, (X) 'i

bulamayiz.

Ornek 4: Euler Cauchy Denklemi:

Euler Cauchy denklemi igin
X’y"+hxy+ g y=0 (b veg, sabitler)
y =X alarak yardimci denklemi elde edebiliriz.
r(r =1)+by +c,=0  (indkil denklemi).
Farkli koklerr,,r, icin tabaniy, = x*,y, = x? aliriz, ger cift katli kokr olursa,

tabaniy, = x,y, = X In x aliriz.

Ornek 5: Durum 1 igin bir denklem:

y"+i y'+i y=0 diferansiyel denklemi ¢dzelim.
2X 4x

Eger paydalar gtlersek aagidaki denklemi elde ederiz.
4xy"+ 2y+ y=0

y=xY a X' = X(g+ ax ak+.) (8, %0),

m=0

Y= (m+ ng, £,

m=0

y'(¥) =D (m+ (m+ r-1)g, X2,
m=0
Bu ifadeleri denklemde yerine yazarsak

42”: (m+r)(m+r-1)g X"+ 25: (m+ g X"+ )’(i aX=0
m=0 m=0

m=0
Ar(r-1p X HAF+ax + 46+ 2)(+ B X+ L
+2ra X "+ 2(r+ DX + 2(r+ 2p, X+ .

+a, X +a X" +...=0
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X" in katsayisinin toplamini sifiraigersek,

4r(r -1+ 2 =0,
A’ -4 +2 =0,
r(r —EJ:O,
2
1
rnL=0r,==
1 2 2

T+S

in katsayilarinin toplamini sifirgigersek,

A(s+r+1)(s+r)a,, +2(s+ r+1)a,+a=0

4(s+ r+1)(s+ r+= jas+l+ a=0

- a -
=— = 0,12,..
%o (2s+2r+ 2)(+ 2r+ 1) €
r=r _1 icin
175 ¢
- & _ .
== =0,1,2,...
% (2s+3)(2s+ 2) (s ‘
L. TN B ]
ATT3%T 5% T
L PN )
AT TR R T T AT
Genel olaraka, =1 segilir,
__ =" _
= =0,1,2,...
An (2m+1)! (m )

Boylece ilk ¢ozim,

Y, (X) = 22 1)| —\/_x(l—— x+—>% +..)
r=r,=0igin

__ A _
&ﬂ—(%+aayn 6=0,1,2,...

A Al A A A
A o1 AT 68

A A A Alh
Ao AT AT

Genel olarakA, =1 secilir, ve boylece
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_ (="
(2m)!

olur.

Boylece ikinci ¢ozunr =r, =0 oldusunda

(- 1) 1 1.,
Y,(X) = 2(2 m)! = 2X+ZL)E +...

Burada buldgumuz y, vey, x ekseninin pozitif tarafinda lineer giansizdir. Ctnku

ay +ay,#0, eer a #0 veyaa, #0.

Ornek 6: Durum 2 igin bir denklem ( Cift katl kok ):
x(x=1)y"+ (3x-1)y+ y= Q diferansiyel denklemi ¢ozelim.

y=xY a X' = X(g+ ax ak+.) (8, %0),
m=0

Y= (m+ ng, £,

m=0

y'(¥) =D (m+ n(m+ r-1) g, X"2.
m=0
Bu ifadeleri denklemde yerine yazarsak

i(m+ N(m+ r—1)am>{“”—i(m+ n(m+ 1) g "™

m=0 m=0

+3i(m+r)am)(””—i(m+ r)an%“"l+i(n% ha X'"'=0
m=0 m=0 =0

En kicuk kuvvete sahig'™ in katsayisinin toplamini sifiraigersek,
[-rr-1)-rla,=0
Boylece r’ =0 elde ederiz.
Dolayisiyla indgil denklemi cift katli koke sahip olur.
r yerine sifir yazip® in katsayilarinin toplamini sifirgiersek,
S(s-1)a-(s+1)sg +3 sa (81) g+ &C
Boylece a,, = a olur. Bundan dolayg, = a = a, =...,olur. Eger a, =1 segersek,

yl(x) z X'=——

= 1-x
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S St VY | N 3 PV s
—Ipdx— 'fx(x—l) dx 'f(x—1+ dex— 2In(x1)-1In

- —jpdx: (X—:l.)2

w=U=yre (x=1)*x’
u=Inx
Y> :uylzln_x.

1-x

Burada buldgumuz y, vey, lineer b&msizdir bdylece & x < aralginda oldgu

kadarO< x<1 aralginda da bir tabageklidir.

Ornek 7: Durum 3 igin bir denklem ( Logaritmik teri mli ikinci ¢oziim):

(x* - X) y"- xy+ y=0 diferansiyel denklemi ¢cozelim.

y=xY a X' = X(g+ ax ak+.) (8, %0),
m=0
V(9= (m+ N g, &,

y"(x)=i(m+ N(m+ r-1)g X2,

Bu ifadeleri denklemde yerine yazarsak

m=0

(x2—x)i(m+ N(m+ r-1)a X% - )i( M Ja 52”‘1+i a¥X'=

00 00

D> (m+r=17%a, X" = (m+ n(m+ r-1) g X" =0.

m=0 m=0

Ilk seridem= s elde etmitik burada isem= s+1 cikar, yanis= m-1
D (s+r=17ax" => (st r+1)(st na, X" =0.
s=0 s=-1

En kiicik kuvvetlix'™ dir. Denklemdes = -1 alirsak indicial denklemi(r -1)=0

olur. Koklerr, =1ver, =0 olur.

r, =1 igin,

i[szas—(s+2)( st1) @ﬂ} $=0.

s=0

Bu bize rekirens gkisini verir.
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32

- e (s=0,1,2,3,...

Ay

Bunun icina, =0,a,=0,a,= 0,.. Eger a, =1 alirsak

y, = Xrlaﬂ =X
Y. = U= xu
Yo' = XU+ u
y, "= xu"+2u'.

Denklemde yerine yazarsak
(x> = X)(xu"+2u)— X xth 0+ X O
(X =X)u+(x-2)u'=0

u_"__ X—2 ___2 1
u' X-x x 1-X
eger her iki tarafin integralini alirsak
. x—1
Inu'=In > -
X
Buradan
x-1 1 1 1
u'=s—-=—-—, u=Inx+=, =xu= Xn x+1.
X2 x X X Y2

Burada buldgumuz y, vey, lineer bgmsizdir ve y, logaritmiktir.

4.1.1 Regular Singular (Duzenli Tekil) ve IrregularSingular (Dizenli
Olmayan Tekil) Nokta:
Asagida verilen diferansiyel denklemi
N(X) y"+ (X y+ q ¥=0, (4.10)
veya standanekilde,
y"+tp(¥y+ =0 (4.11)
gibi verilen denklemi singular (tekil) noktanin keuugunda ¢ozmeye ¢ahlim.
Eger tekillik gcok sikintili dgil ise o zaman kuvvet serileri telgmi kullanarak
burada ¢6zimi ofturabiliriz. BuradaN,P,Qu ortak carpanlari olmayan polinom

secelim. O zaman denklemin tekil noktalal(x) =0 yapan noktalardir. Farz edelim
x, bir tekil(singular) nokta olsun. Denklem (4.10§% - x,)*/ N(X ile carpip

yeniden dizenlersek,
(X=%)° Y+ (x= %) U ¥ ¥ ¢ ¥=0. (4.12)
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Burada,

_ (=%’ QA
= NG) V(X) NGO . (4.13)

Bu durumda bizx, da,u(x) ve v(x) rasyonel fonksiyonlari tekille sahip dgil ise
X, noktasinallizenli tekil nokta (regular singular nokta) diyoruz. Aksi takdirde

dizenli olmayan tekil nokta (irregular singular nokta) diyoruz.

4.2 Bessel Denklemi. Bessel FonksiyodyXx):
Bessel diferansiyel denklemingekli,

X2y "+ xy'+ (¥ - V) y=0 (4.14)

veya standart bigcimde,
2
y+lyea-Yyy=o . (4.14")
X X
v parametresi verilen bir sayidir.
y( =2 g, X" (a, #0) (4.15)
m=0

ifadesi ¢cozime sahip olmasindan dolayi, (4.14) @enikde (4.15)’i ve turevlerini

yerine yazarsak

i(m+r)(m+ r—l)ahx*‘”+i(rm r)q1>?“’+i g X" - ?/i a%'=0
m=0 m=0 mE0

m=0
X' in katsayisinin toplamini sifiraitersek,
[r(r —1)+r —vz] =0
elde ederiz(a, # 0) oldugu i¢in
r’-v>=0, r =Fv. (4.16)
X" in katsayilarinin toplamini sifirgigersek,
(str)(str-Da+(stna+a,- va=0

elde ederiz.
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r =r;= vdurumunda rekirens ( tekrarlanan) katsay::

r =v oldugu zaman,

a =-— 52 (4.17)

X! in katsayisl,
[(r +1)r +r +1—v2]a1 =0
(r’+2r+1-v?) =0
r=%v ve (2r +1)z Ooldugu icin, a =0 olur. Buradan
a=a=a=...=0olur.
Eger s=2m olarak alirsak,

- _ Com-2 - _ Com2 =12 4.1
Cam 2m+2v)2m  Z(mt Yym M=123,.. (4.18)

Boylecea,, a,, &;,...katsayilarini hesapliyabiliriz.

&
2°(v+1)’
- a, _ %

‘T Zon+2) 22yt D+ 2)

a2:

ve genel olarak,

_ (-1)"a, _ .
aZm - 22mm!(V+1)(V+ 2)(V+ m) (m—1,2,3,...‘. (419)

v=n TamsayiIsi i¢in Bessel Fonksiyond(x):
V= n tamsayisi igin,

1
2"n!

aO =
="

= m=1,2,3,.
2°™"min( n+)( - 2)......(k M)

&om

r, =V =n tamsayisi i¢in, (4.14)'Un 6zel bir ¢ozimind buldok,¢ozima(x) diye

gosterilir ve

o —1)m 2m
3.(% = x*mzwzsznrzl(’;+ = @2

ifadesinen. mertebeden birinci tlr Bessel Fonksiyonwdenir
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Herhangi bir v>0 i¢in Bessel Fonksiyonu,(x).
4.2.1. Gamma Fonksiyonu:
Gamma fonksiyond (v) diye gdsterilir ve

rv)=[e't™dt > 0 dr.
0
rv+1)=[e'tdt=-e't| +\ &t de (Y
0 0

rQ :wje‘tdt: -e|’ =1
0

r=1r@, Q@ 2 2 2,. I n¢ ) Enl
a, :m olarak secersek4.19)denklemi
a, = (-D"a,
m22™VmIT (v+ 1)
seklinde olur.

Bundan dolayr =r, =v igin,

J,(X) = %i (1" olur.
Y £ 2™V mIl (m+ w+1)

Bessel FonksiyonunJ_,(x) ¢0zimu:

v =-v yazdgimizda,

J. (X = x‘Vi (1"
- £ 22" YmIl (m- v+1)

Teorem 1 (Bessel Denkleminin Genel C6zimu):

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

28)

Egerv bir tamsayi dgil ise herx £ 0 icin Bessel denkleminin genel ¢oztmi

asagldaki ssitlik ile bulunur.
y(¥=gJd(¥+¢J,(X

amav tamsayi olursa (4.27)'nin ¢6zUmu genel ¢6zim olmaz
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Teorem 2 (J,,(x) veJd_,(x) Bessel Denkleminin Dgrusal Bagimhli g1):

v =n tamsayisi i¢in Bessel Denklendj (x) ve J_, (x)dogrusal bgmlidir,
cunkd

L (N=(-D"3 (X  (n=12,3,... (4.28)

4.31kinci Tir Bessel Fonksiyonu (Neumann Fonksiyonu):
Ikinci tir Bessel fonksiyonlari Neumann fonksiyonlaliarak bilinir ve
birinci tir Bessel fonksiyonlarin goausal bir bilgimi olarak olygturulmus tarif:

cosvrrd, (X)- J, (X)
sinvrr

N, (X) = (4.29)

seklindedir.
v integral dgerleri icin,N,(X) ifadesi belirsiz bir formu vardir ve
Nv(x)|X:o =Foo, dur. Yine de v'nin herhangi bir dgeri icin x# 0 olmasi durumunda

bu fonksiyonun limitiN, (X) ifadesi icin gecerlidir. Buradan Bessel Denklemini
genel ¢cozimigu sekilde yazilr:
y=AJ,(X+ BN( ¥ (4.30)

Burada A ve B sinir kgullarina gore belirlenecek keyfi sabitlerdir.
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5.BOLUM
CHEBYSHEV FONKSiYONU

5.1 Tanim: Asagidaki baintiyla tanimlanai,(x) polinomunan derecelix e

bagli birinci tir Chebyshev Polinomu denir.
T,(X) = cos, X = cog (5.1)
T,(X) =cos(n arcco . (5.1)
Egerx degiskeninin aralgi [-1,1 ise o zamar® degiskenine gore araliko, 77]

aralgl olur. Bu aralik kagilikl olarak sglanan bir araliktir, ciinki# = 77e gére
x=-1 ve 8=0 a gorex =1dir. Buradacosré, co¥d a bali n dereceli bir
polinomdur.

cob =1,

codd = co¥,

co28 =2cod9-1,

cos36 = 4cosf - 3 cal,

cosAd =8cosd -8 coP+1,..
Burada (5.13en birinci ¢git Chebyshev Polinomlari elde edebiliriz.

T,(¥) =1,

T.(X=X%

T,(x)=2x -1, (5.2)

T.(X) =4x - 3x,

T,(X) =8X —8x+1,...
Fakat bu metot pratikte pek kullalmidegil. Asagidaki trigonometrik 6zdgi gi
kullaniimasi daha ¢ok tercih ediliyor.

cosrfd+ cos rr2)0=2 cad cqs+nly

(5.1) deki tanim geg buradan rekirans klangi¢ kaulu,

T,(X) =1, T KF x olan (5.3.a)

T,(¥) =2XT, (%~ T,( 3, = 2,34, (5.3.b)

bagintisini elde ederiz.
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5.2 Tanim: Asagidaki baintiyla tanimlanat,(x) polinomunan derecelix e

bagli ikinci tur Chebyshev Polinomudenir.
sin(n+1)8

U,(x) = X = Cco9,
sind
6 vexin araligl ayni T_(X) 'inki gibidir. Biliyoruz ki,
sinlg = sirg,

sin26 = 2sirg.co¥,

sin3@ = sird(4 cod6 - 1),

Sindg = sirg(8codf - 4 cak), ..
Buradan,

U,(x) =1,

U,(x) =2x,

U,(x) =4x -1,

U,(x) =8X° - 4x,...
Eger ifadeyi aagidaki trigonometrik 6zdgik ile birlestirirsek,

sin(n+1)8+ sin(n-1)¢ = 2 cob. sif ).
Buradan bglangi¢ kaulu,
U,(x) =1, U &F X olan
reccurence antisini elde ederiz.
U,(x)=2xU,__,(x)-U_,(X), n= 2,3,4,.
Benzer trigonometrik 6zgkk kullanirsak,
sin(n+1)8 - sin n-1)d = 2 si@. co$ ).

Birinci ve ikinci ¢esit polinomlar arasinda bir lganti elde ederiz.

U, (¥)-U, (¥ =2T (X, n= 2,3,4,...
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6. BOLUM
ORTOGONALL iK

6.1 Sturm Liouville Teoremi:

Asagidaki ikinci derece fonksiyonu g6z 6nune alalim.

b

K(y)= [[PYY+R ¥ Y] b (6.1)

a

Euler denklemi iyi bilinen Jacobi denklegu sekildedir.
d
Py—d—(Ry) =0. (6.2)
X
Asagidaki (6.3)ssitli gini dikkate alarak’nin sabit ¢c6zUmunt bulalim.
b
[y?dx=1. (6.3)
Carpan metodu, problemin sabit ¢c6zUmunt bulmaysaiyan olur.
b
[(Ry?+ Py¥ -2 y) dx
Bu Euler denklemine gore
d
Py-((RY) =4y (6.4)
X

(6.4) denklemineSturm Liouville Denklemi denir.

Simdi denklemi sinir kgullari ile alalim.
y(a) = (b =0. (6.5)
Farz edelim kiR(X) ve P(X),C" fonksiyonlari olsun vea< x< b igin R(X) >0

olsun.

Simdi L notasyonunu kullanalim
d
L(y) = Py—d—( RY). (6.6)
X

O zaman (6.2) ve (6.4) denklemlguisekilde gosterilebilir.
L(y)=0, L(y)=A4y.

C? fonksiyonlariy,, y, igin operator lineerdir ve&r herhangi bir sabit olmak tzere,

L(y, + Y,) = L(y) + L( ),
L(ay) =aL(y).

Simdi K’ 1 iki degiskenli tanimlayalim.
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K(y.2)= [(Ry 2+ Pyp d (6.7)

Buraday = y(X ve z= Z Atir.
Eger y = z alirsak,
K(y, y) = K(y) elde ederiz.

(6.5) de verilen sinir kaillarini kullanirsak,
b . b d . b d
!Ry z dx:—J(& Ryj zdx—ej:(a R} VI
Boylece (6.7)u sekilde yazilabilir,
b
K(y,z):jL(y) zdx 8P
Ayricasu sekilde de yazabiliriz,
b
K(y,2)= [ (2 ydx
Bunun icin,
b b
JLzdx=[1(3 yd> (6.9
Ozel olaraky = z alinirsa,
b
K(y,y) = [L(y) ydx (6.10)

elde edilir.

Hatirlatalim ki,y; (X), ¥, (X fonksiyonlario(x) agirlik fonksiyonuna gore

[a,b] aralginda dik olurlar ger,

b
[P0 %9 %(} dx=0.
y,(X) fonksiyonu,0o(x) agirlik fonksiyonuna gore normalize edilgrdenir ger,
b
[P0y (9 dx=1.

y,(X) fonksiyonlar dizisinep(x) agirlik fonksiyonuna goére ortonormal denigex
b 0 izj,
[Py (3 eyt
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Herhangi bir reel veya karmi& A igin, (6.4) denklemi (6.5) kwilu altinday(x) =0
bir cdzime sahiptir. Ama bazidegerleri igin sistemy(x) Z 0 ¢6zUm
olmayabiliyor. Bu A degerlerineL operatérinurz deseri, fonksiyonlara da

L(y) nin 6z fonksiyonudenir.

6.2 Parseval Kitli gi: e,e,..., V sonsuz boyutlu Euclide uzayinda
vektorlerin ortonormal kiimesi olsun xeVicinde keyfi bir vektor olsuneg;, e,,..., V

icin bir tabandir ancak ve ancak

S(uar ol

Ispat:

=( x> (xp pj( x> (X %
= (x3-2) (x)( x@{(i( X8 }(Z ( .mH -

k=1

x-Y (x6)¢

x-Y (x8)¢

(i(x.e,)e,].(i(xs) AN AETETIEES P

j=1 j=1k=1

bdylece,
2 n
= -2 (xer
k=1

Farz edelim kie, e, ...,V i¢in ortonormal bir tabandir. Biliyoruz ki

x-Y (xq)¢

x=) (X&) &
k=1
Bundan dolayi,

2
lim =0,
n- o

x-Y(x8) ¢
Scarii
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7.BOLUM
OZEL FONKSiYONLARIN BAZI UYGULAMALARI

7.1 Bir silindirik Kuyuda Schroedinger’in Denklem C6zUmu:
Bir diskin icinde potansiyeli sifir olan vesthda potansiyeli sonsuz olan iki

boyutlu potansiyel icinden kitleli bir parcacik dgiinelim. Polar koordinatlarde, ¢

desiskenlerini kullanaralsistemi gosteren Laplace denklemgayle yazabiliriz:

e 10 awj 1%y
==~ |r== 7.1
HY= ror ( 20¢f .
Sistem i¢indeki Schroedinger’in denklemini gig/le gosterebiliriz:
_h awj 10%y
=Ey. 7.2
[r ar( or 2 07 v (72)

Cozum icin(7.2) denklemindey = R(r)T(¢) secerek déskenlerine ayirma

metodunu kullanirsak,

n’ OR(n ’T@)]
Zm{ ()R(r)a ( or j ZR0) o7 }—ER(OT(@. (7.3)

Esitli gin her iki tarafinigy = R(r)T(¢), ile bdlersek,

110( 06R), 1 10°T 2mE
rRar\ or) r°T 0¢f h
2mE_k2 lirsak itli sin her iki e il K ol -
K alirsak ve gtli gin her iki tarafinir© ile garparsak, oldtu gibi r,¢
cinsinden dgiskenlerine ayrilmy asagidaki denklemi elde ederiz.
Li(rde +Kr 2+1d2_T =0. (7.5)
Rdrl dr T dpf
Denkleming’e basimh kismini ¢6zmek icin-m? secilirseT (¢) de osilator
harmonik denklemi verimli c6zim sunar. Buradlhir sabit olmak Uzere,
T(g) = Ae™. (7.6)
2m 1
[AT@T(@ dp=1= A= | . (7.7)
5 2

Buradan,
1 ..
T(p = ‘/—e' ? bulunur.
27T
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Denkleminr’e basimli kismini ¢ézmek icit§7.5) denkleminir ile carpipny'e

esitliyelim.

2 2
r_d I;2+_r£a+k2r2:m2_ (y.8
R dr R dr
Eger bu denklemi duzenlersek,
d’R dR
r2 +r—+Kr?-m?=0. 7.9
dr?  dr k ) (7.9)

Boylece standart Bessel denklemi elde edilohir. Bessel denkleminin genel
¢Ozuma,

R(r) = AJ_(kn)+ BN, ( k. 7.10)
BuradaJ,(kr) ve N _(kr) m.inci dereceden birinci ve ikinci tur Bessel

fonksiyonlari,A ve B sinir kaullarina gore belirlenen keyfi sabitlerdix.=0 da

¢Ozum sonsuz olmak zorunda aidadan yani N (kr) — O iken x — O olmal.
Buradan ¢ikan sonubyl,, (kr) 'nin katsayisi olarB =0 olmasidir. Boylece elimizde
kalan ifadesu sekilde olur:
R(r) = AJ, (k). (7.11)
Sinir kgullarini kullanirsak disk Gzerindg =0 olmasindan dolayi
J.,(kr,) =0 elde ederiz. Bessel fonksiyonunun sifir olmasagoblarak J,,

arglimanini gerektirir. Bessel fonksiyomuinci dereceden.inci sifir ikenkr, =a,, |

gerektirmesi ortaya cikar. Sistemin enefisia,, , cinsinden ifade edilerek ¢ozalur.

k= ZEZE olduzuna gore gazidaki ifadeye ulglir.
a. h?
L=omn (7.12)
T2me

Boylece ¢ igin tam ¢6zunyu sekilde olur:

Yu(r,@) = AJm(a”r"”rjém. (7.13)

b
A'nin standart bir dgerini belirleyebilmek icin keyfi bim derecesi secelim. Yaricapi

r =5,1356zo0lan cember lzerinde sifir olacgdkilde m= 2 alalim. Burada

m=2, n=1i¢in normalizasyonu bulalim.
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j Aﬁ]{aﬂrj J{az’f ] dr=1. (7.14)

0 r‘b rb

1

Burada r =5,1356ziken nimerik integrasyon kullanilarak=, |———— nin
0,510377

degeri elde edilir. BOylecem=2 degzeri igin tam sonucu yazabiliriz.

=1 |1
virne= 0,510377\/;‘]2(

Ozellikle a,, , =, secilirse, gagidaki aitlik elde edilir

— 1 i img
w(r,w)—,/—o,510377\/;J2(r)e : (7.16)

Bu calsma bize sinir kaullarini kullanip 6zel ¢ozimler gjturarak Bessel

r )
921 ]e‘m. (7.15)
r‘b

fonksiyonunun sifirlari ile ¢almanin 6nemini gosterir.

7.2 Legendre Fonksiyonunu Kullanarak Eit Olmayan Aralikli Anten

Dizilimlerinin Bir Sentezi

Ozet—Kablosuz iletjim sistemlerinde, dizilim antenlerinin kullanim aona
istenmeyen midahaleleri sizgecten gecirerek istsmsmlleri almaktir. Kenar lob
seviyesi ve yonlilik anlaminda optimizasyon ve eenicin yeni metotlar
gelistiriimekte. Dizilim orintisinin optimizasyonu icianten elementlerinin hem
konumlandirilmasinin hem de glarinin ayarlanmasi onerilir. Optimal ¢gkn ve
konumlandirmanin belirlenmesi polinomsal bir prablelarak gdsterilir: bu durum
cok boyutlu dizilim geometrilerinin diizlemsel olnzay optimizasyonuna bigi
matematiksel yakkam olarak ifade edilir. Bu yakian, bahsedilen dizilim
geometrisi tarafindan belirtilen Legendre fonksigomin sinirlandirici 6zelliklerinin

bir sinifini kullanir.
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7.2.1. Girig

Son yillarda kablosuz teknoloji mughbir oranda buylime gdsteriyor. Bunun
sonucu olarak abonelerin sayisinda birsarteydana geldi ve sistemin kalitesi daha
ilyi hale geldi. Bu soruna sunulabilecek en o6nemiizign uzamsal sieme
kullanmaktir [1]. Uzamsakieme akilli anten teknolojisinin merkez fikridirirBakilh
antenler sistemi dizilim anteni ve antenin her ddementi ile ilgili olan gleme ile
olusturulmaktadir.

Bu isleme sireci ile her bir kullanicinin yerinin tespie bir sabit yer filtreleme
olusturmak mimkuanddr.

Bir dizilim antenleri sisteminde, acik problem yéksyonlulik oOzellgine
sahip, asgari yan loblar ve radyo kanalina adagtel®len sinma orintistnin
sentezidir. dinma o6runtisinin sentezinde, bir diziim glwan antenin
elementlerinin genlik eksidasyonunun belirlenmesi, dizilimin radyasyoun
Ozelliklerini gelstiren dizilim yapisinda da olgu gibi, kablosuz ileimde akili
antenlerin teknolojisi icerisinde en ¢ok dikkatkea konulardan bir tanesidir. Yan
lob seviye azaltma Uzerinde gegalismalar yapilmgtir [1,2]. Bu teknikleri ¢gu yan
lob seviyesini azaltmak i¢in gou elementleri bulmaya calir, [3] ve [4] te belirtilen
diger teknikler diizensiz konumlandirma kullanilarak ytab seviyesini azaltmak
icin gelistirilmistir. Son zamanlarda, genetik algoritma (GA) ve ®ifesiyel gekim
(DE) ([5] ve [6] da belirtiimektedir)sitnma orintisinin sentezi problemini ¢ézmek
icin kullanildi. Bu ¢cagmada Legendre fonksiyonlarini [7,8] kullanma temedi
birlesik matematiksel yakkamlarin kullanimini maksimum kazanim ve yan lolslari
kicuk gengligi anlamindaginim 6runtlsi sentezini optimize etmek igin gozriiei
bulundurduk. Matematiksel model jenerik bir modklrak ek bir avantaja sahip ve
degisik anten dizilim geometri tiplerine uygulanabilir.

Bu calsmada vurgulanan, yonelme, yan lob seviyesi tepkiazani gejtiren
algoritmanin hesaplama zamanini optimize etmeysagaldizilimli antenlerin bir
modelini gelgtirmektir.

Calisma su sekilde organize edildi: B6lum 7.2.2 Legendre poimari
bazinda dgrusal ve duzlemsel dizilimli antenleri agiklamakini¢ problem
formulasyonunu gdsterir. Bolum 7.2.3 ybnelme, zanm@saplamasi ve yan lob
seviyesinin sayisal sonuclarini gosterir. Son &aBolim 7.2.4 bu camanin

sonucunu agiklar.
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Terimler
k =2/ A :Bos alan dalgasi,

d, : Elemanin pozisyonu,

|, :Eleman uyarimi,

&, :Elemanin sarsim pozisyonu,

Au:Ornekleme aragy,

M :Orneklenmg noktalar,

a,, B, :Donlsim vektorleri,

P...,(cosa ) Kesir dereceli Legendre fonksiyonu,
@:Artan oranl faz,

6, :Ana lobun yondi.

7.2.2. Problem Formulasyonu

7.2.2.1. Legendre Fonksiyonlari Kullanan Dgrusal Dizilim Sentezi

Bu calsmada bahsedilen dausal anten dizilimBekil 2 de gosterileni2 + 1
elemanlarinin simetrik gousal dizilimidir.

Dizilim faktorinun 6zelikleri ve dizilimin alanilemanlar arasindaki uyarim

ve ayrsmay! deistirerek kontrol edilebilir. Dizilim faktori gagidaki gibidir [1]
AF = E(W) =) ¢, 1,cog kq i, (117
n=0

96 < 71 limitinde ikenu =cos@ )+ ¢,
Dizilim faktorini Legendre polinomlari terimleringinden kurmak igil{?] de
tanimlandg! gibi istenen dizilim orintisu géz 6ntne alinir.

E;(u),-1<su<l, 1.18
aralgindaSekil 2°e gore, dizilim faktort simetriktir, bunumlami E(-u) = E(u)
[4], ve bu sebeple sentez problemik u <1 aralgl icerisinde farz ederikdsu<1

aralgindaM noktasinda tepkiyi belirlemek icin

Au = Ml u,=mAy ¢, =kd, cos@,),S, =kd, cosAu. iken

E(u,) =Y &,1,008 6, ~ ) (7.19)
m=0,1,2,3,..M— .
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Asagidaki adim Legendre dogiimini uygulamak icindir.

-dy -d; -0y do d; d, d,

Sekil 2. Periyodik simetrik dgrusal dizilimde dgil iken 2N + 1 elemanin geometrisi

Dizilim faktortine F(a,) donltmu, denklemlerin t¢gensel bir setini elde

etmek icin uygulanir ve sonucta elde edilecek ifade

£,=1, m=0;&,=2, m>0;iken

F(@,)= Y £0Eo(Un) Pana(cosT ); (7.20)

p=0,1,2,...N.
IstenilenE, (u) dizilim éruntistnin Legendre dgyilimi, gagida kesir

dereceli Legendre Polinomu igin [9] sinirlsKisi ile olusturulur:

[2/(cosB- cow |}* , &p<a
0, a<pfp<rmr

£(@,8)= Y. £,P,ya(cosa )(cosnB r{

(7.21)

(7.20)ve (7.21)degerlendirerek, gtliklerin asagidaki ticgensel sistemini elde ederiz:
p
Fa,) =Y 1.f(a, B (7.22)
n=0

(7.22)dan yola cikarak, bu sistem mevgunci elemaninin ve ilk elemaninin

degerini elde etmek igin tersine gevrilebilir.

lo =F(a,)/ T(ao 5o,
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F@,)-Y 1, @,.5)
l, = =0 ; :
0 @) (7.23)
p=0,12,..N;

Yukaridaki parametrd) ile, daha hizli ve basit bjekilde dgrusal anten

dizilimlerinin isinim 6runttsinid sentezlemek mumkundur.

7.2.2.2. Legendre Fonksiyonlarini Kullanarak Dizlensel Dizilim Sentezi
Sekil 3'de gosterildii gibi, N; x N, elemanlarinin simetrik bir diizlemsel dizilimini
distnun.
Istenilen bir 2-D dizilim érintlsisagida aciklandi gibidir [8]:
0<@<m 0<¢ < 2m,sinirlarinda,

u=sin@dcosp v=sindsing ,iken

E,(uV), -1su<l -1<v<l, (7.29
aralgindadir.
¥
2 [ ] L L L 4
2 [ ]
@ [ ]

o [ ] ® L ] @
[ ] & L ] L]
® @ @ L L

Sekil 3. N; x N, elemanli diizlemsel dizilim geometrisi.

B, =kd Au B, =kd AV, iken,
drnekleme aragi
Au=1/(M,-1); Av=1/(M, -1);
I, ,, dizilimin mevcut dgilimidir ve (d,, d.,) dizilimdeki elemanin(x, y)

pozisyonunu gosterir.
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Z

=1 N,-1

E(Us Vi) = € e areCOR NP ) COS(MP ), (7.25)

=0 n,=0

.P

m=012,.M,- 1
m =012,..M,- 1

durumunu elde etmek icii<u<1, 0<v<1, aralgindaistenilen 6rnekM, xM,
noktalari (M,,M, >>1) olarak 6rneklendiriimektediu —v Uzayinin her bir bélgede

dizilim faktérinin simetrik olmasi nedeniyle, buramami
E(uuv)= E(-uVy= H uy- ¥y= K u )[4] olmasidir, sentez problemi sadece,

ornesin, 0su <1, 0<v<l], tek bir bolgede diiintlir. Bundan sonraki adim
F(a,.a,,) Legendre doniiiminu duzlemsel dizilimlesagida anlatilaryekilde

uygulamaktir.

M-l M,-1
F(a,0,,)= D €. EE(U U)X P 1(cosa pl)P l(cosr ) (7.26)

m =0 m=0

0,=012,..N,-1p,=012,..N,- 1

£,=1, m=0; £, =2, m>0; iken, dizlemsel dizilim faktor&(u, v) 'nin bu
donlsim (7.26)da gosterilen kesir dereceli Legendre polinomu iiggkiyi
sinirlandirarak olgturulur. [10] ve [5] in uygulanmassiiklerin asagidaki ticgensel

sistemini ortaya ¢ikarir.

N Ny

F(apl’apZ) = Z Z I n1n2f (a pl’ﬂnz)f (a p2718n:|); (727)

n=0n,=0

(7.27)den, ilkp.inci veqg.uncu elemanin akimini belirleyebiliriz.

loo = Pl a,) (7.28)
f (a5, Bo) f (aou@o)
af @0 BT (@, B)=F (@ ,a )~ 3] 1| f @, B @B, (7.29)

Bir diizlemsel dizilimdeki diizenli ya da duzensialiklarda simulasyon sonuclari

bundan sonraki bolimde verilmektedir.
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7.2.3. Similasyon ve Sonuclar
Asagidaki bolum onceki bolumde anlatilanglosal ve dizlemsel geometrilerin

similasyon sonuglarini géstermektedir.

7.2.3.1 Dgrusal dizilim
Bu bélimun amaci, Legendre fonksiyonlari ile seletgen dgrusal bir dizilimin
performansini deerlendirmektir Ik olarak, kasgilastirma amaciyla, dgrusal
dizilimin elemanlarinin sayisi 17 olarak belirlegtimive [7] de belirtilen
sonuclardan sonra ana lob 90 derece yagtim$ekil 4 dgzrusal dizilimdeki duzenli
ya da dizensiz dizilim 6rintisinin sonughkagtirmalarini gostermektedir. Bu

sonugclardan elde ediglikadariyla, dizenli dizilimle kiyaslanginda ¢ 13.89 dB),
dizenli olmayan dizilimde«20.13 dB) ~ 6 dB'lik bir gelsim yan lob seviyesi
(YLS) artsl gdormekteyiz.

Diger tarafta, tekigin odak noktasinin YLS'yi asgari seviyeye indirmek
olmasi nedeniyle, yarim gign geniligi (YGIG) 3% (~ 0.18)’luk kicuk bir artg
gostermektedir. Bu galinelerle beraber, dizenli olmayan dizilimlerde YL& v

YGIG de daha iyi performans afdmizi gosteren [5]'i tekrar goulariz.

Dizilimlerin performanslarinin gegletiimis bir dezerlendirmesini rapor etmek igin,
ana lob diizenli olmayan bir aralikta kullangithda -60° < 6, < 60 'lik agilarla
yoneltildiginde Sekil 5 YLS i gosterir.

Ayni prosedirle, YGIGekil 5°te dgerlendirilmis ve gosterilmgtir. Analitik teknik
aralik gengletme faktorti(A) ‘nt dizenleyerek YLS'i dggstirebilecek bir 6zellie

sahiptir. Bu faktor [7] den secilstir. Her iki durum da Legendre fonksiyonlarinin

performansini gosterir amagigk aralik ayarlama faktorleriyle\).
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Dizilim faktér (dB)

8

-

-EDD 20 40 &0 an 00 120 49 1680 180
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Sekil 4. Bir 17 elemanin diziliminin dizenli olmayan (dolizgi) ve dizenli olan

(kesik cizgi) ile olan Legendre fonksiyonlarinizilm orintisu. Dizilim

Yan Lob Sevivesi (dB

—_— Standart olmayan A =0,298
....... Standart olmayan A =0,345

o w @ o n )
8

Sekil 5. Yan lob diizenli olmayan bir aralik kullanigginda -60° < g, < 60 "'lik

acilarla yoneltildiinde (17 elemanin diziliminde)
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Sekil 6. Degisik aralik gengletme faktorleri icin bir 17 elemanin dizilimindéizl
olmayan aralik ile ana lob60° < g, < 60" iken YGIG

65| <12.29"de, YLS, de 1.13 dB’lik bir azalma ve 0.345 faktigin YGIG de

0.16"lik bir artis oluyor.
Fakat acisal bblg@0| <15.8, 5.7dB lizerinde d@rlendirilirse, YLS icerisindeki Db

azalimi ve YGIG de maksimum2® luk bir arts 0.298 faktori icin gosterilir. Bu
sonugclar diferansiyel evrim [6] ile kalastirilirsa bir dezavantajimiz olur ¢inku
acllama %47.33 (280) oraninda azalir. Fakat Legendre fonksiyonlarini

kullanmanin ana avantaji daha dan gensli gi elde etmemizdir.

7.2.3.2. Duzlemsel Dizilim

Karsilastirma amaciyla, bir 31 eleman simetriksdasal dizilim segilir ve bu
nedenle hesaplanacakggigkenlerin sayisi test optimizasyonu algoritmalarifige]
tipik bir sayi olan 15 olur. Bolim 7.2.2 de godidigi Gzere, Legendre fonksiyonlari
simetrik dgrusal dizilimin 15 elementinin pozisyonunu sentemd& icin uygulanir.

Sekil 6 duzenli araliklaA / 2) ile Legendre fonksiyonlarini kullanmak igin elde

edilen dizilim faktorind gosterir.
Bu durumda, dizlemsel dizilimde -16dB’lik bir YL&le edilir. YLS icerisinde daha
Iyi bir sonuca sahip olan tek parametre. Dizilirkt€al icin daha iyi bir performans
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elde etmek i¢in anten elemanlari arasinda diizénkyan bir araliklandirma
kullanmak durumundayiz.

Dizilim faktori (dB)

Sekil 7. Duzlemsel dizilimi araliklandirmak igin 31x31 dufiezgleman icin dizilim
faktoru

Dizilim faktéri  (dB)

Sekil 8. 31x31 duzenli olmayan eleman araliklandirma iciilidn faktora
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Duzenli olmayan araliklandirma ile 31 elemanin ditdel dizilimin elde
edilen dizilim faktoriSekil 7°de gosterilmitir. DUzenli olmayan araliklandirma ile
elde edilen YLS-22 dB’dir. Ek olarak, yonliiiin 35.05 dBsini ve 3.183.18"lik
YGIG elde ettik. Bu sonuglarla YLS de %27.27 (6 diR)bir azalma elde ettik.
YGIG anlaminda ise, %8.36.89) ik bir azalmayla yonlendirme de %2.14 (0.75
dB) lik artis gozlemledik.

7.2.3.3. Hesaplama Zamani

Dogrusal bir dizilimin hesaplama zamanini bilmek i@nten elementleri

5'den 37 elemana kadargiignek Uzere ortalama 1000 siklik bir zaman kullandik.

%10

10

Hesaplama zamani (sanivt

3 1 1 L L 1
5 10 15 20 25 30 35 40
Eleman indeksi

Sekil 9. Legendre fonksiyonlari kullanilan gausal dizilim i¢cin hesaplama zamani

a7



18:10

14}

12+ i &

Hesaplama zamani (saniv:

5 10 15 20 25 T 35 40
Eleman indeksi

Sekil 10. Legendre fonksiyonlari kullanilan diizlemsel diziigm hesaplama zamani

Sekil. 8 bulgusal tekniklerle [5, 6] kiyaslaganda Legendre fonksiyonlarinin
kullaniminda zamanin ¢ok hizli olglu durumda dgrusal dizilimin hesaplama
zamanini gosterir.

Legendre fonksiyonlarini uygulayarak antenin 3Traleini kullanarak 9,5
milisaniye maksimum dgeri elde ettik.

Sekil 10 Legendre fonksiyonlarini kullanan diizlendiellim sonugclarini
gostermektedir: Algoritmanin hesaplama zamani ik maksimum dgeri

gosteriyor. Duzlemsel dizilimi kullanarak benzer $onuc elde ettik.

Her iki durumun sonuglari da bu analitik tekini hesaplama zamanlarinirger
tekniklerle kiyaslanginda [6] daha hizli olduklarini gostermektedir. Bu
parametrenin dgerlendirilmesi 6nemlidir ¢iinkd Legendre fonksiyamta

kullanmanin en 6nemli avantajinin hesaplama zawldogunu bulduk.
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7.2.4. Sonuclar

Simulasyonda elde edilen bilgilere gore, dizemha}an dizilimlerde
Legendre fonksiyonlarin kullanimi (gusal ya da dizlemsel) yan lob seviyesinde
(YLS) ve YGIG de ciddi gefimeler elde etti. Bu tekpin dezavantajl da

yonlendirme siralamasidir ¢iinktglosal bir dizilimin dgisigi ile

karsilastinldiginda ~ 2847lik bir azalma gdsteriyor ama bu teknik diferarsiy

evrim ile kiyaslandiinda iki 6nemli avantaj gayor. Bunlardan birincisi YLS'i

etkilemeden daha dar binm gensligi sunuyor ve dier de hesaplama zamanidir.

7.3.EK A.
A.l. Legendre Fonksiyonlari
Dizilim faktorlerini Legendre polinomlari bazinddugturdugumuzda ikinci

dereceden diferansiyel denklem [9] ilelaanaliyiz.

2
(1—x2)d—gl—2x$/+ n(n+1)y=0; n=0,1,2,... (7.3.A1)
dx dx
Bu denklemin ¢dztuimleri Legendre fonksiyonlari okeaallandiriimaktadirlam sifir
ya da pozitif tamsayi ise, bu fonksiyonlar Legenalsénomlari olurlar. Operator

sembolD™ nin n.inci tirevini gosterdiinde:

1
2"n!
Denklem yineleme dizisi tanimlariginda Legendre polinomlar yinelemesKisine

RO =

D'[ (X -1)"]; (7.3.A2)

sahiptir.
(N+D)P,, (XN + NP (X=(2n+1) xP( X; n=123,... (7.3.A3)

A.2. Kesir Dereceli Legendre Fonksiyonlari

Bu calsmada, kesir dereceR, ,,, nin Legendre fonksiyonunu kullaniyoruz
ve bu fonksiyonu elde etmek icin bir yinelemekisi gerekmektedir. Bu #ki kesir
dereceli Legendre polinomlarina sahiptir. Yinelaingkisi m=>2 ve n=>3 dezerleri

icin verilmistir.
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(n,+0.5)R ()= 2n xR, (¥~ (9~ 0.5)R, (¥ (7.3.A4)
P..,» fonksiyonununn=1, m=0; degerleri icin P_,,’ye e&sit olacaktir ve bu sebeple

onun dgeri [9] :

0= P2 K[(l;zxy]; 29

olur.

Legendre [11]'in acik ifadesine goxe= cos@ ) ve birinci dereceden eliptik

entegrallerindeki Legendre polinominalda &gitkéeri kullanarak:

K [ser(gﬂ = ”ﬂl—( selﬂgjsin2 HT/Z é, iken

P_l,z(cosé?)zE K[sené )} . Olur (7.3.A6)
T
Ayni sekilde m=1,ve n=2,degerleri i¢in ,P,__, ,fonksiyonuR,, ye sit olacaktir ve

bu sebeple birinci ve ikinci derec& {ser(6/2)] ve E[se{8/2)]) icin eliptik
entegrallerdeki dgeri

ot T ]

6 -1/2
1—( selﬂzjsin2 0} d, iken

|
oo 2l {4y oo

Bu iki Legendre polinomu ve yinelemesHisini kullanarak polinomlarinsagidaki

olur.

degerlerini elde etmek daha basit olacak= n-2, iken sitlik (A4)'ten m=>2 ve

n= 3 ic¢in sunu elde ettik.

P.(¥) =R (X = 2n xR, (¥~ (1-0.5) E—z(x);

(7.3.A8)
(n, +0.5)
P (cosd)= P, (co® Jr w00 (C0F F = 0.5k, €B 745 pq)
(n, +0.5)
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