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SERBEST SINIRLI BOLGELERDE SINIR DEGER PROBLEMIi

Hazirlayan: Baris BAHCECI

Ozet

Tezde serbest sinira sahip bolgede nonlineer 1s1 denkleminin genellestirilmis
fonksiyonlar sinifinda gercek ve sayisal ¢oziimleri incelenmistir

Tezin ilk boliimiinde adi diferansiyel denklemler i¢in Green fonksiyonu irdelenmistir.

Ikinci boliimde Green fonksiyonunu kullanilarak hareket eden ve bilinen sinira sahip
bolgede lineer 1s1 denklemi i¢in yazilmis birinci sinir deger probleminin ¢oziimii bulunmustur.

Sonuncu boliimde ise sifir baglangi¢ kosullu nonlineer 1s1 denklemi sag yarim eksende
incelenmistir. Problemin kosan dalga seklinde c¢oziimii elde edilmis ve ¢6ziimiin
diferansiyellenebilme ozellikleri incelenmistir. Gosterilmistir ki, ¢oziim hareket eden, fakat
bilinmeyen 6n cephe noktalarinda dejenere olur.

Bilinmeyen 6n cephe ile birlikte zayif ¢oziimiin bulunmasi i¢in bazi1 avantajlara sahip
yardimci problem Onerilmistir. Yardimci problemi kullanarak problemin zayif ¢oziimii elde
edilmistir. Ayrica yardimei problemin avantajlarini kullanarak zayif ¢oziimiin bulunmasi i¢in

etkin niimerik algoritmalar da 6nerilmistir.

Anahtar Kelimeler:Green Fonksiyonu,Nonlineer Is1 Denklemi,Kosan Dalga,Zayif Coziim
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BOUNDARY VALUE PROBLEM IN THE FREE BOUNDARY DOMAIN

Presented by: Baris BAHCECI

Abstract

In this thesis, the exact and numerical solutions of the nonlinear heat equation in a free
boundary domain is investigated.

In the first section, the Green’s function for ordinary differential equations is analyzed.

In the second section, using the Green’s function the solution of the linear heat
equation in domain with given and moving boundary is obtained.

In the last section, the nonlinear heat equation with zero initial condition in right half
space is investigated. The solution in the form traveling wave is found and the differentiable
properties of the problem is also analyzed. It is shown that the solution of this problem on the
moving boundary which is unknown beforehand is degenerated.

In order to find both the weak solution and unknown front, the auxiliary problem
which has some advantages over the main problem is introduced. The weak solution of the
problem is obtained by referring to the auxiliary problem. Using the advantages of this
auxiliary problem the essential algorithms for obtaining the numerical solution are also

suggested.

Key Words:Green Function, Nonlineer Heat Equation , Traveling Wave, Weak Solution
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1. GIRiS

Bilindigi gibi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger probleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi
baslangi¢c deger probleminin ¢ézliimiiniin bulunmasindan daha zor olmaktadir. Smir deger
problemlerinin ¢dziimlerinin bulunmasinda etkin yontemlerden birisinin temelini Green
fonksiyonu olusturmaktadir. Bu nedenle tezin bu boéliimiinde Green fonksiyonunun tanimi

verilecek ve Green fonksiyonunun elde edilmesi yontemi incelenecektir.

1.1 Lineer Denklemler i¢in Simir Deger Problemi

Adi diferansiyel denklem i¢in yazilmig Cauchy probleminden farkli olarak, sinir deger
probleminde bilinmeyen fonksiyonun veya onun tiirevlerinin tanim bdlgesinin en az iki
noktasindaki degerleri verilir ve tiim tanim bdlgesinde ¢éztiimiin bulunmasi gerekir.

Asagidaki sinir deger problemini goz 6niine alalim
((y)=a(x)y"+b(x)y +c(x)y=f(x), a<x<b (1.1)

(1.2)

ay(a)+py'(a)= 0,}
y y(b)+6y'(b) =0.

(1.1), (1.2) problemini ¢ozmek i¢in, Once (1.1) denkleminin genel ¢éziimiinii bulmak ve
sonra (1.2) sinir kosullarini korumak sartiyla genel ¢oziimiin icerdigi sabitleri se¢gmek gerekir.
Ornek 1.1 Asagidaki problemin ¢dziimiinii bulunuz

yrr —y= 0

y(0)=3, yO)-y'D)=1.

Coziim. Gozoniine alman denkleme karsilik gelen k° —1=0 karakteristik denkleminin

kokleri k,, = F1 oldugundan, genel ¢ozimii

X

y(x)=ce" +c,e”’



seklindedir. Burada ¢, ve ¢, keyfi sabitlerdir ve s6z konusu bu sabitler smir kosullari

kullanilarak
¢ +c,=3
2c,e” =1
sisteminden
¢, = 6-¢ , €= hd
2 2

olarak hesaplanilir. Bulunan sabitler genel ¢oziimiin ifadesinde yerine konulursa ele alinan

problemin ¢ozimii

6-¢ ., e
2

—X

y(x)=

olarak elde edilir.

Ornek 1.2 Asagidaki problemin ¢oziimiinii bulunuz

y(0)=3, yO-yDH=1.
Coziim. Denkleme karsilik gelen k> —k =0 seklinde olan karakteristik denkleminin kokleri
k, =0 ve k, =1 oldugundan, genel ¢oziimii

y(x)=¢, +c,e*
olarak yazabiliriz. Buradaki ¢, ve ¢, sabitlerini sinir kosullar: altinda

¢ +c,=3

¢ +c,e—c,e=1

esitliklerinden ¢, =1 ve ¢, =2 olarak buluruz. O halde problemin genel ¢oziimii

2



y=1+2e"
olur.
Ornek 1.3 Asagidaki problemin ¢oziimiinii bulunuz

x’y"=2y=0

y(H)=1, limy'(x)=0.

Coziim. Gozoniine aldigimiz denklem Euler denklemi oldugundan denklemin ¢oziimiini
y =x" cinsinden arayacagiz. Karakteristik denklemi k> —k—2=0 olup kokleri k, =2 ve

k, =—1 dir. O halde problemin genel ¢6ziimii,

1
y(x)= clx2 +c,—
X

seklinde yazilabilir. ¢, ve ¢, sabitlerini simir kosullarim koruyacak sekilde segmeliyiz. Ikinci

sinir kosulunun saglanmasi igin, yani limy'(x) =0 olmasi i¢in ¢, =0 olmak zorundadir.
X—>0

Birinci smir kosulundan ise 1=c, + ¢, dir ve buradan ¢, =1 olarak bulunur. Elde edilen

o . . : : 1
sabitleri genel ¢oziimiin ifadesinde yerine yazarsak, problemin ¢dzlimiinii y = — olarak elde
X

ederiz.

1.2 Green Fonksiyonu ve Uygulamalar

Simdi (1.1), (1.2) probleminin ¢dziimiinii Green fonksiyonu yardimiyla elde edelim. Bunun
i¢in 6nce Green fonksiyonunun tanimini verelim.

Herhangi bir se(a,b) i¢in asagidaki Ozelliklere sahip olan  G(x,$),
xe [a,b], ¢ e(a,b) fonksiyonuna (1.1), (1.2) probleminin Green fonksiyonu denir.

1. x#¢ oldugunda G(x,¢&)

a(x)y"+b(x)y"+c(x)y=0 (1.3)



homojen denklemini korur.

2. x=a ve x=>b oldugunda G(x,&) (1.2) siur kosulunu korur.

3. x=¢ oldugunda G(x,&), x e gore siirekli olup, tiirevi ise birinci tiir sigrayisa sahip

olur. Ayrica sigrayigin degeri e esit olur, yani asagidaki ifadeler saglanir

a(x)

G(s+0,0)=G(s—0,0),

G (s+0,0)~G.(s-0,0)= (1.4)

a(x)
»,(x) ve y,(x) (1.3) denklemini saglayan, ayrica sirasiyla birinci ve ikinci sinir kosullarii

koruyan ¢oziimler olsun. y,(x) ayni anda her iki siir kosulunu saglamasa bile G(x,s)

fonksiyonu mevcuttur ve onu,

Glx.s) = {co(s)yl (x), a<x<s L5)

w(s) y,(x), s<x<b
seklinde arayacagiz. Buradaki ¢(s) ve w(s) fonksiyonlarini, (1.5) ifadesi (1.4) kosullarin

koruyacak sekilde asagidaki gibi

w(s)y,(s)=(s)y,(s)

W ()Y (8) — p(s)Y () =%S)

secmek gerekir. Buradan ¢(s) ve y(s) fonksiyonlarini,

o(s) = —220) (1.6)
Yo ¥
a(s)(, ]
o ¥

w(s)=— 0 (1.7)
Vi ¥
a(s) . )
)

olarak elde ederiz. (1.6) ve (1.7) ifadeleri (1.5) de yerine konulursa Green fonksiyonu i¢in



yz(s)yl(x) <x<gs
a) [
Yo s
G(x,s) = (1.8)
Y1(8)y,(x) . s<x<b
a(s) yly yf
Vi W

ifadesini buluruz. G(x,s) fonksiyonu (1.1), (1.2) probleminin Green fonksiyonu oldugu

taktirde, hesaplamalar yoluyla (1.1), (1.2) probleminin ¢éziimiiniin

Y(x) = [G(x,5) f(s)ds

seklinde oldugunu gosterebiliriz.

Ornek 1.4 Asagidaki problemin ¢dziimiinii Green fonksiyonu yardimiyla bulunuz

y'=f(x)
»(0)=0, y(1)=0.

Coziim. Homojen denklemin genel ¢6ziimii y = ¢, + c,x oldugundan birinci kosulu saglayan
¢ozlimii y, = x, ikinci kosulu saglayan ¢oziimii ise y, =1—x olarak gosterebiliriz. Bu

taktirde Green fonksiyonunu,

o(s)x, 0<x<s

Glxs)= {(//(s) (1-x), s<x<l1

seklinde arayalim. ¢(s) ve w(s) fonksiyonlarini

{l//(s)(l —85)—p(s)s=0
—y(s)—p(s)=1

denklemler sisteminden
p(s)=s—-1ve y(s)=—s

olarak elde ederiz. Buldugumuz bu fonksiyonlar (1.5) ifadesinde yerine konulursa Green

fonksiyonunu,



Glx.s) x(s—=1), 0<x<s
X,8) =
s(x—=1), s<x<1

olarak buluruz. Problemin ¢6ziimiinii ise
1
y() = [G(x, &) f(£)aé
0

seklinde ifade edebiliriz.

Ornek 1.5 Asagidaki problemin ¢oziimiinii bulunuz

Xy 2xy" = (%)
y1)=0, »'(3)=0.

Coziim. Once x*y"+2xy’ =0 homojen denklemini gdzoniine alalim ve ¢dziimiinii, y = x*

cinsinden arayalim. Bilinmeyen k sayisin, k> +k =0 karakteristik denkleminin ¢ziimiinden

k=0 ve k,=-1 olarak buluruz. Bdylelikle homojen denklemin genel ¢O6ziimii,

y(x)=c¢ + 22 olur. Genel ¢Oziimiin yapisini dikkate alarak birinci siir kosulunu koruyan
X

¢ozlimii y,(x) =——1, ikinci smir kosulunu saglayan ¢oziimii ise y, =1 olarak secelim. Bu
X

durumda Green fonksiyonu,

1
Glx.s) = ¢(s)(; — 1), I1<x<s
w(s), s<x<3

seklinde olmaktadir. Bilinmeyen ¢(s) ve y(s) fonksiyonlarmi

w(s)- (p(s)G - 1] _o,

- co(s)[— iz] -
S S




denklemler sisteminden ¢(s)=1 ve w(s) :l—l olarak elde ederiz. Bu durum i¢in Green
s

fonksiyonu
l -1, 1<x<s
X
G(x,s)=
——1, s<x<3
s

dir. Problemin ¢6ziimii ise,

3
() = [G(x,9) f (s)ds

olur. 1

Ornek 1.6 xy"—y' = f(x) probleminin y'(1)=0, y(2)=0 kosullar1 dahilinde ¢dziimiinii

yaziniz.

Coziim. Once xy”—y' =0 homojen denklemini géz oniine alalim. Bu denklemi ¢6zmek igin

y' =z degisken doniisiimiinii yapalim. Bu taktirde ana denklem

x——-—z=0
x

olur. Buradan z =¢,x ve y =cx” +c, olarak elde ederiz. Birinci ve ikinci kosullar1 saglayan

¢oziimleri sirastyla y, =1 ve y, = x° —4 olarak segebiliriz. Bu durumda Green fonksiyonunu
S I<x<s
Glx.s) = @(s) 2
w(s)(x” —4) s<x<2
seklinde yazalim. Bilinmeyen ¢(s) ve y(s) fonksiyonlarini

w(s)s* —4)-o(s)=0

w(s)2s =1
S

cebirsel denklemler sisteminden

2
S

1 _
S)=——7 VC S)=
w(s) e @(s) Py

7



olarak elde edilir. O halde, g6zoniine aldigimiz problemin Green fonksiyonu

2_

a 24, 1<x<s
G(x,5)={ 2

x—24’ s<x<2

2s

dir ve ¢oziimii ise

y(x) = [Gx, &) f(£)dé
olur.

Ornek 1.7 Asagidaki problemin Green fonksiyonunu ve ¢dziimiinii bulunuz
x*y"+2xy =m(m+1Dx", m>0
y()=y'(1) ve x - 0 iken, y siurhdir.

Coziim. Denklemin Green fonksiyonunu bulmak i¢in &nce x’y"+2xy'=0 homojen
denklemini gdzoniine alalim. Denklem Euler denklemi oldugu i¢in ¢oziimii y = x* seklinde

arayalm. k* +k = 0 karakteristik denkleminden k, =0 ve k, =1 olarak buluruz. Bu durumda

v =1, y,=x" 06zel ¢oziimler ve y(x)=c, +-2 genel ¢dziim olur. Birinci ve ikinci simr
x

kosullarim1 koruyan c¢ozlimleri sirasiyla, yz(x):2—l ve y,(x)=1 olarak alabiliriz. Bu
x

taktirde Green fonksiyonunu

o(s), 0<x<s

G(x.5)= l//(s)(Z—lj, s<x<l1
X

seklinde yazabiliriz. Bilinmeyen y/(s) ve ¢(s) fonksiyonlari,



w(s)[Z—éj—co(s) -0

1 1
S)—=—
w( )S2 B

denklemler sisteminden w(s)=1 ve (p(s):2—l olarak elde edilir. Son olarak Green
s

fonksiyonu i¢in

2—1, 0<x<s
s
G(x,s) =
2—1, s<x<l1
X

ifadesini buluruz. Problemin ¢6ziimii

y(x)= jG(x,s)m(m +1)s"ds

=m(m+ 1)]5‘(2 —ljs’"ds +m(m+ l)j(2 —ljs’"ds
0 X X s

X

=m(m+ 1)(2 - l}js"’ds +m(m+ 1)_1[(2 - ljs'”afs
X | s

0
X 2 1
+ Sm+1 __Sm
o \m+1 m

:m(m+1)[(2—lj ! s
x)m+1

=x"+m-1

seklinde olur.

1.3 Ozdegerlerin Bulunmasi

Once asagidaki problemi gdz dniine alalim
y'=Ay (1.9)

y(0)=y()=0, £>0. (1.10)



Burada A herhangi bir parametre olmaktadir. (1.9), (1.10) probleminin A parametresinin
hangi degerlerinde trivial olmayan ¢6ziimiin olup olmadigin aragtiralim.

1. =0 oldugunda denklem y"=0 sekline doniisiir ve (1.9) un genel ¢dziimii y =c¢x+c,

olur. (1.10) smir kosullarini dikkate alirsak problemin ¢oziimii i¢in y =0 aliriz.

VA

T+ cze’ﬁ’C

2. 2>0 oldugunda problemin genel ¢oziimii y=ce olur. Smir kosullarini

dikkate alirsak, yine y =0 elde ederiz.
3. A<0 durumunda ise genel ¢dziim y =c sinv—-Ax+c,cosv—Ax olur. Smir kosullarini

kullanirsak, ¢, =0 ve ¢, sinv/—A ¢ =0 buluruz. Son esitligin korunmasi i¢in

J-At=kr, (k=1,2,.)

olmak zorundadir. Buradan

elde ederiz. Buradaki A, degerlerine 6zdegerler denir. A, lara karsilik gelen

50 =, sin 2

fonksiyonlarina ise 6zfonksiyonlar denir.

Simdi daha genel olarak asagidaki problemi ele alalim

(y)=y"+c'y=f(x), (1.11)
Ly =y@=y,, (1.12)
L) =y(b)=y,. (1.13)

Burada f(x) bilinen bir fonksiyon a, b ve c ise sabitler olmaktadir.

(1.11) denkleminin genel ¢oziimiinii elde edebilmek i¢in once (1.11) denklemine
karsilik gelen homojen denklemin ¢oziimiinii bulalim. Bu amagla (1.11) denklemine karsilik

gelen

10



Y'+cty=0 (1.14)

homojen denkleminin ¢dziimiinii y = e® seklinde arayalim. (1.14) {in karakteristik denklemi
k*>+c¢* =0 olup, bu denklemin kdkleri k, =ci ve k, =—ci olmaktadir. Bu durumda (1.14)

denkleminin fundamental ¢6ziimleri y, =sincx ve y, =coscx dir ve denklemin genel ¢6ziimii

Y =c¢,sincx+c, coscx (1.15)

olarak yazilir.
Simdi, homojen olmayan (1.11) denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim. Bunun i¢in

sabitin varyasyonu yontemini uygulayalim. (1.15) den

Y'(x) =¢sincx + cc, coscex + ¢, cos ex —cc, sincx
alinz. ¢, ve ¢, sabitlerini 6yle segelim ki,

¢/ sinex+ ¢y cosex =0 (1.16)
olsun. (1.16) y1 dikkate alarak

y"(x) = cc| cos cx —c’c, sin ex — ¢l sin ex — ¢*c, cos cx (1.17)
olarak buluruz. (1.17) ifadesi (1.11) de yerine konulursa

cc] coscx —c e, sincx —cc) sincx — c’c, cos cx +¢’¢; sincx +c’c, coscx = f(x)

elde ederiz. Buradan

ccl coscx —ccy sinex = f(x) (1.18)
buluruz. (1.16) ve (1.18) denklemlerini birlikte ¢ozerek ¢, ve c, sabitlerini elde edebiliriz.

¢/ sinex+cycosex =0
f(x) (1.19)

c

¢/ coscx —c, sinex =

cebirsel denklemler sisteminin tek bir ¢oziimii olmasi i¢in katsayilar determinantinin

11



sincx  cosex | ., )
=sin“cx+cos cx=1%#0

coscx —sincx

olmasi gerekli ve yeterli kosuldur. Cramer yontemini kullanarak (1.19) dan

0 coscx
X :
LAC)) —sincx
cl(x) =15 =—— f(x)coscx,
sincx  coscx c
coscx —sincx
ve
sin cx 0
X
coscx S ) 1
b (x) = - € 1 —— f(x)sinex
sinex  cosex| ¢

coscx —sincex

elde ederiz. Simdi (1.20) ve (1.21) ifadelerini a dan x e kadar integrallersek

(1) =€ (@)=~ [ f(£)cosedds.

&) =c(@)+ - [ f(§)sinedds

alinz. (1.22) ve (1.23) ifadelerini (1.15) de yerine yazalim

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

y(x)=c¢/(a)sincx —ljif(f) coscésinexdé +c,(a)coscx +ljif(§) coscxsineéd&
c c

=¢,(a)sincx +c,(a)coscx + lji[cos c&sinex—coscxsineé| f(E)dE.
c

a

Bu kez (1.20) ve (1.21) ifadelerini b den x e kadar integrallersek

(1.24)

y(x)=c¢,(b)sincx — ljff(af) coscésinexdé +c,(b)coscx + l]Ef(é‘) coscxsincéd&
% €%
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=¢,(b)sincx +c,(b) cos cx — ljf[cos c&sinex —cosexsineé| f(E)dE (1.25)
¢ b

buluruz. (1.24) ve (1.25) i toplayip ikiye bolersek

y(x) = ¢, sincx +c, coscx + LJ‘[cos c&sinex—coscexsineé| f(£)dE
c

a

—%I[coscésin cx—coscxsinc§]f(§)d§ (1.26)
¢ b

elde ederiz. Burada

¢ (a)+c (D) e = c,(a)+c,(b)
2 ’ 2 2

o
Il

dir. (1.26) ifadesini

y(x) = ¢, sinex +c, cos cx + j 2(x, &) F(E)dE (1.27)

seklinde yazabiliriz. Burada

1. .
—[sm cxcoscé —sincé cos cx], E<x
c

g(xe)=y 7,
—2—[sincxcosc§—sincécoscx], x<E
c

Lsinc(x—f), E<x
_] 2 (1.28)

—%sinc(x—f), x<¢é

olmaktadir. (1.27) ifadesindeki ¢, ve c, sabitlerini sinir kosullarindan elde edebiliriz

@)=y, =¢sinca+c, cosca+ [ g(a,&)f(£)ds,
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y(b)=y, =c sinchb+c, cosch+ Ig(b, E) f(E)dE.

Son ifadedeki ¢, ve c, bilinmeyenler olarak kabul edilirse, elde edilen sistem homojen

olmayan lineer cebirsel denklemler sistemi olusturur. Sistemin ¢éziimiiniin olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul

sinca cosca

=sinc(a—b)

sinch cosch

determinantinin sifirdan farkli olmasidir. a#5b oldugundan A #0 olmaktadir. O halde
Cramer kuralina gore

e [gla,&)f(&)dé cosca

¢ =—

A b ’ (1.29)
vy~ [ 2k, &) f(&dé  cosch

finca v, = [ g@.§)f s
=L a (1.30)

Al 5
sinch y, — [ 80,9 f(£)d&

olur. (1.29) ve (1.30) ifadelerini (1.27) de yerine yazarsak

v~ [8a.&)f(&)dé cosca

sin cx

y(x)= ’
v~ [, &) f(£)dE  cosch

sinca y, - [g(a.6)f(9)dg|
; + e ) (£)ds
sinch v, - [g(b,9) f(£)dg|

coscx
+
A

14



sincx|y, coscal coscx|sinca 'y,
y(x) = ,
A |y, cosch A |sinch y,
b b
. [Fe@or©ads cosca sinca [ g(a,&)f(£)dé
sinex| % cos cx f
b + A b
[2®.&)/(E)de  cosch sinch [ g(b.6)1(£)dé
b
+[ g(x, &) f(§)dé
b g(x,&) sincx coscx . 0 sincx coscx
= J.Z g(a,&) sinca coscalf(&)dE +Z y, sinca coscal.
“ |g(b,&) sinchb cosch v, sinch cosch

Asagidaki notasyonlari igerirsek

g(x,&) sincx coscx

A(x,8)=|g(a,&) sinca coscal,
g(b,&) sinchb cosch

0 sincx coscx
A(x)=|y, sinca coscal,

y, sincb cosch

bu notasyonlar dahilinde problemin ¢oziimiinii

$() = jG(x O(§ag+ A

(1.31)
seklinde elde ederiz. Buradaki G(x,&) fonksiyonuna (1.11)-(1.13) probleminin Green
fonksiyonu denir. g(x,&) fonksiyonu ise Green fonksiyonunun bas kismi olarak adlandirilir.

(1.31) ifadesini (1.12) ve (1.13) sinir kosullarindaki operatorleri kullanarak
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g(x,$&) ¥, (x) Y, (x)
G(x,8) =\ (g(x,8) 6 (n®) 4(»n®), (1.32)
ﬁz(g(x,é‘)) gz(yl(x)) l, (y2(x))

0 n(x) »,(x)
A(x) =|y, gl(yl(x)) fl(yz(x)) (1.33)
Yy £2(yl(x)) gz(J’z(x))

seklinde yazabiliriz.
Ornek 1.8 Asagidaki probleminin ¢éziimiinii bulunuz
y'—y=2x, (1.34)

y(0)=0, y1)=-1. (1.35)
Coziim. Once y"—y =0 homojen denkleminin genel ¢dziimiinii bulalm. Ozel ¢dziimler
y, =e", y,=e " olmak iizere genel ¢6ziimii

y(x)=ce" +ce” (1.36)
olmaktadir. (1.36) nin tiirevinden elde edilen

V' =ce"+ce +cye "t —c,e”
ifadesindeki ¢, ve ¢, fonksiyonlarini 6yle segelim ki,

cle"+cie =0 (1.37)
olsun. Bu durumda y' =c¢e” —c,e™™ olur ve tekrar tiirevlenmesiyle

y'=ce' +ce —ce +ce” (1.38)
aliriz. (1.36) ve (1.38) ifadelerini (1.34) denkleminde yerine koyarsak

cle" +ce —cie " +eet —cet —ce =2x

veya
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[

cle’ —che " =2x

elde ederiz. (1.37) ve (1.39) denklemlerinden ¢, ve c, yi bulabilmek i¢in

{c{ex +cie =0

cle’ —chet =2x

denklem sisteminden 6ncelikle ¢ ve ¢) yi sirastyla

0 e~
—X
Lo [2x e —2xe
cl(x)_ N -
e e -2
et —e™
e 0
X X
Do 2x|  2xe
Cz(x)_ N -
e’ e -2
e —e*

seklinde hesaplariz. (1.140) ve (1.141) den

¢ (x) = jxe‘xdx +c¢, =c,—xe " —e

—X

¢, (x)= —_[ xe'dx+c, =c,—xe" +e"

bulunur. Bu ifadeler (1.36) da yerine konulursa,

y(x)=¢" [cl —xe" —e’x] +e " [cz —xe* + eX]

=ce +ce’ —2x

elde edilir. (1.42) ifadesindeki ¢, ve c, sabitlerini sinir kosullarindan bulalim.

{O =c +c,
IS -1
I=ce +c,e

denklem sisteminden Cramer metoduna gore

17
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(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)



1 e’ -1

Cl = = =
1 1 e —e
e e
1 0
e 1 1

c = =

| 1 e —e
e e’

y(x)=e" — +te " — —2x=— (e’x —e" )— 2x
— e —e e —e
_ 1 - |:_2[€ —2€ ]j|_2x
~ 2((3 —e j
2
veya
$() =~ shx - 2x (1.44)
shl
seklinde ifade edilir.

Simdi ayn1 problemi Green fonksiyonu yardimiyla ¢6zelim. Bunun i¢in yine homojen

denklemin
y(x)=ce" +c,e”
(1.36) ¢oziimiinii yazalim ve sabitin varyasyonu yontemini uygulayarak homojen olmayan
denklemin ¢6ziimiinii bulalim.
(1.40) ve (1.41) ifadelerini 0 dan x e kadar integralleyelim.

¢ (x)=¢(0)+ Ixe‘xdx =¢(0)+ [—xe’)C - e”‘] ; =c,(0)—xe " —e " +1
0

X

¢, (x)= 02(0)—Ixexdx = cz(O)—[(xex —exﬂ‘: =c,(0)—xe" +e" -1

0

18



Bu ifadeleri (1.36) da yerine yazarsak
y(x) =e'le,(0)—xe* —e +1]+e [, (0)—xe* +e* - 1]
=¢,(0)e" +¢c,(0)e " =2x+e" —e™ (1.45)

elde edilir. Bu kez (1.40) ve (1.41) ifadelerini 1 den x e kadar integralleyelim. Buradan

X

¢, (x)=c,(1)+ jxe‘xdx =¢()+][-—xe " e =q()—xet—e 4 2e!
1

c,(x) = cz(l)—jxexdx =cz(1)—[(xe" —e'”) ]‘: =c,()—xe" +e"

1

Yine bu ifadeler (1.36) da yerine konulursa
y(x)=e" [c1 D)—xe ™ —e™" ]+ e [c2 (1) —xe* + ex]
=c¢, (e +c,(De™ —2x+2e"" (1.46)
bulunur. (1.45) ve (1.46) ifadelerini toplayip ikiye bolersek,

X —X

> x—1
e —e +2e* e —e

y(x) = clex + czei)c +%[_2x - 2x] + = c]ex + cze"" + + exfl 2x
elde edilir.
Simdi G(x,&) ve A,(x) determinantlarini hesaplayalim.
1 g(x,§) e e
Glrne)=—1g0.e) 11 (1.47)
gl,d) e e
Burada
1 1 L
A=l T e (1.48)
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| sh(x=&), E<x
| =sh(x=&), x<&

dir. (1.48) ve (1.49) degerleri (1.47) de yerine konulursa
gx,g) e e’

G(x,¢) =i —sh(=¢) 1 1
sh(1-¢&) e e’

T e R N e
BT na—e) | A lsha-g
- gud)- Sl etsheg -sna-o ]+
elde edilir. O halde
Y0 =[G(x,6)2¢dé
y(x)= j g(x.§2EdE - j [—e"'sh(=&) - sh(1-&) 2&dé + A [

1

V() = 2Eh(x - E)AE + [~2Esh(x - &)= [[-¢sh(-)-sh1 - ) Jpéas

0

x 1

e
A

+

—X

e’ e
——|2e ' cosh(1)—2e " sinh(1) + 2 — 2 sinh(1) |+
n (1) (1) M ]+~

=—shx—2x
shl

elde edilir. Bu ise daha once elde ettigimiz (1.44) sonucu ile ayn1 olmaktadir.

20

j[—esh(—g) —sh(1-&)|2Ed & = —4x +2sinh x + 2 cosh(x 1) + 2 sinh(x — 1)

[2ecosh(l)-2e sinh(1)+2-2sinh(1) |

(1.49)

[ esh(-&)— sh(l- &)]

[[~esh(=&)—sh(1-&)pgdé



2. SERBEST SINIRLI BOLGEDE LINEER ISI DENKLEMININ COZUMU

2.1 Is1 Denklemi i¢in Green Formiilii ve Kaynak Fonksiyonu

Bu kisimda, 1s1 denklemi igin serbest sinirli bolgede sinir deger problemini ele alacagiz.
Bolgenin smirlarin1 zamana gore degisen fonksiyonlar olarak varsayacagiz. Kolaylik icin, yer

degiskenleri sayisi bir olan asagidaki denklem g6z oniine alalim

S(u)=a’u, —u, =0 (2.1)
di B &
e
P\\ p /JQ
A B
o] e
Sekil 2.1

Sekil 2.1 de gosterildigi gibi AB ve EF karakteristikleri ile x = y,(¢), (4E nin denklemi) ve
x=y,(t), (BF nin denklemi) egrileriyle sinirlanan BAEF bdlgesini gbz Oniine alalim. S6z

konusu bolgede lineer 1s1 denklemi i¢in birinci sinir deger problemi

u=p(x), (A4B de) } 02

= (1), u = (1)

u

x=y,(1) x=x,(t)

seklinde yazilir. Maksimum prensibine gore (2.1), (2.2) probleminin tek bir ¢oziimii vardir.

Simdi, (2.1) denklemi i¢in Green formiiliinii ve ¢ézlimiin integral gosterimini ifade edelim.

o*v  ov
M®OW)=a*—+— 2.3
(v)=a PR (2.3)
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seklinde tanimlanmig bir operator olsun.
v 3(p)-pM ) =a* (vo,—oy.) —(ow),

denklemini Sekil 1 de gosterilen PABQ bolgesi ilizerinden integralleyelim. Burada ¢ ve

keyfi mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlardir. Green formiiliinii kullanirsak,

o 300~ lasas = ow aea? (v 220 2 o

elde ederiz. Bu ifadenin sag tarafindaki integral kapali PABQ c¢evresi lizerinden

gerceklesmektedir. Eger 3(¢) =0 ve M () =0 olsaydi, sag taraftaki integrali acik sekilde

J. oy dx = I¢wdx+ I [gm//dx+a2 (Wa_(p_(oa_‘”jdt}_
5o 8 50 ox Ox

—f {gm//dx+a2 (l//a—go—goa—l//jdt} (2.4)
o ox ox

olarak yazabilirdik.
u(x,t), 3I(u)=0 151 denkleminin herhangi bir ¢oziimii olmak iizere ¢@(x,t)=u(x,t) ve
G,(x,t,&,7), 151 denkleminin

1 (=g
Gy(x,1,&,7) = ———==¢ """ (2.5)

2ma*(t—7)

seklinde verilmis kaynak fonksiyonu olmak tizere y = G,(x,¢,£,7) olsun. Burada G (x,t,¢&,7)

lineer 1s1 denkleminin fundamental ¢oziimii olmaktadir ve x, ¢ degiskenlerine gore 3(G,) =0
denklemini; &, 7 degiskenlerine gore ise adjoint olan M (G,) =0 denklemini korumaktadir.

M (x,t), u(x,t) fonksiyonunun bulunmasi istenilen BAEF bolgesinin herhangi bir i¢ noktasi
olsun. 2 >0 olmak tizere (x, ¢t+#) ile M, noktasini gosterelim. PQ karakteristiginin M

noktasindan gegtigini varsayalim. (2.4) formiiliinde x 1 £ ye, ¢ yi 7 ya dondstiirerek bu esitligi

ABQP bolgesi ve

22



p=u(,7), (& 1)=G(x,t+h¢E,7) (2.6)

fonksiyonlari i¢in uygularsak

1 (=&
J e unde =
pQ2 ﬂazh
= | u(g‘,r)GO(x,t+h,§,r)d§+a2(GOa—u—uaGOjdr (2.7)
PABQ 0¢ 0¢

elde ederiz. G, (x,t+h,&,7) ve 86—(;0 fonksiyonlarinin PABQ bolgesinde /& gore siirekli

oldugunu ve

_(x=¢)

e “hy(E 1)dE=u(x,t) (2.8)

lim

1
h»OPQz ,ﬂazh

ifadesini dikkate alarak %2 — 0 iken limite gecelim. Eger (x,7) PQ dogrusu iizerinde ise 1s1

denkleminin ¢6ziimiiniin

u(x,t) = PAL Qu(g, )G, (x,1,E,7)dE+ BQ[ PAa2 (GO g—z—u ‘ZG; jdr (2.9)

seklinde integral gosterimini elde ederiz. (2.9) formiiliinii daha acik sekilde yazarsak

_ (x=¢) 1 (=g ou
20, 24—
e T)u(§,r)d§+a2 - ot g

BQ-[pA 2\/71'6120—2') 65

1

PAJ:B’Q 2\za’(t—7)

u(x,t)=

o 1 e
—d* j U 1) —| ——————e D gy (2.9

BO+PA 0S| 2yrma*(t—71)

ifadesini elde ederiz. Fakat bu formiil sinir deger probleminin ¢6ziimiini vermemektedir.

Clinki (2.97) niin sag tarafin1 hesaplarken yalniz u fonksiyonunun AE ve BF yaylar1 lizerindeki

degerinin degil bunun yani sira 2—” nin de bilinmesi gerekir.

Laplace denklemi i¢in kaynak fonksiyonunu elde ederken uygulanan yonteme benzer
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dontistimler yaparak 2—” tiirevini aradan ¢ikartmak miimkiindiir. v, M (v) =0 denkleminin PO

tizerinde sifira esit olan ¢oziimii, u ise J(u) =0 denkleminin ¢6ziimii olsun. (2.4) formiiliini u

ve v fonksiyonlari i¢in PABQ bdlgesinde uygularsak

0= I {u(f,r)v(f,r)dchLaz (va—u—uﬂ}z’r} (2.10)

PABQ

denklemini aliriz. (2.9) dan (2.10) u ¢ikarirsak

2| qou _ 0G
u(x,t)_PAjB Q[u(f,r)G(x,t,f,r)d§+a [G 2 " afjdt} 2.11)

denklemini elde ederiz. Burada
G(x,t,8,7)=G,(x,t,E,7)—Vv (2.12)
dir.
v fonksiyonunu dyle secelim ki, P4 ve BQ lizerinde G =0 olsun. Bu taktirde, u(x,?)

¢ozlimiiniin integral gdsterimi

u(x,t)= .[ u(é,0)G(x,t,E,1)dE +a’ I uZ—?dt —a’ J‘ ua—GdT (2.13)

AB AP BO 65

seklinde yazilir. Eger u fonksiyonu AP, BQO ve AB egrileri iizerinde verilirse, (2.13) ile ifade

edilen u(x,t) fonksiyonu (2.1), (2.2) probleminin ¢éziimii olur.

Simdi, G fonksiyonunu detayli olarak inceleyelim. Bu fonksiyon (2.12) yardimiyla

tanimlanir. Buradaki v(&,7) fonksiyonu asagidaki 6zelliklere tabi olmaktadir:
1. v(&,7) fonksiyonu PABQ bolgesinde tanimli ve 7<t¢ i¢in M(v)=0 adjoint
denklemini korumaktadir.
2. Eger 7 =t ise PQ dogrusu ilizerinde v =0 olur.
3. PA ve QB lizerinde v(&,7) = -G, (x,¢,&,7) olur.
Bu kosullar ¢ergevesinde v=v(x,t,&,7) fonksiyonu x, ¢ degiskenlerine de baglidir ve sz
konusu fonksiyonu bulmak i¢in M (v)=0 smir deger probleminin ¢dziilmesi gerekir; ayni
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zamanda bu (2.2) cinsinden sinir deger probleminin ¢éziimiine de denk olmaktadir. Boylelikle,

u(x,t) fonksiyonunun (2.11) seklindeki ifadesi (2.2) sinir deger probleminin ¢ozimiini
vermektedir. Burada esas sorun v(x,¢,&,7) fonksiyonunun bulunmasidir.

Asagidaki kosullar1 koruyan v(x,z,&,7) fonksiyonunu géz ontine alalim.

1. v(x,t,&,7), PABQ bolgesinde 7 >¢ oldugu taktirde tanimhidir. Ayrica 3(v) =0 1s1

denklemini korumaktadir.

2. 7 =t dayani AB dogrusu lizerinde v =0 olmaktadir.

3. PA ve OB dogrulari lizerinde v = -G, olmaktadir.

Simdi, v(x,t,&,7)=v(x,t,&,7) oldugunu ispatlayalim. Bunun icin,
G(x,t,&E,7) = G, +Vv oldugunu varsayalim. Agiktir ki, M (1) =0 denkleminin herhangi bir &

¢Oziimi i¢in (2.9) formiilii, yani

(&)= | aG,dc+a’ (17 G _g, a—ujdt 2.97)
BoPA ox ox
ve (2.13) e benzeyen
#(¢,7)= [ uaGdx+a’ | 728 4t | 725 4y (2.13")
PO BO ax AP ax

formiilleri gecerlidir. (2.97") ve (2.13") formiilleri (2.9) ve (2.13) ifadelerinden 7 nun isareti
degistirilerek elde edilebilir. Cilinkii, bu taktirde M =0 denklemi 3 =0 denklemine doniisiir.
(2.13) formiiliinii #> 6 > 17 kosulunu koruyan € koordinatina karsilik gelen RS olmak iizere
PORS bolgesi ve s6z konusu bolgede JI(u)=0 m ¢oziimii olan siirekli u(x,t) = G(x,1,&,7)

fonksiyonu i¢in uygularsak
G(x,t,6,1) = [ G(¥,0,£,7) Gx,1,x',0) dx’
RS

elde ederiz. Clinkii, RP ve SQ lizerinden integraller sifira esit olmaktadir.
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Sekil 2.2

(2.13") formiilini ARSB bolgesi ve M (u)=0 denkleminin u(&,7)=G(x,¢,E,7)
stirekli ¢Oziimii i¢in uygularsak, burada da BS ve AR lizerinden integraller sifira esit

oldugundan
G(x,t,&,m) = J‘ G(x,t,x',0)G(x,0, &,7) dx'
RS

elde ederiz. Elde ettigimiz iki formiili kiyasladigimizda
G(x,t,&,7)=G(x,1,&,7)

oldugunu gbrmiis oluruz. Bu esitlikten, G nin x, ¢ nin fonksiyonu olmak tlizere t =7 ve x=¢&
noktalarinda kaynak fonksiyonuna has olan 6zelliklere sahip oldugu goriilir; =7 ve x# &
de sifira gevrilir. Bunun yani sira, 3 ,(G)=0 denklemini 4PQOB bolgesinde korur ve AP ve

BQ iizerinde sifira esit olur. Dogal olarak bu tiir fonksiyonlar1 APOB bolgesinde 1s1 denklemi
icin kaynak fonksiyonu olarak adlandirmak gerekir. Boylelikle, 1s1 denkleminin herhangi bir

¢Oziimiinii (2.13) kaynak fonksiyonu yardimiyla ifade etmek miimkiindiir. Eger 3(u) = f(x,?)

homojen olmayan denklemi verilirse, (2.13) formiiliinde sag tarafa
[[oten rEndédr
S

integralini eklemek gerekir.
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2.2 Sinir Deger Probleminin Coziimii

Yukarida elde ettigimiz (2.13) formiilii serbest sinira sahip bdlgede 1s1 denkleminin ¢ézimiini
ifade etmektedir. Eger AB pargasinin ug¢ noktalar: sabit ise yani hareket etmedigi taktirde AE
ve BF yaylar1 ot-eksenine paralel dogrulara doniisiir. Bu durumda S bolgesi kenarlari
koordinat eksenlerine paralel olan dikdortgen bdlgeye doniisiir. Genel sekilde yazilmis (2.11)
formiiliinden limit alma yoluyla bilinen 1s1 denklemi i¢in yazilmis birinci baslangig-sinir deger
probleminin ¢6ziimii i¢in Poisson formiiliinii elde edebiliriz.

Sekil 2.3 deki 4 ve E noktalarindan gegen 1 =0 ve ¢t = ¢ karakteristikleri ile sinirlanan

seritte u ve u_ in asagidaki

ou

e <N (2.14)
ox

|u(x,t)|e"KX2 <N ve

esitlikleri korudugunu varsayalim. Burada K >0 ve N >0 keyfi sabitlerdir.

tA
E o t=0 F
p Q
t:O x:/€ > X
A 0 B
Sekil 2.3

BQ yaymin yerine x =/ dogrusunu dikkate alalim. Burada ¢ pozitif bir sayidir ve ileride bu

say1y1 sonsuz biiylitecegiz, yani sonsuzluga yaklastiracagiz. Bu durumda asagidaki formiili

_ 1 ST , ou i &
u(x,t) = Jmme [u(f, 0)dE+a %dr—u(g, 7) Y dr}.

kullanacagiz. Simdi de, BQ iizerinden integrali g6z dniine alalim

27



_ (=9
J‘ 1 e 44* (t-1) aZ [a_u] (g ) —
so 2\ ma’ (t—1) og - ( —T)
=g (x-¢)
3 5 auJ et 4a* (t-1) L " 4d(1-1) (x E)dr
= u(l,7) =1 +1,
'([ ( P , 2ma* (t—1) J. Ara’(t-1)(t-1)

ve { — oo iken bu integralin sifira yaklagtigimi gosterelim. Once ¢ nin biiyiik degerlerinde 7, i

degerlendirelim. Eger x < % ve (t—7) <0 kosulu korunursa

,2 ¢
16a JJ dt
0

Ji-t

2

h=—
2

Buradan ¢ — o iken |[l|—>0 gorilir. Ciinkii, N sabittir ve § ise K <1 !

esitsizligini
as

koruyacak sekilde secilebilir. Benzer yolla, ¢/ — o iken |I2| — 0 oldugu kanitlanabilir.

Eger u(x,t) ve onun g_u tiirevi icin (2.14) kosulu negatif x ler i¢in de korundugu taktirde AE
X

egrisi olarak x =—/¢ dogrusunu alabiliriz. Benzer yolla gosterilebilir ki (9) formiiliindeki PA
tizere olan integral de sifira yaklasmaktadir. Sonug olarak literatiirde Poisson formiilii olarak
bilinen

_(=¢)

e 4a’t

7 u(s,0)ds

u(x,t)=

\/7m

formiiliinii elde ederiz. Yar1 sonsuz bolgeyi goze alarak ve G(x,¢,&,7) Green fonksiyonu igin

de (2.14) kosulunun korundugunu varsayarsak

u(x,t)= —J. az,u(f)g—(;

PA

dr+T¢)(cf)G(x,t,§,O)de (2.15)

&=x,
lde edilir. Burada
@) =u(x,t)  @(x)=u(x,0)

dir. Gergekten de yar1 sonsuz x>0 dogrusu iizerinde kaynak fonksiyonunu yansitma
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metoduyla

1 (=)’ (xr+8)?
2 2
G(.x, t, é:’ T) — e 4a”(t-71) —e 4a”(t-1)

2ma*(t—7)

seklinde elde edebiliriz dyle ki (2.12) seklinde ifade edilmis kaynak fonksiyonu x, t

degiskenlerine gore 1s1 denklemini saglar ve x =0 oldugunda ise

G(0,1,¢,7)=0

olur. Asagidaki tiirevi hesaplayalim

2
X

74a2(t—r)

oG
¢

e

X
w0 Wr[a'@-0)]"

ve elde edilen bu ifadeyi (2.15) de yerine yazarsak

2
X

e 4112([—1') /U(T)d’l'

2
a x

a’*(t— T)T/2

=9 )’ 1
e 4dt _p 4dh o(E)dE +
Wr ! [

1 7 1
u(x,t)—m!:\/g

formiiliinii elde ederiz. Elde ettigimiz u(x,t) fonksiyonu

u=au, (0<x<oo, t>0)

ve
u(x,0)=p(x) (0<x<o0)

u(0,1) = (1)

baslangi¢-siir kosullarin1 korumaktadir.
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3. NONLINEER ISI DENKLEMI ICIN STEFAN PROBLEMI

Hidrodinamik, jeofizik, 1s1 teknolojileri vs. gibi bilim dallarinda pratik problemlerin bir ¢ogu
aynt zamanda "diiz" ve "ters" olmak iizere iki tiir problem dogurmaktadir. Matematiksel
fizigin nonlineer denklemleriyle izah edilen yeni tiir problemlerden biri de hareket eden sinir
problemidir. Bu tiir problemlere "serbest" sinir problemi de denir. Bu durumda bdlgenin
hareket eden sinir1 veya sinirin bir kismi, problemin ¢6ziimii ile birlikte bulunmak zorundadir.
Varyasyon yaklasim uygulanabilen problemlerde, zayif anlamda ¢6ziimiin varligi kolayca
ispatlanabilir. Serbest smir problemlerinin yaklasik ¢6ziimiiniin bulunmasi ig¢in c¢esitli
yontemler uygulanmaktadir. Bu yontemlerden birisi de sonlu farklar ve varyasyon-sonlu
farklar metodu olmaktadir. Diger bir nlimerik ¢6ziim yontemi, uygun degisken doniisiimii
yapilarak gerceklestirilebilen metottur. Bu durumda dyle bir degisken doniistimii yapilir ki,

x =1(¢t) serbest siirina sahip bolge normal bolgeye doniisiir, fakat bilinmeyen serbest sinir bu
kez denklemin katsayisina girer.

Bu béliimde R’ = {(x,t) | (x,t) €[0,00)x[0,T )} bolgesinde nonlineer 1s1 dagilim
denklemi i¢in yazilmis sifir baslangi¢ kosullu smir deger probleminin ¢oziimiiniin bazi

6zelliklerini inceleyecegiz.

3.1 Esas Problem ve Stasyoner Coziim

Asagidaki denklemi R? de

2
Z_L; _0 ;’C(Z”) 3.1)
asagida verilen baslangic ve sinir kosullar1 gercevesinde géz oniine alalim
u(x,0) =u,(x)=0, (3.2)
u(0,0) =u,(t) =u,t". (3.3)

Burada, u, bilinen bir sabit, n ise reel bir sabit olmaktadir. (3.1)-(3.3) problemini esas

problem olarak adlandiracagiz. Bu tiir problemlerle politrop gazlarin stasyoner olmayan akis

problemlerini modellerken karsilagilmaktadir [1].
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@(u) fonksiyonunun asagidaki kosullar1 korudugunu varsayalim:
1. ¢(u) e C*(R?) dir ve sinirh u lar igin simirlidir,
2. u >0 oldugu durumlarda ¢'(z) >0 dir,

3. ¢"(u) isaret degistiren fonksiyondur.

Bilindigi tizere, ®(u) = j@d n < oo kosulu ¢ergevesinde (3.1)-(3.3) problemi
0

® ' (D(Dt—x)), x<Dt
u(x,t)= (3.4)
0, x> Dt

kosan dalga seklinde ¢oziime sahiptir. Burada @' fonksiyonu @ nin tersini gdstermektedir.
Dolayisiyla, (3.1) denkleminde de heyecanlanmis bolgenin 6n sinir1 sonlu hizla hareket eder.

Gortldiigi gibi (3.1) denklemi u(x,z) >0 oldugunda parabolik tiirden, wu(x,2)=0
oldugunda ise 1.basamaktan denkleme dejenere olur. Problemin fiziksel yapisina gore ¢ (u)
nun siirekli fonksiyon oldugu kolayca ispatlanabilir. Diger bir 6zellik de, (3.1) denkleminin
dejenere oldugu noktalarin sonlu hizla saga dogru hareket etmesidir. Bu 6zellikten dolay1
(3.1)-(3.3) probleminin ¢oziimiinii elde etmek i¢in sonlu farklar yontemini direkt uygulamak
miimkiin degildir. Ciinkii denklemin dejenere oldugu noktalarda u_ ve u_ tiirevleri mevcut
olmayabilir.

Ozel durumda ¢@(u)=u’, (c>2) oldugunda (3.1)-(3.3) probleminin kosan dalga

seklindeki ¢oziimi

1
1

(DG—_IJH (Dt—x)°", 0<x<Dt,
O

u(x,t)= (3.5
0, x> Dt

dir. Bu tiir ¢oziimlere stasyoner ¢oziimler de denir. Burada D kosan dalganin hizim
gostermektedir. (3.5) fonksiyonunun grafigi Sekil 3.1 de gosterilmistir. (3.5) den basit
hesaplamalarla
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(e

M Dux.) (3.6)
X

w(x,t)=—

elde edilir. Ayrica, (3.5) formiiliinden, u, ve u_ tlrevlerinin o >2 oldugunda mevcut

olmadigmi, o =2 oldugunda sonlu oldugunu ve 1<o < % oldugunda tiim tiirevlerin mevcut

3 3 y . . -
oldugunu, — <o <2 oldugunda u,, u, in mevcut, fakat u_ in ise mevcut olmadigim1 gérmek
5 :

zor degildir. Dolayisiyla o > 2 oldugunda (3.1)-(3.3) probleminin yalniz zayif ¢oziimiiniin

varlig1 s6z konusu olmaktadir. Eger, n= olursa kosan dalganin hiz1 i¢in

O —

D= ug” (3.7)

ifadesini elde ederiz.

u{x.t)
2.5¢

1.587

0.5¢

0 2 4 8 8 10

Sekil 3.1: Esas problemin ¢ozliimii
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(3.7) formiiliinden o #1 oldugunda kosan dalganin D hizinin sabit oldugu goriilmektedir.
Bu da heyecanlanmis bdlgenin 6n smirmin sonlu hizla hareket ettigini gostermektedir.

Dolayisiyla, hareket eden x =/(¢) smir1 sonlu ¢ zaman zarfinda, sonlu mesafeye ulasir; yani
suppu(x,t) < D, dir. Burada D, = {(x,£)|0<x <I(f),T >0} serbest smira sahip bolgeyi
gostermektedir. Lineer denklemler i¢in, yani o =1 durumunda D =0 olmaktadir, bu ise
fiziksel acidan gercegi yansitmamaktadir.

(3.4) (veya(3.5)) den gorildigi gibi u(x,f) ¢Oziimii #>0 degerlerinde 6n cephe

tizerinde, yani x =/(¢) de sifira esit olmaktadir, yani

u(l(t),t)=0 (3.8)
dir. Serbest sinir problemi derken (3.1)-(3.3) ve (3.8) denklemlerinden sirasiyla u(x,?) ve
x =1(t) ¢oziimlerinin her ikisinin birlikte bulunmasi problemi kastedilmektedir.

Genel durumda x =/(¢) serbest sinirin1 bulmak i¢in (3.8) denklemini kullanarak

di(ty 8 (39)

dl(tt) = D olmaktadir.

elde ederiz. Ozel durumda, yani ¢(u) =u° oldugunda,
Tammm 3.1 Negatif olmayan, (3.2) ve (3.3) kosullarin1 saglayan ve temel fonksiyonlar

smifindan f(x,7) =0 Ozelligine sahip keyfi f(x,?) e (D? 11(D,,,) fonksiyonlari igin

(1)

[{uf,—p. @) f, fdxdt=0 (3.10)

S —y

integral esitligini koruyan, u(x,t) fonksiyonuna (3.1)-(3.3) probleminin zayif ¢dziimii denir.
3.2 Yardimci Problem ve Coziimii

L(.)ile A= 2 ve B= 2 nin bilesimi olarak tanimlanan
ox Ox
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_ofa
L= ax(axj

operatorii gosterelim. (3.1) denklemini bu gosterime gore

ou
= AB
Py @(u)

seklinde yazabiliriz. 4 nin inversi olarak 4~' i son denklemin her iki tarafina uygularsak

0 4
—A'u=B8 3.11
o 4w Bolw) G.11)

elde ederiz. Asagidaki doniisiimii g6z Oniine alirsak
A'u=v(x,1) (3.12)

olup, bu notasyon dahilinde

— = Bow) (3.13)

olur. (3.12) ifadesinden
u(x,t) = Av(x,t)

aliriz. Bu son bagintiy1 (3.13) de yerine koyarsak,

ov 0 ov
X_9 3.14
ot ox (p[axj (3-19)

elde ederiz. (3.14) i¢in baglangi¢ ve sinir deger kosullari

v(x,0) = v, (x), (3.15)
0.0 _ ut" (3.16)
ox

olmaktadir. Burada, v,(x) fonksiyonu % =0 denkleminin herhangi bir ¢éziimii olmaktadir.
X

Ileride (3.14)-(3.16) problemini yardimci problem olarak adlandiracagiz. ¢(u)=u°

durumunda (3.14)-(3.16) probleminin ¢oziimii
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v(x,t) =

1 o o
_DUI(U_—IJJ I(Dt_x)crfl, x < Dt,
o

(3.17)
0, x> Dt

olmaktadir. (3.17) formiilii ile elde edilen fonksiyonun grafigi Sekil 3.2 de gosterilmistir.

2

' ' ' X
4 8 8 10

Sekil 3.2: Ikinci tip yardimci problemin ¢dziimii

Basit hesaplamalarla

u(x,t)=

ov(x,t)

elde ederiz. Yardimci problemin ¢oziimii ile bulunan u(x,#) fonksiyonunun grafigi Sekil 3.3

de gosterilmistir.
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u(x,t)=vx(x,t)
2.55

151 1

0.5¢ 1

0 2 4 6 8 10

Sekil 3.3: u(x,t)= % fonksiyonu
X

(3.5) ve (3.17) den goriildiigi tizere wu(x,t) ¢Ozimiiniin x degiskenine gore
diferansiyellenebilme mertebesi v(x,7) fonksiyonunun diferansiyellenebilme mertebesinden
daha diisiiktiir.

(3.1)-(3.3) probleminin zayif ¢oziimiinii bulmak i¢in (3.1) denkleminin x degiskenine

gore sifirdan x e kadar integralini alirsak

ov(x,t) _ Op(u)
ot ox

v, (0), (3.18)
v(x,0) = v, (x) (3.19)
elde ederiz [3]. Burada, v, (¢) = w dir ve v,(x) fonksiyonu
X

dv,(x) _
dx

uy(x)

denkleminin herhangi bir siirekli ¢6ziimii olmaktadir. (3.18),(3.19) problemini birinci tip
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yardimci problem olarak adlandiracagiz.

Teorem 3.1 Eger v(x,?) fonksiyonu (3.18),(3.19) yardimc1 probleminin ¢oziimii ise

_ ov(x,1)

u(x,t) o

esitligi ile bulunan wu(x,#) fonksiyonu (3.10) anlaminda (3.1)-(3.3) esas probleminin zayif

¢Oziimili olmaktadir.

Teorem 3.1 den v(x,¢) fonksiyonunu asagidaki formiille elde ederiz

v(x,t) = ju(f,t)d&f. (3.20)

0

Onerilen yardime1 problem asagidaki avantajlara sahiptir:
1. v(x,t) fonksiyonunun diferansiyellenebilme 6zelligi u(x,¢) fonksiyonunun diferansiyel-
lenebilme 6zelliginden bir mertebe daha fazladur,
2. v(x,t) mutlak siirekli fonksiyondur,

3. u(x,t) fonksiyonu hesaplanirken ¢_(u) ifadesini kullanmaya gerek yoktur; zaten bu tiirev

hareketli x =1(¢) simirinda mevcut degildir. Ayrica, bu durumda u(x,7) fonksiyonu siireksiz
de olabilir.

Op(u)

3 plirtizsiiz degilse, (3.18) denklemini sifirdan x e kadar integrallersek
X

X

%I W(&,0dE = p(u(x,0)) = x (1) = p(u(0,1)). (3.21)

0

elde ederiz. (3.21) integro-differansiyel denklemi i¢in baslangic kosulu (3.19) dur.
(3.21),(3.19) problemini ikinci tip yardimci problem olarak adlandiracagiz. (3.21),(3.19)
probleminin, birinci tip yardimci problemin sahip oldugundan baska bir avantaji daha vardir;

@(u) hal fonksiyonu siireksiz de olabilir. Onemle belirtelim ki, bu ¢dziim sivilarin esnek-

plastik ortamlardaki akisininin filtrasyon teorisinde ortaya ¢ikmaktadir. Bu durumda u(x,?)

op(u)
Ox

fonksiyonunun piiriizstizliigii bozulur ve ayrica genelde mevcut olmayabilir. Bu gibi

durumlarda esas problemin zayif ¢ézlimiinii bulmak icin (3.18) denklemini kullanmak yanlis
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sonuglara yol agabilir.
(3.21) denklemini diger bir yolla da elde edebiliriz. (3.12) yi dikkate alarak, (3.18)

denklemini

ov B
E ORA0 (3.22)

seklinde yazabiliriz. (3.22) denkleminin her iki tarafina 4™' i uygularsak, (3.21) denklemini

elde ederiz.

3.3 Gercek Coziimiin Diferansiyellenebilme Ozellikleri

Simdi, w(x,?) ile asagidaki integral ifadesini gosterelim

wx.r) = [ [u(&.ndéd. (3.23)
00
(3.23) e Cauchy formiiliinii uygularsak

W) = o[- e naz, (3.24)

yazabiliriz. Burada, I'(x) 2.tlir Euler fonksiyonu olmaktadir.
. et g e op(u) .
Yukarida elde edilen sonuglardan agik¢a goriildiigii {izere, e fonksiyonunun
X

siirekli oldugu durumda birinci tip yardimci problemin ¢ozimii v(x,¢) mutlak siirekli bir

Op(u)

fonksiyon olmaktadir.
ox

nin mevcut olmadigr durumda wu(x,f) fonksiyonunun

diferansiyellenebilme mertebesi birden kiigiik olmaktadir.

w(x,1) fonksiyonunun diferansiyellenebilme ozellikleri u(x,t) nin

diferansiyellenebilme 6zelliklerine bagli olmaktadir. u(x,¢) fonksiyonunun iki kez x e gore

o*w _ o*u(x,t)
o’ o’

diferansiyellenebilen fonksiyon oldugu taktirde hemen-hemen her yerde

olmaktadir. Beklenildigi gibi u(x,¢) fonksiyonunun diferalsiyellenebilme mertebesi 0 <o <1
olmaktadir. Diger bir deyimle, u(x,t) fonksiyonunun x ve ¢ ye gore tlirevleri kesir
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mertebeden agagidaki sekilde yorumlanabilir

0“ulx,t) _ e MED y g <l (3.25)

Diutet) =72 F(l—a);[(t oz

B X
Dlu(x,py =246 1 [c-ey7 oD ye 0<p<1. (326
ox’ r(1-5)1 o0&

Burada Du(x,t) ve D’u(x,t), u(x,t) fonksiyonunun asagidaki sekilde tanimlanan Caputo

anlaminda kesir mertebeden tiirevlerini gostermektedir.

Tamim 3.2 f(x) fonksiyonunun Caputo anlaminda kesir tiirevi asagidaki sekilde tanimlanir

D f(x)=1""D"f(x)= ﬁ [ =ty @y,

m—-1<a<m,meN, x>0, feC”". Burada /* Riemann-Liouville anlaminda

1° f(x)—mf(x N f()dt, >0, x>0,

I°f(x)=f(x)

kesir mertebeden integrali gostermektedir.

3.4 Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sonlu Farklar Semasi

Literatiirden bilindigi ve yukarida ispatlandigi gibi (3.1) cinsinden olan denklemlerin
¢ozlimlerinde lokallesme, yani, heyecanlanmis bdlgenin 6n cephesinin sonlu hizla dagilma
hususu mevcut olmaktadir. Diger bir deyisle, u(x,t) fonksiyonu herhangi bir ¢ €[0,7T) i¢in
sonlu tastyictya sahip olmaktadir. Lokallesme 6zelliginin varlig1 ve denklemdeki nonlineerlik,
problemin ger¢ek ¢oziimiiniin bulunmasinda ¢ogu zaman engel ¢ikarir. Diger taraftan da, sag

siir1 degisken bolgelerde herhangi bir k. zaman katindan (k +1). zaman katina gectigimizde

g_u tiirevini egimi bilinmeyen dogru {lizerinde sonlu farklara ayriklastirmak zorunda kaliyoruz.
t

Boyle durumlarda problemin ¢ézliimii i¢in 6zel nlimerik ¢6ziim yontemlerine ihtiya¢ vardir.
Diger taraftan da ¢oziimdeki bu o6zellik onu direkt olarak diskretlestirmeye imkan
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vermemektedir. Clinkii, denklemin igerdigi u, ve u  tirevleri x = /(¢) noktalarinin civarinda

mevcut da olmayabilirler. Bu nedenlerden dolayi, bu tiir problemler i¢in 6zel ve hassas sonlu
fark yontemlerinin gelistirilmesi zorunlulugu ortaya ¢ikar.

Bu kisimda (3.1) denklemi i¢in yazilmig baglangig-sinir deger problemleri i¢in sonlu

farklar yontemi gelistirilecektir. Bundan dolay1 R+2 bolgesini diizgilin

w,, ={x, =ih,t, =kt,k=0,12,..,i=12,.,h>0,7 >0}

ag1 ile ortelim. Burada 4 ve 7 sirasiyla x ve ¢ ye gore o, aginin adimlar1 olmaktadir.

Bilindigi gibi bu ve diger diferansiyel problemler i¢in niimerik yontemleri uygularken
¢cozlimden yliksek mertebeden tiirevlenebilme 6zelligi talep edilmektedir. Yukarida belirtildigi
tizere serbest smira sahip problemleri direkt sonlu farklara ayriklagtirmak genelde yanlis
sonucglara yol acar. Bu tiir problemlerin sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in literatiirde
homojen algoritmalar mevcut olmaktadir. Diger mevcut olan algoritmalar degisken sinirh
bolgeyi siirlar1 degismeyen bolgeye indirgeyebilen dontistimler yardimi ile gergeklestirilir.

Simdi, esas problemin sayisal ¢oziimiinii bulmak i¢in (3.20) ifadesini dikkate alarak
(3.18), (3.19) yardimci problemine yaklasim kuralim. (3.18) denklemini sonlu farklara
ayriklastirmak icin 6nce denklemdeki ¢ ye gore tiirevin altindaki integral i¢in dikdortgenler

yontemini kullanarak asagidaki kuadratik

x i

j w(&,0dE=nYU,, (3.27)

ifadeyi yazalim.
S6z konusu bu denklem igin iki tiir sonlu fark karsilig1 yazalim:

a) Acik sema:

A

0, =U,+ oW = o)y (t) - 20, V) (328)
U,, =0. (3.29)

Burada U, =U,; ve U, =l},. olup; U,,, u(x,t) fonksiyonunun herhangi bir (x,,7,)
noktasindaki yaklasik degerlerini gostermektedir. Agin adimlan {izerine koyulmasi gereken
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CFL (Courant-Friedrichs-Levy) kosulunun korunmasi kaydiyla, 7 ya gore yeterince kiiglik
adimli bu algoritmadan (3.1)-(3.3) probleminin ¢6ziimii hesaplanabilir.

b) Kapali sema:
~ T ~ ~ T L
0, =U,+=lp@) =00, )= 2w 6)- 30, ~U ), (3.30)
Jj=1

(3.30) ifadesi Ui bilinmeyenine gore nonlineer cebirsel denklemler sistemi olusturur. Bu
sistemin ¢Oziimii i¢in iki yontem Onerelim:

1) Sade iterasyon yontemi:

N - R R - i
0" =U, + o017 = o0 |- 2v )= X0 -U) (3.31)
=1
(p=012,.).

2) Newton iterasyon yontemi:

i-1

Y (p+ 4 Y (p+ T (p+ 4 < +
0 =, 4 o0 ) -0 )= 300 U ). 33
=1

(3.32) nonlineer cebirsel denklemler sisteminin ¢dziimiinii elde edebilmek i¢in U**" ifadesini
U»eh =g® 4 sU®

seklinde gosterelim. Bilinmeyen U ) ekini bulmak igin asagidaki
AV~ BV = F, (3.33)

iki noktal sisteme indirgemek miimkiindiir. Burada

1

4= P U1,

1

T 5

i n T il A T N :
F =20 U+ 5w (t)+ 250} ‘h—z[w(U}”) (@)

Jj=1
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olmaktadir.

Simdi ¢ (u) tlirevinin piriizsiizligi bozuldugu durumda (3.1),(3.3) probleminin

sayisal ¢ozlimiinii elde etmek i¢in bir algoritma olusturalim. Bu amagla (3.21) denklemini

asagidaki gibi sonlu farklara ayriklagtiralim

. r r r -1
Vo=Vt o) =% v (6) =59 (0)) = 2V, = V). (3.34)
J=1

(3.34) i¢in baslangi¢ kosulu
Vio = vo(x;) (3.35)

olmaktadir.

Teorem 3.2 Eger V,, (3.34),(3.35) cebirsel denklemler sisteminin sayisal ¢dzimi ise
U, =V- (3.36)
esitligi ile tanimlanan U, ag fonksiyonu da esas problemin sayisal ¢oziimii olmaktadir.

Yukarida oldugu gibi, agmn adimlarin1 gereken boyutta segerek, (3.34),(3.35)
algoritmasindan 2. tiir yardimci problemin sayisal ¢oziimiinii elde edebiliriz. Sonra Teorem 2
yi kullanarak esas problemin sayisal ¢ozlimiinii bulabiliriz.

Simdi, (3.21) denklemini

A

T T < 5
Vi=V,+ Z(/’(Uf) g (1) = @, (1, ) =20V, = V) (3.37)
=1

A

seklinde sonlu farklara ayriklastiralim. (3.37) cebirsel denklemler sistemi V, ye gore

nonlineerdir. Onun ¢6ziimii i¢in Newton iterasyon yontemini kullanalim

P =y, 4 %
1 1 w h

r I/i(p+l) _V'l(flﬂrl)
h

T T i—1 .
]— %5 W ) =20 () - D =v).
j=1

Elde ettigimiz nonlineer cebirsel denklemler sistemini ¢ozmek igin, V**) = @ 457

seklinde ifade ederek ve sz konusu sistemde yerine yazarak, bilinmeyen &V, eki i¢in
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AV? - BV =F, (3.38)

iki noktali lineer cebirsel denklemler sistemini elde ederiz. Burada

r ,I}i(p)_l}i(_p)
A[=1+h—2¢[—',

h

r [}_(p) _ I}(p)
B =— 4 i i—1 ,
L2
. r I}i(p) _ I};Ep) r r i1
F =V, =7 ‘?”[Tl W) e ) = 2T V)
J=
olmaktadir.

(3.38) denklemler sistemi iki noktali sistem oldugundan onun ¢6ziimii kolayca
hesaplanir. I}i(p’, (i=0,1,...) ler bulunduktan sonra Teorem 2 kullanilarak, (3.1),(3.3)

probleminin sayisal ¢6ziimii elde edilir.
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4. SONUCLAR

Elde edilen sonuglar1 ii¢ maddede siralayabiliriz:

1. Tezin esas amacim gerceklestirebilmek acisindan once lineer denklem igin bilinen ve
hareket eden smirli bolgelerde 1s1 dagilim denklemi icin yazilmis birinci simir deger
probleminin Green fonksiyonu yardimi ile ¢6ziimii elde edilmistir. Bunun i¢in 6nce Green
fonksiyonunun tanimi ve uygulamalar1 incelenmistir.

2. Hareket eden smnirlara sahip sonlu ve yar1 sonlu boélgelerde 1s1 denklemi i¢in yazilmis
problemin ¢dzlimiiniin varlig1 ispatlanmstir.

3. Bilinmeyen serbest sinira sahip bdlgede dejenere olan nonlineer 1s1 dagilim denklemi igin
genellestirilmis fonksiyonlar sinifinda ¢6ziimii elde etmek igin bir yontem Onerilmistir.
Onerilen yontemi gerceklestirmek icin

a) Coziimiin diferansiyellenebilme o6zelligi gdzOniine alinan esas problemin ¢dziimiiniin
diferansiyellenebilme 6zelliginden yiiksek olan ve 6zel yolla insa edilmis yardimci problem
onerilmis,

b) Yardimci problemle esas problem arasindaki baglant1 gosterilmis,

c¢) Onerilen yardime1 problemin avantajlar1 kullanilarak fiziksel problemin yapisim diizgiin

aksettirebilen niimerik algoritmalar kurulmustur.
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