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OZET

Bu tezde 8ncelikle Dekompozisyon metoduna genel bir bakig yapilmis ve amacindan
bahsedilmistir. Adomian Dekompozisyon metodu bizim buradaki konumuz olacakiir. Bu
metodun ortaya ¢ikmasi ve geligimi anlatilmistir. Lineer olmayan diferansiyel denklemin
integrallenmesi veya analitik ¢dziimiiniin olmas: i¢in Adomian Dekompozisyon metodu ile
ilgili bilgiler verilmistir, Adomian polinomlarinin elde edilme yontemleri ayrintil: bir gekilde
anlatiimistyr. Burada elde edilen Adomian polinomlarin seri seklinde ¢oztimleri gosterilmigtir.

Son olarak Adomian Dekompozisyon metoduyla ilgili drneklerin ¢dztimleri
yaptmigtir.

Anahtar kelimeler: Dekompozisyon metodu, Adomian Dekompozisyon metodu,
Adomian polinomlari, seri ¢éziimii



ABSTRACT

We consider different applications of Adomian Decomposition Method. The
Decomposition method will be applied fort he solution of Ordinary and Partial Differential
Equations. We consider the Linear and Non-linear differential equations. The solution
received will be infinite series solution and terms of the series easily can be calculated. First
we classify the Decomposition Method and then explain some properties of so-called
Adomian polynoials. At the end we solve some problems related with the application of
Adomian Decomposition Method.

Keywords: Adomian Decomposi
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZIN{
: Diferansiyel operatér
: Integral operatdrii

: Adomian Polinomu

: Coziim Fonksiyonu

: n- terim yaklasimi

: Lineer olmayan terim



1. ADi DIFERANSIVEL DENKLEMLERI AYRISTIRMA METODU

1.1. GENEL BAKIS

Oncii bilim ve teknolojide karsilagilan en kritik problem diferansiyel yada kismen
diferansiyel denklemler tarafindan modellenen, dogrusal olmayan ya da stokasfiik sistemlerin

fiziksel olarak dogru ¢oziimiidiir.

Aynstirma metodunun amaci, olagan modelleme olmadan ve “kolay islenebilirligi”
bagarmak igin ¢Sziim uzlagisina girmeden, kompleks sistemlerin fiziksel gergek ¢oziimlerini
bulmaktir. Bu, esasinda adi ve kismi diferansiyel denklemlerin alamim birlegtiren gseydir. Bu

bolimde, metodu dzetleyecek ve kisaca uygulamalarim gisterecegiz.

Lineer olmayan diferansiyel denklemin, integrallenmesi veya analitik ¢Sziimiiniin
olmas1 icin Adomian Decomposition Metodu bizim buradaki konumuz olacak. Bu metodun
uygulanmasi oldukga kolaydir. Elde edilen terimler sonsuz seri seklinde olup bu terimler

kolayca hesaplana bilmektedir. Buradaki ¢6ztim sonsuz bir seri seklinde olur.

Biz burada Adomian Ayrisim metodunu kisaca dzetleyecek, Adomion polinomlarmin
elde edilisi ve baz1 drneklerini gosterecefiz. Son olarak ayrisim metodunun seri yakinsakhigin

ve bununla ilgili bazi 6rneklerin ¢ziimiini yapacagiz.

L2, YONTEMIN ORTAYA CIKMASI VE GELISIMI

1981°de G.A Adomian tarafindan ortaya atilan daha sonra Yves Cherruault ve
arkadaglan tarafindan gelistifilen ayngim metodu dzel tip polinomlarn (Adomian
polinomlarinin)  kullanilmasiyla terimleri . indirgenerek olusturulan bir seri ¢Oziimiiniin
bilinmeyen fonksiyonunun ayrngimma dayanx. Bu yontem lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklemlere, fark denklemleri, integral, integro-diferansiyel denklemlere ve
sistemlere uygulanabilir, (Adomian ve Rach, 1992; Wazwaz, 1997). Birgok yéntemle ortak
yanlan vardir. Adi diferansiyel denklemler, integral denklemler, cebirsel denklemler, kismi

tiirevli denklemler, vs. bunlardan birkag tanedir.



Adomian ayngim yontemi icin A. M. Wazwaz tarafindan bir diizeltme yapildi ve bazi
orneklerde Adomian polinomlarim kullanmadan sadece iki iterasyonla ¢bziime ulagmayi

bagarmgtir.

2001 yilnda A. M. Wazwaz ve S. M. El-Sayed tarafindan ikinci bir duzeltme
yapiimigtir,

2004 yihinda E. Babolian ve S. Javadi tarafindan bir operatér tammlandi ve Adomian

polinomlarim bu operattrle hesaplad.

Bu ydntemin en biiyiik avantaji ¢6ziimlerde ¢ok huizls bir yaklagim gostermesidit.

2. ADOMIAN POLINOMLARININ ELDE EDILISI

Bu yéntem bir seri ¢dzlim yontemidir. Seri yontemiyle ayngim ilerde gosterilecekiir.
Lineer ve lineer olmayan cebirsel diferansiyel denklemlere uygulanabilir (Adomian 1990). Bu
yontem bir seri ¢ziim yontemi oldufu igin oncelikle F(x) lineer olmayan teriminin xg

daki Taylor seri acilimini yapalim

. 1 s
F(x) = F(xg )" (g Yxo Vi (o Yxeitg YHHF (o (%% )>+.. @.1.1)
yazilir,
X=Xt X FXo+ X+ xq+... buradan X-Xo=Xptxptxztxat... (2.1.2)

elde edilir ve bu defer (2.1.1) denkleminde yerine yazihrsa

F(x)=F(xg ) + F (% (xit X2t X3+ x4 +...) +~21-!F“(x0 Hxi+ %o+ X3+ xat.. )2+

%F“‘(xe W xi+ X+ xa+xet.. )i+ ;:—!F“”(xo Y(xi+xatxatrg b, ) (2.1.3)
elde edilir.

(xi+ xg X3+ X+ 0= xF + 2%yXptad + 2x1X3 + &5 + 2KaXa 2K ket

(x1+ %2+ X3 +xa+.. Y = X5 + 3xdx0 + 31xE + xF + 6xixx3 + 3xpxd .. (2.1.4)

Esitlikleri (2.1.3) denkleminde yerine yazihirsa ve gerekli iglemler yapilirsa



F(x) = F(xo) + F (xo)x1+F (xo)x2 " (xo)%3 + ';‘IF“(XO)XIZ + ';L—!I*m(xo)xz2 + %F‘"(Xo) X3+

SF(0ox3) + ZF " (x0) X235+ (2.1.5)

elde edilir. Indis toplamlar 0 olan terimler A, polinomunu, toplamu 1 olan terimler ise A,
polinomunu, indis toplami 2 olan terimler A, polinomunu ve bu sekilde indis toplam: n olan

terimler A, polinomu olarak ifade edersek,

Ay = F(xq)

Ay = x,F'(xo)
1 14
Az = x3F'(xp) + 53 x1 F"(x0)
Az = x3F (%) +x3%2F (%) + gl”ifom(xo)

1 1
Ay = x4 F'(20) + ( xz + x0%3)F (x0) + x1szm(xo) + t—ﬁx‘*F(‘*‘)(xQ)

I I 1 1
As = xsF' (%) + (eax3 + x3x)F'" () + a(xlxg + xZx3)F"" (%)

1 1
+ 22 x2F® () + 515 F O (x0)

1 1
Ag = x6F (JC()) + ( JC2 + XXy + xlxs)F (X{)) + 3 X3 + XXXz + 21x1x4)Fru(x )
+ (1 2 1 x2 + xlx )p(4))( xp) + = xisz(S)x0)+ fo((,) ( %)

1
Ay = %, F'(x0) + (Xa%q + X2X5 + X1X6)F"(20) + (—27 x%x5 + =X XE F XXy,

21



1 1 1
+ % xZxsYF'" (%) + ( X X5 4= x1x2x3+ x1x4) ("')(xo)-i-(axfé-sx% +

1 1
Lxtxs ) FO(xg) + 5x8xF @) (o) + 52 FD (30)

1
Ag = F,(XQ)xg + F" ( 21?&4, + XXy + XaXg -+ x1X7)

1 1
+F" (o) (R 57+ 5 XjXa + Xy XgXa + XXoXs + o = XfXg)

2

1 1 1 1 1
+F(4)(x9)( 2[x2x3x1 Tk x3 2!x1x2x4 +~§-;xf)

1

1
x2 xlex:g N A o1 Xy XA)

31

2.1.6)

olacak bicimde Adomian polinomlan elde edilir.

t € IR bir parametre olsun

¢Oziim serisi

ve lineer olmayan terim



olarak yazlabilir. t € IR noktasinda F(x)

fonksiyonu analitik olmak tizere (2.1.6) da elde edilen Adomian polinomlar

2.1.7)

formiilityle genel olarak elde edilir. Bu durumda istenildigi kadar Adomian polinomu elde

edilir. Aynt sekilde, F (X, X3, X3, ..., Xj, . X)) Donlineerlifin Adomian polinomlari

1 qn oo 1S oo o oo
An = E [ a—EH F( Z thlk ,Z tk."Cz}C ’ Z tR.X3k R ...,Z thik R ,Z th?’lk ) ];o
’ k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
n=0 (2.1.8)

seklinde hesaplanabilir.

3.Adomian polinomlarimn elde edilmesiyle ilgili drnekler
Ornek 3..1 F(x) =’ non lineer terimi igin Adomian polinomlarini hesaplayalim:
Daha 6nce genel olarak elde ettigimiz Adomian polinomlarini (2.1.6) da yerine yazarsak
F(xo) = x3 olmak lizere,
Ap=x3
Ay=3xx2
Ag=3x3x8 +3x%%0
Az = 3xax + 6XXaXo + X3
Ag= 3x5x3+ 3x3x0 +6X1X3K0 + 3x7 %2

As= 3%Xs5%g +-6X3X0Xp + 6X1X4%0 + 3X1X22 + 3X%X3

5



seklinde Adomian polinomlan elde edilir. Burada dikkat edilirse hem katsayilar ve
hem de polinom numaralar: igin Snemli bir kural vardir. X igin her bir terim m faktoriintin bir

tirfinidiir. A, her bir terimin 3 fakt6rli vardir-Uist simgelerin toplam: m’dir. (Bu durumda 3

oluyor) alt simgelerin toplamu ise m dir. Mesela A4 {in 3. terimin katsayisi ﬁ'f"ﬁ%_(—l—ﬁ = 6 olur.

3!

on 3 olur. Indisler toplammin da polinom numarasm:

Benzer sekilde As in 4. terimi

verdigini tekrar hatirlatalim.

Ornek 3.2. F(x)= sinh(fj;)
Aq = sinh(?)

_1 Xg
A= ;_-Exl COSh(“;"

— %oy 1.2 1 aape
Ay X24COSh(4) = Xi 16311111(4)

1 X0
” cosh(j;)

N 1 Xo 1 .4 Xy 1.3
Az = X5 e C()Sh(-;*) — XIXZEE smh(f—) - ;!:xl Py

Ornek 3.3. F(x) = x™ , n > 0 Adomian polinomlarm bulalim.
AO = x(}'n

w{n+1)

s
iy
i

Ao= Enm+ D=+ 2)x — "V,

Az = ——% an o+ D+ D™ ad + nn + 1) 2 Py - g™ x

3
Ornek 3.4. F(x) = x%, tondalikh bir say1 olsun.
Ay = X

A1 = txg—1x1



N
%)
i

— 1 -
b5ty + 5 t(t- 1)x2x?
As = tx§lxg + t(t- 1) x§ %% + % £t — D(t- 2)x§ 3%}

Ay = txf e, + (- 1) xg“z(gxﬁ + x,%3) %t(ﬁ - Dt~ 2) x§ 3%, +

= t(t- (¢ —2) x5

Ornek 3.5. F(x) = e™*
Ay = g %,
Al = ""“xle_xo .
1T ,25 %
A2=(-xz+§x1)e o,
A —— 1 3 —X0
3= (— X3 +x1x2—-3~§x1)e .

— 1,2 1.2 14y -
A4~(wx4+x1x3+§-§x2—;!xixz-{—;—lxl)e 0

Ornek 3.6. F(x) = e” nonlineer terimi i¢in Adomian polinomlarinn

hesaplanmasl:
el
X = Zthlk = Xp “} txq -+ t2x2 + ..
k=0
AO = g*%o ’



1 3
A3z (.X3 + Xy Xo +§-‘*x1)ex° ,

1 2 1 2 1 4 x
Ay = (x4 + x1x3+-2—!~x2 +~ﬁx1x2 +?‘:!-x1)e o

Ornek 3.7. F(x) = cosx nonlineer terimi i¢in Adomian polinomlarinin hesaplanmasi:

Ag = COS(X()) ;
Ay = = xy5in(xg),

, 1,
Ay = — x;5in(xy) — 57 ¥ cos(xy) ,

, 1 5.
Az = — x35in(xp) ~ X1%3 cos(xg) + 7 M sin(xy) ,

: 1 5 i, : 1 .

Ay = — x4 Sin(xy) - o x£ycos(xg) - 5 ¥1%2 sin(xy) + ke cos(xg)

2
Dogrusal adi diferansiyel denklemi diigtinelim %ﬁ — kxPu = g ile beraber

oAl
u(l) = u(~1) = 0. L= -3;% yazalir ve Lu = g + kxPu yazilir ve lineer operatdriin

tersi olan L™ ile isleme girince, L™*Lu = L g + L™  kx? u  olur.

2
x
u=ctoxtyg 5t L kxPu,

® 2

x
F(x)=Zun ileuoﬂcl—i-czx-bgwi— Umag = L= LRXP tpy,, m

n=>0

Y
fa



U= Z(L”ikxp)muo ,
n=0

3] oo o xz
— -1 pym -1 AT w1 PN .y
umZ(L kx?) 01+Z(L kx?) czx—l-Z(L ka?)"g =,
ms=0 m=0 m=0
u = c101(x) + c202(x) + 7(x)
B,(x) = Z E™Mx™Pr2Im f(mp + 2m — 1)(mp + 2m),
me=0

Oz(x) = Z 1‘8"35""7‘"*"2"5+1 J(mp + 2m — 1)(mp + 2m),

m=0

[ra}

(%) = Z (—;—) gkmx™PHImAL f(mp 4 2m + D(mp + 2m + 1)

m=0

Burada

u(1) = u(—1) = 0 oldugundan,

c;04( 1) +c20,(1) + (1) = 0 ve
c10,(~1) +8,(~1) + (—-1) = 0

olur. Bu yiizden c; ve c; belirlidir,

Yukaridaki Srnei diigiinelim, k = 40, p =1, g = 2 diyelim. Bu yﬁzderi% — 40xu = 2
ile beraber u(-1) = u(1) = 0 denklemini diigtinelim. Bu eliptik denklemin
Viu=F(x,y,2) +k(x,v,2)u fizik ve mithendislik problemlerinden dogan bir boyutlu
durumu olur. Burada L = d¥/dx”* ve Lu = 2 + 40xu elimizde var. L ile igleme girince

u+ A+ Bx+LY(2) + L 1(40xu), u lan tiretiyor. ug + A + Bx + L7'(2) = 4 +
Bx+x2 olsun ve u = Y%.,u, olur ve boylelikle toplam “u” olsun. wp = L (40xu,)

olarak goriiriiz. Sonra tiim bilegenler s6yle belirlenebilir; megin,

20 20
Uy = -§-Ax3 + -§-Bx"’+ 2x5



_80 o, 200, 10 4
uz--g X 63 X 7x

n-terimi yaklagtirmasi n = 12 ile birlikte @, = 1y ile x =0.2 i¢in -0.135649, x =
0.4 igin -0.113969, x = 0.6 i¢in -0.083321, x = 0.8 icin -0.050944,ve x = 1.0 igin tabi ki 0. Bu
kolaylikla elde edilen sonuglar 7 basamaga kadar dogru. Gorliyoruz ki daha iyi bir sonug elde
ediliyor ve hem de varyasyonel metodlardan daha kolay bir sekilde. Coziim, dogrusal

olmayan versiyonlar i¢in de lineerizasyon olmadan kolayhkla bulunabiliyor.

4,1 Adomian Ayrisim Metodu (ADM)

Daha oncede bahsettigimiz gibi bu ydntem bir seri ¢ziim yOntemidir. F lineer ve

lineer olmayan terimleri igeren adi diferansiyel olan bir operatdr olmak tizere

Fu(x) = g(x) (2.1.9)

(2.1.19) denkleminde, N — diferansiyel denklemde lineer olmayan terimi, R - lineer
operatdrden kalan kismu ve L — verilen diferansiyel denklemin en yiksek mertebeden tiirevini

gbstersin

Lu+ Ru +Nu = g (2.1.20)
bigiminde yazilsin. Burada Lu ‘yu yalmz birakirsak

Iu = g- Ru — Nu (2.1.21)
elde ederiz. Esitligin her iki tarafina L operatori sol taraftan uygulanirsa,

L YLu=L""g-L"*Ru-L"*Nu (2.1.22)
elde edilir.

1 ikinci mertebeden ve terside meveut olan lineer operattr oldugu kabul edilirse ve (2.1.22)

esitliginde gerekli iglemler yapilirsa
u = u(0) + tu(0) - L"*Ru~ L *Nu (2.1.23)

fonksiyonu bulunur, (2.1.23) esitliginde Nu lineer olmayan bir terim ve

10



olacak sekilde ifade ederiz. Burada Ay polinomlan zel polinomlardir. (2.1.23) ifadesindeki u
ayristirtlmag bir seri ¢6ziim fonksiyonudur. Verilen seri ¢dziim fonksiyonunun birinci terimi

olan 1y, baslangi¢ degeri ve denklemin sag taraf fonksiyonun integrali alinirsa
uy=a + bt-L™g (2.1.24)

olarak elde edilir. Seri ¢oziimiin birinci terimi olan g terimini kullanilirsa ug,up,us,. .. terimleri

de elde edilir. Boylece seri ¢bziim fonksiyonunu

o]

2 U (x, £)

k=0
(2.1.25)

elde edilir. Bu serinin yakmsak oldugu diiginiiimelidir. Seri ¢bziimiint kullanarak (2.1.22)

esitligi yazilirsa

o0 oo (0.0
| Z Uy, = g L“lRZ uy - L ZA;C (2.1.26)
k=0 k=0 k=0

seklinde genel seri ¢oziimii elde edilir. Buradan
= L7t Rug - LA

U= - L™ Ruy - LA,

Ueer = L Ru - L', n 20 (2.1.27)

olacak bigimde yazilabilir,

Ay polinomlan lineer olmayan her bir terim i¢in genellegtirilebilir. Genellestirme

yapilirken Ao sadece up’a, Ay sadece ug ve ug’e, Ay ise, ug, u;, Ww,’ye bagh ve boylelikle

11



(2.1.27) esitligindeki biittin A, Adomian polinomlar: elde edilir. A, Adoiman polinomlarmn

ayristriimug hali ise kaynaklarda
AQ = f(uf))a

A= wi) fwo)
Ar= ) on) + 5 () fiwo),

ABWUB(m)f(uO) & )( )f( 0)+(§";')( )f(uo)

(2.1.28)

olarak yer almaktadir. (Adoiman ,1994) Ayrigtinimig polinomlarin genel durumu,

1. d" O,
A, =E[ﬁ?ﬁ"¢(z tfu)], n o> 0 (2.1.29)
m=0

olacak sekilde formiilize edilir. Adomian (1994), Seng ve arkadaslar (1996) tarafindan
kaynaklara kazandmlmustir. Adomian polinomlarim elde etmek igin ise Wazwaz, (1999)
tarafindan gelistirildi, Bazi problemlerin daha hassas olmas: istenildigi durumlarda ayngsim
serisi icin gok sayida terimin hesaplanmas: gerekir. Boyle durumlarda (2.1.29) genel formiiliin
kullamlmast istenildigi sayida (2.1.25) aynstirma serisin terimlerini bulmamizda kolayliklar

saglar.

4.2.ADOMIAN AYRISIM METODONUN SERI COZUMU VE YAKINSAKLIGI

u(x,t) kapali ¢6ziim fonksiyonu ve bu fonksiyonun sayisal ¢dzlimlerin elde edilmesi

icin ayrisim metodunu kullanalim

oo

on(x,t) = z u(5,t), n=0 (2.1.30)
ms=0
olsun.
lim @, = u(x,) (2.1.31)
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limitini  (2.1.27) de indirgeme bafintisina bakilarak kolaylikla hesaplanabilir. (2.1.31)
ayrigim seri ¢bziimii genel olarak fiziksel problemlerde ¢ok hizh bir sekilde yakinsakhk
ortaya gikarmakitadir,

Aynsim serisinin  yakmsakhigm teorik olarak Cherrualt (1989); Repaci (1990)
Cherrualt ve Adomian (1993); Abbaoui ve Cherrualt(1995); Abbaoui ve arkadasiari(2001); bu
yazarlar aymmsim seri yOnteminin yakinsakligimi elde etmek igin yeni sartlar vererek
bulmuslardir. Bu metotlar i¢in yapilan uygulamaya benzer yontemin uygulanmast i¢in hiper
bolik tipindeki

Uyy ~ CUpr = 0 (2.1.32)
u(0,t) =0,u(1,t) =0 (2.1.33)
u(x,0) = (1), u(%,0) = g(x) (2.1.34)

Cauchy problemini lineer operatdr olarak yazarsak

@ a2
Ltt‘é’;&" > Lxx axZ °

lineer operatétlerin terside meveut olsun. Dolayisiyla bu operatdrlerin tersini

= [SC)dsdt, +Lzh= [ [5()dsdx,
seklinde yazabiliriz. Sinir baglangig-sartlar ve denklemi verilen
Uye = CUlgy = 0 (2.1.35)
u(0,8) =0, u(L,t)=0 (2.1.36)
denklemini ele alalim.
(1.1.35) denklemini operatdr formda yazarsak
u(x, t) = u(0,t) + xu,(0,t) + LixLyulx,t)

olacak bigimde u(x,t) ¢bzlimit bulunur. Bu ¢dziim seri seklinde bir ¢bztim olacagindan

baglangt¢ sartlar: kullanilarak

Ug =0 (2.1.37}
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seklinde serinin ilk terimi bulunur, Serinin diger terimlerini bulmak ign (2.1.27) bagintisina

benzer sekilde
Unsa (6 8) = Lyzl un (%, 8), n 2 0 (2.1.38)

bagmtist yazilabilir. n > 0 igin baglangie sartlan kullamlirsa serinin ilk terimi, (2.1.38)

indirgeme bagintistyla birlikte (2.1.37) seklinde serinin ilk terimi kullarularak ayrisim serisi ,
ug = u(0,t) +xu,(0,t) =sint
. {x, t) = u(0,£) + xu,(0,7)
Ly [(sint)T
Ly [(- siﬁt)]
Jo I (= sint)dxdx
J (—xsint)dx
= —’; sint
U= L7iLe (— -’52-2,- sint)
Lii(— 2‘5. cost) = Lz _;.g_ sint)
f; f: (-’S— sint) dxdx= fox (E; sint) dx mgz sint "—-—-’i:sint

- % L - x* . = x*
us=Lzz Ly (5 sint) =Lyx(— - cost) = Lyy(~=sint)

4 5 6
= fox fox (%—Sintdx) dx = f; (— Esl-sint) dx =— %,—sint (2.1.39)
= Lo ety = (- 1) sint 2—)
(1] xax ket Un~1 (2?1)!
. X% xt x®
Ug + Uy + Uy + Uz + ... = Sint + [—;?smt] + [‘gsmf] + [w-g?smt] + ..

seklinde elde edilir. Bu terimler aynigim serisinde yerine yazihirsa serinin agik formu,
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= gint[1l —= -1——,——— +...] (2.1.40}

olarak elde edilir ve esitligin parantez igindeki seri cosx oldugu acgikea goriiliir.
(1.1.35) te verilen hiperbolik kismi diferansiyel denkleminin kapali formdaki ¢8ziimii,
u(x,t) = sintcosx (2.1.41)

oldugu griiltir. Burada baglangic sartinin sagladigi kolayca goriilebilir,

ORNEK: ty = e + (5) f(0) = g (%,8)

g=2et— sinx ~ 2e~t ~ 2tsinxcosxve f(u) = uu, olsun. Ilk/sir durumlar

sunlar :
u{x,0) = sinx
U (%, 0) =-sinx

u(0,t) = u(m,t) =
(acz

Liu=g-(5 )f(u)"i"( )u

0’dan tye iki-bitkiimlii (two-fold) integralleme L7 ile isleme girince ve

<0

U= Zut ve f(u)m-ZA

n=0

yazinca (Ap, f (U) = uu, i¢in tretilir), ayristirma bilesenlerini sdyle gériiriiz:
up = ulx,0)+ tu, (x,00+ L7t g

Umpr = —Lgt (Bt)A + L7t ( z)um, m = 0 icin.

Sonra
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m—1

Z A, hizhlica birlegen bir seri oldugu i¢in, pargal toplam ¢, = Z u; bizim ¢dzl
n==0)

i=

me olan yaklagtirmamiz olacaktir.
Yukanida terimleri ug, 13, Uz, Ug, ..., Uy deki gibi hesaplayabiliriz. Buna ragmen,
yakinlagtirmalan hesapladigimiz i¢in, g’yi ¢ifte MacLaurin serileri temsilinin bir kag terimiyle

yakmlagtirarak, integrallemeleri basitlestirebiliriz. Bunun icin £ ve %* ve daha yiksek

terimleri igceren terimleri ¢ikartiyoruz. Boylelikle

2
et= 1-t+%~

olur,
sinx = X
1 x
cosx = 1 — —
2

tz 2
g~ 2(1-t+ )@= 2(1- 2t + 262)x (1 - 3%«)

daha sonra varsayilan yakinlastirmaya L'g ~ 0. Boylelikle
Uy = X — tx

_1, @ YL £2
LN5) Aot L G uo= x 5

1l

Uy

olur, Bu ylizden iki-terimli yaklagtirma

t2

by =up + 1y =x——tx+x~§-

:
= (1—-t2+-é~)x ~ e tsinx

yaklasik degeri oluf.

Her ne kadar m = 0 igin Uy,44 1 kullanarak daha fazla terim hesaplayabilsek de,
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u = e tsinx dogru ¢bzim olur.

Tam ¢oziimii fark etmemiz gerekiyorsa eger, g i¢in olan serileri daha #ist bir

yakinlastirmaya tasiyabiliriz, e “®sinx ile olan net birlesmeyi gorebilmek i¢in.

tzim e~fsinx olabilecefini tahmin edince, bunu dogrulayabiliriz, ya da e~ fsinx + N ‘in
grulay.

yerini degistirebiliriz ve N = 0 oldugunu gisteririz.

4. 3 Adomian Aynsimmin Orneklere Uygulanist

Ornek 4.1:

uy +ue Xy + XY, u(x,0) =0, u(0,y) =0
8 _ 4a -1 . [*

Lxmézs Ly“"é’;;: Lxl_ 0(')dx>

Lyu=xy* + %%y - Lyu

X — ¢Oziimii:
L7t L =Lt (xy? + x7y) - LA (Ly)

x3y

292 - 1 1 -
u(x,y) =3‘-—22— + - LzN(Lyu) =~2-x2y2 + §x3y - LY (Lyu)

u(x, y) = zuk (Xr Y)

k=0

o0

1 1 -
Z U (x,y) = é-xzyz + -3~x3y ~ Lz*(Ly (Z wk(x,y)))
k=0 k=0

Uy + Uy + Uy + U+ = Elgxzy2 *!w%x?’y - LMLy (ug +ug +up +uz + )

flx,y) = xy* + x%y integre edersek
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u(x,y) =3 %292 + 3 %%y

e (%y) = Lty (ud, k>0

y) = - L Ly @) = - L7 (L, Gx2y? + 3%y ) =- L%y +5%%)
= -f:(xzy + §x3)dx

= . (%xBy + %z-x4 = - gx?’y — fgx‘*

u = »-;;x3y-~ f:z—x‘*

= - LA Ly w) = - Lyt (Ly (- 5%y — —xh=- LFGxY)=-f; (- Sx%)dx
=- (5 = 5%

1 1 1 1 1 1
Ug + Uy F Uy +us + ..,25x2y2+§x3y -§x3y-- -1-2-x4+——x4+... =~£x2y2

y- ¢oziimii:
u =Xy Ky, w(x,0)=0, u(0,y)=0

a

L Ly= = L= [0dx 50 = [ (Ody,

L,= ”

Fle

Lyutﬂxy2 +x%y — Lyu
LALyu=L3 (xy” +x7y) - Ly (L)
u)=f(x y2+ x%y )dy - L;M(Lyw)

u(x,1) = -;-x y3 + %xzyz - L3 (Lyu)

(x,y) = Z U (X,)

=20

o)

1 1 .
> uetoy) = 5150 + 5097 = LHLCY 1 &)
k=0 k=0
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(tuwtwmt..)= 'Z?x y3 +~;—x2y2 -L3 M (L(uo tup Fup + L))
u(xy) = 3% ¥ +zaty?

ur 1(6Y) = L5 Ly, k=0

wxy) =- L L) = - Ly (LaCx y3 +5x2y2) =- [51GyP +x ¥?)
= [7Gy* + x yOy

=Gy Iy 0=yt - oay

U1'=-"1"1'§3’4 ~-§xy3

wy)= - L) = L5 LG Syt - 2ayd) = - [ 39 == [T (-59°) dy

1

uz=-1—5y4

Ug+uy F Uy FU3F . ﬂéx y3 Jr%xzy2 -f;y‘*—%xyB +—i-1-2-y‘*+ ...=—~~~i;xzy2
Ornek 4.2

'H.x";" uy ﬂx-}-y u(x,O) :xE’ u(ory) =y2

X ¢Oziimii:

L Leuy =LA (x + 3) — L (Lyw)

Z 2
u(®,y) =[x + Wex - L =%+ xy- ALY = 5 +ay - LML)
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2
Tieote (%¥) = T+ xy + ¥y = L Ly CRao e (%))

2
Ug+ Uy + Uy +us + ...=%+xy~L;1(Ly(uc+u1+u2+u3+ o)

2

X
u(x,y) = 5 + xy + y2

Upar = Lz Le(uy) kz0
2 4
= - L (Lyuo) =- L Ly G +xy + ) = - LM (G +ay +y) =- L3 (x +2y)

2 2
=[x+ 2y)dx =- G+ 2xy) =- - 2xy

2
x
u;= -~£~-2xy

2
Uy = LA (Lyw) = = (5 = 22) =- 134 29 == [(-22) dx
= -(-Ey =
Uy = xz

2 2
Ug + Uy + Uy T Uz + ¢%+xy +y2-—-x? —_ 2xy +y2=x2+y2_xy

y — ¢oziimi:
Lyu =x +y — Ly

Ly Lyu = L3N (x + y)—L5 (Ly)

2
uGxy) = f) (x4 y)dy - L;* (L) = xy + % - L3 (Low)

e

2 o]
> G 3)) = 6+ 1 + 5= I w9
k=0

k=0

2
Ug + Uy F Uy F Uz + o= X%+ Xy + y—z— — LMLy (o 4+ ug +up +uz + ..))
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2
up= x2 4 xy + L, wen =L Le(wy), kz 0

2
- - ¥y -
uy = — L L, (ug) = — Ly (Ly (x2 + xy + m-z-)) LM (2x

Y
= - fo (2x +y)dy

2 2
uizm(ny—i»%-) :--2xy——y—2—

up = ~L3  (Ly(- 2%y - 95;)) = — L3N (=2y) = — [J(2y)dy = —(~ ?zz’i) = y2

2 2
U+ Uy +Up F Uz + = XE +xy+32- - ny—y? 4yt = x? 4 y*-xy

Ornek 4.3: Genel denklemi
W —nfe¥ =0, 0<x <1,
u(0) = u(l) = 0,
sekiinde olan Bratu tipi problemin Adomian polinomlarini ve ayngimint bulalim.
Burada A=-m? <0 olsun. Ancak,
A >0,
Olarak incelersek ve operatdr formda yazarsak
Lu =n?e*
u(0) = u(l) = 0,
diferansiye! operattr L

2
i

ax*

olur. Bu operatoriin tersi olan L™ ‘i ¢ift integral formda yazarsak

LAy =[5 f; ()dxadx.
elde edilir.
u(0) = 0
u(x) = ax+ L7 i@k,
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a = u'(0) = (0) , sur sartiyla
SegUn () = ax + L7 (" Lo An) »

burada A, Adomian polinomlarim gostermektedir. Baglangig deger sifirinei bilesen ug(x)
tarafindan ax, kalan bilegenler u,(x), n= 1 referans kullamlarak aralarmdaki iligki tespit
edilebilir.

up(x) = ax,

Upas (X) = ﬂ-’zL“l(Ak) , k=20,

burada A lar Adomian polinomlarims temsil etmektedir. Nonlineer terim olan e ile birlikte
Ay =e" o, |

Ay =uje¥e,

Az =(uz “1"12‘“%) elle,

Az = (us. +ugup + é ui) e,

1 1 1
Az = (uy +uguz + 5u§+§u%u2+ —ud e,

olur. Buradan

up(x) = ax,

. ‘
U (x) = —%(-— e+ ax+ 1),

2
Uy (x) = -—f;;(w e28% 4 4axe™ — 4e* + 2Zax +5),

&
= (e3%% + 6e2%(1 — ax) + 3e%%(2a%x? — 6ax + 5) — 6ax — 22),

U3 (X) = 124

olur. Bunlar seri toplam bi¢imde yazarsak

¥4 2
u(x) = ax .....TE..(... e®™ 4+ ax + 1) -—-—ﬂ——(—‘ g%e% 1 4qxe®™ — 4e%* 4 2ax +5) +

12a5 (e?’“x + 6e29%(1 — ax) + 3e%*(2a%x? — 6ax + 5) — 6ax — 22) + -
elde edilir.
2 m’a wa + wt\ ,  (n*a® +4nfa )\ |
u(x)wax-l-—z——{x +—§!—x + i x*+ S X
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11m%a? + wla* + 4n® . 26m*a® + n?a® + 34n%a
+ 3 x4 Gl x7 .,

daha énceden u(1) = 0 oldugu biliniyor ve @ = 7 olur. Sonug olarak

ux) = —In (1 + cos ((% +x) n‘))

elde edilir.

Ornek 44 uw'—nle® =0, 0<x<1,
u{0) = u(1) = 0,
seklinde olan Bratu tipi problemin Adomian polinomlarmi bulalim.
Lu= m?e ¥,
u(@® = u(t) =0,
diferansiyel operatdr L dir.
olur. Bu operatoriin tersi L™ ¢ift integral formda yazarsak
L) =ffy (Ydxdx.
elde edilir.
u(®) =0

ux) = (™),

a=u'(0) = (0)
> () = ax ~ L7 (a? > 4w,
=} =0

burada A, Adomian polinomlarmi gostermektedir. Baglangi¢ deger uy(x) , ax olacaktir.
n = 1 igin,
uy(x) =ax,

Uper () = -m2L N4, k =0,
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burada A, lar Adomian polinomlarini temsil etmektedir. Nonlineer terim olan e ile
birlikte

AO =g~ U ,

A= —uge M0,

A= (~up + “Z?u%) e o,

Az= (~uz Fuyuz — % ui)e Mo,

1 1 1 -
Az=(—us +usus + ;U —Sufup + up) e,

buradan

uy(x)=ax,

2
Uy (x) = m%(e"“" + ax + 1),

Uy (X) = —5;( e%® 4 4axe % — 4e”% 4 2ax — 5),
&
us(x) = — 1;5 (e~3% 4+ 6e72%%(1 + ax) + 3e~*(2a*x* + 6ax + 5) + 6ax — 22) ,

2 2
ulx) = ax — g;(e”“" +ax+1)— Z%(ez“x + daxe” % — 4% 4 2ax — 5)

G
—-Z_(e738% 4 622%%(1 + ax) + 3~ (2a*x? + 6ax + 5) + 6ax — 22) + -

126
2 2 2 4 2.3 4
T Téa nea + 7 mea” +4n%a
u(x) = ax — —x% + —x3 — (W)x4+ ( 5 )x5

1in*a® + nw?a* + 4n® . 26m*a® + wta® + 34nca ,
- Gl x° + 3 X o,

daha énceden 1(1) = 0 oldugu biliniyor ve @ = 7 olur. Sonug olarak
u(x) = n {1+ sin (1 + nx))

elde edilir.
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Ornek 4.5:: u”’-2n%, 0 < x <1,
u(0) = u'(1) = 0,
seklinde olan Bratu tipi problemin Ado&ian polinomlarini bulahm.
Lu= 2e% ,
u(0) = u(l) =0,
diferansiyel operatdr L dir.

32'
L="""2'
dx

olur. Bu operatériin tersi  L™! ¢ift integral formda yazarsak
L= f f) ()dxdx.

elde edilir. u(0)=u'(0)=0

ulx) = 2L (e"),

i un () = 2171 (i An),

n=0 n=0

up(x) in sifir oldugu agiktrn = 1
uO(x) =0 ’

U (X) = 2L7Y(AR) , k2 0

bunu acarsak

up(x) =0,

Uy (x) m x%, |
up(x) = 2%,
uz(x) = ;‘2'5“956 »
(1) = 55,
us(x) = 1461275 ©,
ug(x) = 466797175 =,
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Buradan polinomlar1 seri toplam: geklinde yazarsak

2 17

2 b4 2 8 8 62 _1p 691 22 , ..
u(x) ="+ 7x° + Fx° + 5 FiEm U e X e
=tz t,a_ 1,6, 17 .8_ 3L _10_ 691 12, ..
u() = —2(= X" = X = 2 X0 Xt = e = e x e )

u(x) = =2In (cos(x)). 0 <x <1

Ornek 4.6: u” + i—u’ + et = Q,

u(0) = u'(0) = 0 .
lineer operatér L olmak uzere

L,—e*
olur. Bu operatériin tersi
u=-L"1(e")
up(x) = 0
Ugsy = ~L71(A), k=0,
nonlineer terim olan e™ ‘nun Adomian polinomlarin: bulacak olursak
Ay = el
Ay = uyete
uZ
4y = (uy + L),

B
- Uy u
A3 -——-(ug +U1u2+ Er‘)e 0.

2
— uz 1.2 1.4
Ay = (g +uquz + S Uity + - ug e,

4
baglangic kogulu
uy =0,
w= -4 = - 222,
W= ~LNA) = ot
Uy = —L7(Ay) = ~ raa,
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—1 122 g
Uy = — An) = —x
4 L7(45) 818" ’
4087 10

1 —
us = ~L7(Ay) = 4051017

olur. Buradan seri toplamu seklinde yazarsak

_ Y a2, 1 4 B .6 122 g 6L67 1p
u(p) = — gx°+ zpx sta® t ge® Twsit T

elde edilir.
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