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OZET

Tezde 1.basamaktan hiperbolik tiir denklemler sisteminin karakteristikler
yontemiyle c¢oziimleri incelenmistir.Bunun icin tezin birinci kisminda 1.basamaktan
hiperbolik tiir denklem ve denklemler sistemi igin hangi kosullarin verilebilecegi
irdelenmisgtir.

Tezin ikinci kisminda sabit katsayili kismi tiirevli hiperbolik tiir denklemler
sisteminin ¢Ozlimiinlin bulunmasi i¢in karakteristikler yontemi uygulanmis ve bazi siif
pratik 6nem tasiyan sabit katsayili denklemler sisteminin gergek ¢ozlimleri elde edilmistir.

Tezin sonuncu boliimiinde ideal gazlarin izentropik ve sabit entropili akigini ifade
eden non-lineer denklemler sisteminin gergek ¢ozliimiiniin bulunmasi igin bir yontem
gelistirilmistir.



ABSTRACT

Riemann Invariants and the Solutions of the Hyperbolic Equations and
Systems of Equations

In this thesis, the solutions of the first order hyperbolic systems of equation using
characteristics method are examined. To this end, in the first part of the thesis, the
conditions which can be set for the hyperbolic equations and systems equations are
examined.

In the second part of the thesis, the characteristics method are applied in order to
solve the systems of partial differential equations with constant coefficients, the exact
solutions are obtained for some class of systems of equation which are of practical
importance.

In the final part of the thesis, a method is developed to solve the exact solution of
the systems of nonlinear equation which model the isentropic and constant entropic flow of
ideal gases.
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GIRIS

Dort boliimden olusan tezin amaci, lineer ve kuazi lineer kismi tiirevli diferansiyel
denklemler sistemi i¢in Riemann invaryantlarinin incelenmesi ve Riemann invaryantlarini
kullanarak inceledigimiz sistemin ¢éziimleri elde edilmistir. Literatiirden bilindigi iizere,
tek denklemler icin karakteristikler yonteminin anahtari, karakteristik egri kavrami icermek
ve verilmis denklemi bu karakteristik lizerinde tam diferansiyel seklinde yazmaktir.
Boylece, kismi tiirevli diferansiyel denklemi adi diferansiyel denklemler sistemine
indirgeyip sonra bu adi diferansiyel denklemler sistemini ¢ozerek esas problemin gergek
¢Oziimini elde edebiliriz.

Karakteristikler yonteminin mantigin1 kismi diferansiyel denklemler sistemine direkt
uygulamak miimkiin degildir. Ciinkidi, Sistemin her bir denklemi, farkli bilinmeyen
fonksiyonlarin ¢esitli yonlerde tiirevlerini igcermektedir. Karakteristikler yontemini
diferansiyel denklemler sistemine uygulayabilmemiz i¢in 6zel sekilde dyle egriler bulunur
Ki, bu egriler iizerinde invaryant kalan ifadeler elde edilmesi miimkiin olur. S6z konusu
egrilere denklemler sisteminin karakteristikleri denir ve bu karakteristikler lizerinde sabit
kalan ifadelere de Riemann invaryantlart adi verilir. Riemann invaryantlari dikkate
alinarak goz oniine aldigimiz sistemin her bir denklemini uygun karakteristikler tizerinde
tam diferansiyel seklinde ifade etmek miimkiindiir. Dolayisiyla, yine de kismi tirevli
diferansiyel denklemler sistemi adi diferansiyel denklemler sistemine indirgenebilir. S6z
konusu adi diferansiyel denklemler sistemini ¢6zerek, inceledigimiz kismi tiirevli
diferansiyel denklemin gercek ¢6ziimiinii elde edebiliriz.

Yukarida soylediklerimizi gergeklestirmek igin tezin birinci boliimiinde, skaler
lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem icin hangi baglangi¢c kosullarin verilebilecegi
problemini inceleyecegiz. Sonraki boliimlerde ise, Riemann invaryantlarini kullanarak bazi
kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi i¢in yazilmis Cauchy probleminin gercek
¢ozlimlerini ele alacagiz.

Simdi, tezin sonraki boliimlerinde gereken bazi tanim ve kavramlari inceleyelim.

1.1 Genel Kavramlar
Serbest degiskenler (X, X,,...,X,), bilinmeyen fonksiyon u =u(x;, X,,...,X,) Ve bilinmeyen

fonksiyonun tiirevlerini igeren



F (X, X5, X500 X, UL U u,,.u u, )=0 (1.1)

’ X3""’ n

X]_ i)
cinsinden olan denkleme kismi tiirevli diferansiyel denklem denir. Diferansiyel denklemin

icerdigi kismi tiirevlerin en yiiksek mertebesine denklemin basamagi denir.

Ornek 1.1 au, +bu, =0 a ve b sabitler olmak iizere birinci basamaktan kismi tiirevli

diferansiyel denklemdir.

Ornek 1.2 u, =k?u, ikinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.
Ornek 1.3 (1+x*)u, + u, =0 birinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.

Ornek 1.4 u, +uu, =u,, iigiincii basamaktan olan denklemdir.

Baz1 kavram ve islemleri gerceklestirebilemiz i¢in ¢ogu zaman kismi tiirevli

diferansiyel denklemleri operator seklinde yazmak gerekiyor. Eger

_.00) .90
L()=a" "+ bE (1.2)

olarak gostersek Ornek 1.1 deki denklemi Lu=0 cinsinden yazabiliriz. Ornek 1.2 yi de
2

Lu=0 cinsinden yazmak miimkiindiir. Bu durumda L() = @_ k2 6_(2) olmaktadir.
ot OX

Denklemlerin operatér yazilim formunu kullanarak denklemlerin lineer olup olmadig
kontrol edilebilir. Bunun i¢in asagidaki tanimi verelim.
Tanmm 1.1 Asagidaki kosullari

1) L(u+v)=Lu)+L(V),

2) L(au) =alL(u), a=sabit

koruyan L operatériine lineer operator denir.
Eger diferansiyel denklemi olusturan operator lineer ise s6z konusu denkleme de

lineer denklem denir. Lineer olmayan denklemlere nonlineer denklemler denir.

Ornek 1.5 u, = k?u, 1s1 dagilim denkleminin lineer oldugunu gosteriniz.

Bunun i¢in asagidaki kosullarin korundugunu kontrol edelim. Bu durumda,



) _429°0) (1.3)

L) = ot ox?

olmaktadir. Once L(u+V) ifadesini goz oniine alalim,

L(u+v) = 1.4

2 2 2
ou+v) 20 (u:v):(?_qu@_kz 3_121+5_\2’
OX ot ot oX“ oX

o%v
—_—— 2_
ot ot o> ox?

2
U N 20U = L(u) + L(v).

Yani, birinci 6zelligik saglanmis oldu. Simdi ikinci 6zelligi kontrol edelim. 4 nin sabit

oldugunu varsayarsak

L(Au) =

a(ﬂu)_kz 0* (M) =1 a_u_kzﬂ = AL(u) (1.5)
ot ox> ot o’ |

elde ederiz. Boylelikle operatoriin lineer oldugunu ispatlamis oluruz.
Tezde genelde birinci basamaktan olan denklemler incelendiginden, genel sekilde

yazilmig birinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklemi

F(xy,u,u,,u,)=0 (1.6)

gbz Oniine alalm. Burada F  fonksiyonu x,y,u,u,,u, degiskenlerine bagh bilinen

fonksiyondur.

Ffonksiyonunun u,u,,u, degiskenlerine gore lineer olmast halinde (1.6) denklemine
lineer denklem denir ve genel yazilim formu
a(x, y)u, +b(x, y)u, +c(x, y)Ju+d(x,y) =0 1.7)

olmaktadir. Eger F(X,Y,u,u,,u,) fonksiyonu yalmz u, ve u, gore lineer fonksiyon ise

(1.6) denklemine kuazi lineer denklem denir. Kuazi lineer denklemin genel yazilim formu
a(x, y,uu, +b(x,y,u)u, +c(x,y,u) =0 (1.8)

olmaktadir.
a(x, y)u, +b(x, y)u, =c(x,y,u)

seklinde olan denklemlere ise yari(hemi) lineer denklem denir.



1.2 Karakteristikler Yontemi

Kolaylik i¢in 6nce
a(x, y)u, +b(x, y)u, =0 (19)

denklemini g6z Oniine alalim. xoy diizleminde parametrik denklemleri (x = X(s),y = y(S))
olan Oyle bir egri icerelim ki, bu egri tizerinde (1.9) denklemi tam diferansiyel seklinde
yazilabilsin. Eger boyle egriler bulanabilinir ise, bu tiir egrilere denklemin karakteristik

egrileri denir. S6z konusu karakteristik egriler

dx _

- a(x, y), (1.10)
dy _ b(x, y) (1.11)
ds

adi diferansiyel denklemler sistemini korudugu taktirde, (1.9) denklemi de

d_u =0 (1.12)
ds

seklinde yazilabilir. (1.10), (1.11) denklemlerini

dy _b(x,y)

" atxy) (1.13)

sekilde de yazabiliriz. (1.12), (1.13) adi diferansiyel denklemlerinin genel ¢6ziimlerini

p(X,y)=c, w(xy)=¢, (1.14)

gibi gosterelim. Bunlara, (1.9) denkleminin 1.aralik integralleri denir.

Teorem 1.1 (1.14) ifadeleri (1.9) denkleminin 1.aralik integralleri oldugu taktirde, f

tiim degikenlere gore diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmak siiretiyle,
f(c,c,)=0 (1.15)

ile tanimlanan kapali fonksiyon (1.9) un genel ¢6ziimii olmaktadir.

Genel olarak x,y,z serberst degiskenler olmak iizere, ¢ =¢(x,y) ve w =w(X,Y)
fonksiyonlar1 verilsin. f keyfi diferansiyellenebilen fonksiyon oldugu yerde f(¢4,v)=0

ise z=1z(x,y) fonksiyonu



D(¢.v) +q D(¢.v) _ D(¢.v) (1.16)
D(y,z) ~D(z.,x) D(x,y)

kismi tiirevli diferansiyel denklemini saglar.

p

Burada, p= @, q= a olmak tizere
OX oy

D@.y) _o¢ oy 04 oy (1.17)
D(x,y) ox oy oy oX

dir.

Ispat. f(¢,v) =0 fonksiyonunu x ve y gore diferansiyelleyebiliriz,giinkii

f =[o(X,y,2),w(XY,2)]ve z=2(X,Y)

olmaktadir. Bu fonksiyonu x e ve y ye gore diferansiyellersek

OX O¢|OX 0OLoX| Ow| oXx 0Z OX|
ve _ _ _ -
o obloy aoy] owlay e oy

elde ederiz. Elde ettigimiz (1.18) ve (1.19) denklemleri bilinmeyen (;i S—f i¢cin homojen
¢ Oy

cebirsel denklem sistemi olmaktadir. Homojen denklemler sisteminin trival olmayan
¢Oziimiiniin varligr i¢in katsayilarindan olusan determinatin sifira esit olmast yeterli ve

gerekli kosul olmaktadir. Buradan da hiikkmiin dogrulunu ispatlamis oluruz

o8 00 Yov ov ) (ov ow Yob o4 )]
Kafaz pj[8y+az qj (aeraz p}(afazqﬂ 0. (120

Ornek 1.6 xu, +yu, =0 denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.
Karakteristik denklem

olmaktadir. Buradan 1.aralik inteqrali du =0 denkleminden u = ¢, olarak bulunur. ikinci

aralik integrali ise ax = dy denkleminden = =c, olarak elde ederiz. Boylelikle gereken
X

X Yy
aralik integrallerimizi bulmus olduk. Teorem 1.1 e gore denklemin genel ¢6zimii



R ]
R—
Il
]

fley.e;) =0 veya f(u,

olmaktadir. Sonuncu denklemden

o2

aliriz, burada ¢ keyfi diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmaktadir.
Ornek 1.7 u - u, =1 denkleminin genel ¢6ziimiini bulunuz.
Ilk olarak 1. aralik integrallerimizi bulalim. Karakteristik denklemimizi yazalim
dx =—dy =du.
Buradan
dx =—dy, dx=du
yazabiliriz. Sonuncu denklemleri integrallersek
C,=Y+X C,=U—X
alariz. Teorem 1.1 e gore
f(y+x,u—x)=0
elde ederiz. Buradan ¢6ziim i¢in agsagidaki
u-x=ply +x)
veya U= go(y+ x)+ X gibi ifadeyi elde ederiz.

1.3 1. Basamaktan Hiperbolik Tiir Denklemler icin Baslangic ve Simir Deger

Problemleri

Asagidaki denklemi g6z ontine alalim

ou au_o

L 1.21
ot ox ( )

Bu denklemin ¢6zlimiinii ele almak icin adi diferansiyel denklemler teorisinde olan

islemleri yapalim. (t,x) koordinat sisteminde %:1 denklemi ile tanimlanan dogrular
dt

ailesini goz oniine alalim. Bu denklemin ¢oziimleri,



X—t=sabit=c (1.22)

.

Seldal 1

olur.

(1.22) dogrular ailesi 0x ekseni iizerinde yerlesen ve keyfi ¢ noktasindan gegmekte olan
dogrular ailesinin denklemi olmaktadir. Ama her bir dogrunun kendi ¢ si vardir. Bundan

dolayr biz x—t=c denklemindeki ¢ nin degerini dogrunun “no.sunu” gostermekte
kullanacagiz. Herhangi bir u(X,t) fonksiyonunu goéz Oniine alarak z—ij ifadesini s6z
konusu dogrular i¢in bulalim.

Varsayalim ki u(x,t) diferansiyellenebilen fonksiyondur. Simdi %:1 egrisi icin

du ’yi bulalim,
dt

du ou ou dx ou ou
=—+—.—=—+—=0.

dt ot oxdt ot ox
. .t . ou au . dx g
Bu ifadeden goziikiiyor ki, E_'_@_:O olmasi, u(x,t) fonksiyonunun Ezl dogrusu
X

tizerinde sabit olmas1 anlamina gelir. Ama her dogru icin bu sabitler farkli olur. Boylelikle
u(x,t) fonksiyonunun (x,t) noktasindaki degeri bu noktanin hangi dogru iizerinde

yerlestigine baghdir. Yani
u(x,t)=f(x—t=c)



(x-t degeri dogrunun no.suna esit olmaktadir). u(x,t) fonksiyonunun X ve t ye gore
tirevlerinin mevcut olmasi i¢in f(g) fonksiyonunun diferansiyellenebilen olmasi

gerekiyor. Bu taktirde,
ou

E=—f'(x—t),
ou .
&= f (x-t).

Buradan, agiktir ki piiriizsiiz f fonksiyonu,
a_u + a_u =0
ot ox
denkleminin ¢o6ziimiinii vermektedir. Bu durumda u= f(x—t) fonksiyonuna (1.21)

denkleminin genel ¢oziimii denir. Burada f herhangi bir diferansiyellenebilen fonksiyon

olmaktadir.

Simdi biz denklem i¢in hangi problemlerin yazilabilecegini inceleyelim. (1.21)
denklemi i¢in problem derken, Oyle ilave sartlar dikkate alinir ki, s6z konusu sartlar
cercevesinde denklemin tek bir ¢ozliimii olsun.

(x,t) uzayinda gbz Oniine alinmigXx—t=sabit egrilerini dikkate alalim. Bu

dogrularla yalniz bir kez kesisen y egrisini segelim sekil 2. Farz edelim ki, y egrisinin
parametrik denklemi x=£(s), t=7 (s) olarak verilmistir. Ayrica varsayalim Ki, y egrisi
tizerinde ¢ = ¢(s) fonksiyonu da verilmektedir. Agiktir ki, biz (1.21) denklemini saglayan

u(x,t) fonksiyonunun

u =g

V4

degerini alan ¢6ziimiinii elde edebiliriz. Yukarida gosterdik ki (1.21) denkleminin genel

¢oziimi u= f(x—t) gibi verilmektedir. f fonksiyonunun 6zel seklini bdyle bulalim.

Herhangi bir x-t degerini i¢in S parametresini,

x-t=&(8) —7(s)

ifadesinden bulalim. S6z konusu S noktasi X-t=sabit dogrusu ile y egrisinin kesistikleri
nokta gibi ele alinabilir. Ve sartlara gore bu nokta tektir. Bundan dolayr f (x—t)= ¢(s)

esitligi saglanir.
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Biz (1.21) denkleminin ¢6ziimiinii elde ederken soyledik ki, y egrisi x-t=sabit dogrular ile
yalniz bir kez kesisebilir. Yani, o zaman y egrisi olarak, biz sekil 2,3,4 ve 5°de verilen y
egrilerini de gbzoniine alabiliriz.
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Selal &

y egrisi sekil 5’deki gibi oldugunda ¢(s) fonksiyonunu 6yle tanimlamak gerekir ki, f(X-t)
fonksiyonunun x-t=0 egrisi lizerinde diferansiyellenebilmesine imkan versin. Eger y egrisi
sekil 6’da oldugu gibi verilirse , o zaman (1.21) denkleminin ¢6ziimiinii elde etmek
imkansiz olur, ¢iinkli x-t=c dogrular1 y egrisini iki noktada keser.

Simdi (1.21) denkleminin teklik problemini inceleyelim. Varsayalim ki, ¢(s)
fonksiyonu ox ekseni iizerinde olan AB parcasinda verilmis olsun (Sekil 7). O zaman
¢oziim AB pargasini kesmekte olan tiim x-t=sabit dogrular1 i¢in bir degerli ele alinacaktir.
Eger biz ¢(s) fonksiyonunun piiriizsiiz olarak (Sekil 7) ab parcasi igin uzantisini ele
alirsak, o zaman (1.21) denklemini genis seritte bulmus oluruz. Bu taktirde (1.21)
denkleminin genis seritte verilmis ¢(s) fonksiyonuna gore ¢oziimii AB pargasinda bir
degerli olarak ele alinmaktadir. x-t=sabit dogrularinin AB pargas1 ile olusturdugu serite
¢Ozlimiin teklik bolgesi denir.

Simdi bdyle 6zel bir durumu gz Oniine alalim. Varsayalim ki, y egrisi olarak g6z Oniine
aldigimiz AB pargasi, x-t=sabit dogrularindan birinin tizerindedir (Sekil 8), drnegin x-t=0

egrisinin tizerindedir. Bu durumda , agiktir ki, ¢(s) fonksiyonu keyfi olarak verilemez,
clinkii eger u|y = ¢(S) olursa, diger taraftan 3—: y egrisi i¢in sifira esit olmaktadir, bu ise

¢(S) ’nin sabit olmas1 demektir. Boylelikle,

11



F 3
ozt 1
/
04t ’ 1
/
/
0B+ / —
r
oaf / ’ 1
. p /) r
/ ’
1 i " £ L >
0, 02 ¥ 04 B 6 08 1
A
Sekil 7
t
D T T T T
I Y
nzt 1
06 0s i

Selal 8

12



ou ou
n _

— 422 =0, 1.23
ot ox ( )

u|7: o(s). (1.24)

probleminin higbir ¢oziimii olamaz. Eger ¢(s)=¢,=sabit kabul edersek, o zaman bu

problemin u=f(x-t) ¢6ziimiinde f(&) fonksiyonu f(0)=¢, sartin1 korumak zorundadir. O

zaman ise ¢oziimiin tekligi yalniz x-t=0 dogrular1 i¢in korunur.
Boylelikle biz gordiik ki, y egrisi keyfi verilemez. S6z konusu y egrisini verirken
onu x-t=sabit dogrulartyla durumunu da incelemek gerekiyor. x-t=sabit dogrularina (1.21)

denkleminin karakteristikleri denir. (1.21) denklemi igin ilave sart olarak verdigimiz

u|y = ¢(s) kosuluna baglangi¢ sart1 denir. (1.23),(1.24) problemlerine ise baslangi¢ sinir

deger veya Cauchy problemi denir.

Soylediklerimiz birinci basamaktan olan genel kismi tiirevli denklemler i¢in de s6z
konusu olmaktadir.

Simdi, asagidaki gibi birinci basamaktan olan kismi diferansiyel denklemler

sistemini inceleyelim

%+a1%=0,
%-Faz%:().
ot OX

Sistemin birinci denkleminin ¢oziimii u, = f(x—a;t) , ikinci denkleminin ¢dziimii ise
u, = f(x—a,t) dir.

G0z Oniine aldigimiz sistem i¢in baslangi¢ sartlarini boyle verelim.( A < x < B, t=0)

AB pargasini y ile gosterelim.

Sekil 9°da (x,t) diizleminde 6yle bir bolge gosterilmistir ki bu bolgede biz u, (x,t)
ve U, (x,t)fonksiyonlarmi bulabiliriz. Sadelik i¢in a,>0 , a,<0 olarak ele almmustir.
Boylelikle sistemin yalniz ABC tiggeninde ¢6ziimiiniin varlig1 s6z konusu olur. x- a, t=sabit

dogrularina sistemin karakteristikleri denir. ABC iiggenine karakteristik tiggen denir. G6z

Ontine aldigimiz sistemin denklemleri birbirine bagli degildir.
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Simdi bdyle bir denklemler sistemini géz oniine alalim.

02p
=-(ad)t=const x-(al)t=const

0.4

06 "

o‘o:o
' 4
'o “o‘o

] 0z E 3 ns 1

08

o

Seldl 9

u, 1o

ot p, oX

8p , OU
—+ p,c,, — =0.
ot PoCo ox

(1.25)

Bu sistem siikunet ortammnda diizlem dalgalarinin  (kiigliik) dagilma olaymni

modellemektedir. Burada u-hareketlenmis ortam hizini, p ortamin  basing

fonksiyonunu, p,,c, sabitleri ise siras1 ile yogunluk ve gazin sikilmasini gosterirler. (1.25)

sistemine akustigin de denklemi denir. (1.25) sistemini bdyle déniistiirelim. Ikinci

denklemi ile ¢arpalim. Ele aldigimiz,
0~0
au
( ) +Co =0
ot p,C, o

denklemini sistemin birinci denkleminden bir kez ¢ikarsak ve sonra bir kez toplasak,

A
( Fu)+c,—(UF )=0
at pO 0 Oax pOCO

elde ederiz. Simdi,
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u+ =Uu,, U-— =u
pOCO ' pOCO ?
ifadelerini dahil edersek,
% CO % — O,
ot OX
% _ CO % — O
ot OX

Bu sistemin genel ¢ozlimleri,
u, = f(x—cgt) , u, =g(x+c,t).

u, ve u, fonksiyonlarmni u ve p ile ifade edelim,

u+ P__ f(x—c,t)

ov~o
u-— P__ g(x+c,t)
o~o
Buradan,
1
u= E[f (X—Cot) + g(x+C,t)]
ve
p= PoCo [f (X _Cot) + g(x + Cot)]
alinz.

Simdi varsayalim ki, bize p ve u’nun t=0 da degerleri X;<X<X,de verilmistir. Yukarida
gordik ki, bu baslangig degerleri sistemin ¢oziimiinde bir degerli olarak (X, X,)

araligindaki karakteristik liggeni tanimlayacak. Bu liggen sdyle yazilabilir,

t>0, X-Cyt>X; , X+, 1<X,.
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P_ ifadelerine Riemann invaryantlar1 denir.
PoCo

uzt

U+ =f(x-c, )
PoCo
gosterir ki Riemann invariantlar1 dagilma zamani kendi formatini korumaktadir. Boylece

C, '1 ses dalgalarin hiz1 gibi diisiinebiliriz.

u-—P=g@xre,t)

OCO
formiilii ise Riemann invaryantlarinin ¢, hizi ile sola dogru dagildigin1 géstermektedir.

f ve g fonksiyonlarimi 6yle segelim ki,

u(x,0)=u|_, = e(x),
p(x.0) = p|,_, =w(x)

kosullarini saglasin. Baglangi¢ kosullarini dikkate alirsak

) = o (1) + 22
PaCo
ve
9(x) = o(x) — 2
PoCo

elde ederiz. Sonuncu ifadelerden
Y(x — cot)

P _ p(x —cyt) +

u+
Pofa PoCa
ve
B Px + oyt
u— =c;e:[:::—|—c?[,,::]—M
PoCa PoCy

oldugunu goriiriiz ki, u ve p fonksiyonlar1 buradan son olarak

Colx—cpt) +o(x +ept)  Wlx —cpt) —Y(x +cyt)
u[x,t] - 2 + Zp -
oCo

_ Ylx —cpt) + P(x + cyt) @(x — cpt) — @ (xy— €4t)
p(x,t) = > +Poco 5

bulunur.
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2. RIEMANN PROBLEMI

Biz sabit katsayili denklemler sistemi i¢in Riemann problemini

U+AU, =0 , —oo<x<ow

U, x<0

g0z Oniine alalim, A nxn boyutlu sabit bir matris olmaktadir .

Ay Ay Agreein Ay
ile A matrisinin 6zdegerlerini gosterelim.

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Farz edelimki, (2.1) sistemi hiperboliktir yani reel, farkli 6zdegerlere sahiptir. S6z

konusu 6zdegerleri

A <A, <Ay <...<A, olarak siralayalim.

W =K™U degisken déniisiimiinii goz dniine alalm. Ve bu degisken doniisiimii

yaptiktan sonra (2.1) denklemini bagimsiz denklemler sistemine

Mg Moy i=123..m
ot OX

pargalanmis olur.
Bu ¢oziimler (x-t) diizleminde gosterilmistir.

4

sekil 2.1
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U =KW
esitliginde K, A4, A4,..,A,  Ozdegerlerine karsilik gelen, K® | (i=1,..,m)

ozvektorlerinden olusan bir matristir. Bu ¢oziimde K® ler lineer bagimli degildir. Bu

durumda biz U, ve U, verilerini K@, (i=1,...,m) lere gére asagidaki sekilde

UL:iaiK(” , UR:i,BiK“) (2.5)
i=1 i=1

yazabiliriz.

Bu esitlikte «; ve g ler sabitlerdir, (i =1,...,m) .

(2.5) denkleminin ¢oziimiinii soyle

U, K K® K™
Y2l A ke’ +W, Kz +.. AW, Kz : (2.6)
o) ko) Lk K
veya
U(x,t) = f}N (x, ) K® (2.7)
seklinde ifade edebiliriz. -
W, (x,t) =W @ (x— At)
oldugunu da dikkte alirsak
U(x,t)= i\Ni(o)(x—i,t)K(”. (2.8)
=

olarak yazabiliriz.
Boylelikle, Xx—t diizleminin her bir (x,t) noktasinda U(X,t) fonksiyonu yalniz
baglangi¢ verilerinin m noktasindan (x{’ = x—At) bagimhi olmaktadir. Bu noktalar A

hizina sahip karakteristiklerin x-ekseni ile kesistigi noktalar olmaktadirlar. (2.8)
denkleminin ¢dziimiine m dalganin siiper pozisyonu gibi bakilabilir. Oyle ki, bu dalgalarin

her birisi bagimsiz olarak formu degismeden dagilmaktadir. 1 nolu dalganin formu
WO (x)K® e esittir ve bu dalganin degisme hiz1 A, dir.
Simdi (2.1),(2.2) Riemann problemini goz Oniine alalm. (2.1),(2.2)

problemlemlerinin genel ¢oziimii Sekil 2.1 de verildigi gibi olmaktadir. Bu ¢6ziim her bir
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A, 0zdegerine sahip ve orijinden ¢ikan m dalgadan olugsmaktadir. Her 1 dalga U da bulunan
stireksizlik sigrayislarini 4, hizi hareket ettirmektedir.

Normalde ¢oziim A, dalgadan solda sadece U, baslangic verisine, A, dalgadan
sagda ise U, baslangi¢ verisine esit olmaktadir. Problemin ¢oziimii 4, ve A, dalgalar
arasindaki yelpazede bulunmaktadir. KO K@ K™ §zvektorleri lineer bagimsiz

olduklarindan sirastyla U, ve U, oOzvektorleri tlizere lineer kombinasyon seklinde

yazabiliriz.
U =YK | Ug=>aK?Y (2.9)
i=1 i=1

burada ¢;, 5, , (1=1,2,....,m) .
Formal olarak (2.1),(2.2) probleminin (2.8) seklindeki ¢oziimii karakteristik
W,®(x) baslangig verilerinde ve sag K" &zvektorleri terminde ifade edilmektedir.

Belirtelim ki, (2.9) un her bir ifadesi (2.8) in 6zel durumlari olmaktadir. (2.8) ve

(2.9) ifadelerinden karakteristik W, degiskenlerinde m sayida skaler Riemann problemini

elde ederiz.

=0, (2.10)

(2.11)

(2.10), (2.11) probleminin ¢oziimii,

o, X-At<0

5 xat>0 (2.12)

W, (x,t) =W, (x— At) ={

seklinde olmaktadir.

Verilmis (x,t) i¢in dyle bir A, 6zdegeri vardir ki,

viji<l /1,<%<Z,+1 . X—At>0

Boylelikle, (2.1), (2.2) probleminin ¢oziimiinii son olarak soyle yazabiliriz.

19



umo:fﬁxm+ipKW (2.13)

i=1+1

Burada | x—At >0 esitligini koruyan i indislerinin maksimumudur.

Not .
N AN g (2.14)
ot OX
|A—Al|=0

L. sag vektorler olsun. Yani,
LA= AL
Eger (2.14) denklemini L; ile sagdan ¢arparsak

L@ Ay
ot OX ot OX

0 0
L(—+4—U=0 2.15
CrA ) (215)
olur.
2x2 Sistem I¢in Coziim .

Ornek olarak 2x2 6lgiilii sistem i¢in Riemann problemini géz 6niine alalim.

ou, ou, ou, _ 0

—Lia,—+ 2.16
PR TRl (2.16)
ou ou ou

_at2 +a, —+a,—2=0. (2.17)

Asagidaki notasyonlari igerelim

u a a
(lj:u, A:(ll “} (2.18)
u2 a21 a'22

S iaZ =0 (2.19)

A matrisini iki tane birbirinden farkli reel 6zdegerlerinin oldugunu varsayalim. Bunlar

sirastyla 4, ve A, olarak gosterelim. 4, < A, oldugunu kabul edelim.

K® ile A lere karsilik gelen dzvektorleri gosterelim. (2.19) denklemini sagdan
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K® ozvektorlere carpalim.

kKON L koaY _ (2.20)
OX
ko Y + A KOAY <‘>(§+2,, i)u =0 (2.21)
OX ot OX
W = KU o6zel degiskenlerinde (2.19) denklemini,
oW, oW, .
+A4—=0 , (i=1.2 2.22
= A ( ) (2.22)
Skaler denklemini elde ederiz.
OX
— =4, =x—-At 2.23
- (2.23)
t
Star Region
A A,
P
UL /// \\\\\ UR
el b X
sekil 2.2
% = 4, dan solda ¢oziim.
U, =K® +a,K? (2.24)
X _ e
ve i A, dan sagda ¢ozim.
= BKY + B,K® (2.25)
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A, Ve A, dalgalar arasindaki bolgeye yildiz bolgesi denir ve bu bolgede ¢oziimii U~ ile
gosteririz. Bu deger siireksiz baslangic verilerinden olusan ve orijinden ¢ikan iki dalganin

devamiin degeri olmaktadir. Sekil 2.2 de P”(x,t) noktasindan geriye 4, ve A, hiziyla
karakteristikleri ¢izelim. Bunlar orijinden ¢ikan karakteristiklere paralel olur. P’
noktasindan ¢ikan karakteristikler x? =x— At ve x{" =x-At baslangic noktalarmdan
¢ikmaktadirlar.

Boylelikle, (2.8) ile bulunan U(x,t) nin katsayilar1 tanimlanmaktadir. P’
noktasindaki ¢oziim (2.8) gibi tanimlanir. Esas problem ¢; ve f; katsayilarimi dogru
se¢mek olmaktadir.

U(x,,t))=U, esitligini koruyan dalgadan solda t* ve X_ noktasini secelim.

Aciktir ki, X_,t" noktasindan ¢ikan dalga

2 .
U =Y oK"Y =K +0,K?. (2.26)
i=1

seklinde olmaktadir. Yani, agilisinin tiim katsayilart o lar olmaktadir. Yani, XL,t* noktast

her bir dalganin solunda yerlesmektedir. Ne zamanki, horizontal t=t dogrusu iizere

hareket ediyoruz, % = /A, dalgasini keseriz. Boylelikle, Xx—At negatiften pozitife degisir.

Buna gore de o, katsayist S, katsayisina gevrilir. O zaman ¢oziim A, ve A, dalgalar

arasindaki y1ldiz bolgesinde su sekilde olur.

U (xt) = BKY +,K®, (2.27)

Saga dogru hareket etmeyi devam ettirdikce A, dalgasini keseriz ve X—A,t negatiften

pozitife degisir. (2.27) ifadesindeki A, katsayis1 £, ye doniisiir ve sonugta (2.27) ifadesi

Up = BKY + ,K® (2.28)

seklini alir.

Asagidaki formda dalga denklemini

u, —c’u,, =0. (2.29)
g0z Oniine alalim.
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(2.29) denklemini birinci basamaktan diferansiyel denklemlere

(c* =1)olsun ve asagidaki degisken déniisiimiinii yapalim.

Buradan
olur. Dolayisiyla (2.29) denklemini
V,—w, =0
w, —v, =0

u,+Au, =0.

veya
birinci basamaktan diferansiyel denklemler sistemine indirgemis oluruz.

SR

olur. Simdi ¢? #1 oldugunu varsayalim. Bu takdirde

Burada

u =v, cu, =W

degisken donilisiimiinii yapalim. yeni degiskenlerde (2.29)

v, —cw, =0
w, —cv, =0

Seklinde yazilir.

Sonra su denklemi g6z dniine alalim.

a =
ot? ox?

23
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(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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(2.36)



(2.36) denklemini su sekilde

1 0 ,0u a’ ou

=222 =0

po ot ot° oXx p
yazalim.

ou a’ ou

__ul , —_— =

ot Py OX
olsun. Buradan,

10du oy, _o

p, Ot OX

%_{_ O%:O

ot OX

elde ederiz. Boylelikle,

2 2
a_g_aza_l;:()
ot OX

denklemini agagidaki denklem sistemi

ou, ou,
Ny, Mg
a P ek

au, @ ou,
ot p08X

veya vektoriyel formda

a—u+Aa—U—O,
ot OX

seklinde yazabiliriz.

(2.37) denklemi igin baslangi¢ kosulunu
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(2.39)

P, X<0
X,0) =
p(x,0) { x>0,
ve
u, x<0
u(x,0) = b x>0 (2.40)
R? 1
veya
u x<0
u(x,0)=u(x,0)=u, =4 '
(x0) =(x.0) = U, {UR, 50
, X<0
p(x0)= 2 (x0)=u, =1
ot Pr, X>0,
gibi yazalim.
olmaktadir. A matrisinin 6zdegerlerini
-4 p
a8 =0 =X-a’=0 =4=-a L=a
Po
gibi buluruz. Simdi 6zvektorleri elde edelim. Oncelikle, 4, =—a olsun.
Burtadan
ao, + pya, =0
al=p,

= aog+p,,=0 =
a.2

—a,+aa, =0

Po

yani A, e karsilik gelen dzvektor

KO =(p,—a)" = K®= (po j
—a

Olmaktadir.
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Simdi 4, =a y1 ele alalim.

—aa, +pya, =0
= ao+pa,=0 = ad=p , a,=a,
2
—a,—aa, =0
Po

Burada da ikinci 6zvektori
K@ =| Po
a

Once, u,_ =(p,,u,)" sol baslangig verileri dzvektorler lizere ayrilisini yazalim.

gibi yazabiliriz.

P S
u, :( - :Zain') =a,K® +a,K® =, K® + ,K? |

u L i=1
olur. Bu sistemin ¢6ziimii Cramer yontemi ile bulunmustur.
PL = 1Py + &, 00

U =-aqa+a,a

I . = ap, +ap, = 2ap;;
—a a
P Po
_ Ul & _ pa-pu
al - - ’
2ap, 2ap,
Lo PL
_|[-a& U _pu +ap
a, = =
2ap, 28,
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Simdi, U, = (pg,Ug)" sag baslangig verileri K® ler iizere ayrilisin1 yapalim.

u, =( pR] — ﬁlK(l) +ﬂ2K(2) :{ﬁlpo + BP0
Ug _ﬂ1a+ﬂza
_ 8pg — pyUg
p= 20 L
— 8Pg — PoUR
e

Yildiz bélgesinde u”(x,t) = BK® +a,K® oldugunu dikkate alirsak, (2.37) nin ¢dziimiinii

<[ ) 7)

seklinde elde ederiz. S6z konusu fonksiyonlarin grafikleri sekil 2.3’ de gosterilmigtir.
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Yani,

S
_8p. P L Pl apy
2a 2a 23 22
%( L+ Pr)— 'DO (u —u,)
apPg — Polr

=—pa+a,a=-—
2ap,

a u u a
=- pR-i-pO R_|_p0 L+ O

a 1
_2p0 (pR _pL)+E(UL -|—UR)

sonug olarak,

« 1

P ZE(pLJF’OR)_%(UR_UL),
1
=—(Uu, —u,)——
2( R) Zpo(pR )

oldugunu gortiriiz.

28

2ap,

0

u +a
L P Ao



3. BIiRINCi BASAMAKTAN KUAZIi LINEER K.T.D DENKLEMLER SiSTEMi
3.1 Hiperbolik Sistemler

Giliniimiizde bir ¢ok fiziksel problem skaler diferensiyel denklemden ziyade birinci
basamaktan kuazi lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi seklinde ifade
edilebiliyor. Boyle denklemler bilinmeyen fonksiyonlarin tiirevlerine gore lineer olur.
Katsayilar1 ise bilinmeyen fonksiyonlara ve serbest degisenlere bagli olabilir. Eger boyle
denklemler dalgalar dagilim durumlarini ifade ederse bir ¢ok problemin ¢oziimiine dalga
denklemleri ¢ézmekle ulasabiliriz. Bundan dolay1 biz burada iki boyutlu problemleri géz
Oniline alacagiz. Degiskenlerden biri x-ekseni digeri ise t-zaman degiskenleri olacaktir.

Eger bilinmeyen fonksiyonlar u,(x,t), i =1,2,..,n olursa, birinci mertebeden kuazi lineer

diferensiyel denklemler sisteminin genel yazilim formu sdyle olacaktir

Z(a., - (%) +by —‘(xt)+c— =120, 3.1)

(3.1) sistemini kolaylik i¢in n=2 durumunda agik sekilde

ou
a'llEl bll + blz =0,
ou ou ou ou
azlgl"'azz 8’[2 +b21a_xl+b22§2+02 =0, (32)

yazahm. Burada, a;(i, j=1,2) x vetye bagh bilinen fonksiyonlardir.

Oncelikle (3.2) sisteminin hiperbolik bir sistem olmasi igin bir kosul bulalim.
Ayrica hiperbolik sistemin bazi sonuglarini inceleyelim. Birinci mertebeden kismi tiirevli
diferansiyel denklemin ¢6zlimiinii ararken oncelikle bu denklemin karakteristiklerini bulup
bunu adi diferensiyel denklemler sistemine doniistiiriiyorduk. Bazi durumlarda elde
ettigimiz adi diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinii bulabiliyorduk. En azindan ele aldigimiz
diferansiyel denklemler sistemini sayisal olarak ¢6zmek miimkiindiir. Her iki durumda da
gbz onlinde bulunan kismi tiirevli diferansiyel denklem "yerel" olarak ¢oziiliir. Bu ise
genelde dalgalarin dagilim durumlarina denk gelmektedir. Gergekten de kiigiik bir zaman
diliminde keyfi bir noktanin hareketine, o noktaya yakin olan noktanin etkisi olabilir.

Dogal olarak karsimiza soyle bir soru ¢ikar. "(3.1) denklemler sistemi iginde boyle bir
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yerel hesaplama iglemleri yapilabilir mi ?" Eger bu islemleri yapmak miimkiin ise o zaman
sistem hiperbolik tiire ait olur.

Hiperbolik sistemin tanimin1 vermeden Once bazi bilgilere géz atalim. Genelde

u; ou;
(3.1) sisteminde keyfi uj fonksiyonlari _8t ve 3 I tiirevlerinin keyfi kombinasyonlarini
X

icermektedir. Yani (3.1) veya (3.2) denklemler sisteminin her bir denklemi U,

ou; u.
fonksiyonunun E ve p — tirevlerini lineer bagimli durumda igerir. Bu, su anlama gelir,
X

denklemler keyfi u; fonkiyonun gesitli yerlerdeki degisim hiz1 hakkinda bilgi verir ve bu
denklemlerden keyfi u; fonksiyonunun séz konusu deisim hizlarmin bilinen bir yonde

degismesi hakkinda herhangi bir bilgi almak miimkiin degildir. (3.1) denklemler sistemi
tizerinde cesitli doniistimler yapsak acaba yukarida bahsettigimiz bilgileri elde edebilir
miyiz? Bunu arastiralim.

(3.1) denklem sistemini heniiz bilinmeyen

=, (x%t,y),... | (xt,u))

vektort ile carpip toplayalim

anli Zn:[aij ana(tX,t) +b; GUJ;;’t)J+Ci] =0, 3.3)

=

i auj(x,t) 8u (xt)} n

_anli D a, Zlc =0. (3.4)

=1 | j=t
n =2 igin (3.3) soyle olur

ou, ou, au, N

ou
I(au +b11 +a12 by, 2)"‘

ou ou ou ou
IZ(aZlEl_'-bZl&l+a22#+b228_x2)+|lcl+|2C2 :O. (35)

simdi x=x(), t=t@) (3.6)

doniistimiini yapalim. Buradan,

L=t L) (3.7)
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elde edilir.

a=xm), p=7'1) (3.8)

Bu takdirde (3.5) denklemi asagidaki forma

S, M b1 =0 (3.9)
<, T

doner. Gergekten (3.5) ifadesini diizenlersek

0
(s +,2) + S (U ) St () S

+(lb, +1, b22) 2 41,c,+1,c, =0 (3.10)

(3.10) formunu elde ederiz. Eger

La, +1,8, =mp La,+la,, =m,p (3.11)

Loy, + 1,0, =ma b, +1b,, =m,x (3.12)

olarak tanimlanirsa

S s me gy =0
AT o T o

Z[m (ﬂ—+a—)+| 1=0 (3.13)

elde ederiz.

(3.11) sisteminde esitligin her iki yanin1 ¢ ile (3.12) sisteminde esitligin her iki yanin1

ile carpip birbirine esitleyelim
aa,; +ad,a, =map,
ala, +ad,a,, =m,ap, (3.14)
Aiby + A,b, =m Sa,

Ab, + Blb,, =m,Ba, (3.15)
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allall + al2a21 = ﬂllbll +IB|2b21’

a,a,, +d,a,, = b, + Al,b,,. (3.16)
veya

I, (cay, — pby,) +1, (cay, — B9,) =0

|, (e, — Ay,) +1,(a@,, — Bby,) =0 (3.17)
Sistem seklinde yazalim.

(3.17) sisteminin bir ¢dziimii olmasi igin

a, — o, oa, — b, -0 (3.18)
12 aa,y, — :Bbzz
olmalidir. Yani
A — ( a‘ll alZJ B — ( bll ble (3 19)
d,; Ay b,, b,,
olarak tanimlarsak (3.18) denklemi s6yle
| A;X"=B;T'|=0 (3.20)

olmalidir.
3.2 Karakteristikler

Asagidaki sistemi goz Oniine

AL (X, t) +A12(X t) 21 B(% t) +Blz( t) 2‘f(X t),

An(X0) S+ A () 2 4B () T+ Bk ) 22 = (1) (321)

alalim. (3.21) sistemini matris formunda yazalim,

ou ou
A=—+B—=f(xt 3.22
=t B (x,1), (3.22)

burada, A,B,u ve f
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)} e[e)
u=| * | f= (3.23)
u2 f2

olarak tanimlanmaktadir.

Farz edelim ki, (3.22) sisteminin (x,t) e D bdlgesinde piiriizsiiz (tirevlenebilir)
¢ozimil vardir.

D bolgesinde bulunan bir (X,,t,) noktasini g6z oniine alalim. Bu noktadan bir y
egrisi gecirelim. Bu egri lizerinde (X,,t,) noktasindaki kiiciik kaydirma vektorlerini (dx,dt)
ile gosterelim.

Farz edelim ki, (3.22) sisteminin ¢oziimleri y egrisi tizerinde verilmistir. Amacimiz
Ise U, ve U, nin y egrisi iizerinde verilen degerlerine ve sagladiklari (3.23)sistemine gore
tim D bolgesinde tanimlamak ve ele alarak incelemektedir.

Bilinen y egrisinin etrafinda verilmis degerlere gore (3.23) sisteminin ¢dziimiiniin
bulunmasina "Cauchy problemi" diyoruz.

u, ve u, fonksiyonlar1 y egrisi iizerinde bilindikleri i¢in, bu egri lizerinde tiirevIeri
de bilinmektedir. Dolayistyla normal tiirevlerinin degerlerine gore keyfi yon iizerinde olan

tiirevleri
ou, ou, ou, au,
ot ox ot ox
y egrisi lizerinde bulabiliriz. Tersine bu dort tiirev biliniyorsa, yon tizerinde tiirevlerini

bulabiliriz. Bu taktirde problemi soyle ifade edelim, u fonksiyonunun y egrisi lizerinde

bilinmekte oldugunu varsayarak, bu egrinin tiim noktalarinda Z—l: , Z—u tiirevlerini buluruz.
X

S6z konusu olan tiirevleri (X,,t,) noktasinda u fonksiyonunun bilindigi durumda

(dx,dt) vektorii {iizerinde bilindigini varsayarak hesaplamaya c¢alisacagiz. du

diferensiyellerini tiirevler yardimiyla yazalim.

%dH%dx:dul
ot OX
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%dn%dx = du, (3.2)
X

Bu sistemdeki diferansiyeller » egrisi lizerinde belirlidir. (3.24) ifadelerini (2.64)

ou, 8u1 6u2
"ot

icin asagidaki denklemler sistemini géz Oniine alalim.

denklemler sistemine ekleyerek aauxz bilinmeyen fonksiyonlar1 ele almak

ou ou
Ail AiZ 8)(1 + 8126_)(2 = f11
ou ou
A21 Azz B., 8)(1 B.. 8_)(2 =f,
at My o M = gy,
ot ax
dt 8;2 x Mz = gy, (3.25)
(3.25) ifadesini matris formunda
A g
ot OX
veya
tha&t_UerXE%J =du (3.26)
yazalim. Burada,
10
E =
01
dir.(3.26) sisteminin bilinmeyenlerini bulmak i¢in
A B
det £0 (3.27)
dtE dxE

olmak zorundadir.
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(3.22) denklemi igin

All A12 Bll BlZ

A B AZl A22 BZl BZZ
det| dtE dxE [=|dt O dx O

olur.

A B
det| dtE dxE [=0

esitligini saglayan egrilere (2.24) sisteminin karakteristikleri denir.
Farz edelim ki, y egrisinin kendisi karakteristik egridir. (3.26)sistem

determinantinin sifira esit olduguna bakmadan bu sistemin ¢6ziimii vardir.

(3.28)

inin

Varsayimiza gore (3.22) sisteminin y egrisi lizerinde tanimlanan bir ¢ozimii

vardir. Bu ise genisletilmis olan

A B f
dtE dxE du

matrisinin rankinin dejenere olan

A B
dtE dxE

matrisin rankina esit olmasi anlamina gelir. Boylelikle du vektorii, karakteristikler boyunca
keyfi olamaz ve asagidaki kosulu saglamak zorundadir.

A B f A B
rank| dtE dxE du |=rank| dtE dxE | (3.29)

(3.29) ifadesine, karakteristiklerin kosulu denir.

Karakteristikleri daha iyi anlayabilmek icin sdyle bir dérnege dikkat edelim. Ses
dalgalarini ifade eden denklem sistemini goz Oniine alalim
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ou 1 op _

ot p, OX

op , ou
—+ p,C; — =0.
ot pooax

(3.30) sistemini asagidaki gibi diizenleyerek matris seklinde ifade edelim

36

la—u+0@+0@+i@=0,
ot ox ot p, X
08_u+p005@+1@+0@:0’
ot ox ot oOXx
veya
1
10 u 0 o 5 u
0 1|= +| pce 0 |=—
p Polo o p
(3.31) sistemini su sekilde
ou
1) at
1 0 0 — 0
pO a_p O
0 1 pci 0 ot
ou =| du
dt 0 dx O x )
0 dt 0 dx| gp P
ot
yazabiliriz. Karakteristikler denklemi ise asagidaki gibi
1 0 O 1 )
Po| |1 pC O
0 1 pg 0| Jo dx O] .
dd 0 dx O| |gt 0 dx
0O dt 0 dx

0

=l 0
0 O
1 pC
d 0

0

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)



1 pocs 1 pG 1
=dx0 dx [+dtjdt 0 |—=(dx)*—c’(dt)’>=0. (3.34)
Po
olur. Boylelikle karakteristikler igin
(dx)? —cZ (dt)? = (dx —c,dt)(dx +c,dt) =0 (3.35)
= dx = Fc,dt
= XF,t = sabit (3.36)

elde ederiz. Simdi karakteristikler i¢in olan kosulu ele alalim. Bunun i¢in

1 0 0
0 1 pg
d 0 dx
0O dt O

1

— 0
Po
0 O
0 du
dx dp

matrisinin ranki ile bu matrisinin keyfi dort siitunundan diizenlenmis olan yeni matrisin

ranki ayni olsun. Sonucunda da determinant: sifirdir. Dolayisiyla bu sonucu matrisin keyfi

4x 4 mindriiniin birisi sifira esit olmalidir. Ornegin,

0 0 0
1 pct 0O
dt 0 dx du{=0 (3.37)
O dt 0 dp
dir. Buradan,
2
(l) P gCo do dx du 0 du
X u
0= =|0 dp|+p,cildt dp|=
gt 0 dp P+ PoCo p
dxdp + dtdup,c = 0. (3.38)

Birinci karakteristik tizerinde,
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dx
dt

Son ifadeyi (3.38) de yerine yazalim.
c,dtdp + p,cidudt =0
dp + p,codudt =0,

1
PoCo

du+ dp=0,

du-—Ly=o,
PoCo

o,
PoCo

= sabit.

u+

ikinci karakteristik tizerinde

X _ :
o - G vani

elde ederiz. Bu ifadeyi (3.38) de yerine yazarsak

du-—Ly=o,
PoCo
u-— P = sabit
PoCo

aliriz. Buradaki (3.41) ve (3.42) ifadelerine Riemann invaryantlar1 denir.

Ikinci bir rnek olarak Cauchy-Riemann sistemini gz dniine alalim.

ou ov _

= _ZT=0,
OX oy
a_u+@:()_
oX oy

Bu ifadeyi daha genis sekilde yazarak matris formunda ifade edelim

16_u+06_u+0@_ @:

ox oy X oy

=c, = dx=c,dt.

dx = —c,dt

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)



ou ou o OV _

1—+0—+0—+1—=0, (3.44)
oXx oy ox oy
veya
10 u 0 -1 u
0 0
0 1|—| v +1 0 |—|V =0. (3.45)
OX oy

Simdi karakteristik determinant1 yazalim

1 0 0 -1
1 1 0|0 1 1

0 1 1 0
dedOOdy0+dX0dy
y dx. 0 dyl [0 dx O

0 dx 0 dy

1 0 0 1
=dyjdx dy|—dx/dx dy|=(dy)®+(dx)* =0,

= dy = Fidx. (3.46)

Dolayistyla cauchy-Riemann sistemi reel karakteristiklere sahip degildir.

Tammm 3.1 Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemler sisteminin tiim karakteritikleri reel

ise, boyle bir sisteme hiperbolik sistem denir.

3.3 Normal Sekilde Yazilmis Hiperbolik Denklemler Sistemi i¢cin Cauchy Problemi

Hiperbolik denklemler sistemi i¢in Cauchy problemini incelerken, baslangi¢ verilerinin

t = 0 noktasinda bilindigini varsayacagiz. Yani

,(%,0) = UP (x). (3.47)

Farz edelim ki, oX ekseni karakteristik olmasin. Yani u(x,0) keyfi degerlerine gore

sistem, t ye gore tlirevlerin bulunmasina olanak saglamaktadir. Buna gore asagidaki sistemi

g0z Oniine alalim

A@_u+ Ba—u= f, (3.48)
ot OX
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Burada detA #0 dir. Bu taktirde

a_u+ A‘lBa—u = A*f
ot OX

veya A'B=C , A'f =g olarak ifade edilirse (3.49)’ u

seklinde ifade edebiliriz. Bu sistem i¢in karakteristik determinant1 yazalim

E C E C
o dxg| =(dle X
dtE
2n
0 C_c:jT)I(E
—_ n dX —_— n n C_%E
= (dt)"|E = (-1)"(dt)" det|” g

dtE

Boylelikle elde edebilecegimiz karakteristikler

dx;

d_tl =k, (x,t)

denklemlerini saglayacaktir. Boyle keyfi karakteristiklerin egim agis1 k; ler
det(C—-KE)=0

denklemin kokleri olur. Bu kdklere C matrisinin 6z degerleri denir.

Simdi asagidaki kuazi lineer denklem sistemini

ou ou
A(X,t,u)—+ B(x,t,u)— = f (x,t,u
(x,tU)— +BOGtU) = f(x,tU)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

inceleyelim. Bu durumda karakteristikler ¢oziimlere de bagli olacaktir. Bir ¢oziim igin elde

edilen karakteristikler diger ¢dziim icin uygun olmayacaktir. Ornegin, gaz dinamigindeki

bir sistemi gz Oniine alalim
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6_u+u6_u+M6_p:0
o x p ox

a—'0+ua—p+,oa—u20.

ot OX OX

Simdi bu son sistem i¢in karakteristik denklemi yazalim, bundan dolay1

1a—u+ua—u+08—p+£a—p=0
ot ox ot p ox

+U— —=0,
ot OX ot 1%
veya
pl
10 u u - u
01 o + ﬁ 9 =0
o P P o P
seklinde yazalim. Karakteristiklerin denklemi
1 0 u P
P
0 1 p wu
g 0 dx 0|0
0 dt 0 dx
olmaktadir, buradan
1 p u 0 u P
dx 0 P
i 0 4 +dtjl o uj=0
t X lat 0 dx
P’ P’
u —| (U —
dx 0 p U P P
0=|0 dx/+dtdx Of+dt[-0 dx/+|p u

(dx)? —udxdt + dt[-udx + dt(u® — p)] =0,
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(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)



Sonuncu ifadeden

(dx)? —udxdt —udxdt + (dt)*(u* - p") =0,
(dx)? — 2udxdt +u?(dt)* — p'(dt)® =0,

OX\ OX 2
—) —2u—+(u
=) p (

_n' :o’
p P’

aX —_ ’ - !
(E)l,z=u+\/uz—(u2—p) =uFp',

%—u+ p’
dt '
%:u_ p'
dt

- 0
Yo,

0
dt. 0 dx 0 du
0 d 0 dx dp

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

yazalim. (3.60) ifadesinde determinant sifira esit oldugu icin keyfi 4x4 mindri sifira esit

olmalidir. Ornegin,

yani,

1 0 u O

dt 0 dx du|=0
0 dt 0 dp

1 p O 0O u O
0 dx du 1 p O
dt 0 dp d 0 dp
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dxdp + pdtdu —udtdp =0 (3.63)

Buradan birinci karakteristik tizerinde
dx -
— = U+,
dt P

=dx=(u+.p'(p))dt (3.64)

olur. Bu son ifadeyi (3.63) esitliginde’de yerine yazalim
do(u++/ p'(p))dt+ pdudt —udpdt =0
VP (p)dp+ pdu=0

au_ P )
do do

aliriz. Ikinci karakteristik iizerinde yeni

dx -

ot =u—+p'(p)

du _ vP'(p) 3.65

a - dp (3.65)
elde edilir. Boylelikle goz oniine aldigimiz sistemi

dx p

—=u+

pm p'(p)

du '

0 ——Z;p ) (3.66)

dx -

—_= u —

" p'(p)

dp dp

adi diferansiyel denklemler sisteminine indirgemis oluruz.
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4. HIDRODINAMIGIN MODEL DENKLEMLER SiSTEMININ COZUMU

Bu boliimde amacimiz hidrodinamigin sabit basingli sikistirilabilen izentropik sivilarin
hareketini modelleyen denklemler sistemi igin yazilmis Cauchy probleminin gercek

¢Oziimiinii elde etmek ve ¢oziimiin bazi Ozelliklerini incelemek olacaktir. Bu amacla

asagidaki problemi,
u, +uu, =0, (4.1)
p. +(pu), =0, (4.2)
u(x,0) = f(x) | (4.3)
plx,0) = g(x). (4.4)

gozoniine alalim. Burada f(x) ve g(x) bir kez tiirevlenebilir bilinen fonksiyonlardir

varsayariz.
4.1 Siirekli Baslangic Kosul

Gortlduga gibi (4.1) , (4.2) denklemler sisteminin 1.denklemi @ bilinmeyeninden
bagimsiz, ikinci denklem ise u ve p ye baglh olmaktadir. ikinci boliimde gosterildigi gibi
eger, f(x) fonksiyonu hem pozitif, hem de negatif egime sahip fonksiyon ise (4.1)
denkleminin wu(x,t) ¢6zimii yeri Onceden bilinmeyen sigrayis noktalarina sahip
olmaktadir. Dolayisiyla (4.1)-(4.4) probleminin klasik anlamda ¢6ziimii mevcut degildir.

Zayif ¢oziimlerin tanimini verelim.

Tamm 4.1 (4.3),(4.4) baslangi¢ kosullarin1 saglayan ve @(x,T) = 0 kosuluna sahip olan

herhangi bir @(x, t) test fonksiyonlari igin

u?(x,t)

Jj {qat(x,t)u(x,t) + @, (x, 1) (2 }dxdt + Jmu(x, 0)e(x,0)dx=0 (4.5)
R —oo
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ﬂ;m;mﬂmLﬂ+¢4LQMmﬂnghMﬁ+fmmLm¢@ﬁym:o (4.6)

integral esitliklerini koruyan u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarma (4.1)-(4.4) probleminin
zay1f ¢0ziimii denir.
Tanim 4.1 den goriildiigii iizere (4.5),(4.6) denklemlerinde u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlar:
stireksizde olabilir.

(4.1)-(4.4) probleminin zayif ¢6ziimiinii elde etmek i¢in

dv(x,t) 1awmgf
dt * 2 ( dx (.7)
dew(x, t) daw(x, t) _
% u(x,t) Fya 0, (4.8)
v(x,0) = vy(x), (4.9)
w(x.0) = w,(x), (4.10)
yardimci problemini dahil edelim. Burada v (x) ve eg(x) sirasi ile
dvy (x) B dewg (x) B
== £ > = g(x)

denklemlerinin herhangi bir siirekli ¢c6ziimi olmaktadir.

Teorem 4.1 Eger v(x, t) ve w(x,t) (4.7)- (4.10) probleminin yumusak ¢oziimleri ise,
dv(x,t) _ dw(x,t)
dx ’ dx
ile tanimlanan u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlar1 esas problemin zayif ¢oziimleri

olmaktadir. (4.11) den

u(x,t) =

plxt)

(4.11)

v(x, t) = J ulx, t)dx + ¢y (1), (4.12)

w(x, t) = Jp[x, tldx + c,(t), (4.13)

oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla yardimci problemin ¢6ziimii tek degildir.
[Rasulov,M.A The Finite Differences Scheme For The First Order System Of nonlineer
Differential Equations In A Class Of Discountious Functions. Applied Mathematics Ve
Computation.154,pp.671-102,139-154. 1999] adli makalede

(4.7), (4.9) probleminin ¢6zimi
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1,
?.?(R’,t:] =£“Bt +vl}[§::] r f;'-= x—ut

olarak elde edilmistir. Sade hesaplamalar yolu ile

dv(x,t)
dx

Elde ederiz. Karakteristikler yontemini kullanarak (4.8) , (4.10) probleminin

ulx,t) = = f(x—ut), (4.14)

¢ozumunu
w(x,t) = wy(E)
seklinde buluruz. Yukaridaki teoreme gore
dw(x,t)
dx

p(x,t) =

olmaktadir. Buradan

t'(2) )_ 5 (415

C1+tf'(Q)) T 1+tf(D)

elde ederiz. Boylelikle asagidaki teoremi ispatlamis oluruz.

P9 = 22 = w1 - 0r) = g(efj(l

Teorem 4.2 Eger v(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlar1 (4.7)-(4.10) yardimci probleminin
coziimleri ise (4.14) ve (4.15) ile tamimlanan u(x,t) ve p(x, t) fonksiyonlari esas
problemin yumusak ¢6ztimleri olmaktadir.
Yardimci problemin asagidaki avantajlar vardir;
1. v(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlarinin diferansillenebilme ozelligi u(x,t) ve p(x,t)
fonksiyonlarinin diferansillenebilme 6zelliginden bir mertebe fazladir.
2. Esas problemin c¢oziimlerini © ve p fonksiyonlarinin hicbir degiskene gore
tirevlerini kullanmaksizin elde etmek miimkiindiir. Zaten bu tiirevler sigrayis
noktalarinda mevcut degillerdir.
3. fonksiyonlarinin hicbir degiskene gore tiirevlerini kullanmaksizin elde etmek
mimkiindir. Zaten bu tiirevler si¢grayis noktalarinda mevcut degillerdir.
4, v(x, t) ve w(x, t) fonksiyonlar1 mutlak stirekli fonksiyonlardir.
(4.15) ifadesini (4.2) denkleminde
{a =al(x,t) =x+ut
T=t (4.16)
degisken donilistimiinii yaparak da elde edebiliriz. Bu doniistimiin jakobiyeninin

_ D(a,T)
D(x,t)

J = (1+/51)

oldugunu dikkate alarak (4.2) denklemini
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dp 1df

dt Jdt
seklinde yazabiliriz. Sonuncu denklemden [(a,0) =1 oldugunu varsayarsak, (4.2)
denkleminin ¢éziimiinii

p(a0) _ glx—ut)
J(la,t)  1+tf'(x—ut)

p(x,t) = (4.17)

olarak elde ederiz.(4.14) ve (4.15) ifadelerinde t = —ﬁ degerlerinde

du dp
dx ' dx
oldugu kolayca gorilmektedir. Dolayisiyla (4.1)-(4.4) probleminin klasik ¢6ziimi

v v

mevcut degildir.u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarindaki sicrayis noktalarini belirlemek

icin
E,(t)= j ulx,t)dx , (4.18)

E,(t) = f p(x, )dx (4.19)

enerji integrallerini g6z Oniine alalim. (4.18) ve (4.19) integralleri hem siirekli, hem de
siireksiz fonksiyonlar icin mevcut olmaktadir. Ayrica E;(t) ve E,(t) nin zamvean
bagimsiz oldugu kolayca goriilmektedir.

Tanim 4.2 Asagidaki sekilde tanimlanan

E,(0) =J u(x,0)dx,

R

E,(0) = j p(x,0)dx

E,(0) ve E,(0) sayilarma v(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlarinin kritik degerleri denir.
Simdi u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlariin stireksizlik noktalarinin yerlerini tespit etme

problemini ve bu noktalarin zamanla degisimini inceleyecegiz. Daha once soz edildigi

tizere yardimci problemin ¢oziimii tek degildir. Fiziksel baglamda yararli tek bir ¢éziim

elde etmek i¢in bazi ilave kosullar gerekmektedir.
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Tanmm 4.3 Her t igin v(x, t) nin kritik degerler aldig1 noktalarin geometrik yerine v(x, t)
fonksiyonunun cephe noktasi diyelim ve x JL v (t) seklinde gosterelim.

Tamim 4.4 Her t i¢in p(x, t) nin kritik degerler aldig1 noktalarin geometrik yerine p(x, t)
fonksiyonunun cephe noktasi diyelim ve x}:p} (t) ile gosterelim.

Tanmim 4.3 den
().

v (x;.v}(t}, t) = J‘_xf Ir}u(xj tdx = E;(0)

elde ederiz. Buradan , x;”}(t] icin

dx;” (8) _ [u?]

0w, 4.20
dt ] = (® (4.20)
denklemini elde ederiz. Benzer sekilde, Tanim 4.4 den
dx':?ﬂ:' t
b () _ [up] (421)

e [p] = ©
elde ederiz. Burada [@] x=x, Notasyonu ile @(x) fonksiyonunun x, noktasindaki sigrayist

gosterilmektedir. Boylece u ve p fonksiyonlarmin sigrayis noktalarinin denklemin
karakteristikleri tizerinde oldugu goriilmektedir.

Tamm 4.5 Asagidaki esitliklerde tanimlanan

_(v(x.t), v<E/(0)
Vaen(%:£) = {Elmj, v > E,(0) (422)
_( w(xt), w<E/(0)
Wgen (% 8) = { E,(0), = E,(0) (4:23)

fonksiyonlarina yardimei problemin genisletilmis ¢éziimleri denir. Esas problemin ¢oziimii
i¢cin asagidaki ifadeleri

avgan (x’ t]

U, (xt) = rm , (4.24)
daw_ . (x,t)
Ppen(6,8) = 55— (+:29)
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E'L'ge.n (.t} ﬂmgm ()

dx

olarak buluruz.(4.24) ve (4.25) den gorildigi tlizere, ve tiirevlerinin

sifira esit oldugu noktalar u(x,t) ve p(x, t) fonksiyonlarinin sigrayis noktalar1 olmaktadir.

(4.20) den

0 d (¢t
o

i

elde ederiz. Bu ifade u(x,t) ve p(x, t) fonksiyonlarinda sigrayislarin olusabilmesi i¢in

gerekli ve yeterli bir kosuldur.
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5. SONUCLAR

. Tezde 1. basamaktan hiperbolik tiir denklemler igin hangi iyi tanimlanmis baslangi¢
sinir kosullarinin yazilabilecegi incelenmistir.

Sabit katsayil1 kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi i¢in karakteristikler
yontemi uygulanmustir.

. Ideal gazlarin izentropik ve sabit entropili akisini ifade eden denklemler sisteminin

gercek ¢coziimiinii elde etmak igin 6zel bir yontem Onerilmistir.
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