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Özet 

 

 Tezde, ikinci basamaktan iki kez dejenere olunan nonlineer (lineer olmayan) 

parabolik tür denklem için yazılmış başlangıç-sınır değer probleminin çözümünün 

yapısı incelenmiştir. Bunun için önce iki fazlı sıvıların tabakalı ortamda mikroskobik 

hareketini ifade eden denklem çıkarılmış ve özel durumlarda bu denklemin analitik 

çözümünün özellikleri incelemiştir. 

Tezin 3.bölümünde söz konusu denklemin tüm fiziksel olaylarını düzgün aks 

ettirebilen, süreksiz fonksiyonlar sınıfında nümerik çözümünün elde edilmesi için 

esas bir nümerik yöntem önerilmiştir. Bunun yanı sıra nümerik çözümün gerçek 

çözüme yakınsaklığı da incelenmiştir. Önerilen yöntemin etkinliğini gösterebilmemiz 

için bazı özel durumlarda bilgisayar testleri de yapılmıştır. 
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NUMERICAL SOLUTION OF THE NON-LINEAR PARABOLIC TYPE 

EQUATIONS WITH DEGENERATION 

 

 

Presented by: Tuğçe AKGÜL 

 

Abstract 

 

 

 In this thesis, the structure of the solution of the nonlinear parabolic equation 

with  two-time  degeneration is investigated. In addition, the motion of the two phase 

fluids in layered denoting the movement of microscopic and analytical solution of 

this equation features removed and examined special cases. In partical case the exact 

solution of the maintained problem is found. 

In the last section of this thesis the efficient numerical algorithms for finding 

of the solution in a class of discontinuous functions is suggested. The theorem of 

convergence of the numerical solution to exact weak solutions is proved. 

In order to demonstrate the efficients of the proposed algorithm some 

computer tests have been made in some special cases. 
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1. GİRİŞ 

Genelde, kısmi türevli diferansiyel denklemler doğadaki temel kanunları 

matematiksel ifade ederken, uygulamalı matematiğin, fiziğin ve mühendisliğin bir 

çok önemli problemlerini modellemesi ve çözümlemesi süreçlerinde ortaya 

çıkmaktadırlar. Bu bilim dalı modern matematiğin tüm alanlarında, özellikle fizik, 

geometri ve analizde önemli rol oynamaktadır. Fiziksel önem taşıyan bir çok 

dinamik olaylar kısmi türevli diferansiyel denklemler ve kısmi türevli diferansiyel 

denklemler için yazılmış uygun başlangıç ve başlangıç sınır değer problemlerinin 

çözümünün bulunmasına indirgenmektedir. Matematiksel modeller kullanılarak 

fiziksel olayların dinamiği incelene bilir, ayrıca zor koşullarda yapılması gereken 

fiziksel deneyin yerine kolayca ve hızlı bir şekilde sonuca varıla bilen bilgisayar 

deneyleri yapılabilir. Önce tezin sonraki bölümlerinde kullanılabilecek bazı temel 

kavramları hatırlatalım. 

1.1 Temel Kavramlar 

Her zaman olduğu gibi ܴ௠ ile (ݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௠) noktalarının Öklid uzayınıݔ

gösterelim. ܳ ⊆  ܴ௠  bir bölge,ݔ)ݑଵ, ,ଶݔ … ,  ௠) ise ܳ da tanımlı ve ݊.basamaktanݔ

sürekli türevlere sahip fonksiyon olsun. n.basamaktan kısmi türevli diferansiyel 

denklemlerin (KTDD)  genel yazılım formu aşağıdaki  

ܨ       ቀݔଵ, ,ଶݔ … , ௠ݔ , ,ݑ డ௨
డ௫భ

, … , డ௨
డ௫೘

, డమ௨
డ௫భమ , డమ௨

డ௫భడ௫మ
, … , డమ௨

డ௫೘మ , … , డ೙௨
డ௫೘೙ቁ = 0             (1.1) 

gibi olmaktadır. Burada, ݔଵ, ,ଶݔ … , ,ଵݔ)ݑ ௠ bağımsız değişkenlerݔ ,ଶݔ … ,  (௠ݔ

bilinmeyen fonksiyon, F ise tüm argümanlarına göre tanımlı ve bilinen fonksiyon  

olmaktadır. 

Diferansiyel denklemin içerdiği bilinmeyen fonksiyonun türevlerinin en 

yüksek mertebesine denklemin mertebesi (veya basamağı ) denir. 

݊ = 1 olduğu taktirde (1.1) denklemi 1. basamaktan KTDD olmaktadır ve genel 

yazılım formu 

ܨ                                  ቀݔଵ, ,ଶݔ … , ௠ݔ , ,ݑ డ௨
డ௫భ

, … , డ௨
డ௫೘

ቁ = 0                                     (1.2) 

şeklini alır. 
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Genelde biz 2. basamaktan olan KTDD’i inceleyeceğiz. Kolaylık için ݉ = 2 olsun. 

Yer eksenlerinin sayısı iki olduğu durumda 2. basamaktan olan KTDD genel yazılım 

formu aşağıdaki                                                            

ܨ                       ቀݔଵ, ,ଶݔ ,ݑ డ௨
డ௫భ

, డ௨
డ௫మ

, డమ௨
డ௫భమ , డమ௨

డ௫భడ௫మ
, డమ௨

డ௫మమቁ = 0                                    (1.3) 

gibi olmaktadır. Kolaylık için bazı durumlarda ݔଵ, ,ଶݔ  ଷ değişkenlerini (x, y, z) gibiݔ

göstereceğiz. Zamana bağlı değişen büyüklükleri ifade etmek için zaman değişkenini 

özel olarak t harfi ile göstereceğiz. 

Eğer, F bilinmeyen fonksiyon ve onun tüm türevlerine göre lineer fonksiyon olursa, 

böyle denklemlere lineer KTDD denir.  Diferansiyel denklemlerin lineerlik özelliğini 

denklemin operatör yazılım formunu kullanarak ifade edelim. Bundan dolayı, 

aşağıdaki şekilde yazılmış  

                                                  ℑ(ݑ) =  (1.4)                                                         (ݔ)݂

denklemini göz önüne alalım. Burada, ℑ(ݑ) =  ቀ డ
డ௧

, డ
డ௫

ቁ    değişkenlerine bağlı 

polinumial bilinen bir fonksiyon ve (ݔ = ,ଵݔ ,ଶݔ … ,  .௠) olmaktadırݔ

 Aşağıdaki iki koşulu  

1)  ℑ(ݑ + (ݒ = ℑ(ݑ) + ℑ(ݒ), 

2) ℑ (ܿݑ) = ܿ ℑ(ݑ) 

 

sağlayan ℑ  operatörüne lineer operatör denir. Burada,  u   ve  v  fonksiyonları Q  da 

tanımlı, c   ise keyfi bir sabit olmaktadır. 

Örnek 1 

௫ݑ  .1 + ௬ݑ = 0, 

௫ݑ ݔ .2 + ௬ݑଶݕ = ݊݅ݏ  ,ݔ

௧ݑ  .3 − ௫ݑ =  ݑ

1.basamaktan, 

௧ݑ .4 + ௫ݑܿ = ௫௫ݑߤ , 

௧௧ݑ .5 − ܿଶݑ௫௫ = 0 
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ikinci basamaktan, 

௧ݑ .6 + ௫ݑܿ = ௫௫௫ݑߤ , 

௧௧ݑ .7 − ܿଶݑ௫௫௫௫ = 0 

 

ise sırasıyla üçüncü ve dördüncü basamaktan lineer kısmi türevli diferansiyel 

denklemler olmaktadırlar. 

 Birinci ve ikinci basamaktan lineer KTDD lerin genel yazılım formu aşağıdaki 

,ଵݔ)ܽ                       (ଶݔ డ௨
డ௫భ

+ ,ଵݔ)ܾ (ଶݔ డ௨
డ௫మ

+ ,ଵݔ)ܿ ݑ(ଶݔ = ,ଵݔ)݀                                 ଶ),                   (1.5)ݔ

,ଵݔ)ܣ   (ଶݔ డమ௨
డ௫భమ + ,ଵݔ)ܤ (ଶݔ డమ௨

డ௫భడ௫మ
+ ,ଵݔ)ܥ (ଶݔ డమ௨

డ௫మమ + ,ଵݔ)ܦ (ଶݔ డ௨
డ௫భ

+ 

,ଵݔ)ܧ+                                           (ଶݔ డ௨
డ௫మ

+ ,ଵݔ)ܨ ݑ(ଶݔ = ,ଵݔ)ܩ                                        ଶ)                         (1.6)ݔ

gibi olur. 

Doğrusal olmayan denklemlere lineer olmayan denklemler denir. Eğer, F 

bilinmeyen fonksiyonun yüksek basamaktan olan türevlerine göre lineer olmayan 

fonksiyon olursa, böyle denklemlere ciddi lineer olmayan  KTDD denir.  

Örnek 2 

௫ݑ .1
ଶ + ௬ݑ

ଶ = 1, 

௧ݒ .2 + ଵ
ଶ

ଶ(௫ݒ) = 0, 

ଶ(௫ݑ) .3 + ௬ݑݕ − ݑ = 0, 

௫ݑ .4
ଶݑ௬ = 1 

lineer olmayan denklemlerdir. 

  Eğer, F bilinmeyen u fonksiyonunun, yüksek basamaktan olan türevlerine 

göre lineer fonksiyon ise, böyle denklemlere  kuazilineer  KTDD denir. Örneğin 
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Örnek 3 

1. డ௨
డ௫భ

డమ௨
డ௫భమ + డ௨

డ௫మ

డమ௨
డ௫మమ + ଶݑ = 0, 

௧ݑ .2 + ௫ݑݑ =  ,ݑ

3. డ௨
డ௧

+ ݑ6 డ௨
డ௫

= డయ௨
డ௫య 

kuazilineer denklemlerdir. 

Birinci ve ikinci basamaktan kuazilineer denklemlerin genel yazılım formu 

sırasıyla 

,ଵݔ)ܽ ,ଶݔ (ݑ
ݑ߲
ଵݔ߲

+ ,ଵݔ)ܾ ,ଶݔ (ݑ
ݑ߲
ଶݔ߲

= ,ଵݔ)݀ ,ଶݔ  ,(ݑ

ܣ ൬ݔଵ, ,ଶݔ ,ݑ
ݑ߲
ଵݔ߲

,
ݑ߲
ଶݔ߲

൰
߲ଶݑ
ଵݔ߲

ଶ + ܤ ൬ݔଵ, ,ଶݔ ,ݑ
ݑ߲
ଵݔ߲

,
ݑ߲
ଶݔ߲

൰
߲ଶݑ

ଶݔଵ߲ݔ߲
+ 

ܥ ൬ݔଵ, ,ଶݔ ,ݑ
ݑ߲
ଵݔ߲

,
ݑ߲
ଶݔ߲

൰
߲ଶݑ
ଶݔ߲

ଶ = ܦ ൬ݔଵ, ,ଶݔ ,ݑ
ݑ߲
ଵݔ߲

,
ݑ߲
ଶݔ߲

൰ 

olmaktadır. 

,ଵݔ)ܽ (ଶݔ
ݑ߲
ଵݔ߲

+ ,ଵݔ)ܾ (ଶݔ
ݑ߲
ଶݔ߲

+ ,ଵݔ)ܿ ,ଶݔ (ݑ = 0 

şeklindeki denklemlere hemi (veya yarı) lineer denklemler denir.                

Örnek 4 

௧ݑ .1 − ௫௫ݑ =  ,ଶݑ

௧ݑ .2 − ௫௫ݑ = 1)ݑ −  (ݑ

yarı lineer denklemler olmaktadır. 

Eğer, tüm değişkenlere göre n kez sürekli diferansiyellere sahip  ݑ =

,ଵݔ)߮ ,ଶݔ … ,  ௠)   fonksiyonu (1.1) de yerine konduğunda denklemi özdeş eşitliğeݔ

dönüştürür ise, böyle fonksiyonlara diferansiyel denklemin çözümü (veya integrali) 

denilir.  
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Örnek 5 

a) ݂, ݃ ∈ ܦ)   ,(ܦ)ଶܥ ⊂ ܴଶ)    herhangi bir fonksiyon olmak üzere 

ݖ                   = ݔ)݂ − (ݕ2 + ݔ)݃ +  (ݕ2

yüzey ailesi  

௫௫ݖ4 − ௬௬ݖ = 0 

ikinci basamaktan sabit katsayılı lineer denklemin genel çözümüdür.  

b) ݖ = ௫మା௬మ

√௫ା௬
 fonksiyonu ݖݔ௫ + ௬ݖݕ = ଷ

ଶ
  ݖ

denklemini sağlar. Bu yüzey keyfi fonksiyon veya parametre kapsamadığından 

denklemin özel bir çözümüdür.  

c)  Aynı şekilde ݖ = ln(ݔଶ +   ଶ)     fonksiyonu daݕ

௫௫ݖ                                                   + ௬௬ݖ = 0 

denklemini sağladığından  bu da bir özel çözüm olmaktadır. 

1.2 İkinci Mertebeden Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemlerin 

Sınıflandırılması 

 

İkinci basamaktan KTDD sınıflandırılması için baş kısmı lineer olan   

,ݔ)ܽ               (ݕ డమ௨
డ௫మ + ,ݔ)2ܾ (ݕ డమ௨

డ௫డ௬
+ ,ݔ)ܿ (ݕ డమ௨

డ௬మ + ,ݔቀ ܨ ,ݕ ,ݑ డ௨
డ௫

, డ௨
డ௬

 ቁ = 0       (1.7)          

denklemini göz önüne alalım. Burada x,y serbest değişkenler, a, b, c ve F  kendi 

argümanlarına göre bilinen fonksiyonlar olmaktadırlar. 

a,b ve c katsayıları için öyle koşullar bulalım ki, (1.7) denklemi kanonik 

şekilde yazılmış: ısı dağlımı, dalga ve Laplace denklemlerinden birisiyle aynı olsun. 

Var sayalım ki, a,b ve c katsayıları aynı zamanda sıfır olamazlar ve u(x,y) 

fonksiyonu da her iki değişkene göre 2.basamaktan sürekli türevlere sahip 

olmaktadır.  

Amacımıza ulaşmak için x,y değişkenlerinden yeni ߦ ve ߟ değişkenlerine 

aşağıdaki gibi                                                                                          
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                                                                               ൜ߦ = ,ݔ)ߦ ,(ݕ
ߟ = ,ݔ)ߟ (ݕ

�                                      (1.8)                                                   

dönüşümü yapalım. Var sayalım ki , ߦ ve ߟ fonksiyonları x ve y göre iki kez 

diferansiyellenebilen fonksiyonlardır ve ayrıca da aşağıdaki Jakobian tanım 

bölgesinde 

,ߦ)ܦ (ߟ
,ݔ)ܦ (ݕ = ተተ

ߦ߲
ݔ߲

ߦ߲
ݕ߲

ߟ߲
ݔ߲

ߟ߲
ݕ߲

ተተ ≠ 0. 

olmaktadır. Böyle durumda (1.8) sistemi x ve y değişkenlerine göre çözülebilir ve 

൜ݔ = ,ߦ)ݔ ,(ߟ
ݕ = ,ߦ)ݕ (ߟ

� 

                              

fonksiyonları da sürekli olmaktadırlar. 

(1.7) denklemini yeni, ߦ ve ߟ  değişkenlerinde yazalım. Bunun için denkleme dahil 

olan türevleri  ߦ ve ߟ  cinsinden ifade edelim. 

                                 
ݑ߲
ݔ߲ =

ݑ߲
ߦ߲

ߦ߲
ݔ߲ +

ݑ߲
ߟ߲

ߟ߲
     ,ݔ߲

ݑ߲
ݕ߲ =

ݑ߲
ߦ߲

ߦ߲
ݕ߲ +

ݑ߲
ߟ߲

ߟ߲
 ,ݕ߲

߲ଶݑ
ଶݔ߲ =   

߲ଶݑ
ଶߦ߲  ൬

ߦ߲
൰ݔ߲

ଶ

+ 2
߲ଶݑ

ߟ߲ߦ߲  
ߦ߲
ݔ߲

ߟ߲
ݔ߲ +

߲ଶݑ
ଶߟ߲ ൬

ߟ߲
൰ݔ߲

ଶ

+
ݑ߲
ߦ߲

߲ଶߦ
ଶݔ߲ +

ݑ߲
ߟ߲

߲ଶߟ
 ,ଶݔ߲

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ =  

߲ଶݑ
ଶߦ߲  

ߦ߲
ݔ߲

ߦ߲
ݕ߲ +

߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲ ൬

ߦ߲
ݔ߲

ߟ߲
ݕ߲ +

ߦ߲
ݕ߲

ߟ߲
൰ݔ߲ +  

߲ଶݑ
ଶߟ߲

ߟ߲
ݔ߲

ߟ߲
ݕ߲ +  

ݑ߲
ߦ߲

߲ଶߦ
ݕ߲ݔ߲ +

ݑ߲
ߟ߲

߲ଶߟ
 ݕ߲ݔ߲

߲ଶݑ
ଶݕ߲ =   

߲ଶݑ
ଶߦ߲  ൬

ߦ߲
൰ݕ߲

ଶ

+ 2
߲ଶݑ

 ߟ߲ߦ߲
ߦ߲
ݕ߲

ߟ߲
ݕ߲ +

߲ଶݑ
ଶߟ߲ ൬

ߟ߲
൰ݕ߲

ଶ

+
ݑ߲
ߦ߲

߲ଶߦ
ଶݕ߲ +

ݑ߲
ߟ߲

߲ଶߟ
 .ଶݕ߲

Bu ifadeler (1.7) de yerine konursa  

ܣ                                 డమ௨
డకమ + ܤ2 డమ௨

డకడఎ
+ డమ௨ ܥ

డఎమ + ܨ ቀߦ, ,ߟ ,ݑ డ௨
డక

, డ௨
డఎ

ቁ = 0                 (1.9)                              

alırız. Burada, 

ܣ = ,ݔ)ܽ (ݕ ൬
ߦ߲
൰ݔ߲

ଶ

+ ,ݔ)2ܾ (ݕ
ߦ߲
ݔ߲

ߦ߲
ݕ߲ + ,ݔ)ܿ (ݕ ൬

ߦ߲
൰ݕ߲

ଶ

, 
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ܤ = ,ݔ)ܽ (ݕ
ߦ߲
ݔ߲

ߟ߲
ݔ߲ + ,ݔ)ܾ (ݕ ൬

ߦ߲
ݔ߲

ߟ߲
ݕ߲ +

ߦ߲
ݕ߲

ߟ߲
൰ݔ߲ + ,ݔ)ܿ (ݕ

ߦ߲
ݕ߲

ߟ߲
 ,ݕ߲

ܥ = ,ݔ)ܽ (ݕ ൬
ߟ߲
൰ݔ߲

ଶ

+ ,ݔ)2ܾ (ݕ
ߟ߲
ݔ߲

ߟ߲
ݕ߲ + ,ݔ)ܿ (ݕ ൬

ߟ߲
൰ݕ߲

ଶ

. 

olmaktadır. 

ξ(ݔ, ,ݔ)ve  η  (ݕ  öyle seçilebilir ki, (1.9) denklemi Q bölgesinin herhangi (ݕ

bir (x,y)  noktasının civarında en basit, yani  

ܣ  (1 = ܥ = 0;  

ܣ (2 = ܤ = 0;   

ܣ (3 = ,ܥ ܤ = 0  

olsun. 

Bu amaçla  ܤଶ − ܥܣ4 > ଶܤ ;0 − ܥܣ4 < ଶܤ ; 0 − ܥܣ4 = 0 olan durumları ayrı ayrı 

inceleyelim. ܦ = ଶܤ −  .ifadesine (1.9) denkleminin diskriminantı denilir ܥܣ4

ଶܤ .1 − ܥܣ4 > 0  olduğu durumda (1.7) denklemi hiperbolik türe ait 

olmaktadır. 

Örnek 6 ݑ௧௧ − ܽଶݑ௫௫ = 0  dalga denkleminin hiperbolik tür bir denklem olduğunu 

gösterelim. 

Çözüm Bu durumda ܣ = ܤ   ,1 = ܥ   ,0 = −ܽଶ ve ܤଶ − ܥܣ4 = 4ܽଶ > 0 

olduğundan dalga denklemi her yerde hiperboliktir.  

ଶܤ  .2 − ܥܣ4 = 0  olduğu durumda (1.7) denklemi parabolik türe aittir. 

Örnek 7  ݑ௧ − ݇ଶݑ௫௫ = 0   (݇ଶ =  ısı veya difüzyon denkleminin parabolik (ݐܾ݅ܽݏ

olduğunu gösterelim.  

Çözüm Burada ܣ = ܤ   ,0 = ܥ   ,0 = −݇ଶ ve ܤଶ − ܥܣ4 = 0 olup, difüzyon 

denklemi her yerde parabolik olur. 

ଶܤ .3 − ܥܣ4 < 0 olan durum da ise eliptik türe mensuptur. 
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Örnek 8  ݑ௫௫ + ௬௬ݑ = 0 Laplace denkleminin eliptik olduğunu gösterelim. 

Çözüm Burada ܣ = ܤ   ,1 = ܥ   ,0 = 1 ve ܤଶ − ܥܣ4 = −4 < 0 olduğundan Laplace 

denklemi her yerde eliptiktir. 

Örnek 9   ݑ௫௫ − ௫௬ݑ2 − ௬௬ݑ3 + ௬ݑ = 0        

denkleminin karakteristiklerini yazarak kanonik forma indirgeyiniz. 

Çözüm Bu denklem için A = 1, B = −2, C = −3 ve ∆= Bଶ − 4AC = (−2)ଶ −

4.1. (−3) = 4 + 12 = 16 > 0 olmaktadır, yani denklem hiperbolik tür denklemdir. 

Karakteristiklerin denklemini 

൬
ݕ݀
൰ݔ݀

ଶ

+ 2 ൬
ݕ݀
൰ݔ݀ − 3 = 0 

şeklinde yazalım. Buradan 

൬
ݕ݀
൰ݔ݀ =

1
2 (−2 ± √16 ) 

veya 

ݕ݀
ݔ݀ = 1 ⇒ ݕ = ݔ + ܿଵ ⇒ ܿଵ = ݔ −  ,ݕ

 

                                               ௗ௬
ௗ௫

= −3 ⇒ ݕ = ݔ3− + ܿଶ ⇒ ܿଶ = ݕ +  ݔ3

karakteristiklerini elde ederiz. 

Bu taktirde ξ ve ߟ değişkenlerini ݔ ve ݕ  

ߦ = ,ݔ)߮ (ݕ = ݔ −  ,ݕ

ߟ = ,ݔ)߰ (ݕ = ݕ +  ݔ3

şeklinde ifade edelim. Buradan 

௫ߦ = 1, ௬ߦ = −1, ௫ߟ = 3, ௬ߟ = 1, 

௫௫ߦ                                       = ௬௬ߦ   0 = ௫௬ߦ  0 = 0 
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௫௫ߟ                                       = ௬௬ߟ  0 = ௫௬ߟ  0 = 0 

olur.  

Şimdi denklemdeki ݔ ve ݕ’ ye göre olan türevleri  ξ ve ߟ’ ya göre olan türevler 

yardımı ile ifade edelim.  

௫ݑ    = కݑ . ௫ߦ + .ఎݑ ௫ߟ = కݑ +   , ఎݑ3

௬ݑ     = కݑ . ௬ߦ + .ఎݑ ௬ߟ = కݑ−  +  ,ఎݑ

௫௫ݑ        = కకݑ + కఎݑ6 +                 ,  ఎఎݑ9

௬௬ݑ     = కకݑ − కఎݑ2 +                 , ఎఎݑ

௫௬ݑ             = కకݑ− − కఎݑ2 +                 .  ఎఎݑ3

Bulunan  ifadeler denklemde yerine yazıldığında, 

కఎݑ −
1

16
൫ݑక − ఎ ൯ݑ = 0 

sonucu bulunur. Bu denkleme Euler –Darbox denklemi denir. 

 

Örnek 10  ݔଶ ݑ௫௫ − ௬௬ݑଶݕ = 0 

denklemini kanonik forma indirgeyiniz. 

Çözüm Bu denklem için ܣ = ܤ ,ଶݔ = ܥ ,0 = =∆ ଶ veݕ− ଶܤ − ܥܣ4 = (0)ଶ −

(ଶݕ−)ଶݔ4 = ଶݕଶݔ4 > olmakla denklem hiperbolik tür denklem olmaktadır. 

Karakteristikler denklemi    

ݕ݀
ݔ݀ =

1
ଶݔ2 ቂ0 ± ඥ0ଶ −      ቃ(ଶݕ−)ଶݔ4

veya 

ݕ݀
ݔ݀ = ±

ݕ
 ݔ

olmaktadır. Buradan iki tane karakteristik elde ederiz, birincisi 
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ݕ݀
ݔ݀ =

ݕ
ݔ ⇒ න

ݕ݀
ݕ = න

ݔ݀
ݔ + ܿଵ 

|ݕ|݈݊ = |ݔ|݈݊  +  ݈݊|ܿଵ| ,   ܿଵ =
ݕ
ݔ ; 

ikincisi ise benzer yolla 

ݕ݀
ݔ݀ = −

ݕ
ݔ ⇒ න

ݕ݀
ݕ = − න

ݔ݀
ݔ + ܿଶ 

|ݕ|݈݊ =  − |ݔ|݈݊ + ݈݊|ܿଶ| ,   ܿଶ =  ݕݔ

gibi elde ederiz. Bulduğumuz karakteristikleri kullanarak 

ߦ = ߟ     ,ݕݔ =
ݕ
 ݔ

yeni değişkenleri dahil edelim. Buradan 

௫ߦ = ,ݕ ௬ߦ = ,ݔ ௫ߟ = −
ݕ

ଶݔ , ௬ߟ =
1
 ݔ

௫௫ߦ = ௫௬ߦ   ,0 = ௬௬ߦ   ,1 = 0 

௫௫ߟ =
ݕ2
ଷݔ ௫௬ߟ    ,  = −

1
ଶݔ ௬௬ߟ    ,  = 0, 

௫ݑ = కݑ . ௫ߦ + .ఎݑ ௫ߟ = కݑ  . ݕ + .ఎݑ ቀ−
ݕ

ଶቁݔ = కݑݕ −
ݕ

ଶݔ   , ఎݑ

௬ݑ = కݑ . ௬ߦ + .ఎݑ ௬ߟ = కݑ  . ݔ + ఎݑ . ൬
1
൰ݔ = కݑݔ +

1
ݔ   , ఎݑ

௫௫ݑ = కకݑଶݕ − 2
ଶݕ

ଶݔ కఎݑ +
ଶݕ

ସݔ + ఎఎݑ
ݕ2
ଷݔ  ,  ఎݑ 

௬௬ݑ = కకݑଶݔ + కఎݑ2 +
1

ଶݔ      ఎఎݑ

elde ederiz. Bulduğumuz ifadeler ana denklemde yerine yazılır ise 

కకݑଶݕଶݔ − ଶݔ2 ଶݕ

ଶݔ కఎݑ + ଶݔ ଶݕ

ସݔ + ఎఎݑ ଶݔ ݕ2
ଷݔ ఎݑ  − కకݑଶݔଶݕ − కఎݑଶݕ2 − ଶݕ 1

ଶݔ  ఎఎݑ

= 0  ,  
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కకݑଶݕଶݔ − కఎݑଶݕ2 + ௬మ

௫మ + ఎఎݑ ଶ௬
௫

ఎݑ  − కకݑଶݔଶݕ − కఎݑଶݕ2 − ௬మ

௫మ = ఎఎݑ 0   , 

కఎݑଶݕ4− + ଶ௬
௫

ఎݑ  = 0 alırız. Sonuncu denklemin her iki tarafını    − ଵ
ସ௬మ  ile çarpar 

isek 

కఎݑ −
1

ߦ2 ఎݑ  = 0 

sonucunu buluruz. 

Örnek 11 Aşağıdaki denklemi   

௫௫ݑ + ௫௬ݑ2 + ௬௬ݑ = 0 

kanonik forma indirgeyiniz 

Çözüm Burada ܣ = ܤ ,1 = ܥ , 2 = 1 ve ∆= ଶܤ − ܥܣ4 = 2ଶ − 4.1.1 = 0  olur, 

dolayısıyla denklem paraboliktir. 

Şimdi karakteristik denklemimizi yazarak denklemi kanonik şekle getirelim. 

ݕ݀
ݔ݀ =

ܤ
ܣ2 =

2
2.1 = 1. 

Buradan 

ݕ݀
ݔ݀ = 1 ⇒ න ݕ݀ = න ݔ݀ + ܿଵ  ⇒ ݕ = ݔ + ܿଵ 

 

elde ederiz. Bu durumda ξ değişkeni olarak ߦ = ݔ −  ,gibi yazalım ݕ

η ise J = ቮ

பஞ
ப୶

பஞ
ப୷

ப஗
ப୶

ப஗
ப୷

ቮ ≠ 0  olacak biçimde seçelim. Örneğin, η = x olabilir. Gerçektende 

bu durumda J(x, y) ≠ 0  

olmaktadır. Şimdi denklemi (ߦ,η) koordinatlarında yazalım. 

                                               ξ = x − y,  η = x 

olduğundan 
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                            ξ୶ = 1,  ξ୷ = −1,  ξ୶୷ = 0, ξ୶୶ = 0, ξ୷୷ = 0, 

                            η୶ = 1, η୷ = 0,    η୶୷ = 0, η୶୶ = 0, η୷୷ = 0, 

                                u୶ = uஞξ୶ + u஗η୶ =  uஞ1 + u஗1 = uஞ + u஗ ,  

                                u୶୶ = uஞஞ + 2uஞ஗ + u஗஗, 

                                u୷ = uஞξ୷ + u஗ η୷ =  uஞ(−1) + u஗0 = −uஞ,   

                             u୷୷ = uஞஞ, 

                             u୶୷ = −uஞஞ − uஞ஗. 

Bulduğumuz ifadeleri denklemde yerine yazar isek, 

uஞஞ + 2uஞ஗ + u஗஗ − 2uஞஞ − 2uஞ஗ + uஞஞ = 0 

veya 

u஗஗ = 0 

elde ederiz. Son olarak integralleme işlemi de yapılır ise, 

u(ξ, η) = cଵ(ξ) η + cଶ(ξ) 

ifadesi elde edilir. Burada cଵ ve cଶ kendi argümanlarına göre diferansiyellenebilen 

fonksiyonlardır. 

Örnek 12   z୶୶ − 2z୶୷ + 2z୷୷ = 0 

denklemini kanonik şekle indirgeyiniz. 

Çözüm Burada  A = 1 , B = −2 , C = 2 ve ∆= Bଶ − 4AC =  (−2)ଶ − 4.1.2 =

−4 < 0 olmakla beraber denklem eliptik tür denklem olmaktadır. 

Karakteristikler denklemi 

dy
dx =

1
2A

ቂB ± ඥBଶ − 4ACቃ    

veya 
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                                                     ୢ୷
ୢ୶

= ଵ
ଶ

ൣ−2 ± √−4൧ 

olmaktadır. Buradan 

y = (−1 ± i)x + c, veya c = y + x ∓ ix elde ederiz. Genel teoriye dayanarak ξ ve η 

değişkenlerini  

ξ =  (x, y) = y + x, 

η = Ψ(x, y) = x 

şeklinde seçelim. Buradan 

                                              ξ୶ = 1,     η୶ = 1   ξ୷ = 1,     η୷ = 0 

ve 

z୶ = zξ + zη, 

z୷ = zξ, 

z୶୶ = zξξ + 2zξη + zηη, 

z୷୷ = zξξ, 

z୶୷ = zξξ +  zξη, 

elde ederiz. Bulduğumuz ifadeleri denklemimizde yerine yazar isek 

zξξ + 2zξη + zηη − 2൫zξξ +  zξη൯ + 2൫zξξ൯ = 0 

veya 

                                                        zξξ +  zηη = 0  

bulunur. 

1.3 Zayıf Çözüm 

 Bilindiği gibi doğadaki bir çok pratik problemlerin, matematiksel modelleri 

kısmi türevli diferansiyel denklem veya denklem sistemi için yazılmış başlangıç ve 

sınır değer probleminin çözümünün bulunmasına indirgenir. Çoğu zaman problemin 
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söz konusu verileri süreksiz fonksiyonlar olabilir. Bazı durumlarda ise matematiksel 

problemin çözümünde zamanın artan değerlerinde bazı özellikler örneğin “blue-up” 

dediğimiz, iç sıçrayışlar ortaya çıkabilir. Diğer bir ifade ile fiziksel olayın 

dinamiğinde süreksizlik ortaya çıkabilir. Nonlineer problemlerde ortaya çıkan yeni 

karakteristik özellikler (örneğin, heyecanlanmış cephenin sonlu hızla dağılımı, darbe 

dalgası, dahili sıçrayışları vs. gibi fiziksel özellikler) zayıf çözüm kavramı 

yardımıyla ifade edilebilirler. 

Söz konusu zayıf çözümü tanımlamak için, göz önüne alınan diferansiyel 

denkleme karşılık gelen ve denkleme bilinen anlamda denk olan, integral gösterim 

yazmak gerekmektedir. Genelde, kısmi türevli diferansiyel denklem için zayıf çözüm 

kavramı farklı yollarla yazılabilir. 

Kısmi türevli diferansiyel denklemler için zayıf çözüm kavramı 1930 yılların 

da  Sobolev tarafından verilmiştir. Sobolev anlamındaki zayıf çözüm, integral eşitlik 

yardımı ile tanımlanmaktadır. Bu tanımı açıklamak için, ்ܳ ⊂  ܴ௡ାଵ Öklid  uzayında 

konveks bir bölge, ݑ = ,ଵݔ)ݑ ,ଶݔ … , ௡ݔ , ,ଵݔ)݂ ve (ݐ ,ଶݔ … , ௡ݔ ,  de ölçülebilir’்ܳ (ݐ

fonksiyonlar olmak üzere operatör biçimde verilmiş 

ݑܮ                                                                       = ݂                                             (1.10)                                                          

lineer kısmi türevli diferansiyel denklemi göz önüne alalım. Burada L sürekli 

diferansiyellenebilen katsayılara sahip self-adjoint (öz eşlenik) diferansiyel ifadeyi 

göstermektedir. 

 

Tanım 1. Test fonksiyonlar sınıfından keyfi  ߮(ݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ݔ ,   fonksiyonları için (ݐ

   

                                       ∫ ߮ܯݑ} − ݂߮}ொ೅
ݐ݀ ݔ݀ = ݔ   ,0 = ,ଵݔ) … ,                             ௡)               (1.11)ݔ

 

integral eşitliğini sağlayan u fonksiyonuna  (1.10) denkleminin zayıf (veya 

genelleştirilmiş) çözümü denir. Burada ܯ =  dir; yani M, L operatörüne karşılık ∗ܮ

gelen Lagrange anlamında adjoint operatör olmaktadır, [2]. 

Tanım 1 den görüldüğü gibi (1.10) denkleminin herhangi bir klasik çözümü 

(1.11) eşitliğini korumak zorundadır. Ama (1.11) eşitliğini sağlayan ݑ =

,ଵݔ)ݑ ,ଶݔ … , ,௡ݔ  fonksiyonları daha geniş bir sınıf oluşturur. Çünkü (1.11) in (ݐ

içerdiği u fonksiyonlarının klasik anlamda türevlenebilir olması gerekmemektedir. 
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Zayıf çözümler göz önüne alındığında, denklem için başlangıç ve sınır değer 

koşullarının hangi anlamda verileceğini özel olarak belirtmek gerekmektedir. 

 

2. MİKROSKOBİK ORTAMDA İKİ FAZLI SIVILARIN TABAKALI 

ORTAMDA HAREKETİNİN MATEMATİKSEL MODELİ VE ÇÖZÜMÜ 

Hidrodinamiğin ve diğer bilim dallarının birçok önemli problemleri, örneğin 

Newton sıvılarının tabakalı ortamlardaki hareketi, ince tabakalardaki laminer akış, 

nehir sularının açık mecrada akışı vs. bu gibi problemlerin çözümü matematiksel 

olarak iki kez dejenere olan ve ikili nonlineariteye sahip parabolik tür denklemler 

için yazılmış başlangıç ve başlangıç-sınır değer problemlerinin çözümüne 

indirgenmektedir. Böylelikle bu tür özelliklere sahip olan denklemlerin incelenmesi 

hem pratik hem de teorik açıdan büyük önem taşımaktadır. 

ܴଶ ile (ݔ, ்ܦ noktalarının Öklid uzayını ve (ݐ = {−∞ < > ݔ ݐ     ,∞  ≥ ܶ} ⊂

 ܴଶ bölgesini gösterelim. Burada x yer değişkeni, t ise zaman değişkeni olmaktadır. 

 de aşağıdaki denklemi ்ܦ

                                      డ௨
డ௧

= డ
డ௫

ቀడఙ(௨) ܭ 
డ௫

ቁ − డொ(௨)
డ௫

                                                (2.1)                        

göz önüne alalım. Burada, (ݏ)ܭ,  kendi argümanına göre bilinen  ,(ݑ)ܳ ve (ݑ)ߪ

fonksiyonlar olmakla beraber aşağıdaki koşulları sağlamaktadırlar: 

 (ݏ)ܭ,  negatif olmayan ve sınırlı s ve u argumanları için (ݑ)ܳ ve (ݑ)ߪ

tanımlı ve sınırlı olmaktadırlar; 

 Pozitif u lar için ߪ௨
′ (ݑ)  > 0 ve sınırlıdır, ܭ௨

′ (ݑ)  ≥ (|ݑ|)ܭ   ,0 − (0)ܭ ≥

݉଴ > |ݑ|   ,0 ≥ ݉ଵ; 

 (0)ܭ = ܭ ′(0) = (0)ߪ = ߪ  ′(0) = 0; 

 ܭ௨
 .fonksiyonu işaret değiştirir (ݑ)′′

(2.1) denklemini özel şekilde, yani    ߪᇱ(ݑ) = ᇱ݌ (ߪ)௦ܨ (ߪ)௣ܭ
௞(ߪ),  ܳ(ݑ) =

 olduğu durumda iki fazlı sıvılar kapiler basınç dikkate alınmakla tabakalı (ߪ)௦ܨ(ݐ)ݓ

ortamda birlikte hareket etmektedir yani  

                            డఙ
డ௧

 + (ݐ)ݓ డிೢ (ఙ)
డ௫

 +  ௞
ఓ೛

డ
డ௫

ቀ݇௣(ߪ) ܨ௪(ߪ) డ௉ೖ(ఙ)
డ௫

ቁ = 0              (2.1’) 
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denklemine dönüşür. Eğer kapiler basınç dikkate alınmazsa, yani sıvının 

makroskopik ortamda hareket ettiğini varsayarsak (2.1’)  

                                              డఙ
డ௧

 + (ݐ)ݓ డிೢ (ఙ)
డ௫

 = 0                                               (2.2)                                                           

 denklemine dönüşür. Burada ܨ௪(ߪ) Buckley-Lewerett fonksiyonu olmaktadır ve  

(ߪ)௪ܨ =
݇௪(ߪ)

݇௪(ߪ) +  .(ߪ)௣݇ߤ̅

Bilindiği üzere 

                                          డఙ
డ௧

 +  డொ(ఙ)
డ௫

 = 0                                                            (2.3)                                                                    

denklemi ile ifade edilebilen süreçler herhangi bir korunma kanununu ifade eder. 

Burada ߪ korunacak yoğunluk , ܳ ise akış fonksiyonunu göstermektedir. 

Literatürden bilindiği üzere ܳ(u) bükey fonksiyon olduğu durumda (2.3) 

denkleminin çözümünde çok değerlilik oluşur, bu ise fiziksel açıdan kabul edilemez. 

Çok değerli çözümün yerine bir değerli fakat sıçrayışa sahip olduğunu kabul edersek 

söz konusu çözümü kurtarabiliriz. Bu ise kendi sırasında klasik çözüm kavramını 

genişlendirmeyi zorunlu kılmaktadır. 

Sıçrayışa sahip olan çözümler genelleştirilmiş çözüm kavramını içermeyi talep eder, 

fakat asıl olan bu durum diğer yeni problemlerin sıçrayış noktalarının ne zaman ve 

nerede ortaya konulduğudur. 

Diğer taraftan problemin çözümündeki çok değerliliğin ortaya çıkması fiziksel 

açıdan ܳ(ߪ) fonksiyonunun olayı ne kadar iyi yansıtabilir sonucunu da doğurur.  

(2.1’) denklemini çıkarırken ܳ =  fonksiyonel bağlantısının daha genel şekilde (ߪ)݂

olduğunu varsaymıştık. Gerçektende (2.3) denkleminde 

(ߪ)ܳ                     = (ߪ)௪ܨ(ݐ)ݓ +  ௞
ఓ೛

 ቀܭ௉(ߪ) ܨ௪(ߪ) డ௉ೖ(ఙ)
డ௫

ቁ                              (2.4)                                          

olarak yazarsak (2.1’) i elde ederiz. 

,ݔ)ߪ  ௫ sonsuz büyür veߪ çözümünün grafiğinde geriye dönme noktası oluştuğunda (ݐ

bu durumda (2.4) ile tanımlanan ikinci basamaktan türev içeren terim dominant rol 
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oynar. Yani bu durumda artık çözümden sürekli ve tek değerli bir fonksiyon olmasını 

bekleyebiliriz. ݌௞  ile ߪ arasındaki fonksiyonel bağlılık Buckley-Lewerett fonksiyonu 

ile adlanan fiziksel birime sahip olmayan (ߪ)ܬ fonksiyonu ile ifade edilmektedir, [6]. 

 .fonksiyonunun grafiği şekilde gösterilmiştir (ߪ)ܬ

                                                                                                                 

 [ 2,10 ] de gösterildiği üzere 

(ߪ)ܬ =  
௞݌

γ  ඨ
ܭ
݉ 

olmaktadır.  

Şekilden görüldüğü gibi (ߪ)ܬ monoton azalır, yani ܬᇱ(ߪ) < 0. Fakat, bilindiği üzere 

(ߪ)௪ܨ monoton artar ve (ߪ)௪ܨ ≥ 0’dir. 

Bu koşullar çerçevesinde (2.1) denklemi lineer olmayan parabolik tür 

denklem olur. ݌ᇱ
௞(ߪ)  = 0 olduğu durumda ise söz konusu denklem birinci 

basamaktan denkleme dejenere olur. 

Diğer taraftan da ߪ nın bazı değerinden sonra ݇௪(ߪ)  ve  ݇௣(ߪ) fonksiyonlarının 

simetrikliği bozulur. Gerçektende ߪ nın bazı değerlerinden sonra her bir faz bağımsız 

duruma dönüşür ve her fazın oransal geçirgenliği sıfıra eşit olur, yani 

݇௪(ߪ)  = ߪ   0 <  ∗ߪ 

݇௣(ߪ)  = ߪ   0 > ∗ߪ  = 1 −  ∗ߪ

olur. 

 

  

( )J 
 


 

*
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Buckley-Lewerett fonksiyonunun tanımına göre ܨ௪(ߪ) fonksiyonu da ߪ =  da ∗ߪ

sıfıra eşit olur. 

(∗ߪ)௪ܨ  = 0 

Bu da (2.1’) denkleminin dejenere olmasına neden olur. Dolayısıyla (2.1’) denklemi 

iki kez ௞ܲ
ᇱ (ߪ)  = 0 ve  ܨ௪(ߪ∗)  = 0 olduğundan birinci basamaktan denkleme 

dönüşür. (2.1) denkleminin gerçek çözümünü elde etmek zor olduğundan ve (2.1’) 

cinsinden denklemin çözümünün denklemin dejenere olduğu noktalarda (2.3) 

denkleminin çözümüne yaklaştığını göstermek amacıyla bazı özel durumları 

inceleyelim. 

Örnek 13 Burgers denklemi olarak adlanan      

                                                    డ௨
  డ௧

 + డ௨ ݑ
డ௫

= డమ௨ ߤ
డ௫మ                                             (2.5)                                                                                                                     

denkleminin çözümünü bulunuz, burada ߤ yeteri kadar küçük pozitif ߤ > 0 bir 

parametre olmaktadır. 

Görüldüğü gibi, (2.5) denklemini,   

                                                      ܳ =  ଵ
ଶ

ଶݑ  + μ డ௨
డ௫

 

ile gösterir isek (2.1) şekline dönüşür. Gösterelim ki, ߤ → 0 yaklaştığında (2.5) 

denkleminin çözümü koşan dalga şeklinde olmaktadır. Gerçekten de [9] olduğu gibi  

ݑ                                                           = ߤ2− ఝೣ
ఝ

                                                   (2.6)                                                                 

değişken dönüşümü yardımı ile (2.5) denklemini  

                                                          డఝ
డ௧

= డమఝ ߤ
డ௫మ                                                    (2.7)                                                                   

şeklindeki lineer ısı denklemine dönüştürebiliriz. (2.7) denkleminin yapısını 

incelemek için  

,ݔ)ݑ                                                            0) =                                                          (2.8)                                             (ݔ)ܨ

başlangıç koşulunu ekleyelim. Başlangıç koşuluna da (2.6) dönüşümünü uygularsak 
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߮ = (ݔ)߮ =  exp ൝−
1

2μ
න ߟd(ߟ)ܨ

୶

଴

ൡ 

alırız. 

Bilindiği gibi (2.7)-(2.8) ısı denklemi için Cauchy probleminin çözümü 

Poisson integrali şeklinde 

,ݔ)߮ (ݐ =  
1

ඥ4ݐߤߨ
න (ߟ)߶ ݌ݔ݁ ቊ−

ݔ) − ଶ(ߟ

ݐߤ4 ቋ ߟ݀
ஶ

ିஶ

 

ifade edilmektedir, [9]. (2.6) değişken dönüşümünü dikkate alır isek (2.5) in çözümü 

için  

,ݔ)ݑ                                                           (ݐ =  
∫ ೣషആ

೟  ௘
ష ಸ

మഋௗఎಮ
షಮ

∫  ௘
ష ಸ

మഋௗఎಮ
షಮ

                                                 

ifadesini elde ederiz, burada  

;ߟ)ܩ ,ݔ (ݐ =  න (ᇱߟ)ܨ

ఎ

଴

dߟᇱ +  
ݔ) − ଶ(ߟ

2݂  

olmaktadır. Sonuncu ifadeden  

                                                            డீ
డఎ

= (ߟ)ܨ − ௫ିఎ
௧

= 0                                  (2.9)                                            

elde ederiz. Buradan  

(ߦ)ܨ                                                          − ௫ିక
௧

= 0                                            (2.10)                                                         

olur. 

 න (ߟ)݃
ஶ

ିஶ

 ݁ିீ(ఎ)
ଶఓൗ  ߟ݀ 

integralinin ݔ =   noktasındaki ağırlığı ߦ
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ට(ߦ)݃                                                        ସగఓ
|ீᇲᇲ(క)|

݁ିீ(క)
ଶఓൗ , 

olmaktadır, [11].  

    Varsayalım ki, (2.10) denklemini koruyan ݔ)ߦ,  stasyoner noktası vardır. Bu (ݐ

taktirde  

                             ∫ ௫ିఎ
௧

ஶ
ିஶ  ݁ିீ

ଶఓൗ ௫ିక  ~ ߟ݀ 
௧ ට ସగఓ

|ீᇲᇲ(క)|
݁ିீ(క)

ଶఓൗ , 

                                ∫ ݁ିீ
ଶఓൗ ஶߟ݀ 

ିஶ   ~  ට ସగఓ
|ீᇲᇲ(క)|

݁ିீ(క)
ଶఓൗ . 

 alırız. Buradan  

~ݑ
ݔ − ߦ

ݐ  

elde ederiz. Sonuncu ifade ile (2.9) dan  

ݑ                                                                       =                                                       (2.11)                                         (ߦ)ܨ

olarak buluruz, burada ߦ = ݔ − → ߤ  ,olur. Böylelikle ispatladık ki ݐݑ 0 (2.5) 

denkleminin çözümü  

ݑ߲
ݐ߲  +  ݑ

ݑ߲
ݔ߲ = 0 

Hopf denkleminin çözümüne yaklaşır. 

       Şimdi ߤ nün fiks edilmiş değerleri için (2.5) denkleminin koşan dalga şeklinde 

çözümünü bulalım. Bunun için söz konusu denklemin çözümünü   

ݑ                                                      = ߦ          ,(ߦ)ݑ = ݔ −   ݐܿ

şeklinde arayalım. Bu ifadeyi (2.5) denkleminde yerine yazarsak   

కݑܿ− + (
1
2 ଶ)కݑ =  కకݑߤ

elde ederiz. Sonuncu eşitliği bir kez ߦ’ ye göre integraller isek 
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ݑܿ− +
1
2 ଶݑ =  కݑߤ

alırız. Görüldüğü gibi sonuncu denklemin sol tarafı u ya göre kare form olmaktadır. 

Eğer 

ܿ =
1
2

ଵݑ) + ܣ   ,(ଶݑ =
1
2  ଶݑଵݑ

olarak alsak  

కݑߤ2− = ݑ) − ݑ)(ଵݑ −  (ଶݑ

yazabiliriz. Bu denklemi integraller isek  

ߦ
ߤ =

2
ଶݑ − ଵݑ

݈݊
ଶݑ − ݑ
ݑ − ଵݑ

 

alırız. Buradan u için  

ݑ                                     = ଵݑ + ௨మି௨భ

ଵା௘௫௣ቄೠమషೠభ
మഋ (௫ି௖௧)ቅ

                                              (2.12)                                                            

ifadesini elde ederiz.  

Başlangıç fonksiyon  ݑଵ >  ଶ  olmak koşulu ileݑ

(ݔ)ܨ = ൜ݑଵ, ݔ > 0
,ଶݑ ݔ < 0

� 

şeklinde alalım.  Bu durumda, yani  ݑଵ >  ଶ olduğunda elde ettiğimiz çözüm fizikselݑ

yararlı ve sürekli olmaktadır. Eğer ݑଶ > ߤ ଵ veݑ = 0 olduğunda çözümde çok 

değerlilik oluşur. Bu durumda (2.12) ifadesi  

ݑ = ଵݑ +
ଶݑ − ଵݑ

1 + ℎ  ݁݌ݔ ቄݑଶ − ଵݑ
ߤ2 ݔ) − ቅ(ݐܿ

 

şeklinde olur. Burada  

ℎ =
∫ ݁ିఎమ݀ߟஶ

ି(௫ି௨భ௧)

∫     ݁ିఎమஶ
(௫ି௨మ௧)

ඥସఓ௧
ߟ݀

 

olmaktadır. 
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Eğer ௫
௧
 ifadesi ݑଵ < ௫

௧
< ଶ aralığın da olduğunda ℎݑ → 1, ݐ → ∞ ve çözüm (2.12)’ a 

yaklaşır. ݑଵ ve ݑଶ sabit sayılar olduğundan ߤ parametresinin değişmesini Ox 

ekseninde ölçek değişimi ile düzenleyebiliriz. ߤ → 0  yaklaştığında çözümün profili 

x ekseni üzerinde sıkışır ve limit de ݑଶ den ݑଵ e geçerek parçalı sürekli fonksiyon 

oluşturur ve bu sıçrayış ( bu sıçrayış fiziksel olarak darbe dalgası olarak 

nitelendirilir) ܿ = ଵ
ଶ

ଵݑ) +  ଶ) hızı ile hareket etmektedir. Fiks olunmuş fakat yeteriݑ

kadar küçük ߤ ler için darbe dalgası hızlı lakin akış parametrelerinin sürekli arttığı 

küçük şerit olarak algılanır. Söz konusu dar şeritte nonlineerlikten doğan çok 

değerlilik çözümün grafiğindeki geriye dönme difüzyon ile etkisizleştirir dolayısıyla 

difüzyon terim burada dominat rol oynar bu da dalganın profilinde stasyoner bir form 

oluşturur. Çözümün gradiyentinin hızlı değiştiği dönüş bölgesinin (dar şeridin) net 

olarak eni bilinmemektedir. Fakat onu farklı yöntemlerle belirleyebiliriz. Örneğin 

gradiyentin 80-90 faiz değiştiği bölgeye geçit bölgesi gibi bakabiliriz. Veya ݑଶ −  ଵݑ

in |ݑ௫|  in maksimum eğimine oranı olarak da kabul edebiliriz. Açıktır ki tüm bu 

söylediğimiz ölçüler ఓ
(௨మି௨భ)

 ile düz orantılıdır. Görüldüğü gibi ߤ → 0 yaklaştığında 

şeridin eni sıfıra yaklaşır. İspat etmek mümkündür ki eğer (ݔ)ܨ =  olur ise (ݔ)ߜܣ

ܴ → ∞ yaklaştığında (yani ߤ → 0 yaklaştığında) darbe dalgasının geçit bölgesi u 

fonksiyonunun süreksizlik çizgisine dönüşür ve geçit bölgesi x=0 noktası civarında 

 ௫ fonksiyonunun süreksiz olduğu doğruya dönüşür (burada R sayısı Reynoldsݑ

sayısıdır; konvektif terimin difüzyon terime oranı olarak tanımlanmaktadır). 

Altını çizmek gerekir ki, dalganın profili ile Ox ekseni arasındaki alan, hatta 

difüzyon terimini dikkate alsak bile sabit kalmaktadır, çünkü  

                                         ௗ
ௗ௧ ∫ ஶݔ݀ ݑ

ିஶ = �ቂݑߤ௫ −  ଵ
ଶ

ଶቃቚݑ 
ିஶ

ஶ
= 0. 

 

Bu yüzden ଵ
ଶఓ ∫ ݑ ஶݔ݀

ିஶ  ifadesi ile tanımlanan Reynolds sayısı tüm t ler için sabit 

kalmaktadır. 

Yukarıda gördük ki, (2.5) denkleminin klasik çözümü mevcut olmamaktadır çünkü 

geçit bölgesinde ݑ௫ türev mevcut değildir. Bu durumda genelleştiriliş çözüm 

kavramını içermek zorundayız. Bu amaçla (2.5) denklemini  
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                                      డ
డ௫

ቄ డ
డ௧ ∫ ݑ ݔ݀ + ଵ

ଶ
ଶݑ − ߤ డ௨

డ௫
ቅ = 0                                         

şeklinde yazalım. Aşağıdaki notasyonu  

                                       ∫ ݑ ݔ݀ = v  

içerelim. Bu notasyonda sonuncu denklem  

                                       ப୴
ப୲

+ ଵ
ଶ

ቀப୴
ப୶

ቁ
ଶ

− μ பమ୴
ப୶మ = 0                                                (2.13)                                                             

şeklini alır. Bu ise [7] de önerilen yardımcı denklem olmaktadır.  

(2.13) denklemi nonlineer parabolik tür denklem olmaktadır,  ve  

                                             v = −2μ ln ψ                                                            (2.14)                                                                          

değişken dönüşümü yapalım. Bu değişken dönüşümünde (2.13) denklemi lineer ısı  

                                             பந
ப୲

= μ பమந
ப୶మ                                                                (2.15)                                                                             

denklemine dönüşür. Varsayalım ki ߰(ݔ,  denkleminin herhangi bir sürekli (2.15) ,(ݐ

çözümüdür. Bu denklem iyi öğrenildiğinden ߰(ݔ,  fonksiyonun nasıl bulunduğu (ݐ

önemli değildir. Esas sorun çözümün tanım bölgesinin sağ sınırının zamana göre 

değişen olmasıdır. 

,ݔ)߰            ఝܩ  fonksiyonunu hesaplamak için (ݐ = {0 ≤ ݔ ≤ 0   ,ܮ ≤ ݐ ≤ ܶ}  bir 

bölge tanımlayalım, burada (ݐ)ݔ ≪ L in yeteri kadar büyük sayı olduğunu 

varsayalım. Limit durumunda ܮ = ∞ da ola bilir. Eğer (2.13) denkleminin ܩఝ 

bölgesinde herhangi bir çözümü var ise dalga profilinin sınırladığı bölgenin sabit 

kalması şartına göre ݔௗ௘௚(ݐ) ,ݔ)ݒ,  nin profilinin oluşturduğu alandan  sabit (ݐ

kalması gerekir ve  

,(ݐ)ௗ௘௚ݔ൫ݒ                               ൯ݐ =  ∫ ,ݔ)ݑ (ݐ ݔ݀ = ௫೏೐೒(௧)ݐܾ݅ܽݏ
଴                          (2.16)                                      

eşit olan bölgeyi keser. 

ܵு(0) = ∫ (ݔ)ܨ ஶݔ݀
ିஶ  sayısını içerelim ve bu sayıyı [7] kaynağına göre ݔ)ݒ,  (ݐ

fonksiyonunun kritik sayısı olarak adlandıralım. (2.14)’e göre  ߰(ݔ,  fonksiyonu (ݐ

için başlangıç fonksiyon  
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,ݔ)߰ 0) = ݌ݔ݁ ൜− 
(ݔ)ܨ

ߤ2
ൠ. 

olur. (2.16) dan hareket eden sıçrayış noktası için aşağıdaki denklemi 

(ݐ)ௗ௘௚ݔ݀
ݐ݀ = �൬−ߤ

߲
݈݊ ݔ߲

ݒ߲
ݔ߲ +  

1
2 

ݒ߲
൰ฬݔ߲

௫ୀ௫೏೐೒(೟)

 

elde ederiz. Sonuncu ifade de  

ݐ = න
థݔ݀

ቀ−ߤ ߲
ݔ߲ ݈݊ ݒ߲

ݔ߲ + 1
2

ݒ߲
ቁݔ߲

௫ഝ

଴

 

zamanını buluruz ki, bu süre zarfında dalga geçit bölgesine ulaşmış oluruz.     

2.1 Oransal Faz Geçirgenliğinin Teorik Tanımlanması 

Makroskopik tabakalı ortamlardaki iki fazlı sıvıların hareketini ifade ederken, 

Buckley-Lewerett fonksiyonunun elde edilmesidir. Söz konusu fonksiyon genelde 

deneyler sonucu elde edilebilir. Fakat, bulunmuş fonksiyonun fiziksel olayı ne kadar 

düzgün aks ettirebilir sorusu ile karşı karşıya kalabiliriz. Çünkü deneyler yapılırken 

modelleştirilen tabakalı ortamın fiziksel ve kimyasal özellikleri doğal tabakalı 

ortamın özelliklerinden farklı olabilir. Bu durumda matematiksel model fiziksel olayı 

düzgün aks ettiremeyebilir. Ayrıca laboratuar deneylerinde ortamca sade sulaşma 

periyodu görülebilir. Ama petrolün su ile sıkıştırılıp çıkarılması sürecinde susuz 

periyodu da dikkate almak gerekmektedir. Bu bölümde oransal faz geçirgenliklerinin 

bulunması için teorik bir yöntem verilecektir. Yöntemin mantığını oransal faz 

geçirgenlikleri, Buckley-Leverett fonksiyonlarının fiziksel olarak sağlanması da 

gereken koşulları oluşturmaktadır. Söz konusu koşullar aşağıdakilerdir. 

                                    ݇௣(ߪଵ) = 1,  ݇௣(σ଴) = ᇱܨ   ,0
௪(ߪଵ) = 0,                         (2.17)                                      

                                     ݇௪(ߪଵ) = 1, ݇௪(ߪ଴) = ᇱܨ  ,0
௪(ߪ଴) = 0                          (2.18)                                       

݇௣(σ) ve ݇௪(σ)  fonksiyonlarını  

݇௪(ߪ) =  ܽ଴ +  ܽଵߪ + ܽଶ ߪଶ 

݇௣(ߪ) =  ܾ଴ + ܾଵߪ + ܾଶ ߪଶ 
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şeklinde arayalım. Burada ܽ௜ ve ௜ܾ, (݅ = 0,1,2) şimdilik bilinmeyen sabitlerdir. 

(2.17), (2.18) sistemini çözmeden önce ܨ௪
ᇱ(ߪଵ) = 0 ve ܨ௪

ᇱ(ߪ଴) = 0 koşullarından 

doğan sonuçları inceleyelim. Bunun için önce ܨ௪(ߪ) fonksiyonunun türevlerini 

bulalım. 

୵ܨ
ᇱ(ߪ) = ௞ೢ

ᇲ(ఙ)ൣ௞ೢ(ఙ)ାఓഥ ௞೛(ఙ)൧ି௞ೢ(ఙ)ൣ௞ೢ
ᇲ(ఙ)ାఓഥ ௞೛

ᇲ(ఙ)൧

ൣ௞ೢ(ఙ)ାఓഥ ௞೛(ఙ)൧మ . 

Buradan ܨ௪
ᇱ(ߪ଴) = 0 olması için  

           ݇௪
ᇱ(ߪ଴)ൣ݇௪(ߪ଴) + ൧(଴ߪ)௣݇ ߤ̅ − ݇௪(ߪ଴)ൣ݇௪

ᇱ(ߪ଴) + ௣݇ ߤ̅
ᇱ(ߪ଴) ൧ = 0       (2.19)                  

gerekmektedir. 

݇௪
ᇱ(ߪ) = ܽଵ  + 2ܽଶߪ, 

݇௣
ᇱ(ߪ) = ܾଵ  + 2ܾଶߪ 

olduğundan (2.17) koşullarından   

             ቐ
(ܽଵ  + 2ܽଶߪ଴) − [(ܽଵ  + 2ܽଶߪ଴) + ଵܾ)ߤ̅  + 2ܾଶߪ଴) ] = 0
(ܽଵ  + 2ܽଶߪ଴) − (ܽଵ  + 2ܽଶߪ଴) − ଵܾ) ߤ̅  + 2ܾଶߪ଴) = 0

ܾଵ  + 2ܾଶߪ଴ = 0 
�                    (2.20) 

elde ederiz. Benzer şekilde  

                              ቐ
(ଵߪ)ᇱܨ ≡ ܾଵ + 2ܾଶߪଵ = 0

݇௣(ߪଵ) ≡ ܾ଴ +  ܾଵߪଵ  + ܾଶ ߪଵ
ଶ = 1

݇௣(ߪ଴) ≡ ܾ଴ +  ܾଵߪ଴  + ܾଶ ߪ଴
ଶ = 0

�                                      (2.21)                                               

cebirsel denklemler sistemini alırız. 

ܽ଴, ܽଵ ve ܽଶ katsayılarını bulmak için  

ܽ଴ +  ܽଵߪଵ  + ܽଶ ߪଵ
ଶ = 0 

ܽ଴ + ܽଵߪ଴  + ܽଶ ߪ଴
ଶ = 1 

ܽଵ + 2ܽଶߪଵ = 0 

sistemini Kramer kuralı ile çözelim. Bunun için katsayılardan oluşan esas ve 

yardımcı determinantaları bulalım. 
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߂ = ቮ
1 ଵߪ ଵߪ

ଶ

1 ଴ߪ ଴ߪ
ଶ

0 1 ଵߪ2

ቮ = − ฬ1 ଵߪ
ଶ

1 ଴ߪ
ଶฬ + ଵߪ2 ฬ1 ଵߪ

1 ଴ߪ
ฬ = 

= ଴ߪ)−
ଶ − ଵߪ

ଶ) + ଴ߪ)ଵߪ2 − (ଵߪ = ଴ߪ) − ଴ߪ−)(ଵߪ − ଵߪ + (ଵߪ2 = 

= ଴ߪ) − ଵߪ)(ଵߪ − (଴ߪ = ଵߪ)− −  ,଴)ଶߪ

ܽ଴ =
1
߂ ቮ

0 ଵߪ σଵ
ଶ

1 ଴ߪ ଴ߪ
ଶ

0 1 ଵߪ2

ቮ 

=
−1
߂  ฬߪଵ ଵߪ

ଶ

1 ଵߪ2
ฬ =

ଵߪ2
ଶ − ଵߪ

ଶ

ଵߪ
ଶ − ଴ߪ

ଶ =
ଵߪ

ଶ

ଵߪ) −  ,଴)ଶߪ

ܽଵ =
1
߂ ቮ

1 0 ଵߪ
ଶ

1 1 ଴ߪ
ଶ

0 0 ଵߪ2

ቮ 

=
1
ฬ1 ߂ ଵߪ

ଶ

0 ଵߪ2
ฬ =

1
߂ ଵߪ2 = −

ଵߪ2
ଵߪ) −  ,଴)ଶߪ

ܽଶ =
1
߂

อ
1 ଵߪ 0
1 ଴ߪ 1
0 1 0

อ 

=
−1
߂  ቚ1 ଵߪ

0 1 ቚ =
1

ଵߪ) −  .଴)ଶߪ

Bulduğumuz ܽ௜ (݅ = 0,1,2) katsayılarını yerine yazarsak 

݇௪(ߪ) =
ଵߪ

ଶ

ଵߪ) − ଴)ଶߪ −
ߪଵߪ2

ଵߪ) − ଴)ଶߪ +
ଶߪ

ଵߪ) −   ଴)ଶߪ

=
1

ଵߪ) − ଴)ଶߪ ଴ߪ]
ଶ − ߪଵߪ2 + ଵߪ

ଶ] 

=
ߪ) − ଵ)ଶߪ

ଵߪ) −  ଴)ଶߪ

elde ederiz. 

Şimdi bilinmeyen  ௜ܾ, (݅ = 0,1,2) katsayılarını  

ܾ଴ +  ܾଵߪଵ  + ܾଶ ߪଵ
ଶ = 1 
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ܾ଴ +  ܾଵߪ଴  + ܾଶ ߪ଴
ଶ = 0 

ܾଵ + 2ܾଶߪ଴ = 0 

benzer yol ile denklemler sisteminden bulalım. 

ଵ߂ = ቮ
1 ଵߪ ଵߪ

ଶ

1 ଴ߪ ଴ߪ
ଶ

0 1 ଴ߪ2

ቮ = − ฬ1 ଵߪ
ଶ

1 ଴ߪ
ଶฬ + ଴ߪ2 ฬ1 ଵߪ

1 ଴ߪ
ฬ = 

= ଴ߪ)−
ଶ − ଵߪ

ଶ) + ଴ߪ)଴ߪ2 − (ଵߪ = ଴ߪ) − ଴ߪ)−)(ଵߪ + (ଵߪ +  (଴ߪ2

= ଴ߪ) − ଴ߪ−)(ଵߪ − ଵߪ +  (଴ߪ2

= ଴ߪ) − ଴ߪ)(ଵߪ − (ଵߪ = ଴ߪ) −  ଵ)ଶߪ

= ଴ߪ) −  ଵ)ଶߪ

ܾ଴ =
1
߂ ቮ

1 ଵߪ ଵߪ
ଶ

0 ଴ߪ ଴ߪ
ଶ

0 1 ଴ߪ2

ቮ 

=
1

ଵ߂
 ฬߪ଴ ଴ߪ

ଶ

1 ଴ߪ2
ฬ =

1
ଵ߂

଴ߪ଴ߪ2) − ଴ߪ
ଶ) =

1
ଵ߂

଴ߪ)
ଶ) =

଴ߪ
ଶ

଴ߪ) −  .ଵ)ଶߪ

ܾଵ =
1

ଵ߂
ቮ
1 1 ଵߪ

ଶ

1 0 ଴ߪ
ଶ

0 0 ଴ߪ2

ቮ 

= −
1

ଵ߂
 ฬ1 ଴ߪ

ଶ

0 ଴ߪ2
ฬ =

଴ߪ2−

ଵ߂
=

଴ߪ2−
଴ߪ) −  .ଵ)ଶߪ

ܾଶ =
1

ଵ߂
อ
1 ଵߪ 1
1 ଴ߪ 0
0 1 0

อ 

=
1

ଵ߂
ቚ1 ଴ߪ
0 1 ቚ = +

1
ଵ߂

=
1

଴ߪ) −  .ଵ)ଶߪ

Elde ettiğimiz sayıları yerine yazar isek 

 

݇௣(ߪ) =
଴ߪ

ଶ

଴ߪ) − ଵ)ଶߪ −
଴ߪ2

଴ߪ) − ଵ)ଶߪ ߪ +
1

଴ߪ) − ଵ)ଶߪ  ଶߪ 
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݇௣(ߪ) =
ߪ) − ଴)ଶߪ

଴ߪ) −  ଵ)ଶߪ

elde ederiz. 

3.   İKİ KEZ DEJENERE OLUNAN PARABOLİK TÜR DENKLEMLER 

 (2.1) denklemi için yazılmış birinci sınır-değer problemi (ݑ)ߪ = (ݏ)ܭ   ,ݑ =

݌   ,௣ିଶݏ > 2 olduğu durumlar literatürde incelenmiş [3] ve uygun fonksiyonel 

uzaylarda zayıf çözümün varlığı ispatlanmıştır. Altını çizmek gerekir ki, (2.1)  

denklemi nonlineer olduğundan onun gerçek çözümünü bulmak genelde zordur, bazı 

durumlarda ise hiç mümkün olmamaktadır. Lakin, 2. bölümde söylediğimiz gibi 

(2.1) denkleminin gerçek çözümlerini (ݏ)ܭ,  ve Q(u) fonksiyonlarının bazı özel (ݑ)ߪ

durumlarında ele almak mümkündür. Örneğin, K(s) = ௡ݏ , (݊ > ߪ   ,(2 =  olduğu ݑ

durumda, yani K୳
′′ (0) fonksiyonunun işareti değişmediğinde, (3.1) denkleminin 

koşan dalga şeklinde olan çözümü [4] vs. gibi kaynaklarda ele alınmış ve çözümünün 

bazı özellikleri incelenmiştir. İspatlanmıştır ki, denklemin çözümü sürekli, birinci ve 

ikinci basamaktan olan türevleri ise süreksiz, ama డ௦೙

డ௫
 fonksiyonu ise sürekli 

olmaktadır. 

Not 1. ܭ௨
′ (ݑ) < 0 ve ܳ(ݑ) = 0 olduğunda (2.1) denklemi, ısı dağılımını ve 

mikroskobik tabakalı ortamlarda sıvıların hareketini ifade etmektedir.  

௨ܭ
 fonksiyonunun işaret değiştirdiği durumda kapiler basıncın dikkate alınması (ݑ)′′

koşulu ile (2.1) denklemi iki fazlı sıvıların tabakalı ortamlarda akış problemini ifade 

eder. [5] de (2.1) denkleminin ܭ௨
 fonksiyonunun işaret değiştiren bir özel (ݑ)′′

durumu incelenmiştir. 

 (2.1) denkleminden görüldüğü gibi, eğer  (ݏ)ܭ ≡ 0  ve ܳ(ݑ) fonksiyonu 

Buckley-Leverett fonksiyonu olduğu durumda (2.1) denklemi, kapiler basınç dikkate 

alınmamak koşulu ile sıkışmayan iki fazlı sıvıların tabakalı ortamlarda hareketini 

ifade eden 

                                డ௨(௫,௧)
డ௧

+ డொ൫௨(௫,௧)൯
డ௫

= 0                                                             (3.1)                                                                       
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1.basamaktan lineer olmayan hiperbolik tür denkleme dönüşür ve söz konusu 

denklem petrol dinamiğinde önem taşımaktadır. Genelde (3.1) denklemi, literatürde 

hidrodinamiğin model denklemi olarak bilinmektedir ve [6], [7] iyice incelenmiştir. 

Açıktır ki söz konusu denklemin karakteristikler yöntemi ile bulunan 

çözümünün ifadesi kapalı fonksiyon olmaktadır. Alınan bu ifadeyi ise, pratik amaçlar 

için kullanmak zorluk çıkarmaktadır. Diğer taraftan da [7],[8], vs. ispatlanmıştır ki, 

(3.1) denkleminin çözümü yeri önceden bilinmeyen sıçrayış noktalarına sahip 

olmaktadır. [7] de (3.1) denklemi için yazılmış Cauchy probleminin süreksiz 

fonksiyonlar sınıfında gerçek çözümünün bulunması için bir yöntem verilmiştir. 

Literatürde (2.1) denkleminin nümerik çözümünü ele almak için, yani 

çözümün diferansiyellene bilme özelliklerini dikkate alınmaksızın homojen sonlu 

farklar yöntemleri önerilmiştir. 

Bu tezin amacı (2.1) denklemi için yazılmış Cauchy ve sınır-değer 

problemlerinin zayıf çözümlerinin bulunması için sayısal bir çözüm yöntemi 

önermek ve ele alınmış çözümün bazı özelliklerinin incelenmesi olmaktadır. 

3.1 Cauchy problemi 

Bu bölümde (2.1) denkleminin çözümünü 

,ݔ)ݑ                                          0) =                                                                            (3.2)                                                             (ݔ)଴ݑ

başlangıç koşulu çerçevesinde inceleyelim. Burada, ݑ଴(ݔ)  tanım bölgesinde sonlu 

sayıda birinci tür süreksizlik noktalarına ve sonlu taşıyıcıya sahip bilinen bir 

fonksiyon olmaktadır. 

(2.1) den görüldüğü gibi, bu denklem iki kez dejenere olur, gerçekten de  

డ
డ௫

ܭ ቀడఙ(௨)
డ௫

ቁ = ܭ (ݏ)′ డ
డ௫

ቀߪ (ݑ)′ డ௨
డ௫

ቁ  olduğundan ݑ = 0 ve డ௨
డ௫

= 0 olduğu durumlarda 

(2.1) denklemi birinci basamaktan olan denkleme dejenere olur. Problemin fiziksel 

yapısından görüldüğü gibi (2.1) denklemi için −ܭ ቀడఙ(௨)
డ௫

ቁ +  ifadesi sürekli (ݑ)ܳ

fonksiyon olmaktadır, çünkü fiziksel olarak bu ifade akış fonksiyonunu 

göstermektedir. Ama problemin çözümünün ikinci basamaktan türevi mevcut 



30 
 

olmayabilir. Dolayısıyla (2.1), (3.2) probleminin klasik çözümü mevcut olmaya 

bilir. (2.1), (3.2) probleminin zayıf çözümünü aşağıdaki gibi tanımlayalım. 

Tanım 1. (3.2)  koşulunu ve herhangi bir ݂(ݔ, (ݐ ∈  ଵܹ,ଵ
ଶ ቀ௢మ

ோ೗
ቁ  ve ݂(ݔ, ܶ) = 0 test 

fonksiyonları için aşağıdaki integral eşitliği koruyan ݔ)ݑ,   fonksiyonuna (ݐ

      ∫ ቄݑ డ௙
డ௧

+ ቂܭ ቀడఙ(௨)
డ௫

ቁ + ቃ(ݑ)ܳ డ௙
డ௫

ቅ஽ ݐ݀ ݔ݀ + ∫ ,ݔ)݂(ݔ)଴ݑ 0) ݔ݀ = 0∞
ିஶ           (3.3)                       

(2.1), (3.2), probleminin zayıf çözümü denir. Burada  ଵܹ,ଵ
ଶ , ቀ௢మ

ோ೗
ቁ üzerinde kurulmuş 

Sobolev uzayıdır. 

Tanım 1 den görüldüğü gibi, ݔ)ݑ,  fonksiyonları bu durumda sürekli (ݑ)ܳ ve (ݏ)ܭ ,(ݐ

olmak zorunda değildir. 

(2.1), (3.2) probleminin zayıf çözümünü ele almak için [7],[9] takip ederek 

aşağıdaki  

                                       డ௩(௫,௧)
డ௧

= ܭ ቂ డ
డ௫

ߪ ቀడ௩(௫,௧)
డ௫

ቁቃ −                                                (3.4)                                  ,(ݑ)ܳ

,ݔ)ݒ                                              0) =                                                                       (3.5)                                                          (ݔ)଴ݒ

yardımcı problemi içerelim. Burada ݒ଴(ݔ), 

                                                        ௗ௩బ(௫)
ௗ௫

=                                       (3.6)                                                 (ݔ)଴ݑ

denklemini koruyan sürekli diferansiyel lenebilen keyfi fonksiyon olmaktadır. 

Teorem 1. Eğer  ݔ)ݒ, ,(3.4) ,(ݐ (3.5)  yardımcı probleminin klasik çözümü ise,  

,ݔ)ݑ                                                  (ݐ = డ௩(௫,௧)
డ௫

                                                       (3.7)                                                                 

eşitliği ile tanımlanan ݔ)ݑ, ,fonksiyonu (2.1) (ݐ (3.2)  probleminin zayıf çözümüdür.  

Teoremin ispatı için (3.4) denklemini test fonksiyonları sınıfından olan keyfi ௫݂(ݔ,  (ݐ

fonksiyonu ile çarpıp ்ܦ bölgesi üzeri ݔ ‘e göre integrallersek 

                              ∫ ݂ ቂడ௨
డ௧

− డ
డ௫

ܭ ቀడఙ
డ௫

ቁ + డொ
డ௫

ቃ஽೅
ݔ݀ ݐ݀ = 0                                      (3.8)                                             
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alırız. (3.8) ifadesini iki integrale parçalayıp, bunlardan birincisine ݐ’ ye göre kısmi 

integrasyon yöntemini, ikincisine ise ݔ’ e göre kısmi integrasyon yöntemini 

uygularsak teoremi ispatlamış oluruz. 

Yardımcı problemin aşağıdaki avantajları vardır: 

 ݔ)ݑ,  fonksiyonu sürekli olmak zorunda değildir ve bilinmeyen fonksiyonu (ݐ

ele almak için yazılmış algoritmalarda söz konusu fonksiyonun ikinci türevini 

kullanma zorunluluğu ortaya çıkmamaktadır. Ayrıca problemin fiziksel 

yapısından −ܭ ቀడఙ(௨)
డ௫

ቁ +  ,sürekli olmaktadır (ݑ)ܳ

 ݔ)ݑ, ,ݔ)ݒ ve (ݐ  çözümlerini ele almak için yazılacak sayısal algoritmalar (ݐ

çok sade olmaktadır. 

3.2 Yarım Eksende Başlangıç Sınır Değer Problemi 

ܴା
ଶ  =  {0 ≤ > ݔ ݐ   ,∞  ≥ 0} olsun, ve bu bölgede (2.1) denklemini aşağıdaki 

,ݔ)ݑ                                                    0) =                                                         (3.9)                                             ,(ݔ)଴ݑ

,0)ݑ                                                    (ݐ =                                                          (3.10)                                             (ݐ)ଵݑ

koşulları çerçevesinde inceleyelim. Burada, ݑ଴(ݔ) ve ݑଵ(ݐ) fonksiyonları bilinen 

fonksiyonlar olmaktadır. (2.1), (3.9) ve (3.10) probleminin zayıf çözümünü 

aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

Tanım 2. (3.9),(3.10) koşullarını ve test fonksiyonlar sınıfından olan herhangi bir  

,ݔ)݂ (ݐ  ∈  ଵܹ,ଵ
ଶ  ቀ௢మ

ோశ
ቁ  ve f(ݔ, ܶ) = 0  özelliğine sahip  ݂(ݔ,  ,fonksiyonu için (ݐ

aşağıdaki integral eşitliğini  

∫ ቄݑ డ௙
డ௧

− ቂܭ ቀడఙ(௨)
డ௫

ቁ + ቃ(ݑ)ܳ డ௙
డ௫

ቅோశ
మ   + ݐ݀ ݔ݀

+ ∫ ቂܭ ቀడఙ൫௨(଴,௧)൯
డ௫

ቁ − ܳ൫0)ݑ, ൯ቃ்(ݐ
଴ ݂(0, (ݐ ݔ݀ + ∫ ,ݔ)݂(ݔ)଴ݑ 0) ݔ݀ = 0∞

଴      (3.11)                         

sağlayan ݔ)ݑ, ,fonksiyonuna (3.1) (ݐ (3.9) ve (3.10) probleminin zayıf çözümü 

denir. 

(2.1), (3.9) ve (3.10) probleminin zayıf çözümünü ele almak için aşağıdaki 

yardımcı problemi  
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                              డ௩(௫,௧)
డ௧

= ܭ  ቀడఙ൫௨(௫,௧)൯
డ௫

ቁ −                                                      (3.12)                                              ,(ݑ)ܳ

,ݔ)ݒ                                0) =                                                                                 (3.13)                                                                     ,(ݔ)଴ݒ

,ݔ)ݑ                                0) =                                                                                   (3.14)                                                                      (ݐ)ଵݑ

inceleyelim. 2.bölümde ispatlamış olduğumuz Teorem1 in bu durum için de doğru 

olduğunu ispatlamak zor değildir. 

3.3 Birinci Tür Başlangıç Sınır Değer Problemi 

Bu bölümde (2.1) denklemini  ்ܦ
  = ,ݔ)}  0   |(ݐ ≤ ݔ ≤ ݈,   0 ≤ ݐ ≤ ܶ}  bölgesi 

üzeri 

,ݔ)ݑ                                0) = ݔ     ,(ݔ)଴ݑ ∈ [ܽ, ܾ]                                          (3.15)                                                        

başlangıç 

,0)ݑ                                      (ݐ = ,݈)ݑ        ,(ݐ)ଵݑ (ݐ =                                               (3.16)                                (ݐ)ଶݑ

ve sınır koşulları çerçevesinde inceleyelim. Burada, u଴(x) ve uଵ(t) fonksiyonları 

bilinen fonksiyonlar olmaktadır. (2.1), (3.15) ve (3.16) probleminin zayıf 

çözümünü aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

Tanım 3. (3.15),(3.16) koşullarını ve test fonksiyonlar sınıfından olan herhangi bir 

,ݔ)݂ (ݐ  ∈  ଵܹ,ଵ
ଶ  ቀ ௢ 

஽೅
  ቁ  ve ݂(ݔ, ܶ) = 0  özelliğe sahip  ݂(ݔ,   fonksiyonu için (ݐ

aşağıdaki integral eşitliğini  

                          ∫ ቄݑ డ௙
డ௧

+ ቂܭ ቀడఙ(௨)
డ௫

ቁ − ቃ(ݑ)ܳ డ௙
డ௫

ቅ஽೅
   + ݐ݀ ݔ݀ 

  + ∫ ቂܭ ቀడఙ൫௨(଴,௧)൯
డ௫

ቁ − ܳ൫0)ݑ, ൯ቃ்(ݐ
଴ ݂(0, (ݐ ݔ݀ + ∫ ,ݔ)݂(ݔ)଴ݑ 0) ݔ݀ = 0∞

଴    (3.17)               

sağlayan ݔ)ݑ, ,fonksiyonuna (2.1) (ݐ (3.2) ve (3.16)  probleminin zayıf çözümü 

denir. 

(2.1), (3.2) ve (3.16) probleminin zayıf çözümünü ele almak için aşağıdaki 

yardımcı problemi içerelim. 

                           డ௩(௫,௧)
డ௧

= ܭ  ቀడఙ൫௨(௫,௧)൯
డ௫

ቁ −                                      (3.18)                                                 ,(ݑ)ܳ
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,ݔ)ݒ                           0) =                                                               (3.19)                                                                          ,(ݔ)଴ݒ

,0)ݑ                           (ݐ = ,݈)ݑ   ,(ݐ)ଵݑ 0) =                                 (3.20)                                              .(ݐ)ଶݑ

Burada u଴(x), denkleminin herhangi bir türevlenebilir çözümüdür. 

Teorem 2. Eğer ݔ)ݒ,  fonksiyonu(3.18)-(3.20) ile tanımlanan yardımcı probleminin(ݐ

zayıf çözümü ise 

,ݔ)ݑ                                            (ݐ = డ௩(௫,௧)
డ௫

                                                          (3.21)                                                                        

(2.1), (3.2), ve (3.16) probleminin zayıf çözümüdür. 

4. SÜREKSİZ FONKSİYONLAR SINIFINDA NÜMERİK ÇÖZÜMLER İÇİN 

ALGORİTMALAR 

Şimdi önerilmiş yardımcı problem çerçevesinde göz önüne aldığımız 

problemlerin sayısal çözümleri için algoritmalar içerelim. 

(3.17), (3.18), probleminin nümerik algoritmasını geliştirmek için önce D୘
୪  bölgesini  

߱௛,ఛ
௟ = ,௜ݔ)} ௜ݔ|(௞ݐ

� = ݅ℎ, ௞ݐ = ݇߬, ݅ = 0,1, … ; ݇ = 0,1,2, … ; ℎ > 0, ߬ > 0}.            

ağı ile örtelim. Burada h ve τ sırasıyla x ve t değişkenlerinin adımları olmaktadır. 

 ഥ߱ ௛,ఛ
௟ = ߱௛,ఛ

௟ + ௛,ఛߛ
௟ ௛,ఛߛ , 

௟  , ߱௛,ఛ
௟  ağının sınır düğümleri olmak üzere ߱௛,ఛ

௟ = ߱௛
௟ × ߱ఛ

௟  

olmaktadır. ߱௛,ఛ
௟ ile tanımlanan ağın ݔ)ݑ௜, ௞) değerini  U௜,௞ݐ  ağ fonksiyonu ile 

gösterelim. R୘ ve ்ܴ
ା üzerinde bulunan ağın adımlarını sırası ile ఠܶ೓,ഓ  ve ܶఠ೓,ഓ

శ  ile 

ifade edelim. 

4.1 Nümerik Çözümün Özellikleri               

(3.18), (3.20) problemini (ݔ௜,  ௞) noktaları üzeri aşağıdaki gibi sonlu farklaraݐ

                ௏೔,ೖశభି ௏೔,ೖ
ఛ

= ܭ ቀఙ൫୙೔,ೖ൯ି ఙ൫୙೔షభ,ೖ൯
௛

ቁ − ܳ൫U௜,௞൯,                                    (4.1)                                                

                       ௜ܸ,଴ =                                                                                           (4.2)                                                                             ,(௜ݔ)଴ݒ 

                      U଴,௞ = U௡,௞   ,(௞ݐ) ଵݑ =                                                (4.3)                                                  (௞ݐ) ଶݑ

ayrıklaştıralım. Aşağıdaki teorem doğrudur. 
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Teorem 3. Eğer  ௜ܸ ,௞, (4.1)-(4.3) yardımcı problemin nümerik çözümü ise  

                                    U௜,௞ାଵ =  ௏೔,ೖశభି ௏೔షభ,ೖశభ
௛

                                                 (4.4)                                                              

eşitliği ile tanımlanan U௜,௞  ağ fonksiyonu  

                         ୙೔,ೖశభି ୙೔,ೖ
ఛ

 =  ଵ
௛

 ቂܭ ቀఙ൫୙೔శభ,ೖ൯ି ఙ൫୙೔,ೖ൯
௛

ቁ�  

ቀఙ൫୙೔,ೖ൯ି ఙ൫୙೔షభ,ೖ൯ ܭ −�                   
௛

ቁቃ − ொ൫୙೔,ೖ൯ ିொ൫୙೔షభ,ೖ൯
௛

    ,                              (4.5)                                         

                                        U௜,଴ =                                                                        (4.6)                                                         ,  (௜ݔ) ଴ݑ

                        U଴,௞ = U௡,௞   ,(௞ݐ) ଵݑ =                                                             (4.7)                                                (௞ݐ) ଶݑ

doğrusal olmayan cebirsel denklemler sisteminin nümerik çözümü olmaktadır. 

1.  (4.5)-(4.7) probleminin negatif olmayan sonlu karşılığı 

 

0 ≤ ݉ ≤ U௜,௞ ≤  ܯ

olmaktadır. Burada ݉ = ,଴ݑ}݊݅݉ ,ଵݑ ܯ ଶ} veݑ = ,଴ݑ}ݔܽ݉ ,ଵݑ  .ଶ} dırݑ

İspat (4.5) denklemini U௜,௞ = U,   U௜,௞ାଵ = Û ve Û± = U௜±ଵ,௞ାଵ notasyonlar yardımı 

ile basitçe 

             Û − U = ఛ
௛

ᇱܭ ቀడఙ
డ௫

ቁ ቂఙ൫Ûశ൯ିఙ൫Û൯
௛

− ఙ൫Û൯ିఙ൫Ûష൯
௛

ቃ − ொ൫Û൯ିொ൫Ûష൯
௛

                      (4.8)              

yazabiliriz. ߛ௛,ఛ
௟  düğümü yerine ߱௛,ఛ

௟  ağın adımlarını Û ≠  t ve Û değerlerineܾ݅ܽݏ

sahip bir noktada olduğunu varsayalım.  (ݔଵ, (ଵݐ ∈ ߱௛,ఛ
௟  noktasında Û maksimum 

değerini almakta ve hatta bazı komşu noktalarda U(ݔଵ, ,ଵݔ)ଵ), Ûݐ  ଵ) den daha küçükݐ

olmaktadır. Eğer Û(ݔଵ, (ଵݐ > ,ଵݔ)ܷ  fonksiyonu monoton, (4.8) (ݑ)ߪ ଵ) iseݐ

denkleminin sol tarafı pozitif fakat sağ tarafı negatif olmaktadır. Dolayısıyla bu bir 

tutarsızlıktır. Benzer şekilde Û±(ݔଵ, (ଵݐ > Û(ݔଵ,  ଵ) olduğunda ise de aynıݐ

tutarsızlığa varabiliriz. İspat etmeliyiz ki Û, ω୦,த
୪ ağının iç düğümlerinde minimal bir 

değer almasın. 
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Görüldüğü gibi (4.4) sonlu fark karşılığı τ ya göre birinci mertebeden olmaktadır. 

Fakat söz konusu sonlu fark karşılığının zaman değişkenine göre mertebesini, 

örneğin Runge-Kutta yöntemini kullanarak yükseltmek mümkündür. 

2.  

,|ଵߙ|}ݔܽ݉ {|ଶߙ| ≤  ݐܾ݅ܽݏ

ve 

ݔܽ݉ ൜|ߙଵ|, ,|ଶߙ| ฬ
ଵߙ݀

ݐ݀ ฬ , ฬ
ଶߙ݀

ݐ݀ ฬൠ ≤  ݐܾ݅ܽݏ

eşitsizliklerini koruduğu taktirde 

 

               ߬ℎ ∑ ∑ ௫൫Û൯ߪ ቂܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ − (0)ܭ − ܳ൫Û൯ቃ௡ିଵ
௜ୀଵ

௠ିଵ
௞ୀଵ ≤ const     (4.9)                

olmaktadır. 

İspat (4.8),(4.9) probleminin çözümünün (2.1),(3.2) ve (3.3) probleminin gerçek 

çözümüne yakınsaklığını ispatlamak için, önce (4.9) denklemini aşağıdaki şekilde 

yazıp 

U௧ = ௫ ഥܭ   ቀߪ௫൫Û൯ቁ −  ܳ௫ ഥ  ൫Û൯    

sonra ݓ(U෡) fonksiyonuna çarpıp elde edilmiş denklemi (i, k) üzeri  

,ෝݓ)           U௧)௅మ(ఠ೓ഓ) = ൬ݓෝ, ௫ ഥܭ  ቀߪ௫൫Û൯ቁ൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

− ቀݓෝ, ܳ௫ ഥ  ൫Û൯ቁ
௅మ(ఠ೓ഓ)

            (4.10) 

toplayalım. Burada 

ෝݓ                  ≡ ൫Û൯ݓ = ൫Û൯ߪ + ௜ݔ) − ଵߙ(ߡ − ௫೔
ఐ

= ൫Û൯ߪ +                                  (4.11)                     ,(ݐ)ܪ

ଵߙ = ଶߙ     ,((௞ାଵݐ)ଵݑ)ߪ = (ݐ)ܪ          ((௞ାଵݐ)ଶݑ)ߪ = ௜ݔ) − ଵߙ(ߡ −     ଶߙߡ

olmaktadır ve (ݑ, ∑ ୐మ(ன౞ಜ) ile ifade edilen sembol, ߬ℎ(ݒ ∑ ௜ݒ௜ݑ 
௡ିଵ
௜ୀଵ

௠ିଵ
௞ୀଵ  toplamı 

göstermektedir. Bu toplamın ω୦த ağında  ∫ ,ݔ)ݑ ஽೅(ݐ
,ݔ)ݒ   integralinin sayısal ݐ݀ ݔ݀(ݐ

karşılığı olmaktadır. Kolayca gösterilebilir ki, ݓෝ fonksiyonu ݅ = 0 ve ݅ = ݊ 

olduğunda sıfıra eşit olur. 
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(4.10) eşitliğine kısmi toplama formüllerini uygulayalım. Önce Iଵ = ,ෝݓ)  U୲)௅మ(ఠ೓ഓ) 

üzerinde işlemler yapalım. Bunun için (4.11) i dikkate alarak 

                                                          Iଵ = Iଵଵ +  Iଵଶ                                              (4.12)                                                                         

şeklinde yazalım, burada  

 Iଵଵ = (σ(Û), U୲ )୐మ(ன౞ಜ) ,       Iଵଶ = ߬ℎ ∑ ∑ U௧(ݐ)ܪ 
௡ିଵ
௜ୀଵ

௠ିଵ
௞ୀଵ = ,(ݐ)ܪ) U௧)௅మ(ఠ೓ഓ) 

olmaktadır. Şimdi Iଶ =  ൬ݓෝ, ௫ ഥܭ  ቀߪ௫൫Û൯ቁ൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

 ifadesine kısmi toplama formülünü 

uygular isek 

Iଶ =  ൬ݓෝ, ௫ ഥܭ  ቀߪ௫൫Û൯ቁ൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

=  ߬ ෍ ௜ୀ௡|ݓ�

௠ିଵ

௞ୀଵ

௫൫Û൯ቁቚߪቀ ܭ�  
௜ୀ௡ିଵ

− 

߬ ෍ �൬ݓෝܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ൰ቚ
௜ୀ଴

−
௠ିଵ

௞ୀଵ

 ൬ݓෝ௫ , ܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

=  

= − ൬ߪ௫൫Û൯, ܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

− ൬ܪ௫(ݐ), ܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

 

alırız. Sonuncu ifadeyi dikkate alarak Iଶ i 

                        Iଶ = − ൬ߪ௫൫Û൯, ܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

+ Iଶଵ                                (4.13)                                             

şeklinde yazalım. Burada 

Iଶଵ = − ൬ܪ௫(ݐ), ܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

 

olmaktadır. 

Şimdi Iଷ =  ቀݓෝ, ܳ௫ ഥ  ൫Û൯ቁ
௅మ(ఠ೓ഓ)

ifadesine de yukarıda olduğu gibi kısmi 

integrasyon toplama yöntemini uygular isek 

Iଷ = ߬ ෍ ෝ|௜ୀ௡ݓ�

௠ିଵ

௞ୀଵ

  �ܳ൫Û൯ห
௜ୀ௡ିଵ − ߬ ෍ ෝܳ൫Û൯หݓ�

௜ୀ଴ − ቀݓෝ௫൫Û൯, ܳ൫Û൯ቁ
௅మ(ఠ೓ഓ)

=
௠ିଵ

௞ୀଵ
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=  − ቀߪ௫൫Û൯, ܳ൫Û൯ቁ
௅మ(ఠ೓ഓ)

−  ൫ܪ௫(ݐ), ܳ൫Û൯ ൯௅మ(ఠ೓ഓ) 

= − ቀߪ௫൫Û൯, ܳ൫Û൯ቁ
௅మ(ఠ೓ഓ)

+ Iଷଶ                                                     

elde ederiz. Dolayısıyla  

                       Iଷ = − ቀߪ௫൫Û൯, ܳ൫Û൯ቁ
௅మ(ఠ೓ഓ)

+ Iଷଶ                                              (4.14)                                                           

olmaktadır, burada 

Iଷଶ = − ൫ܪ௫(ݐ), ܳ൫Û൯ ൯௅మ(ఠ೓ഓ) 

 (4.12), (4.13) ve (4.14) ifadelerini dikkate alarak (4.10)  eşitliğini 

,(Û)ߪ) U௧  )௅మ(ఠ೓ഓ) + ൬ߪ௫൫Û൯, ܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ − ܳ൫Û൯൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

≤     Iଵଶ +  Iଶଶ +  Iଷଶ (4.15) 

olarak yazabiliriz. 

Şimdi Iଵଶ , Iଶଶ  ve  Iଷଶ ifadelerini değerlendirelim. Önce Iଵଶ ifadesini göz 

önüne alalım. Bunun için  

Iଵଶ = ߬ℎ ෍ ෍[(ݔ௜ − ι)(ߙଵ, U௧) − ι(ߙଶ, U௧)]
௡ିଵ

௜ୀଵ

௠ିଵ

௞ୀଵ

= 

                     ℎ ෍(ݔ௜ − ι)߬
௡ିଵ

௜ୀଵ

෍ ଵ U௧ߙ

௠ିଵ

௞ୀଵ

− ℎ ෍ ι߬
௡ିଵ

௜ୀଵ

෍ ,ଶߙ U௧    
௠ିଵ

௞ୀଵ

 

 

şeklinde yazıp, ݇ ‘ ya göre olan toplamlara kısmi toplama formüllerini uygular isek 

߬ ෍ ଵ U௧ߙ

௠ିଵ

௞ୀଵ

= ,ଵߙ )  U௧)௅మ(ఠ೓ഓ) = 

ଵ|௞ୀ௠ �U|௞ୀ௠ିଵߙ� − ଵ U|௞ୀ଴ߙ�  −  ൬
ଵߙ݀

ݐ݀ , U൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

       

Iଵଶ ifadesini son olarak aşağıdaki şekilde 
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Iଵଶ = ℎ ∑ ൜ߙ�ଵ|௞ୀ௠   �U|୩ୀ௠ିଵ   − ௞ୀ଴|(ଵ Uߙ)�   −  ቀௗఈభ
ௗ௧

, Uቁ
௅మ(ఠ೓ഓ)

ൠ௡ିଵ
௜ୀଵ −  

          − ℎ ∑ ௜ݔ ൜ߙ�ଶ|௞ୀ௠   �U|௞ୀ௠ିଵ   − ௞ୀ଴|(ଶ Uߙ)�   −  ቀௗఈమ
ௗ௧

, Uቁ
௅మ(ఠ೓ഓ)

ൠ௡
௜ୀଵ          (4.16)   

yazabiliriz. Buradan    Iଵଶ için 

|Iଵଶ|  ≤  อℎ ෍ ௜ݔ)൯ U௜,௠ିଵ(௠ݐ)ଵݑ൫ߪ − ι)
௡ିଵ

௜ୀଵ

อ + อℎ ෍ ൯ U௜,଴(ι)(଴ݐ)ଵݑ൫ߪ
௡ିଵ

௜ୀଵ

อ + 

+ อℎ ෍ ൬
ଵߙ݀

ݐ݀ , U൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

௡ିଵ

௜ୀଵ

อ + อℎ ෍ ௜ݔ  ଶ(t௠)൯ U௜,௠ିଵݑ൫ߪ

௡ିଵ

௜ୀଵ

อ +  

+ อℎ ෍ ௜ݔ ൯ U௜,଴(଴ݐ)ଶݑ൫ߪ

௡ିଵ

௜ୀଵ

อ   + อℎ ෍ ൬
ଶߙ݀

ݐ݀ , U൰
௅మ(ఠ೓ഓ)

௡ିଵ

௜ୀଵ

อ  ≤ 

≤ ଵ| ‖U‖௅మ(ఠ೓ഓ)ߙ|ݔܽ݉ + ݔܽ݉ |ଶߙ|   ‖U‖௅మ(ఠ೓ഓ) + ݔܽ݉ ܶ  ቚௗఈభ
ௗ௧

ቚ  ‖U‖௅మ(ఠ೓ഓ)  +  

                                     + ݔܽ݉  ቚௗఈమ
ௗ௧

ቚ  ܶ  ‖U‖௅మ(ఠ೓ഓ)  ≤                           ଷ  ‖U‖௅మ(ఠ೓ഓ)               (4.17)ܯ 

değerlendirilmesini alırız, burada 

ଷܯ = ଷଵܯ ݔܽ݉ ൜|ߙଵ|, ,|ଶߙ| ฬ
ଵߙ݀

ݐ݀ ฬ , ฬ
ଶߙ݀

ݐ݀ ฬൠ 

ve 

ଷଵܯ = 4 + 2ܶ = 2(ܶ + 2) 

olmaktadır. Dolayısıyla 

                         |Iଵଶ|  ≤ ଷܯ  ݔܽ݉  ቄ|ߙଵ|, ,|ଶߙ| ቚௗఈభ
ௗ௧

ቚ , ቚௗఈమ
ௗ௧

ቚቅ                                   (4.18)                                              

 Iଶଶ ifadesini değerlendirmek için (ݐ)ܪ nin türevini 

(ݐ)௫ܪ = ௜ݔ)] − 1)௫ߙଵ ௫(௜ݔ) − [ଶߙ  = 

=
௜ݔ−௜ାଵݔ

ℎ ଵߙ   −
௜ݔ−௜ାଵݔ

ℎ ଶߙ   = (ݐ)ଵߙ − (ݐ)ଶߙ =  (ݐ)ଵܪ 

hesaplayalım ve  Iଶଶ ni aşağıdaki  
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Iଶଶ = ቂܪଵ(ݐ), ൬ܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ − ൰ቃ(0)ܭ = ߬ℎ ෍ ෍ (ݐ)ଵܪ ቂܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ − ቃ(0)ܭ
௡ିଵ

௜ୀଵ

௠ିଵ

௞ୀଵ

= 

                   =  ଵ
ଶ

 ߬ℎ ∑ ∗௫൫Û൯ߪ
௜,௞  ቂܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ − ቃ(0)ܭ + ଵ

ଶ
 ߬ℎ ∑ ∗∗  (ݐ)ଵܪ ܿ

௜,௞          (4.19)        

şekilde yazalım. Burada  ∑∗ toplamı 

|(ݐ)ଵܪ| ≤  
1
 ௫൫Û൯ߪ 2

eşitsizliğini koruyan (ݔ௜,  ,௞) noktaları üzeriݐ

∑∗∗ toplamı ise 

                                                      หߪ௫൫Û൯ห  ≤                                                          (4.20)                                            (ݐ)ଵܪ 

eşitsizliğini koruyan noktalar üzeri gerçekleşmektedir. (4.20) eşitsizliğinden 

                                                      หߪ௫൫Û൯ห  ≤  ܿଵ =  ݐݏ݊݋ܿ

olduğu  görülmektedir. 

Buradan, 

                                  Iଷ  ≤  ଵ
ଶ

 ߬ℎ ∑ ቂܭ ቀߪ௫൫Û൯ቁ − ቃ௜,௞(0)ܭ + ܿଵ                         (4.21)                                

olduğunu elde ederiz. 

Şimdi Iଵଵ =  ൫ߪ൫Û൯, U௧൯ ifadesini göz önüne alalım 

൫Û൯൫Ûߪ − U൯ = ଵ൫Û൯ߪ − ଵ(U)ߪ + ߙ + ൫Û(0)ߪ − U൯ = 

= ଵ൫Û൯ߪൣ − ଵ(0)൧ߪ − ଵ(U)ߪ] − [ଵ(0)ߪ + ൫Û(0)ߪ − U൯ +  ߙ

olduğundan 

h ෍{ߪ�ଵ(U)|௧ୀ் − {ଵ(0)ߪ
୧

+
1
2 τh ෍ ௫൫Û൯ߪ ቂK ቀߪ௫൫Û൯ቁ − K(0) − Q൫Û൯ቃ

୧,୩

≤ sabit 

elde ederiz. Burada 
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ଵ(U)ߪ − ଵ(0)ߪ = න[(ߦ)ߪ − [(0)ߪ
௎

଴

 ߦ݀

olmaktadır. 

5.   BİLGİSAYAR DENEYLERİ 

Önerilen yöntemin etkisini görmek için birkaç tane bilgisayar testleri yapalım. 

Problem. Varsayalım ki, (ݏ)ܭ  = ,ݏ߭ (ݑ)ߪ  = ;ݑ (ݑ)ܳ   = ௨మ

ଶ
; ଵݑ  = ଶݑ ;1.0 = 0.5 

ve ܶ = 1 olsun. Bu durumda (2.1) denklemi 

                                                         డ௨
డ௧

+ ݑ డ௨
డ௫

= ߭ డమ௨
డ௫మ                                           (5.1)                                                        

şekline dönüşür. Bu denkleme bilindiği gibi literatürde Burgers denklemi denir. (5.1) 

Burgers denklemini önce aşağıdaki başlangıç 

,ݔ)ݑ                                                       0) = (ݔ)଴ݑ = ൜ݑଵ, ݔ < 0
,ଶݑ ݔ > 0

�                         (5.2)                                                                           

koşulu çerçevesinde inceleyelim ve (5.1)-(5.2) probleminin sayısal çözümünü 

bulalım. Bunun için yardımcı problemi 

                                                           డజ
డ௧

 +  ௨మ

ଶ
 = ߭ డ௨

డ௫
.                                           (5.3)                                                        

(ݔ)଴ݒ                                                    = ൜ݑଵݔ, ݔ < 0
,ݔଶݑ ݔ > 0

�                                           (5.4)                                                      

dahil edelim. 

 .fonksiyonlarının grafikleri sırasıyla şekil1-4 de verilmiştir (ݔ)଴ݒ ve (ݔ)଴ݑ
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                                                 Şekil 1 

 

 

                                            Şekil 2 
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                                                Şekil 3 

 

                                                 Şekil4 

 

Yardımcı problemi aşağıdaki şekilde sonlu farklara  

                                           ௏೔,ೖశభି ௏೔,ೖ
ఛ

= ௎೔,ೖ
మ

ଶ
 + υ ቀ௎೔,ೖ ି ௎೔షభ,ೖ

௛
ቁ,                              (5.5)                                      

                                                         ௜ܸ,଴ =                                                                 (5.6)                                                 .(௜ݔ)଴ݒ 
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-0.5

0

0.5

1

u1=0.5,   u2=1.0 

x 

v0(x) 

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.5

0

0.5

v0(x) 

x 

u1=1.0, u2=0.5 
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ayrıklaştıralım.    

(5.5)-(5.6) algoritması ve (4.4) formülleri ile elde edilen çözümlerin grafikleri şekil 

5-8 de gösterilmiştir.  

 

 

                                            Şekil 5 

                   

 

                                           Şekil 6 
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                                           Şekil 7 

 

 

                                          Şekil 8 

Grafiklerden görüldüğü gibi Burgers denklemi için yazılmış Cauchy 

probleminin nümerik çözümünün dağılım grafiği gerçek çözümle çakışıyor. Şimdi 

(5.1) denkleminin aşağıdaki koşul çerçevesinde  
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(ݔ)଴ݑ                                       = ቐ
1 − ,ଶݔ −1 ≤ ≥ ݔ 1

0, ݀݅ğ݁ܽ݀ݎ݈ܽܽݐ݇݋݊ ݎ
�                             (5.7)                                           

(5.1)-(5.7) problemine karşılık gelen yardımcı problemi 

                                                       డజ
డ௧

 +  ௨మ

ଶ
 = ߭ డ௨

డ௫
                                               (5.8)                                                             

(ݔ)଴ݒ                                                 = ቐ
ݔ     ,0.66− < 1

ݔ − ௫య

ଷ
|ݔ|     , ≤ 1

ݔ     ,0.66 > −1

�                                   (5.9)                                   

aşağıdaki gibi dahil edelim. 

(5.7),(5.9) fonksiyonlarının grafikleri şekil 9 ve şekil 10 da gösterilmiştir.      
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                                               Şekil 10 

(5.8),(5.9) probleminin sonlu fark karşılığı 

௏೔,ೖశభି ௏೔,ೖ
ఛ

= ௎೔,ೖ
మ

ଶ
 + υ ቀ௎೔,ೖ ି ௎೔షభ,ೖ

௛
ቁ,   

(௜ݔ)଴ݒ                                                    = ൞
௜ݔ     ,0.66− < 1

௜ݔ − ௫೔
య

ଷ
|௜ݔ|     , ≤ 1

௜ݔ     ,0.66 > −1

�                          (5.10)                                       

dır. (5.5),(5.10) çözümünün grafiği ise şekil-11 de gösterilmiştir. 
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Şekil-12 de ise  

୧ܷ,୩ = ௜ܸ,௞ାଵ −  ௜ܸିଵ,௞ାଵ

h  

formülü ile ifade edilen çözümün grafiği verilmiştir. 
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SONUÇLAR 

Tezde elde edilen sonuçları aşağıdaki gibi sıralıya biliriz. 

1. Burgers denkleminin süreksiz başlangıç koşulu çerçevesinde analitik 

çözümünün yapısı incelenmiş ve gösterilmiştir ki Burgers denkleminin 

çözümü başlangıçta verilmiş sıçrayışı koruyarak ௗ௫
ௗ௧

= ௨భା௨మ
ଶ

 hızı ile hareket 

etmektedir. 

2. İki kez dejenere olunan nonlineer parabolik tür denklem için yazılmış 

başlangıç, başlangıç sınır değer problemleri için zayıf çözümün tanımı 

verilmiştir. 

3. Tanımlanmış zayıf çözümü elde etmek için süreksiz fonksiyonlar sınıfında 

sonlu farklar yöntemi önerilmiştir. 

4. Nümerik çözüm için uygun fonksiyonel uzayda değerlendirmeler elde 

edilmiştir. 

5. Suyun ve petrolün oransal faz geçirgenliğini bulmak için teorik bir yöntem 

önerilmiştir.  
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