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DEJENERE OLABILEN NONLINEER PARABOLIK TUR
DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI

Tezi Hazirlayan: Tugce AKGUL

Ozet

Tezde, ikinci basamaktan iki kez dejenere olunan nonlineer (lineer olmayan)
parabolik tlir denklem icin yazilmis baslangig-sinir deger probleminin ¢6ziimiiniin
yapisi incelenmistir. Bunun i¢in dnce iki fazli sivilarin tabakali ortamda mikroskobik
hareketini ifade eden denklem ¢ikarilmis ve 6zel durumlarda bu denklemin analitik
¢Oziimiiniin 6zellikleri incelemistir.

Tezin 3.boliimiinde s6z konusu denklemin tiim fiziksel olaylarini diizgiin aks
ettirebilen, siireksiz fonksiyonlar sinifinda niimerik ¢oziimiiniin elde edilmesi igin
esas bir niimerik yontem Onerilmistir. Bunun yani sira niimerik ¢oziimiin gergek
¢oziime yakimsaklig1 da incelenmistir. Onerilen yontemin etkinligini gdsterebilmemiz

icin bazi 6zel durumlarda bilgisayar testleri de yapilmstir.



NUMERICAL SOLUTION OF THE NON-LINEAR PARABOLIC TYPE
EQUATIONS WITH DEGENERATION

Presented by: Tugce AKGUL

Abstract

In this thesis, the structure of the solution of the nonlinear parabolic equation
with two-time degeneration is investigated. In addition, the motion of the two phase
fluids in layered denoting the movement of microscopic and analytical solution of
this equation features removed and examined special cases. In partical case the exact
solution of the maintained problem is found.

In the last section of this thesis the efficient numerical algorithms for finding
of the solution in a class of discontinuous functions is suggested. The theorem of
convergence of the numerical solution to exact weak solutions is proved.

In order to demonstrate the efficients of the proposed algorithm some

computer tests have been made in some special cases.
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1. GIRiS

Genelde, kismi tiirevli diferansiyel denklemler dogadaki temel kanunlar:
matematiksel ifade ederken, uygulamali matematigin, fizigin ve miihendisligin bir
cok Onemli problemlerini modellemesi ve ¢dziimlemesi slireglerinde ortaya
ctkmaktadirlar. Bu bilim dali modern matematigin tiim alanlarinda, 6zellikle fizik,
geometri ve analizde Onemli rol oynamaktadir. Fiziksel 6nem tasiyan bir ¢ok
dinamik olaylar kismi tiirevli diferansiyel denklemler ve kismi tiirevli diferansiyel
denklemler icin yazilmis uygun baslangic ve baslangi¢ sinir deger problemlerinin
¢Ozlimiiniin bulunmasina indirgenmektedir. Matematiksel modeller kullanilarak
fiziksel olaylarin dinamigi incelene bilir, ayrica zor kosullarda yapilmasi gereken
fiziksel deneyin yerine kolayca ve hizli bir sekilde sonuca varila bilen bilgisayar
deneyleri yapilabilir. Once tezin sonraki boliimlerinde kullanilabilecek bazi temel

kavramlar1 hatirlatalim.
1.1 Temel Kavramlar

Her zaman oldugu gibi R™ ile (xq,x,,...,%,) noktalarmm Oklid uzaymi
gosterelim. Q € R™ bir bolge,u(xy, x5, ..., X,) ise Q da tanimli ve n.basamaktan
siirekli tiirevlere sahip fonksiyon olsun. n.basamaktan kismi tiirevli diferansiyel

denklemlerin (KTDD) genel yazilim formu asagidaki

ou ou d%*u  d%u 0%u anu) ~0

F(x Xoy oy Xy Uy = ou.
L2 2 2 gy T 9y 012 Bx10%2 " T 02’ T B

(1.1)

gibi olmaktadir. Burada, xq,x5,..,X,, bagimsiz degiskenler u(xy,xs, ..., %)
bilinmeyen fonksiyon, F ise tiim arglimanlarina gore tanimli ve bilinen fonksiyon

olmaktadir.

Diferansiyel denklemin igerdigi bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin en

yiiksek mertebesine denklemin mertebesi (veya basamagi ) denir.

n = 1 oldugu taktirde (1.1) denklemi 1. basamaktan KTDD olmaktadir ve genel

yazilim formu

F(xl,xz, ...,xm,u,a—u a_u) =0 (1.2)

ox,’ " 0xm

seklini alir.



Genelde biz 2. basamaktan olan KTDD’1 inceleyecegiz. Kolaylik i¢in m = 2 olsun.
Yer eksenlerinin sayisi iki oldugu durumda 2. basamaktan olan KTDD genel yazilim

formu asagidaki

Ou Ju d*u  d%u azu) —0
'axl'axz'axlz'axlaxz'axzz -

(1.3)

F (xl,xz,u

gibi olmaktadir. Kolaylik i¢in bazi durumlarda x4, x,, x3 degiskenlerini (x, y, z) gibi
gosterecegiz. Zamana bagli degisen biiyiikliikleri ifade etmek i¢in zaman degiskenini

ozel olarak ¢ harfi ile gosterecegiz.

Eger, F bilinmeyen fonksiyon ve onun tiim tiirevlerine gore lineer fonksiyon olursa,
boyle denklemlere lineer KTDD denir. Diferansiyel denklemlerin lineerlik 6zelligini
denklemin operatdr yazilim formunu kullanarak ifade edelim. Bundan dolayi,

asagidaki sekilde yazilmis
S(w) = fx) (1.4)

denklemini goz Oniine alalim. Burada, J(u) = 3 (%’aa_x) degiskenlerine bagl
polinumial bilinen bir fonksiyon ve (x = x4, X5, ..., X,,) olmaktadir.

Asagidaki iki kosulu

) Su+v)=3wW)+3IW),

2) 3 (cu) =cJ(w)

saglayan 3 operatOriine lineer operator denir. Burada, u ve v fonksiyonlar1 Q da

tanimli, ¢ ise keyfi bir sabit olmaktadir.
Ornek 1

L. uy+u, =0,

N

X Uy +y?u, = sinx,

3. U—Uy=1U
1.basamaktan,

4. Up + CUy = UlUyy,

2 —
S, Uy —C%Uy, =0



ikinci basamaktan,

6. Up + CUy = UlUyyy,

2 —
7. U — C¥Upyxx = 0

ise swrasiyla tgiincii ve dordiinci basamaktan lineer kismi tiirevli diferansiyel

denklemler olmaktadirlar.

Birinci ve ikinci basamaktan lineer KTDD lerin genel yazilim formu asagidaki

a(x1;x2) + b(xpxz) + C(x1;x2)u = d(x1;x2) (1.5)
A(xp xz) + B(XLXZ) + C(XLXZ) + D(XLXZ)
+E(x1;x2) + F(XLXZ)U = G(xpxz) (1.6)

gibi olur.

Dogrusal olmayan denklemlere lineer olmayan denklemler denir. Eger, F'
bilinmeyen fonksiyonun yiiksek basamaktan olan tiirevlerine gore lineer olmayan

fonksiyon olursa, boyle denklemlere ciddi lineer olmayan KTDD denir.
Ornek 2

Iow?+ul=1,

2. v, +%(vx)2 =0,

3. (up)?+yu,—u=0,

4. utu, =1
lineer olmayan denklemlerdir.

Eger, F bilinmeyen u fonksiyonunun, yiiksek basamaktan olan tiirevlerine

gore lineer fonksiyon ise, bdyle denklemlere kuazilineer KTDD denir. Ornegin



Ornek 3

Bu 9%u | Ou 8%u
6x1 6x12 axz 696'22

2. ustuu, =u,

kuazilineer denklemlerdir.

Birinci ve ikinci basamaktan kuazilineer denklemlerin genel yazilim formu

strasiyla
ou ou
a(xy, x5, u) Ixs + b(xy, x5, u) N d(xq,x2,u),
A( ou 6u)62u+B( ou Ou) 0%u N
¥ X2t 0x,’ 0x,/ 0x,2 X2t 0x, 0x,/ 0x,0x,
C( ou Ou)azu_D( ou Ou)
xlr er u, axl ] axz axzz - xlr er u, axl ] axz
olmaktadir.

ou ou
a(x1;x2) 6_xl + b(xpxz) 6_xz + C(XL xz;u) =0

seklindeki denklemlere hemi (veya yar1) lineer denklemler denir.

Ornek 4

— 142
L. up —uyy = us,

2. U — Uy = u(l —u)
yar1 lineer denklemler olmaktadir.

Eger, tim degiskenlere gore n kez siirekli diferansiyellere sahip u =
@(xq1,%y,...,xy) fonksiyonu (1.1) de yerine kondugunda denklemi 6zdes esitlige
doniistiirtir 1se, boyle fonksiyonlara diferansiyel denklemin ¢oziimii (veya integrali)

denilir.



Ornek 5
a) f,g € C2(D), (D c R?) herhangi bir fonksiyon olmak iizere
z=f(x—-2y)+g(x+2y)
ylizey ailesi
4Zyy — Zyy =0

ikinci basamaktan sabit katsayili lineer denklemin genel ¢oziimiidiir.

b) z = *22 fonksi +yz, =3
)Z—m onksiyonu xz, + yz, = -z

denklemini saglar. Bu ylizey keyfi fonksiyon veya parametre kapsamadigindan

denklemin 6zel bir ¢oziimiidiir.
¢) Aym sekilde z = In(x? + y2)  fonksiyonu da
Zyx +2Zyy =0
denklemini sagladigindan bu da bir 6zel ¢6ziim olmaktadir.

1.2 ikinci Mertebeden Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin

Siniflandirilmasi

Ikinci basamaktan KTDD siniflandiriimasi igin bas kismi lineer olan
92 92 92 du 9
a(x,y)a—xl; + 2b(x,y) _axauy + c(x,y)a—yl; +F (x,y,u,ﬁ,ﬁ) =0 (1.7

denklemini goz Oniine alalim. Burada x,y serbest degiskenler, a, b, ¢ ve F' kendi
arglimanlarina gore bilinen fonksiyonlar olmaktadirlar.

a,b ve c katsayilar1 i¢in Oyle kosullar bulalim ki, (1.7) denklemi kanonik
sekilde yazilmis: 1s1 daglimi, dalga ve Laplace denklemlerinden birisiyle ayn1 olsun.
Var sayalim ki, a,b ve c¢ katsayilar1 ayn1 zamanda sifir olamazlar ve u(x,y)
fonksiyonu da her iki degiskene gore 2.basamaktan siirekli tiirevlere sahip
olmaktadir.

Amacimiza ulagmak ic¢in x,y degiskenlerinden yeni & ve 1 degiskenlerine

asagidaki gibi



§=¢x,y),
{n =n(x,y) (18)

dontisimii yapalim. Var sayalim ki , £ ve n fonksiyonlar1 x ve y gore iki kez
diferansiyellenebilen fonksiyonlardir ve ayrica da asagidaki Jakobian tanim
bolgesinde

a§ 0§

D(x,y) [9n dn
dx dy

* 0.

olmaktadir. Boyle durumda (1.8) sistemi x ve y degiskenlerine gore ¢oziilebilir ve

{x =x(&,m),
y=y(n)

fonksiyonlar1 da siirekli olmaktadirlar.

(1.7)  denklemini yeni, £ ve n degiskenlerinde yazalim. Bunun i¢in denkleme dahil

olan tiirevleri € ven cinsinden ifade edelim.

6u_6u6$+6u6n 6u_6u6$+6u6n
dx 0&dx onox’ dy 0édy onady

0*u (05)2 , u 9§ an A 0%u (an)z | ou 92¢ L ou 927
0x2 082 \ox d&on dx dx = 9n? \dx 0¢ 0x%  0nox?
0%u 2u 0& 0¢ N (65 on L% o0& 677) N 0%u dn on N ou 0%¢ N ou 0%n
6x6y 652 dx 0y 6567] dxdy 0dydx on? dxdy 0& dxdy 0On dxdy
o*u (05)2 u 9§ an 0% 92u (an)z Lo du 9§ L 0u du 027
dy? 082 \dy d&on dydy = on? \dy 9 dy?2 ' andy?

Bu ifadeler (1.7) de yerine konursa

du ou
A6_5‘2+ZB£+C_+F(€'T"‘“'E'£)_O (19)

aliriz. Burada,

A=a(xy) (g)z + 2b(x y)_g_g +c(x, )(g)z’



5%

oédn 0¢0 0¢ 0
B=at) g gt + b6 (Gt 55 4 e 52

oxdy  dyox Y) 3y ay
o\ ndn 2
C =alx,y) (a) + 2b(x y)——+c(x )( y)
olmaktadir.

&(x,y) ve n(x,y) oyle secilebilir ki, (1.9) denklemi Q bolgesinin herhangi

bir (x,y) noktasinin civarinda en basit, yani

1) A=C =0;
2)A=B=0;
3)A=C,B=0

olsun.

Bu amagla B? — 4AC > 0; B> — 4AC < 0 ; B> — 4AC = 0 olan durumlar1 ayr1 ayr1

inceleyelim. D = B? — 4AC ifadesine (1.9) denkleminin diskriminanti denilir.

1. B2—4AC >0 oldugu durumda (1.7) denklemi hiperbolik tiire ait

olmaktadir.

Ornek 6 u,, — a’u,, = 0 dalga denkleminin hiperbolik tiir bir denklem oldugunu

gosterelim.

Cozim Bu durumda A=1 B=0, C=-a®? ve B?—4AC=4a’>>0
oldugundan dalga denklemi her yerde hiperboliktir.

2. B2 — 4AC = 0 oldugu durumda (1.7) denklemi parabolik tiire aittir.

Ornek 7 u, — k?u,, = 0 (k? = sabit) 1s1 veya difiizyon denkleminin parabolik

oldugunu gosterelim.

Cozim Burada A=0, B=0, C=—-k? ve B?—4AC =0 olup, diflizyon
denklemi her yerde parabolik olur.

3. B2 — 4AC < 0 olan durum da ise eliptik tiire mensuptur.



Ornek 8 u,, + Uy, = 0 Laplace denkleminin eliptik oldugunu gosterelim.

Coziim BuradaA =1, B=0, C =1 ve B> — 4AC = —4 < 0 oldugundan Laplace
denklemi her yerde eliptiktir.

Ornek 9 u,, — 2uy, —3uy, +u, =0
denkleminin karakteristiklerini yazarak kanonik forma indirgeyiniz.

Coziim Bu denklem igin A=1, B=-2, C=-3 ve A=B? —4AC = (-2)? —
4.1.(-3) =4 + 12 = 16 > 0 olmaktadir, yani denklem hiperbolik tiir denklemdir.

Karakteristiklerin denklemini

dy\® dy

- 21— - =

(dx) * (dx) 3=0
seklinde yazalim. Buradan

(&) =3 -2£vT6)

veya

—=1=>y=x+c,=>c=x—-Y,
dx y=x1t6=60=x—Y

%:—3:y=—3x+c2:62=y+3x
karakteristiklerini elde ederiz.
Bu taktirde € ve n degiskenlerini x ve y
E=py)=x-y,
n=9y)=y+3x
seklinde ifade edelim. Buradan

gx =1, gy = -1, Ny = 3, ny = 1,

$xx =0 5yy=05xy=0



Nex =0 nyy=0 ny=0
olur.

Simdi denklemdeki x ve y’ ye gore olan tiirevleri & ve n’ ya gore olan tiirevler

yardimi ile ifade edelim.
Uy = Ug. & + Up. Ny = Us + 33Uy,
Uy = ug. &y, + Up.Ny = —Us + Uy,
Uy = Ugs + 6Ugy + Uy,
Uyy = Ugs — 2Ugy + Upy,
Uyy = —Ugs — 2Ugy + Uy, -

Bulunan ifadeler denklemde yerine yazildiginda,

1
ugy =g (ug —uy ) = 0

sonucu bulunur. Bu denkleme Euler —Darbox denklemi denir.

Ornek 10 x? u,, — y?uy,, =0
denklemini kanonik forma indirgeyiniz.

Coziim Bu denklem i¢in A =x2, B=0, C = —y? ve A= B? —4AC = (0)? —
4x2(—y?) = 4x?y? > olmakla denklem hiperbolik tiir denklem olmaktadir.
Karakteristikler denklemi

dy 1
DA 2 _ Av2(—n,2
dx 2x2 [Oi\/O 4x?(-y )]
veya
dy y
Z =4z
dx ~—x

olmaktadir. Buradan iki tane karakteristik elde ederiz, birincisi



y y j dy dx
MCAN +c
Cx

Inlyl = In|x|+ Inlcy|, ¢, ==;

R I

ikincisi ise benzer yolla

dy y dy dx

Z =l 2= Z4g
dx X y X

Inlyl = —In|x| + In|c,|, ¢ =xy

gibi elde ederiz. Buldugumuz karakteristikleri kullanarak

_ _Y
¢ =xy, n=7

yeni degiskenleri dahil edelim. Buradan

y 1
k=Y, €y=x' nx=_F' ny=;
$xx =0, fxy 1, fyy 0
2y 1
nxx_?' Nxy = 2’ Nyy =0,
y
Uy = Ug. Sy + Uy My u§y+un( 2)=yu§—;un,

1 1
Uy = Us. &, + UMy, = uf.x+un.(;) = XUg +;un,

2 2
y y 2y
—_ a2
ux—yufg—Zx u§n+ um,+Fun,

— A2
Uyy = X Ugg + 2u§,, + ;um,

elde ederiz. Buldugumuz ifadeler ana denklemde yerine yazilir ise

2 2 2

y y
x2y2uge — 2x° 2 U + x? 7 + x? el yixPugs — 2y2u§n

=0,

10
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2

y
Uy — y2x2uUge — 2y%Ugy — Sy =0,

y? 2y
x2y*uge — 2y*ug, + gt

2y . o - 1 .
—4y2use,, t—u, = 0 aliriz. Sonuncu denklemin her iki tarafint  — oV ile carpar
isek
1
use,, - 2—5 u,, =0

sonucunu buluruz.
Ornek 11 Asagidaki denklemi

Uyy + 2Uyy + Uy, =0
kanonik forma indirgeyiniz

Coziim Burada A=1, B=2, C=1 ve A=B?—4AC=2?-411=0 olur,
dolayisiyla denklem paraboliktir.

Simdi karakteristik denklemimizi yazarak denklemi kanonik sekle getirelim.

dy_ B B 2 _q
dx 24 21
Buradan
dy
a=1zjdy=]dx+c1 2y=x+0

elde ederiz. Bu durumda & degiskeni olarak ¢ = x — y gibi yazalim,

9% 0%
nisej = Zf} Zf} # 0 olacak bigimde secelim. Ornegin, n = x olabilir. Gergektende
dx 0y

bu durumda J(x,y) # 0
olmaktadir. Simdi denklemi (€,n) koordinatlarinda yazalim.
§=X—Yy, =X

oldugundan

11



& =18 =—1, &y = 0,8« = 0,8, =0,
Nx =1Lny =0, Ny =0,Nxx =0,myy, =0,
Uy = gl +upny = ugl +ugl = ug +u,,
Uyy = Ugg + 2Ugy + Uy,
Uy = uggy +up Ny = ug(—=1) + u,0 = —ug
Uyy = Ugg,
Uxy = ~Ugg = Ugy:
Buldugumuz ifadeleri denklemde yerine yazar isek,
Uge + 2Ug + Uy — 2Ugg — 2Ugy +uge = 0
veya

Uy =0

m

elde ederiz. Son olarak integralleme islemi de yapilir ise,

ugm) =@ n+cy(®)

ifadesi elde edilir. Burada c; ve c, kendi arglimanlaria gore diferansiyellenebilen

fonksiyonlardir.
Ornek 12 z,, — 27yy + 22,, =0
denklemini kanonik sekle indirgeyiniz.

Coziim Burada A=1,B=-2,C=2 ve A=B?2—4AC= (-2)?—-4.12=
—4 < 0 olmakla beraber denklem eliptik tiir denklem olmaktadir.

Karakteristikler denklemi

g=%[sim]

veya

12



olmaktadir. Buradan
y = (=1t i)x+c, veyac =y + x F ix elde ederiz. Genel teoriye dayanarak & ve 1)
degiskenlerini
E=xy)=y+x
n="Yxy) =x

seklinde secelim. Buradan

\(

Zyy = Zgo
Zxy = Zeg T Zy
elde ederiz. Buldugumuz ifadeleri denklemimizde yerine yazar isek
Zeg + 22 + Zgy — 2z + 70) + 2(2) = 0
veya
Zgg + Zygy =0
bulunur.

1.3 Zayif Coziim
Bilindigi gibi dogadaki bir ¢ok pratik problemlerin, matematiksel modelleri
kismi tiirevli diferansiyel denklem veya denklem sistemi i¢in yazilmig baslangic ve

sinir deger probleminin ¢oziimiiniin bulunmasina indirgenir. Cogu zaman problemin
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s0z konusu verileri siireksiz fonksiyonlar olabilir. Baz1 durumlarda ise matematiksel
problemin ¢éziimiinde zamanin artan degerlerinde bazi1 6zellikler 6rnegin “blue-up”
dedigimiz, i¢ sicrayislar ortaya cikabilir. Diger bir ifade ile fiziksel olaymn
dinamiginde stireksizlik ortaya ¢ikabilir. Nonlineer problemlerde ortaya ¢ikan yeni
karakteristik 6zellikler (6rnegin, heyecanlanmis cephenin sonlu hizla dagilimi, darbe
dalgasi, dahili sigrayislar1 vs. gibi fiziksel oOzellikler) zayif ¢oziim kavrami
yardimiyla ifade edilebilirler.

S6z konusu zayif ¢oziimii tanimlamak i¢in, goz Oniine alinan diferansiyel
denkleme karsilik gelen ve denkleme bilinen anlamda denk olan, integral gdsterim
yazmak gerekmektedir. Genelde, kismi tiirevli diferansiyel denklem i¢in zayif ¢coziim
kavram farkli yollarla yazilabilir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in zayif ¢oziim kavrami 1930 yillarin
da Sobolev tarafindan verilmistir. Sobolev anlamindaki zayif ¢6zlim, integral esitlik
yardimu ile tanimlanmaktadir. Bu tanimi agiklamak i¢in, Q7 € R™*! Oklid uzaymda
konveks bir bolge, u = u(xy,xy, ..., Xp, t) ve f(x1,%y, ..., %X, t) Qr’de Olgiilebilir
fonksiyonlar olmak {izere operator bicimde verilmis

Lu=f (1.10)
lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemi goz Oniine alalim. Burada L siirekli
diferansiyellenebilen katsayilara sahip self-adjoint (6z eslenik) diferansiyel ifadeyi

gostermektedir.

Tamim 1. Test fonksiyonlar sinifindan keyfi ¢ (x4, x5, ..., X, t) fonksiyonlar1 igin

fQT{uMqJ — fo}dxdt =0, x = (xq, ..., %) (1.11)

integral esitligini saglayan u fonksiyonuna (1.10) denkleminin zayif (veya
genellestirilmis) ¢6zimii denir. Burada M = L* dir; yani M, L operatoriine karsilik
gelen Lagrange anlaminda adjoint operatér olmaktadir, [2].

Tanim 1 den gortldiigii gibi (1.10) denkleminin herhangi bir klasik ¢oziimi
(1.117) esitligini korumak zorundadwr. Ama (1.11) esitligini saglayan u =
u(xq,xy, ..., Xy, t) fonksiyonlar1 daha genis bir smif olusturur. Ciinkii (1.11) in

icerdigi u fonksiyonlarmin klasik anlamda tiirevlenebilir olmas1 gerekmemektedir.
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Zayif ¢oziimler goz oniine alindiginda, denklem i¢in baslangic ve sinir deger

kosullarinin hangi anlamda verilecegini 6zel olarak belirtmek gerekmektedir.

2. MIKROSKOBIiK ORTAMDA iKi FAZLI SIVILARIN TABAKALI
ORTAMDA HAREKETININ MATEMATIKSEL MODELI VE COZUMU

Hidrodinamigin ve diger bilim dallarinin bir¢ok énemli problemleri, 6rnegin
Newton sivilarinin tabakali ortamlardaki hareketi, ince tabakalardaki laminer akis,
nehir sularinin agik mecrada akisi vs. bu gibi problemlerin ¢6ziimii matematiksel
olarak iki kez dejenere olan ve ikili nonlineariteye sahip parabolik tiir denklemler
icin yazilmis baglangic ve baslangic-sinir deger problemlerinin ¢oziimiine
indirgenmektedir. Boylelikle bu tiir 6zelliklere sahip olan denklemlerin incelenmesi

hem pratik hem de teorik acidan biiylik 6nem tasimaktadir.

R?ile (x,t) noktalarmin Oklid uzaymi ve Dy = {—0 <x < o, t>T}C

R? bolgesini gosterelim. Burada x yer degiskeni, t ise zaman degiskeni olmaktadir.
Dr de asagidaki denklemi

u_ 0 b (aa(u)) _9ew) (2.1)

at ~ ox dx dx

g6z Oniine alalim. Burada, K(s), o(u) ve Q(u), kendi argiimanmna goére bilinen

fonksiyonlar olmakla beraber asagidaki kosullar1 saglamaktadirlar:

e K(s), o(u) ve Q(u) negatif olmayan ve smirlh s veu argumanlari igin
taniml1 ve sinirli olmaktadirlar;

e Pozitif u lar igin o,(w) >0 ve smirhdr, K,(w) =0, K(Ju|) — K(0) >
my >0, |ul =my;

e K(0)=K'(0)=0(0)= 0'(0)=0;

e K, (u) fonksiyonu isaret degistirir.

(2.1) denklemini O6zel sekilde, yani o'(w) = Kp(0) K(o) p', (o), Q)=
w(t)F, (o) oldugu durumda iki fazli sivilar kapiler basing dikkate alinmakla tabakali

ortamda birlikte hareket etmektedir yani

a0 OFy(0) | k 8 9Pk(9) _ :
2+ w(e) +Hpax(kp(a) Fy(0) PE2) = 0 Q2.1
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denklemine doniislir. Eger kapiler basmng¢ dikkate alinmazsa, yani sivinin

makroskopik ortamda hareket ettigini varsayarsak (2.17)

aFw(O')

— + wlt)—2= =0 (2.2)

denklemine doniigiir. Burada F,, (o) Buckley-Lewerett fonksiyonu olmaktadir ve

k(o)
E, (o) = — .
W) = ) + ik, ()
Bilindigi tizere
(@) _
o 7+ o =0 (2.3)

denklemi ile ifade edilebilen siire¢ler herhangi bir korunma kanununu ifade eder.

Burada o korunacak yogunluk , Q ise akis fonksiyonunu gostermektedir.

Literatiirden bilindigi iizere Q(u) biikkey fonksiyon oldugu durumda (2.3)
denkleminin ¢éziimiinde ¢ok degerlilik olusur, bu ise fiziksel agcidan kabul edilemez.
Cok degerli ¢oziimiin yerine bir degerli fakat sicrayisa sahip oldugunu kabul edersek
s0z konusu ¢0ziimii kurtarabiliriz. Bu ise kendi sirasinda klasik ¢6ziim kavramini

genislendirmeyi zorunlu kilmaktadir.

Sigrayisa sahip olan ¢oziimler genellestirilmis ¢6ziim kavramimi igermeyi talep eder,
fakat asil olan bu durum diger yeni problemlerin sigrayis noktalarinin ne zaman ve

nerede ortaya konuldugudur.

Diger taraftan problemin ¢oziimiindeki ¢ok degerlili§in ortaya ¢ikmasi fiziksel

acidan Q (o) fonksiyonunun olay1 ne kadar iy1 yansitabilir sonucunu da dogurur.

(2.1°) denklemini ¢ikarirken Q = f (o) fonksiyonel baglantisinin daha genel sekilde
oldugunu varsaymistik. Gergektende (2.3) denkleminde

Q@) = wt)F,(0) + 5= (Kp(0) Fy (o) Z27) (24)

olarak yazarsak (2.1°) 1 elde ederiz.

o(x, t) ¢ozimiiniin grafiginde geriye donme noktasi olustugunda o, sonsuz biiyiir ve

bu durumda (2.4) ile tanimlanan ikinci basamaktan tiirev igeren terim dominant rol
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oynar. Yani bu durumda artik ¢éziimden siirekli ve tek degerli bir fonksiyon olmasini
bekleyebiliriz. p;, ile o arasindaki fonksiyonel baglilik Buckley-Lewerett fonksiyonu
ile adlanan fiziksel birime sahip olmayan /(o) fonksiyonu ile ifade edilmektedir, [6].

J (o) fonksiyonunun grafigi sekilde gosterilmistir.

J(

[ 2,10 ] de gosterildigi lizere

olmaktadir.

Sekilden goriildiigi gibi /(o) monoton azalir, yani /' (o) < 0. Fakat, bilindigi tizere

F,, (o) monoton artar ve F,(d) = 0’dir.

Bu kosullar ¢ergevesinde (2.1) denklemi lineer olmayan parabolik tiir
denklem olur.p’, (¢) =0 oldugu durumda ise s6z konusu denklem birinci

basamaktan denkleme dejenere olur.

Diger taraftan da ¢ nin baz1 degerinden sonra k,,(6) ve k,(o) fonksiyonlarmin

simetrikligi bozulur. Gergektende o nin bazi degerlerinden sonra her bir faz bagimsiz

duruma dontistir ve her fazin oransal gecirgenligi sifira esit olur, yani
k,(c) =0 o< o,
k,(c) =0 0> 0"=1-o0,

olur.
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Buckley-Lewerett fonksiyonunun tanimina gére F, (o) fonksiyonu da ¢ = o, da

sifira esit olur.
F,(a,) =0

Bu da (2.1°) denkleminin dejenere olmasia neden olur. Dolayisiyla (2.1°) denklemi
iki kez P,' (6) =0 ve FE,(0,) =0 oldugundan birinci basamaktan denkleme
doniisiir. (2.1) denkleminin gercek ¢dziimiinii elde etmek zor oldugundan ve (2.1°)
cinsinden denklemin ¢6zlimiiniin denklemin dejenere oldugu noktalarda (2.3)
denkleminin ¢oziimiine yaklastigint gostermek amaciyla bazi 6zel durumlar:

inceleyelim.
Ornek 13 Burgers denklemi olarak adlanan

ou ou 0%u
S TUS = Hhoe (2.5)

dx2

denkleminin ¢oziimiinii bulunuz, burada u yeteri kadar kiiciik pozitif u > 0 bir

parametre olmaktadir.

Goriildigi gibi, (2.5) denklemini,
_ 12 ou
Q T2 uttu ox

ile gosterir isek (2.1) sekline doniigiir. Gosterelim ki, © — 0 yaklastiginda (2.5)
denkleminin ¢6ziimii kosan dalga seklinde olmaktadir. Gergekten de [9] oldugu gibi

u= —zu% (2.6)

degisken doniisiimii yardimai ile (2.5) denklemini

%2 _, 2
o M o2 2.7)

seklindeki lineer 1s1 denklemine doniistiirebiliriz. (2.7) denkleminin yapisini

incelemek i¢in
u(x,0) = F(x) (2.8)

baslangi¢ kosulunu ekleyelim. Baslangi¢ kosuluna da (2.6) doniisiimiinii uygularsak
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1 X
¢ =¢@(x) = exp {_z_qu(")d"}

0

aliriz.

Bilindigi gibi (2.7)-(2.8) 1s1 denklemi icin Cauchy probleminin ¢6ziimii

Poisson integrali seklinde

1 [ _(e=m)?
<p<x,t)-w_i¢<n>exp{ S }dn

ifade edilmektedir, [9]. (2.6) degisken doniisiimiinii dikkate alir isek (2.5) in ¢oziimii
i¢in

* me_ﬁdn

u(x,t) = —=t—F—
[Ze € 2Han

1fadesini elde ederiz, burada

n
N, x=m?
G(n; x,t) = jF(n)dn + TR
f
0
olmaktadir. Sonuncu ifadeden
96 _ _xn _
Fri F(n) == 0 (2.9)
elde ederiz. Buradan
FE)-==0 (2.10)
olur.
_G(TI)/Z
gm e kdn

integralinin x = & noktasindaki agirlig
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G
i - /211

olmaktadir, [11].

Varsayalim ki, (2.10) denklemini koruyan &(x,t) stasyoner noktasi vardir. Bu
taktirde

Tt t A[IG"(©)

o -G Amp _G(&)
[l P ~ NG o

J-oo x-n e_G/ZH dT’ N x=§ 4TTU _G(E)/ZH’

aliriz. Buradan

elde ederiz. Sonuncu ifade ile (2.9) dan

u=F(&) (2.11)

olarak buluruz, burada & = x — ut olur. Boylelikle ispatladik ki, u — 0 (2.5)

denkleminin ¢6ziimii

ou N ou 0
at T ax
Hopf denkleminin ¢6ziimiine yaklasir.

Simdi y niin fiks edilmis degerleri i¢in (2.5) denkleminin kosan dalga seklinde

¢Ozlimiinii bulalim. Bunun i¢in s6z konusu denklemin ¢oziimiinii

u = u(é), E=x—ct

seklinde arayalim. Bu ifadeyi (2.5) denkleminde yerine yazarsak

1
—cug + (Euz)g = [Ugs

elde ederiz. Sonuncu esitligi bir kez &’ ye gore integraller isek
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1 2
—cu+§u = pug

aliriz. Goriildiigii gibi sonuncu denklemin sol tarafi u ya gore kare form olmaktadir.
Eger
1 1
c= E(ul +uy), A= 5t
olarak alsak

—2pug = (u—u)(u—uy)
yazabiliriz. Bu denklemi integraller isek

& 2 U, —u
- = In
ﬂ uz—u1 u_ul

aliriz. Buradan u i¢in

Uz—Uq
1+exp{%(x—ct)}

u=1u;+ (2.12)

ifadesini elde ederiz.
Baslangi¢ fonksiyon u; > u, olmak kosulu ile

Uy, x>0
U,, x<0

F(x) = {

seklinde alalim. Bu durumda, yani u; > u, oldugunda elde ettigimiz ¢6ziim fiziksel
yararli ve siirekli olmaktadir. Eger u, > u; ve u =0 oldugunda ¢oziimde cok

degerlilik olusur. Bu durumda (2.12) ifadesi

Uy; — Uy

1+ h exp {uzz;ﬂul (x — ct)}

u=uq+

seklinde olur. Burada

o —n?

h = J.—(x—ult) € dT]

f(X—uzf) e~ dn
Jaut

olmaktadir.
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Egerf ifadesi u; < % < u, araligin da oldugunda h — 1,t — o ve ¢oziim (2.12)’ a
yaklasir. u; ve u, sabit sayilar oldugundan u parametresinin degismesini Ox
ekseninde Olgek degisimi ile diizenleyebiliriz. ¢ — 0 yaklastiginda ¢6zlimiin profili
x ekseni lizerinde sikisir ve limit de u, den u; e gegerek parcal siirekli fonksiyon

olusturur ve bu sicrayls ( bu sigrayis fiziksel olarak darbe dalgas1 olarak
nitelendirilir) ¢ = %(ul + u,) hiz1 ile hareket etmektedir. Fiks olunmus fakat yeteri

kadar kiiciik p ler icin darbe dalgas1 hizli lakin akis parametrelerinin siirekli arttigi
kiigiik serit olarak algilanir. S6z konusu dar seritte nonlineerlikten dogan ¢ok
degerlilik ¢coziimiin grafigindeki geriye donme difiizyon ile etkisizlestirir dolayisiyla
difiizyon terim burada dominat rol oynar bu da dalganin profilinde stasyoner bir form
olusturur. Coziimiin gradiyentinin hizli degistigi doniis bolgesinin (dar seridin) net
olarak eni bilinmemektedir. Fakat onu farkli yontemlerle belirleyebiliriz. Ornegin
gradiyentin 80-90 faiz degistigi bolgeye gecit bolgesi gibi bakabiliriz. Veya u, — uy
in |u,| in maksimum egimine orani olarak da kabul edebiliriz. A¢iktir ki tiim bu

u
(uz—u4q)

sOyledigimiz Olgtiler ile diiz orantilidir. Goriildiigii gibi 4 — 0 yaklastiginda

seridin eni sifira yaklasir. Ispat etmek miimkiindiir ki eger F(x) = A8(x) olur ise
R — oo yaklastiginda (yani u — 0 yaklastiginda) darbe dalgasmin gecit bdlgesi u
fonksiyonunun stireksizlik ¢izgisine doniislir ve gecit bolgesi x=0 noktasi civarinda
u, fonksiyonunun siireksiz oldugu dogruya doniisiir (burada R sayis1 Reynolds

sayisidir; konvektif terimin diflizyon terime orani olarak tanimlanmaktadir).

Altin1 ¢izmek gerekir ki, dalganimn profili ile Ox ekseni arasindaki alan, hatta

diflizyon terimini dikkate alsak bile sabit kalmaktadir, ¢linkii

%f_oooou dx = [uux — % uz]r_ooo = 0.

Bu ylizden i f_iou dx ifadesi ile tanimlanan Reynolds sayisi tiim ¢ ler i¢in sabit

kalmaktadir.

Yukarida gordiik ki, (2.5) denkleminin klasik ¢6ziimii mevcut olmamaktadir ¢iinkii
gecit bolgesinde u, tiirev mevcut degildir. Bu durumda genellestirilis ¢oziim

kavramini icermek zorundayiz. Bu amagcla (2.5) denklemini
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9. (2 1.2, 0u] _
ax{atfudx tou ”ax} =0
seklinde yazalim. Asagidaki notasyonu

Judx=v

icerelim. Bu notasyonda sonuncu denklem

ov 1 fov)? 0%v
E-I- E(a_x) - 67—0 (2.13)

seklini alir. Bu ise [7] de Onerilen yardimc1 denklem olmaktadir.
(2.13) denklemi nonlineer parabolik tiir denklem olmaktadir, ve

v=-=2ulny (2.14)
degisken doniistimii yapalim. Bu degisken doniisiimiinde (2.13) denklemi lineer 1s1

o _ W
ot Mo (2.15)

denklemine doniistir. Varsayalim ki ¢ (x, t), (2.15) denkleminin herhangi bir siirekli
¢coziimidiir. Bu denklem 1iyi 6grenildiginden 1 (x,t) fonksiyonun nasil bulundugu
onemli degildir. Esas sorun ¢oziimiin tanim bdlgesinin sag smirinin zamana gore

degisen olmasidir.

Y(x,t) fonksiyonunu hesaplamak icin G, ={0 <x <L, 0<t<T} bir
bolge tamimlayalim, burada x(t) < L in yeteri kadar biiyiikk say1r oldugunu
varsayalim. Limit durumunda L = oo da ola bilir. Eger (2.13) denkleminin G,
bolgesinde herhangi bir ¢6ziimii var ise dalga profilinin smirladig1 bdlgenin sabit
kalmas1 sartna gore Xg04(t) ,v(x,t) nin profilinin olusturdugu alandan sabit

kalmasi gerekir ve

V(Xgeg(D),t) = foxdeg(t) u(x,t) dx = sabit (2.16)

esit olan bolgeyi keser.

Sy(0) = fjoooF (x) dx sayisim igerelim ve bu sayiyr [7] kaynagma gore v(x,t)
fonksiyonunun kritik sayis1 olarak adlandiralim. (2.14)’e gore Y (x,t) fonksiyonu
icin baglangi¢ fonksiyon
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Y(x,0) = exp {— %}

olur. (2.16) dan hareket eden sigrayis noktasi i¢in asagidaki denklemi

dxdeg(t)_( 0 v 1617)
a U F

elde ederiz. Sonuncu ifade de

¢ j dX¢
- 9 . ov 10v
2 (Hangy +255)

zamanini buluruz ki, bu siire zarfinda dalga gecit bolgesine ulagmis oluruz.
2.1 Oransal Faz Gegirgenliginin Teorik Tanimlanmasi

Makroskopik tabakali ortamlardaki iki fazli stvilari hareketini ifade ederken,
Buckley-Lewerett fonksiyonunun elde edilmesidir. S6z konusu fonksiyon genelde
deneyler sonucu elde edilebilir. Fakat, bulunmus fonksiyonun fiziksel olay1 ne kadar
diizgiin aks ettirebilir sorusu ile kars1 karsiya kalabiliriz. Ciinkii deneyler yapilirken
modellestirilen tabakali ortamin fiziksel ve kimyasal Ozellikleri dogal tabakali
ortamin Ozelliklerinden farkli olabilir. Bu durumda matematiksel model fiziksel olay1
diizglin aks ettiremeyebilir. Ayrica laboratuar deneylerinde ortamca sade sulasma
periyodu goriilebilir. Ama petroliin su ile sikistirilip ¢ikarilmas: siirecinde susuz
periyodu da dikkate almak gerekmektedir. Bu boliimde oransal faz gegirgenliklerinin
bulunmas: i¢in teorik bir yontem verilecektir. YOontemin mantigini oransal faz
gecirgenlikleri, Buckley-Leverett fonksiyonlarinin fiziksel olarak saglanmasi da

gereken kosullar1 olusturmaktadir. S6z konusu kosullar asagidakilerdir.
k,(o1) =1, k,(co) =0, F',,(01) =0, (2.17)
k,(o)) =1,k,(0y) =0, F',,(55) =0 (2.18)
k(o) ve k,, (o) fonksiyonlarmi
k, (o) = ay+ a;0 +a,o?
k,(0) = by + byo + b, 0*
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seklinde arayalim. Burada a; ve b;, (i = 0,1,2) simdilik bilinmeyen sabitlerdir.

(2.17), (2.18) sistemini ¢ézmeden dnce E,'(0,) = 0 ve E,'(0,) = 0 kosullarindan
dogan sonuglar1 inceleyelim. Bunun i¢in once F, (o) fonksiyonunun tiirevlerini

bulalim.

R, (o) = kw' (0)[lew (0)+ kp (0)]~kw (0) [k () +R kp' (0]
v [kw(a)"'l_i kp(o')]z

Buradan F,,'(,) = 0 olmasi i¢in
kw,(Uo)[kw(Uo) + i ky (00)] - kw(Uo)[kw,(Uo) + [ kp’(GO) ] =0 (2.19)
gerekmektedir.
k, (o) = a; + 2a,0,
k,'(¢) = by, + 2b,0
oldugundan (2.17) kosullarindan
(a; + 2a,00) — [(a; + 2a,00) + ji(by + 2b00) ] =0
(a; + 2a,00) — (a; + 2a,00) — i (b; + 2by0,) =0 (2.20)
by + 2by0, =0
elde ederiz. Benzer sekilde
F'(01) = by + 2by0, =0
ky(01) = by + byoy + by 0> =1 (2.21)
k,(00) = by + bioy + b 05> =0
cebirsel denklemler sistemini aliriz.
ay, A, ve a, katsayilarini bulmak i¢in
ap, + a;0, +a,0,2=0
ap + a,09 +a, 0, =1
a, +2a,00, =0

sistemini Kramer kurali ile ¢6zelim. Bunun i¢in katsayilardan olusan esas ve

yardimc1 determinantalar1 bulalim.
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1 o0,°

_ 1 o
2
0 1 20, 1o

1

+ 20y

—(00% — 01%) + 20,(0yg — 0y) = (5p — 0,)(—0y — 0y + 207) =

= (09 — 01)(01 — 0) = —(0y — 0p)?,
10 o 0,2
ag = Z 1 0y 002
O 1 201
___1 o 0% _ 20,% — 0y° 0;°
A 1 201 012 - 002 (01 - 00)2
1t o 012
a = Z 1 1 ()
0 0 204
1 2 20
=_|1 09 =_20-1=_—1 :
A10 20 4 (01 — 0p)?
1|11 o1 O
a, = — 1 () 1
0O 1 0
___1 1 o _;
A 11 (op — 09)*

Buldugumuz a; (i = 0,1,2) katsayilarini yerine yazarsak

2

oy 20,0 o?
k = -
w(©) (01 —0p)* (01 —0p)? (01 — 0p)?
1 2 2
=m[00 —2010+01 ]
_ (0 —01)?
- (01 — 09p)?

elde ederiz.
Simdi bilinmeyen b;, (i = 0,1,2) katsayilarini

bO + b10'1 +b2 012 = 1
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bO + b10'0 +b2 002 =0
bl + 2b20'0 =0

benzer yol ile denklemler sisteminden bulalim.

1 o9 oy
1 o 1 o
A1= 1 () 0'02 - 1 0_12 +200 1 0_(1) =
0 1 20 0

= —(09% — 0,%) + 204(0y — 01) = (09 — 7,)(— (09 + 01) + 20,)
= (09 — 01)(—0p — 01 + 20,)

= (0p — 01)(0p — 01) = (0p — 01)?

= (0o — 01)?
1|t o 0,°
bO = Z 0 () 002
0 1 2o
1 0y 0'02 1 1 002
= — = — 2 —_ 2 = — 2 =
Al 1 20_0 Al ( 0009 0o ) Al (00 ) (0_0 _ 0_1)2
1 1 o2
bl =—11 0 002
4,
0 0 Zog
11 gy —200  —20)
B 4, 10 20 - 4, - (09 — 01)*
1 1 01 1
bz =—]1 () 0
4 0 1 0
141 gy, 1 1
A lo 1l A (0g — 0y)F
Elde ettigimiz sayilar1 yerine yazar isek
002 200 1 P

+ o
(00 - 01)2

kp(a) - (09 — 01)? B (09 — 01)? ?
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kp(0) = &_—2))2

elde ederiz.
3. iKi KEZ DEJENERE OLUNAN PARABOLIK TUR DENKLEMLER

(2.1) denklemi i¢in yazilmis birinci smir-deger problemi o(u) = u, K(s) =
sP=2, p > 2 oldugu durumlar literatiirde incelenmis [3] ve uygun fonksiyonel
uzaylarda zayif ¢oziimiin varligi ispatlanmustir. Altmi ¢izmek gerekir ki, (2.1)
denklemi nonlineer oldugundan onun gercek ¢oziimiinii bulmak genelde zordur, bazi
durumlarda ise hi¢c miimkiin olmamaktadr. Lakin, 2. bdliimde sdyledigimiz gibi
(2.1) denkleminin gergek ¢6ziimlerini K (s), o(u) ve Q(u) fonksiyonlarmin bazi 6zel
durumlarinda ele almak miimkiindiir. Ornegin, K(s) = s™, (n > 2), o = u oldugu
durumda, yani K, (0) fonksiyonunun isareti degismediginde, (3.1) denkleminin
kosan dalga seklinde olan ¢oziimii [4] vs. gibi kaynaklarda ele alinmis ve ¢6zlimiiniin

baz1 6zellikleri incelenmistir. Ispatlanmustir ki, denklemin ¢6ziimii siirekli, birinci ve
e .. .. . . as™ . . . .
ikinci basamaktan olan tiirevleri ise siireksiz, ama . fonksiyonu ise siirekli

olmaktadir.

Not 1. K,(u) <0 ve Q(u) =0 oldugunda (2.1) denklemi, 1s1 dagilimini ve

mikroskobik tabakali ortamlarda sivilarin hareketini ifade etmektedir.

K, (u) fonksiyonunun isaret degistirdigi durumda kapiler basincin dikkate alinmasi
kosulu ile (2.1) denklemi iki fazli stvilarin tabakali ortamlarda akis problemini ifade
eder. [5] de (2.1) denkleminin K, (u) fonksiyonunun isaret degistiren bir 6zel

durumu incelenmistir.

(2.1) denkleminden goriildiigii gibi, eger K(s) =0 ve Q(u) fonksiyonu
Buckley-Leverett fonksiyonu oldugu durumda (2.1) denklemi, kapiler basing dikkate
almmamak kosulu ile sikismayan iki fazli sivilarin tabakali ortamlarda hareketini

1fade eden

du(xt) | 9Q(u(xt))
at + 0x =0 (3.1)
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l.basamaktan lineer olmayan hiperbolik tiir denkleme doniisiir ve s6z konusu
denklem petrol dinamiginde 6nem tasimaktadir. Genelde (3.1) denklemi, literatiirde

hidrodinamigin model denklemi olarak bilinmektedir ve [6], [7] 1yice incelenmistir.

Aciktir ki s6z konusu denklemin karakteristikler yontemi ile bulunan
¢Ozlimiiniin ifadesi kapali fonksiyon olmaktadir. Alinan bu ifadeyi ise, pratik amaclar
icin kullanmak zorluk ¢ikarmaktadir. Diger taraftan da [7],[8], vs. ispatlanmistir ki,
(3.1) denkleminin ¢6ziimii yeri Onceden bilinmeyen sigrayis noktalarina sahip
olmaktadir. [7] de (3.1) denklemi igin yazilmig Cauchy probleminin siireksiz

fonksiyonlar sinifinda gercek ¢6ziimiiniin bulunmasi i¢in bir yontem verilmistir.

Literatiirde (2.1) denkleminin niimerik ¢6ziimiinii ele almak igin, yani
¢coziimiin diferansiyellene bilme ozelliklerini dikkate alimmmaksizin homojen sonlu

farklar yontemleri 6nerilmistir.

Bu tezin amaci (2.1) denklemi i¢in yazilmis Cauchy ve smir-deger
problemlerinin zayif ¢ozlimlerinin bulunmasi i¢in sayisal bir ¢6ziim yontemi

onermek ve ele alinmis ¢6ziimiin bazi 6zelliklerinin incelenmesi olmaktadir.
3.1 Cauchy problemi
Bu boliimde (2.1) denkleminin ¢oziimiinii
u(x, 0) = uy(x) (3.2)

baslangi¢ kosulu cercevesinde inceleyelim. Burada, uy(x) tanim bolgesinde sonlu
sayida birinci tiir siireksizlik noktalarma ve sonlu tastyiciya sahip bilinen bir

fonksiyon olmaktadir.

(2.1) den goriildiigi gibi, bu denklem iki kez dejenere olur, gergekten de

aa_xK (%) =K '(s)aa—x (a'(u) Z—Z) oldugundan u = 0 VCZ—Z = 0 oldugu durumlarda

(2.1) denklemi birinci basamaktan olan denkleme dejenere olur. Problemin fiziksel

yapisindan goriildiigi gibi (2.1) denklemi igin —K (@) + Q(u) ifadesi stirekli

X

fonksiyon olmaktadir, c¢linkii fiziksel olarak bu ifade akig fonksiyonunu

gostermektedir. Ama problemin c¢oziimiiniin ikinci basamaktan tiirevi mevcut
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olmayabilir. Dolayisiyla (2.1), (3.2) probleminin klasik ¢6ziimii mevcut olmaya

bilir. (2.1), (3.2) probleminin zayif ¢oziimiinii asagidaki gibi tanimlayalim.

Tamim 1. (3.2) kosulunu ve herhangi bir f(x,t) € W¢; (02) ve f(x,T) = 0 test

Ry

fonksiyonlar1 i¢in asagidaki integral esitligi koruyan u(x, t) fonksiyonuna
of a0 (u) of o
IS {u s [K (%) + Q(u)] 5} dxdt+ [ _up(x)f(x,0)dx =0 (3.3)
(2.1), (3.2), probleminin zayif ¢dziimii denir. Burada W2, (‘;) tizerinde kurulmus

Sobolev uzayidir.

Tanim 1 den goriildiigii gibi, u(x, t), K(s) ve Q(u) fonksiyonlar1 bu durumda siirekli

olmak zorunda degildir.

(2.1),(3.2) probleminin zayif ¢Oziimiinii ele almak igin [7],[9] takip ederek
asagidaki

ov(x,t) _ [i (av(x,t)
at K ax 7\ ox

)] - ow, (3.4)
v(x,0) = vy(x) (3.5)

yardimc1 problemi igerelim. Burada v, (x),

d
20 =y () (3.6)

denklemini koruyan stirekli diferansiyel lenebilen keyfi fonksiyon olmaktadir.

Teorem 1. Eger v(x,t), (3.4),(3.5) yardimci probleminin klasik ¢6ziimii ise,

av(x,t)

u(x, t) = P

(3.7)

esitligi ile tanimlanan u(x, t) fonksiyonu (2.1), (3.2) probleminin zayif ¢éziimiidiir.

Teoremin ispati i¢in (3.4) denklemini test fonksiyonlar: smifindan olan keyfi £, (x, t)

fonksiyonu ile carpip Dy bdlgesi iizeri x ‘e gore integrallersek

Jou 5t = 3 (52) + i e = 0 6.8)
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aliriz. (3.8) ifadesini iki integrale pargalayip, bunlardan birincisine t” ye gére kismi
integrasyon yOntemini, ikincisine ise x’ e gore kismi integrasyon yOntemini

uygularsak teoremi ispatlamis oluruz.
Yardimci problemin asagidaki avantajlar1 vardir:

e u(x,t) fonksiyonu siirekli olmak zorunda degildir ve bilinmeyen fonksiyonu
ele almak i¢in yazilmig algoritmalarda s6z konusu fonksiyonun ikinci tiirevini

kullanma zorunlulugu ortaya c¢ikmamaktadir. Ayrica problemin fiziksel

aa(u))

yapisindan —K ( + Q(u) stirekli olmaktadir,

e u(x,t) vev(x,t) ¢oziimlerini ele almak i¢in yazilacak sayisal algoritmalar

cok sade olmaktadir.
3.2 Yarim Eksende Baslangi¢c Sinir Deger Problemi
= {0 <x < o, t= 0} olsun, ve bu bolgede (2.1) denklemini agsagidaki
u(x, 0) = uy(x), (3.9)
u(0,t) = u (t) (3.10)

kosullar1 ¢ergevesinde inceleyelim. Burada, uy(x) ve u,(t) fonksiyonlar1 bilinen
fonksiyonlar olmaktadr. (2.1),(3.9) ve (3.10) probleminin zayif ¢Oziimiinii

asagidaki gibi tanimlayalim:

Tanmm 2. (3.9),(3.10) kosullarin1 ve test fonksiyonlar sinifindan olan herhangi bir
fx,t) € W2 (;j) ve f(x,T) =0 ozelligine sahip f(x,t) fonksiyonu igin,

asagidaki integral esitligini

at

Jee {2 |k (52) + 0| L dx ar +

+15 [« (M) Q(u(0,0)| £0,0) dx + J; ug(x)f (x,0)dx =0 (3.11)

saglayan u(x,t) fonksiyonuna (3.1),(3.9) ve (3.10) probleminin zayif ¢oziimii

denir.

(2.1),(3.9) ve (3.10) probleminin zayif ¢Oziimiinii ele almak igin asagidaki

yardimci1 problemi
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wet) _ g (6a(u<x,t))) — Q) (3.12)

at x
v(x,0) = vo(x), (3.13)
u(x,0) = u, (t) (3.14)

inceleyelim. 2.boliimde ispatlamis oldugumuz Teoreml in bu durum i¢in de dogru

oldugunu ispatlamak zor degildir.
3.3 Birinci Tiir Baslangi¢c Sinir Deger Problemi

Bu béliimde (2.1) denklemini Dy = {(x,t)] 0<x <[, 0<t<T} bolgesi

iizeri

u(x,0) = ug(x), x € [a b] (3.15)
baslangic

u(0,t) =u,(t), u(l,t) =uy(t) (3.16)

ve smir kosullar1 ger¢evesinde inceleyelim. Burada, uy(x) ve u,(t) fonksiyonlari
bilinen fonksiyonlar olmaktadir. (2.1),(3.15) ve (3.16) probleminin zayif
¢cOziimiinii asagidaki gibi tanimlayalim:

Tamm 3. (3.15),(3.16) kosullarini ve test fonksiyonlar sinifindan olan herhangi bir
fx,t) € W2 (DOT ) ve f(x,T) =0 Ozellige sahip f(x,t) fonksiyonu igin

asagidaki integral esitligini

Io, {u % + [K (a;iu)) - Q(U)] g—i} dx dt +

+15 [« (M) —Q(u(0, )| F(0,0) dx + [ uo()f(x,0)dx =0 (3.17)

ax

saglayan u(x,t) fonksiyonuna (2.1),(3.2) ve (3.16) probleminin zayif ¢6ziimii

denir.

(2.1),(3.2) ve (3.16) probleminin zayif ¢oziimiinii ele almak i¢in asagidaki

yardime1 problemi igerelim.

avéaz,t) K (aa(lsix,t))) — 0, (3.18)
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v(x,0) = vy (x), (3.19)
u(0,t) = u (), u(l,0) = u,(t). (3.20)
Burada u,(x), denkleminin herhangi bir tiirevlenebilir ¢oziimiidiir.

Teorem 2. Eger v(x, t)fonksiyonu(3.18)-(3.20) ile tanimlanan yardimc1 probleminin

zayif ¢oziimii ise

av(x,t)

u(x, t) = ™

(3.21)

(2.1), (3.2), ve (3.16) probleminin zay1f ¢ozimiidiir.

4. SUREKSIZ FONKSIYONLAR SINIFINDA NUMERIK COZUMLER ICiN
ALGORITMALAR

Simdi Onerilmis yardimci problem cercevesinde goz Oniine aldigimiz

problemlerin sayisal ¢ozliimleri i¢in algoritmalar igerelim.
(3.17), (3.18), probleminin niimerik algoritmasini gelistirmek icin énce DY bolgesini
whe ={(x, t)lx; = ih ty = kt,i=0,1,..;k=0,12,..; A > 0,7 > 0}.

ag1 ile ortelim. Burada h ve T sirasiyla x ve t degiskenlerinin adimlar1 olmaktadir.

w 51,1 = wfw + Vill,‘t' , Vill,‘t' , wfu agmin sinir diigiimleri olmak tizere w}u = wh X wt

olmaktadir. w}, ;ile tammlanan agin u(x;t,) degerini U;;, ag fonksiyonu ile

gosterelim. Ry ve R} lizerinde bulunan agin adimlarini sirasi ile Ty, , Ve Tw;: ile
’ ,T

ifade edelim.
4.1 Niimerik Céziimiin Ozellikleri

(3.18), (3.20) problemini (x;, t;) noktalar1 tizeri asagidaki gibi sonlu farklara

Vi,k+1T— Vik _ K (G(Ui,k)—}:’(Ui—Lk)) _ Q(Ui,k); 4.1)
Vio = vo(x), (4.2)
Uok =y (&), Upp = up () (4.3)

ayriklastiralim. Asagidaki teorem dogrudur.
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Teorem 3. Eger V; ., (4.1)-(4.3) yardimc1 problemin niimerik ¢ozimii ise

Vi -Vi-
Ui'k+1 — i,k+1 hl 1,k+1 (44)

esitligi ile tanimlanan U; , ag fonksiyonu

Uik+1= Uik _ 1 [K (G(Ui+1,k)— G(Ui,k))
h

T h
—K (“(Ui,k)—;(Ui—Lk))] _Q(Uigk) _hQ(Ui—1,k) ’ (4.5)
Uio =uo (x;) , (4.6)
Uor = uq (tr), Upp = up (tx) 4.7)

dogrusal olmayan cebirsel denklemler sisteminin niimerik ¢éziimii olmaktadir.

1. (4.5)-(4.7) probleminin negatif olmayan sonlu karsilig1

0<mM<Uj <M
olmaktadir. Burada m = min{u,, u;, u,} ve M = max{uy, uy, u,} dir.

Ispat (4.5) denklemini Ur =U, Uig4r = U ve Ui = U;41x+1 nNotasyonlar yardimi

ile basitge

0 = i (20) [ALo®) _ o-o0)) _ ofth-e(t) 45

- dx h h

yazabiliriz. y},, diigiimii yerine w},, agm adimlarini U # sabit ve U degerlerine

sahip bir noktada oldugunu varsayalim. (x,t;) € w}w noktasinda U maksimum
degerini almakta ve hatta baz1 komsu noktalarda U(xy, t;), U(x4,t;) den daha kiiciik
olmaktadir. Eger U(xy,t;) > U(xy,t;) ise o(u) fonksiyonu monoton, (4.8)
denkleminin sol tarafi pozitif fakat sag tarafi negatif olmaktadir. Dolayisiyla bu bir
tutarsizliktir. Benzer sekilde Ui (xq,t;) > U(xy,t;) oldugunda ise de ayni
tutarsizliga varabiliriz. Ispat etmeliyiz ki U, oolh'Taglmn i¢c diigiimlerinde minimal bir

deger almasin.
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Goriildiighi gibi (4.4) sonlu fark karsiligi T ya gore birinci mertebeden olmaktadir.
Fakat s6z konusu sonlu fark karsiliginin zaman degiskenine gdre mertebesini,

ornegin Runge-Kutta yontemini kullanarak yiikseltmek miimkiindiir.

2.

max{|la,|, |a,|} < sabit
ve

da,
"I dt

da,

dt

max{lall, la, |, }S sabit

esitsizliklerini korudugu taktirde

th X7 X 0, (0) [K (Ux(U)) —K(0) - Q(U)] < const (4.9)
olmaktadir.

Ispat (4.8),(4.9) probleminin ¢dziimiiniin (2.1),(3.2) ve (3.3) probleminin gergek
¢Ozlimiine yakinsakligini ispatlamak i¢in, once (4.9) denklemini asagidaki sekilde

yazip
U = Ke (02(0)) - 0z (0)

sonra w(U) fonksiyonuna carpip elde edilmis denklemi (i, k) iizeri

@ Utz one = (W Kz (Gx(U)))Lz(whf) B (W o (U))Lz(whf) (+10
toplayalim. Burada
w=w(0) =0(0) + (x; — D, — % =o(0) + H(t), (4.11)
a; = o(uy(tes1)), @z = o(Ua(tys1)) H(t) = (x; —Dag — i,

olmaktadir ve (U, V), (e, ile ifade edilen sembol, Th Y75 ¥ u;v; toplami

gdstermektedir. Bu toplamim wy, aginda |

by u(x, t) v(x, t)dx dt integralinin sayisal

karsiligi olmaktadir. Kolayca gosterilebilir ki, w fonksiyonui =0 ve i=n

oldugunda sifira esit olur.
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(4.10) esitligine kismi toplama formiillerini uygulayalim. Once I; = (W, U1, (0.

iizerinde iglemler yapalim. Bunun i¢in (4.11) 1 dikkate alarak
Il = Ill + 112 (412)
seklinde yazalim, burada

li; = (G(U)'Ut )Lz(whr) ) Iy, = th ZLH=_11 Z?;ll H()U, = (H(t)'Ut)Lz(th)

olmaktadir. Simdi I, = (W, Ky (O’x(U))) ifadesine kismi toplama formiiliinii
Lz (wpt)

uygular isek

I, = (W,Kx (Gx(U) )Lz(th) =1 kzzlwli_n K (O’x(U))| T
: (@ (@))] - (Br (@) =

= (6K (0®)) - (m©K(c(0))

Lz (why) L (Why)

aliriz. Sonuncu ifadeyi dikkate alarak I, 1

L =— (ax(U), K (ax(U))) + 1y 4.13)

La(whe)

seklinde yazalim. Burada

Iy, = — (Hx(t).K (Gx(U)))

Ly (why)

olmaktadir.

Simdi 15 = (W, 0y (0)) ifadesine de yukarida oldugu gibi kismi

La(whe)

integrasyon toplama yontemini uygular isek

La(whe)

m-1 m-1
ly=7 ) #lien QO] , =7 ) #Q(0)],, — (:(0).0(0) =
k=1 k=1
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- (Gx (U)’ Q(U))Lz (@ne) - (Hx ©, Q(U) )Lz (whe)

= —(x(0), @(0)) + s

La(wpe)

elde ederiz. Dolayisiyla

;== (0(0),0(0)  +Is (4.14)

La(wpe)

olmaktadir, burada

I3, = — (H,(©),Q(0))

Ly (whe)

(4.12), (4.13) ve (4.14) ifadelerini dikkate alarak (4.10) esitligini

@0, Uy wop + (Jx(U),K (0.(0)) - Q(U)) < Dpp ¥+ Iy + Iy (4.15)

Ly (why)

olarak yazabiliriz.

Simdi I;,, I, ve I3, ifadelerini degerlendirelim. Once 1,, ifadesini goz

ontine alalim. Bunun i¢in
m—-1n-1

li; =th [(x; — U (ay, Up) — az, U] =

m
k=

n-—1 -1 n-1 m—1
hZ(xi - 0T Z a, U; —hz (T Z a,, U,
i=1 1 i=1 k=1

seklinde yazip, k “ ya gore olan toplamlara kismi toplama formiillerini uygular isek

m-—1

T Z aq UL' = (0(1, Ut)Lz(th) =
k=1

day
a1|k=m Ulk:m—l - 0(1 U|k=O — (—’U)
dt LZ(whr)

[, ifadesini son olarak asagidaki sekilde
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_ d
1, = h2?=11 {a1|k=m U|k=m—1 — (4 U)|k=0 - (%’U)L (@ )} -
2 ht

d
—hYix {0(2|k=m Ulgem—1 — (@2 U)lg=o — (%,U)L “ )} (4.16)
2\@ht

yazabiliriz. Buradan 1, i¢in

n—-1

B 0w () Uso (0

i=1

n—-1

B 0wy () Upms O = )

i=1

+ +

1, <

n-1

h Z G(UZ(tm)) Ui,m—l Xi

i=1

n-—1

da,
n) (&)
dt "/ L, (wne)

i=1

+ + +

n-1

hz U(UZ(to)) Ui o X;

i=1

+ +

daq

< max|a,| ”U”Lz(wh.[) + max |a,| ”U”Lz(wh.[) + T max i

UMz, oy +

da
+ max |—2
dt

T Ul 0p = Ms UL, wp (4.17)

degerlendirilmesini aliriz, burada

da,
"I dt

da,

dt

}

My = My, max{lay], e,

Ve

olmaktadir. Dolayisiyla

daq
dt

da,
"1 dt

} (4.18)

izl < My max{laylas, |

I,, ifadesini degerlendirmek i¢in H(t) nin tiirevini

Hy(8) =[O = Dyay — (xdy @] =

_ Xiy1™ X Xi+1—Xi

— T AT Ty

ay = ay(t) —ay(t) = Hy(t)

hesaplayalim ve I,, ni asagidaki
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I = [H1(t),(K (Ux(U)) K(O)) Thrfnz_fH (t) [K O'x(U)) K(O)] =

= 2 th 31, 0:(0) [K (02(0)) = K] +2 th S () (4.19)

sekilde yazalim. Burada }* toplami

()] < 5 0,(0)
esitsizligini koruyan (x;, t; ) noktalar lizeri,
Y ** toplami ise
|0.(0)] < H,y(®) (4.20)
esitsizligini koruyan noktalar tizeri ger¢eklesmektedir. (4.20) esitsizliginden
|0x(U)| < ¢; = const
oldugu goriilmektedir.

Buradan,
; < 2 7h i K (0:(0)) - K@) + &4 4.21)
oldugunu elde ederiz.
Simdi I;; = (0(0),U,) ifadesini goz 6niine alalim
o(0)(0-U) =06,(0) —,(W) + a + a(0)(0 - U) =
= [61(0) = 61(0)] = [62(U) — 6,(0)] + 6(0)(0U — U) + «
oldugundan

h Zi{al(u) loer — 01 (0)} + %rh Zk 0:(0) [K (0(0)) - K(0) — Q(0)] < sabit

elde ederiz. Burada
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U
0,(U) — 0,(0) = j [6(&) — o(0)] d¢
0

olmaktadir.
5. BILGISAYAR DENEYLERI

Onerilen yontemin etkisini gdrmek icin birkag tane bilgisayar testleri yapalim.

2
Problem. Varsayalim ki, K(s) =wvs,o(u) =u; Q(u) = u?; u, = 1.0; u, = 0.5

ve T = 1 olsun. Bu durumda (2.1) denklemi

ou ou 0%u
ot T Uox TV on? (.1)

sekline doniisiir. Bu denkleme bilindigi gibi literatiirde Burgers denklemi denir. (5.1)

Burgers denklemini 6nce asagidaki baslangic

u, x<0

Uu,, x>0 (5-2)

u(x,0) = uy(x) = {

kosulu cercevesinde inceleyelim ve (5.1)-(5.2) probleminin sayisal ¢oziimiinii

bulalim. Bunun i¢in yardimc1 problemi

ov u? ou
rry +";'——l)5;. (5.3)
_fugx, x <0
vo(x) = {uzx, x>0 -4

dahil edelim.

Uy (x) ve vy(x) fonksiyonlarinin grafikleri sirasiyla sekill-4 de verilmistir.
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Sekil 1
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)

1 T T T T T
0.5+ i
0 | -
0.5 L L L 1 1 1 1 L L »! X
1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
u,=0.5, u,=1.0
Sekil 3
Yox)
05“ T T T T T
oL 4
-0.5+ .
1 L L L 1 1 1 1 L L
-1 0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
u,=1.0, u,=0.5
Sekil4

Yardimci problemi asagidaki sekilde sonlu farklara

2
Vikr1—Vik _ Uik +v (Ui,k - Ui—1,k)
T 2 h !

Vio = vy (x;).
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ayriklagtiralim.

(5.5)-(5.6) algoritmas1 ve (4.4) formiilleri ile elde edilen ¢6ziimlerin grafikleri sekil
5-8 de gosterilmistir.

11g T T

0.9- 4

0.8+ 4

0.7 4

0.4 I I I I I I ol
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 1

u,;=1.0, uy=0.5, T=1.0

Sekil 5

4 | 1 1 ! 1 I X;
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

u;=1.0, u,=0.5, T=1.0

Sekil 6
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0.9+ A

0.8 4

0.7 4

0.6+ A

0.5 4

| | L L L I X:
-3 2 -1 0 1 2 3 4

u,=0.5, u,=1.0, T=1.0

Sekil 7

2 I I I I I I X:
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

u,=0.5, u,=1.0, 7=1.0

Sekil 8

Grafiklerden goriildiigi gibi Burgers denklemi icin yazilmig Cauchy
probleminin niimerik ¢oziimiiniin dagilim grafigi gercek ¢oziimle ¢akisiyor. Simdi

(5.1) denkleminin asagidaki kosul ¢er¢evesinde
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1—-x% -1 <x <1
uy(x) = (5.7)
0, diger noktalarda

(5.1)-(5.7) problemine karsilik gelen yardimci problemi

ov u? ou
o + - = v P (5.8)
—0.66, x<1
3
vo(x) = {x —"?, x| <1 (5.9)
0.66, x>-1

asagidaki gibi dahil edelim.

(5.7),(5.9) fonksiyonlarinin grafikleri sekil 9 ve sekil 10 da gdsterilmistir.

Up(x)

0.9+ 4

0.8+ 4

0.7 4

0.6+ 4

0.5 4

04} .

0.3+ 4

0.2 4

0.1F A

Sekil 9
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0.8 T T T T

0.4l 4

0.2 4

0.2+ |

0.4 B

-0.6 - |

Sekil 10

(5.8),(5.9) probleminin sonlu fark karsilig

2
Vikr1—Vik _ Uik +u (Ui,k - Ui—1,k)
- )

T 2 h
—0.66, x; <1
.3
vo(x) ={x -5, Ixnl<1 (5.10)
0.66, x;>—1

dir. (5.5),(5.10) ¢oziimiiniin grafigi ise sekil-11 de gosterilmistir.

0.8

0.6 4

0.2+ 4

02} 1

04} f

-0.83 1 L 1 1 L 1 X;

Sekil 11
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Sekil-12 de ise

Vi,k+1 - Vi—l,k+1
h

Ux =

formiilii ile ifade edilen ¢6ziimiin grafigi verilmistir.

0.8+

0.6

0.4

0.2

0.2 I I I I I I
3 K -

Sekil 12
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SONUCLAR
Tezde elde edilen sonuglar1 asagidaki gibi siraliya biliriz.

1. Burgers denkleminin stireksiz baslangic kosulu c¢ergevesinde analitik
¢Ozlimiiniin yapist incelenmis ve gosterilmistir ki Burgers denkleminin
¢Ozlimii baslangicta verilmis sigrayisi koruyarak % = % hiz1 ile hareket
etmektedir.

2. Iki kez dejenere olunan nonlineer parabolik tiir denklem icin yazilmus
baslangi¢, baslangic sinir deger problemleri i¢in zayif ¢Oziimiin tanimi
verilmistir.

3. Tanmlanmis zayif ¢éziimii elde etmek i¢in siireksiz fonksiyonlar sinifinda
sonlu farklar yontemi 6nerilmistir.

4. Nimerik c¢o6ziim i¢in uygun fonksiyonel uzayda degerlendirmeler elde
edilmistir.

5. Suyun ve petroliin oransal faz gecirgenligini bulmak icin teorik bir yontem

onerilmistir.
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