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YEMIN METINIi
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HOPF DENKLEMININ SONLU FARKLARLA SAYISAL COZUMU

Hazirlayan: Deniz GUCLER

OZET

Dort boliimden olusan tezde, genelde 1. Basamaktan Nonlineer hiperbolik tiir
denklemler i¢in yazilmis baslangi¢, baslangic- sinir deger problemlerinin sayisal ¢éztimleri
incelenmistir.

Bunun i¢in 6nce diferansiyel probleminin gercek ¢oziimleri bulunmustur ve gercek
¢Ozlimiin diferansiylenebilme 6zelikleri incelenmistir. Tespit edilmistir ki nonlineer
denklemlerin ¢oziimleri baslangic fonksiyon hem negatif hem pozitif egimlere sahip
oldugu taktirde, yeri Onceden bilinmeyen si¢rayis noktalarina sahiptir. Dolayisiyla
problemin klasik ¢éziimiin mevcut olmadig1 ispatlanmustir.

Zayif ¢oziimii bulmak icin esas ¢oziimde bulunmayan avatajlara sahip, yardimci
problem &nerilmistir. Onerilen yardimci problem, inceledigimiz diferansiyel problemin
sayisal ¢oziimiinii bulmak i¢in genis imkanlar saglamaktadir.

Bunalar1 gdsterebilmemiz icin tezin birinci bolimde sonlu farklar yonteminin
temelleri incelenmistir.

Ikinci béliimde lineer ve lineer olmayan Hoph denkleminin sayisal ¢dziimiiniin
bulunmasi i¢in algoritmalar gelistirilmistir.

Ugiincii boliimde ise Hoph denklemi igin yazilmis baslangic - smir deger
problemlerinin sayisal ¢ozliimii elde edilmistir.

Tezin sonuncu boliimiinde, tabakali ortamda petrolun su ile sikistirilmasi

problemini ifade eden diferansiyel problemin ¢6ziimii elde edilmistir.



FINITE DIFFERENCES METHOD FOR NUMERICAL SOLUTION OF HOPH
EQUATION

Presented by: Deniz GUCLER

ABSTRACT

In this thesis in general the numerical solutions of the initial and initial-boundary
value problems for the first order nonlinear hyperbolic type are investigated. For this aim,
at first the exact solution of the differential problem is found and differentiable properties
are studied. It is proved that, the exact solution have the points of discontinuities the
locations of which unknown before, if the initial profile has both a negative and negative
slops.

Therefore the classical solution the interest us problem does not exist. In order to
find the weak solution, the special auxiliary problem is introduced. The suggested auxiliary
problem permits us to apply the familiar method for finding the numerical solution.

In the second part the algorithms for obtaining of the numerical solution of
nonlinear Hoph equation are developed.

Later, the initial-boundary value for the Hoph equation is obtained.

Finish the process of the motion of the two phase fluids in porous medium is
investigated.
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Boliim 1. Sonlu Farklar Yonteminin Temel Kavramlar

Bu boliimde sonlu farlklar yonteminin temel kavramlari ve genel
olarak verilmis diferansiyel problemlerin sonlu farklara ayriklastirilma
metodlart incelenecektir. Bunun i¢in 6nce argiimanlarin siirekli degistigi bolge
ayrik noktalar kiimesine (buna ag denir) doniistiiriiliir ve sonra ele alinan
problemin ¢oziimii agin diigiim noktalarinda aranilir. Denklemin igerdigi
tirevler sonlu fark formiilleri araciligiyla sonlu farklara ayriklastirilir ve
incelenen deferansiyel problem cebirsel denklemler sistemine dontisriiriiliir.

Elde edilen cebirsel denkelmler sisteminin 0&zellikleri, genelde
diferansyel denklemin ait oldugu tlirev ve sinir kosullarina bagl kalmaktadir.

Stasyoner problemler dyle cebiresel denklemler sistemine doniistiiriiliir
ki, s6zkonusu cebirsel denklemler sistemi agin diigiim noktalarida uygun sinir
kosullar1 ¢ergevesinde direk olarak c¢doziilebilir. Stasyonel olmayan
problemlerde ise elde ettgimiz cebirsel denklemler sistemi, iteratif yontemler
kullanilarak zaman Kkatlar1 tiizerinde hareket edilerek ¢oziilebilir. Bazi
durumlarda ise birkag denklemler sisteminin birlikte ¢6ziilmesine indirgenir.
Diferansiyel problemleri ayriklastirirken asagidaki {ic 6nemli noktay1 dikkate
almak gerekmektedir:

1. Diferansiyel  problemin  sonlu  farklara  doniistiiriildiiglinde
diskretlestirme (ayriklastirma) hatasinin bulunmasi ve
degerlendirilmesi,

2. Elde edilen cebirsel denklem sisteminin bilinen yontemlerden biriyle
¢Oziilmesi,

3. Yaklasik ¢oziimle gergek ¢cozlim arasindaki farkinin degerlendirilmesi.

Bahsettigimiz bu 1ii¢ hususu incelemek ic¢in bazi temel kavramlari

hatirlamamiz gerekmektedir.



1.1 Temel Kavramlar ve Diskretlestirme

Sonlu farlklar yontemini uygulamadan once, argiimanin siirekli
degistigi bolgenin ayriklastirilmasi gerekir. Bunun i¢in aranan ¢oziimiin tanim
bolgesi ve bolgenin sinirlart belirlenir ve sézkonusu bolgede diferansiyel
problem yazilir.

Diskretlestirme olayini incelemeden 6nce, diferansiyel denklem (veya
denklemler sistemi) i¢in yazilmis problemler hakinda genel bilgi verilir.

D ile R" Euclid uzayinda smirli bir bolgeyi, oD ile sdzkunusu

bolgenin siirini gosterelim. D bolgesi ve 0D sinirlarinda uygun olarak L ve

l; (0< j<v) diferansiyel operatorlerinin verildigini varsayalim. Ayrica f ve
g;, (0<j<v) srastyla F ve G; uzaylarinda tanimh fonksiyonlar olsun.

Burada F uzayr D’de, G;

ise 0D; Uzerinde kurulmus fonksiyonel uzaylar
olmaktadir.
D {iizerinde kurulmus uzayin herhangi bir elemant i¢in
Lu=f, (1.1)
llu=g;, 0<j<v (1.2)
problemini koruyan u fonksiyonunun bulunmasina, diferansiyel problem

denir.

Onemle belirtelim ki, .

; operatorleri 6D smirlarmin tiimiinde veya

smmirin - bir kisminda dejenere olabilir, yani sifira cevrilebilirler, veya

operatdriin metrebesi azalabilir. Bundan dolayi, |; operatérlerinin sayis1 0D

siirinda kosullarin nasil verilecegine bagli olmaktadir.
Yukarida soylediklerimiz formel olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

Diferansiyel problemi ¢ozmek, (1.1), (1.2) problemi ile tanimlanan u

elemaninin bulunmasi ve {F ,G; } uzayinin kurulmasi anlamina gelmektedir.

Pratikte sik raslanan birkag problemi gézoniine alalim.



Ornek 1.1 DcR? , st 6D olan bir bolge, L(A):A(.)E%+% Laplace

operatori, |, ise birim operator, yani | u=u olsun. Bu durumda, (1.1), (1.2)
problemi Poisson denklemi i¢in yazilmig

Au=f, (1.3)

U, =9 (1.4)

Dirichlet problemi olmaktadir.

(1.3), (1.4) diferansiyel problemini bu durum i¢in asagidaki gibi ifade
etmek mimkiindiir; f ve ¢ fonksiyonlari hangi siiftan olamli ki, (1.3), (1.4)
probleminin tek bir ¢6ziimii olsun. Ayrica, sozkonusu fonksiyonlarindan dyle
minimal sartlar talep edilmeli ki, sozkunusu kosullar pratikte mevcut olabilsin.
Yani, f ve g fonksiyonlarinin yiiksek piiriisiizliige ve yiiksek mertebeden
diferansiyellenebilmeye sahip olmas1 istenmemelidir.

s>0 herhangi bir reel say1 olamk tizere [1] de f eH®(D) ve

ge HS%(GD) oldugu durumda (1.3), (1.4) probleminin H**(D) tek bir
¢Oziimli oldugu ispatlanmistir. S6zkunusu ¢oziimii elde ederken, kesin
mertebeden tlirev kavrami ve bazi durumda s negatif say1 da olabilmektedir.
Gergekten de, pratikte dyle problemlerle karsikasiriz ki, g singiiler fonksiyon
olabilir. Ornegin, g fonksiyonu 6D de karesi ile toplanan veya Dirac
fonksiyonu olabilir. Daha detayli bilgiler [1], [2] vs gibi kaynaklardan
almabilir.

Ornek 1.2 D; =Qx[0,T)c R’ olsun, burada Q< R* de siurli bir bélge

olmaktadir. Stasyoner olmayan problemlerde L(A):a;)—AX(A) ve |, =1 olsun. Bu

durumda diferansiyel problem
%J—Axu: f, D; de (1.5)

u(x,0)=u,(x) Q da (1.6)



u

o= (1.7)
olmaktadir. (1.5)- (1.7) diferansiyel problemini ¢ézmek i¢in f , u, ve ¢
fonksiyonlari i¢in 0yle bir genis sinif bulmak gerekir ki, sézkunusu problemin
tek bir ¢oztimii olsun.

Simdi diferansiyel problemi diskretlestirme tekniklerini inceleyelim. Kolaylik
i¢in

once R®> Euclid uzayinda yazilmis problemleri gdzoniine alalim. u(X,y)
fonksiyonu G ={a<x<b,c<y<d} dikdortgen bolgede tanimli fonksiyon
olsun. Once G bolgesinde ag olusturalim. Bu amacla [a,b] ve [c,d]
pargalarini sirasiyla X, (i=0,1,...,n) ve yj,(j =0,1,...,m) noktalar1 ile n ve
m parcaya bolelim.

@y =Xy =3, X, Xy Xy, X, =D}

** n-12'n
ve a)hy ={yo:C>y1,y2,---,yn,pyn :d}
noktalar kiimesini sirasiyla [a,b], ve [c,d] pargalart tizerinde kurulmus bir

boyutlu ag, X; ve y; noktalarma ise agin digim noktalari denir. X ve Y,
noktalarindan dikmeler ¢izelim. Bu dikmelerin kesisme noktalarmi (X, Y;) ile
gosterelim.

Wy, = O X O ={(xi,yj)‘xi €, ,Y; Ea)hy}

kiimesini G bdlgesini orten iki boyutlu ag denir.

Agmm iki komsu noktalar1 arasindaki farka, yani X —x_, =h’,

(i=0,1,....,n) veya y, -y, ,=h/, (j=0,1,..,m) farklarma agm adimi denir.
Eger h' = sabit ve h/ = sabit olursa, bu tiir aglara diizgiin ag, aksi taktirde

diizgiin olmayan ag denir. X, ve X,, noktalarina X, noktasinin komsu

noktalart denir. ¢, , agmmn herbiri (x;,y;) digiim noktasmmn dort komsusu

% Y0)s (%Y (%, Yin)s ve (X,.,Y;), olmaktadir. Eger agm herbiri



diigiim noktast kendi komsular1 ile birlikte aga dahilse, bu tiir noktalara i¢
(dahili) diiglim noktalar1 denir. Komsularindan en az bir tanesi bolgenin
disinda kalirsa bu tiir noktalara siir noktalar1 denir ve bu noktalarin kiimesi

thhy ile gosterilir. Yalniz i¢ noktalarindan olusan aga agik ag denir. Ac¢ik aga
siir noktalarini da ekledigimizde elde edilen aga kapali ag denir ve 5hxhy ile

gosterilir, yani, 5hxhy =0 +thhy dir. Boylelikle (x,y) arglimanlarinin

stirekli degistigi G bdlgesini diskret bolge, yani O, ag1 ile Ortmiis olduk.
u(x,y) fonksiyonunun agin (X;,Y;) noktasindaki degerini U(x;,y;)=u,; ile
gosterelim. U . fonksiyonuna ag fonksiyonu denir. Siirekli u(X,Yy)

X,

fonksiyonlari i¢in lim u(x,y)=u,; olmaktadir. Buna gore

X=Xy,
U =U(X,Y;), Uy j=Uu(Xt h,, Yi)s
Uy jur = u(x, y; £ hy)
anlamina gelmektedir.

Diferansiyel problemi diskretlestirmek i¢in denklemin igerdigi

tiirevlerin de sonlu fark karsiligin1 yazmak gerekmektedir.
1.1.1 Tiirevin Sonlu Farklara Ayriklastirilmasi

Tiirevlerin sonlu fark karsiligin1 yazmadan 6nce onun

ou(x,y) — 1 U(Xi +hx’ yj)—u(xi, y]) _ U(Xi +hx, yj)_u(xi>yj)
= 1m = + & .
X h—0 h h o

(1.8)

tanimint hatirlatalim. Burada ¢; ; ayriklagtirma hatasi gostersin. Ayriklagtirma

hatasmni degerlendirmek igin u(x +h,,y;) fonksiyonunun (X;,Yy;) noktasi

civarinda



(%, ;)

ou o’u(x,,y,) h2
U(Xi+hx>yj)=U(Xi,yj)+ p (ij)hx
X

h + —X 4+ Hata
2!

X ox?

Taylor serisine ayriklastiralim. Buradaki “Hata” kavramin1 O(¢) sembolii ile
degerledirecegimiz i¢in Oncelikle O(¢) semboliiniin matematiksel anlamim

ve bazi dzeliklerini hatirlayalim.

@(X) ve w(X) fonksiyonlar1 herhangi bir D bolgesinde tanimhi ve
stirekli fonksiyonlar olsu. U ile D bdlgesinde dahil olan herhangi bir X,
noktasinin komsulugunu gosterelim. Eger herhangi bir X eU U D noktasi igin
|¢J(x)| < A|1//(X)| esitsizligi korunuyorsa, bu ¢ = O(y) ile gostirilebilir. Burada
A sabiti x e bagl degildir. Benzer yolla 0 noktasyonunu da tanimlayalim.
X, noktasmmn ¢>0 civarnm U_ ile gosterelim. U_uD bolgesindeki
herhangi bir X i¢in |go(x)| < 3|w(x)| olursa, bu da ¢ =0(y) olarak yazilabilir.
Not 1 : Eger y(X) fonksiyonu D de sifiradan farkiysa yukarida sdyledigimiz

kavramlar soyle ifade edilebilir. @=0(y) ise, VxeD igin 5 sinirlt

olmaktadir.
O ve 0 sembollerine mertebe iliskileri denir ve asagidaki ozeliklere
sahiptirler:
O(O(9)) = O(p),
O(@)O(y) =O(py),
O(@)+0(p) = O(p) +0(p) = O(p),
O(0(9)) =0(0(9)) = 0(0(9)) = 0(9),
O(p)o(@) = 0(p)o(p) = 0(¢)
0(p) +0(p) = 0(¢p)
bu noktasyonlar1 dikkate alarak sonuncu esitligi

au(xiayj) 62u(Xia yJ) h2
h, + =
OX

o) (1.9)

U(Xi +hxa yj):u(xiayj)+



olarak da yazabiliriz. (1.9) esitligindeki O(h) seklindeki ifade hata hakkinda
higbir bilgi vermemektedir. Sadece s6zkonusu hatanin h, — 0 takdirde sifira

yaklastigini gosterir.

Simdi (1.8) ifadesindeki hatanin mertebesini (derecesini) bulalim. ‘72;
in siirli oldugunu varsayarak (1.9) ifadesinden
Uy —Ui; ou o’u h,
—_ =——=+0(h 1.10
h x ox* 2 () (1.10)

X (%,Y5)

elde ederiz. (1.8) ifadesine %: tiirevinin “ileri” veya “sag” fark karsilig1 denir.

%‘X‘ tiirevinin birkag sonlu fark karsiligim1 yazmak miimkiindiir. Ornegin,
u(x; —h,,y;) fonksiyonunu

6U(xi,y,-)h +62U(xi,y,-)hf

u(x. —h,y)=u(x,y;)— =~ +0(h? 1.11
(% =h,y;) =ulx.y;) w YRy () (L.11)
sekilde Taylor serisine agarsak,
ou(X,y:) U —U._,
00¥5) _ i~ Y +0(h,) (1.12)
OX OX

aliriz. (1.12) ifadesine % tiirevinin “geriye” veya “sol” sonlu fark karsilig
denir. (1.10) ve (1.12) formiillerinden goriildigii gibi & = tiirevi i¢in sag veya

sol sonlu fark karsiliklarinin ayriklastirma hatasinin derecesi birinci

mertebeden olmaktadir. % tirevini baska bir yolla da sonlu farka

ayriklagtirmak miimkiindiir. (1.9) ve (1.11) ifadelerini bir birinden ¢ikarirsak

ou(x., u., . —u . . 3u h?

( i y ) i+, ] i-1,j 8_Uh_ O( ) (113)
OX 2h ox> 3!

X

elde ederiz. (1.13) sonlu fark karsiligina “merkezi” sonlu fark denir.
Gorildiigii gibi, merkezi sonlu fark karsiliginda ayriklagtirma hatasinin
derecesi iki olmaktadir.

Eger, (1.9) ve (1.11) ifadelerini taraf tarafa toplarsak



i+1,j

ou*(x,y.) u 20 —U. .
;X'zy’)z h;' L+ o(h?) (1.14)

aliriz. (1.14) ifadesi % tiirevinin sonlu fark karsiligi olmaktadir. Tiirevlerin
(28

sonlu farka ayriklastirmasi durumunda kullanilan diigiim noktalarina “sablon”
denir.
Asagida bazi tiirevlerin sonlu fark karsilig1 verilmistir. Yazinin sade ve

kompakt olmasi i¢in asagidaki noktasyonlar1 kabul edelim.

1. Birinci basamaktan kismi tirevler

U . —U .

a_u :M+O(hx):ux+o(hx),
Xl j) h,

u.—u_ .
Q=BT o) =, +O(h),
Ol j) X

u. ..—U_

Sl 2He o) =u, +O(),
Xl j) 2h,

a_U _ _3ui,j _4ui+l,j —Uiy +O(h2)

Xl ;) 2h, 7
a_U _ 3ui,j _4ui—1,j —U,; +O(h2)

Xl ;) 2h, 7

2. Ikinci basamaktan tiirevler

2 u.—2u . +U . -
oul UM e gy oy Lok
OX Qi hx
2 u . —2u . +U
oul BT e e oy 2y o)
OX GJ) hx
2 u..—2u. .+U_,
Z? = 0(h) = g + O(h))
X




Ucgten fazla diigiim noktas1 kullanilarak ayriklastirilan baz tiirevler

ou _ Ui _Zum,j +2ui—1,j —Ui, +O(h2)
x|, 2h’ .
o’u _ —Uiss +4ui+2,j _Sui+l,j +2ui,j +O(h2)
i) h; -
o’u _ 2u;; =5u; +4U U +O(h?)
i) h; o
5_U _ _ui+2,j +8ui+1,j 2_8ui—l,j +ui—2,j +O(hj),
Xl j) h,
82u| _ —U,;+16u,, ; =30u; ; +16u;,, ; —U; ,; +O(h*)
x> |(i ) h? 7
3. Ikinci basamaktan karisik tiirevler

o’u =i Uivj =W i Ui = Uiy +0(h..h.)

x2 'y /s
Oxoy an h, h,
o’u R A N SN R e +o(h,,h)
oxay|;,  h h, h, o
o’u :i Ui j = Ui _ Ui j —Uisy i +0(h,,h,)
oxay|;,  h h, h, o
o’u :i Uisrjor =Yy Ui — Ui +0(h..h)

X2 'y J>
oxoy an hy hy
o’u :i Uisr o —Yisy jor B Ui — Ui o +0O(h h2)
ooy, 2h, 2h, ooy
o’u :i Ui — Ui _ Uiy _uil,jlj_i_o(h hz)

X2 y b

oxoy|., h 2h, 2h,




azu _ L ui+1,j+1 - ui+1,j—1 _ ui—l,j+1 _ui—l,j—l ]+ O(hxz, hj)a
oxdy|,,  2h, 2h, 2h,

azu :L ui+1,j+1 _ui+1,j _ ui—l,j+1 _ui—l,j }+O(hj,hj),
oxdy|,, 2h | 2h, 2h,

o’u :L Uiy —Yis jo _ Ui — Ui o +O(hf,hy2),
oxdy|,, 2h | 2h, 2h,

1.2 Denklemlerin Sonlu Farklara Ayriklastirilmasi

Bu bolimde kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sonlu fark
karsiliklarini irdeleyecegiz. Stasyoner olmayan siiregleri ifade edebilen kismi
tirevli diferansiyel denklemlerde degiskenlerden birini zaman degiskeni
olusturmaktadir. Bu degiskeni 6zel olarak t ile gosterelim. Zamana gore
degismez kalan siireclere “stasyoner” siirecler denir. Zamana gore degisken
slireglere ise “stasyoner olmayan” siiregler denir. Simdi D, ={[a,b]x[0,T)}
bolgesinde yazilmis

ou_ o
a Y

lineer 1s1 denklemini gozoniline alalim, burada o« bilinen pozitif sabit

(1.15)

olmaktadir. D; bolgesi

O, ={(x,t),x =a+ih,t =kh,h >0,h >0,i=0,1,..,n,k=0,1,2...}

agi ile ortelim. t =t, dogrularina zaman katlar1 denir.

(1.15) denklemini olusturan %‘X‘ tirevini ileri, 2! tiirevini ise merkezi

o°X
sonlu farklara ayriklastirirsak,
u ike T u ik (04

" =F(Um,k -2U;, +UH,k) (1.16)
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elde ederiz.

Boylelikle (1.15) denklemini (1.16) cebirsel denklemler sistemine
doniistiirmiis oluruz. Elde edilen cebirsel denklemler sisteminin 6zeligini,
(1.15) denklemini olusturan diferansiyel operatoriin yapisi ve denlemin hangi

sablonda sonlu farklara ayriklastirildigi belirler. Burada, U,;, ag fonksiyonu
u(x,t) fonksiyonunun (X,t,) noktasindaki yaklasik degerini gostermektedir.
Goriildiigi gibi, (1.16) cebirsel denklemler sisteminden bilinmeyen

Ui = (Ui -UsgesUs iU )

ag fonksiyonunun ¢oziimiin t =t, katlarindaki degerlerine gore
Uika =Uix +a%(ui+l,k_zui,k +Ui—1,k) (1.17)
(i=0,1,2,...,n-1), (k=0,1,2,..,)

olarak acik sekilde bulabiliriz. Sozkonusu cebirsel denklemler sisteminin
herbir denkleminde bir tane bilinmeyen bulunmaktadir. (1.16) sonlu fark
karsiligia “acik” sonlu fark karsiligr veya acgik sema denir. (1.15) lineer 1s1
denklemi oldugundan, baslangi¢ verileri kullanilarak (1.16) formiilii ile

bilinmeyen U, , fonksiyonlarin elde ederiz.

ik+1
Simdi de (1.15) denkleminin asagidaki gibi sonlu farklara

Ui,k+l +Ui,k o

ht _F(Uiﬂ,kﬂ _2Ui,k+1 +Ui—1,k+1) (1-18)
ayriklastiralim. (1.18) cebirsel denklemler sistemini
aiUi+1,k+1 —-bU ike T CiUi—l,kH =f, (1.19)

seklinde yazabiliriz. Burada,

olmaktadir.
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(1.19) dan goriildiigii gibi cebirsel denklemler sisteminin herbir
denkleminde {i¢ tane bilinmeyen olmaktadir ve s6zkonusu bilinmeyenleri elde
etmek icin bir yontem uygulanmak zorundadir. (1.18) cinsinden olan sonlu
fark karsiligina “kapali” sonlu fark karsilig1 denir.

Simdi (1.15) denklemini sonlu farklara ayriklastirildigimizdaki hatalar
hesaplayalim. Bu hatalara kesme hatalar1 da denir.

Once acik semanin hatasin1 bulalim. Bu amagla (1.16) sistemine dahil

olan U, =U(x.t +h) ve U, =U(x£h,t) fonksiyonlarmi Taylor

serisine ayriklastirir ve alinan ifadeleri (1.16) da yerine yazarsak

ou 82u Ui, + _Ui, a
{E_a 8X2}_{ ‘ lht . _F(Ui—l,k _2Ui,k +Ui+1,k)}:

h o'

a—-
4
(1K) 2 OX

o’u

h2
W X4

(%) 12

(1.20)

elde ederiz. Burada, 1. ve 2. parantezler sirasiyla verilmis diferansiyel
denklemi ve onun sonlu fark karsiligini, esitligin sag tarafindaki ifade ise
kesme veya ayriklastirma hatasin1 gostermektedir

Gortldiigii gibi kesme hatasini bulurken uygun fonksiyonlarin taylor

serilerinin ilk terimlerini kullandik. Bu nedenle (1.20) deki hata teriminin

4

derecesi O(h[,hxz) mertebeden olmaktadir. Eger, %‘ ve Zf sinirl
0 X

fonksiyonlar ise agin adimlar1 sifira yaklastiginda hata terimi de sifira
yaklasir. Ac¢ik olmayan semalar icin de kesme hatasi benzer yolla
hesaplanabilir.

Diferansiyel denlemleri sonlu farklara ayriklagtirdigimizda kesme
hatasinin yeteri kadar kiiclik oldugunu varsayariz. Bu ilk bakista higbir sorun
yaratmamaktadir. Fakat kesme hatasinin kii¢iik olmasi i¢in hangi kosullarin
gerektigini incelemek zorunlullugunu ortaya ¢ikar. Bu sorulara cevap vermek

i¢cin asagidakki kavramlar1 inceleyelim.

12



1.2.1 Uzlasma, Kararhhk ve Yakinsakhk

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlere yaklasan sonlu fark karsiligina
uzlasma sema denir. Yukardaki boliimde goriildiigii gibi, diferansiyel denklem
ile onun sonlu fark karsiligi arasindaki fark yakinsaklik hatasini olusturur.
Sonlu fark karsiliginin uzlagabilen olmasi i¢in agin adimlari sifira yaklastigi

taktirde  yakinsaklik hatasinin sifira yaklasmasi gerekmektedir. Eger

ayriklagsma hatasi O(h[), O(hx) mertebedense, sonlu fark karsiligi uzlasan

olur. Yakinsaklik hatasi o[hi] mertebeden oldugu taktirde sonlu fark
karsiliginin uzlasabilen olmasi i¢in agin adimlarinin sifira yaklasmasi ile

birlikte hﬁ—m olmasi da gerekmektedir.

Yukarida soylediklerimizi detayli sekilde gostermek i¢cin DuFort ve
Frankel tarafindan 1s1 dagilim denklemi i¢in dnermilmis
Ui,k+1 +Ui,k—1 —a Ui+1,k _Ui,k+l _Ui,k—l +Ui—1,k

2h, h’

X

(1.21)

sonlu fark karsiligini gozoniine alalim. (1.21) sonlu fark karsihigi (1.17)

semasinda 2U;,  nin yerine U;,, +U; , ifadesinin yazilmasiyla elde

edilmistir. (1.21) sonlu fark karsiliginin ayriklastirma hatasi
Ui,k+l +Ui,k—1 e Ui+],k _Ui,k+1 _Ui,k—l +Ui—l,k
2h, h?

ou o’u
—— a_
ot ox?

CES
(i.k) ot
2 2 ﬁ
O(h; +hx)+o(h2J (1.22)

X
X
olmaktadir. Semanin uzlasabilen olmasi i¢in h, , h, — 0 kosulunun yam sira

hieo kosulunun korunmasi da gerekmektedir. Eger hﬂﬂ,e olursa, ( [ - sabit

say1) (1.22)
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sonlu fark karsilig1 1s1 denklemiyle degil
2 2
g—? -« % +af gt—l; =0
denklemiyle uzlagir.

Stasyoner problemlerin ¢6ziim yontemlerinden farkli olarak stasyoner
olmayan problemlerin ¢6ziimiinii elde etme silirecinde herhangi bir zaman
katindan diger zaman katina gecgerek belli bir hata ortaya c¢ikar. Bu agidan
herbir zaman katinda elde edilmis ¢6ziimiin kararliligini ciddi sekilde kontrol
etmek gerekir.

Eger zaman degiskenine gore olan herhangi bir hata (yuvarlama hatasi,
ayriklastirma hatasi v.s.) bir zaman katindan digerine gegerek artmazsa, bu tiir
semaya kararli veya dayanikli sema denir.

Sonlu fark karsiliginin kararhili§ini saglamak, onun uzlasan olmasini
saglamaktan daha zordur ve daha titiz arastirmalar talep eder. Semanin
uzlasan oldugunu kontrol etmek cok da zor degildir. Gergekten de, yazilan
sonlu fark karsiliklar1 gézoniine alinan denklemi ayriklagtirdigindan bir kural
olarak uzlagsma kosulu otomatik saglanir. Semanin dayanikliligi ise daha
hassas 6zellik oldugundan onu ciddi teorik yolla ispatlamak gerekmektedir.

Sonlu fark karsiliginin tanimini vermeden oOnce stasyoner olmayan
problemi g6zoniine alalim. Problemin baslangi¢ verilerinin K. katta verildigini
ve problemin ¢oziiminin (k+1). katta bulunmasmin talep edildigini
varsayalim. Eger, verilmis diferansiyel problemin sonlu fark karsiligini ifade
eden operatorii bir “kara kutu” gibi yorumlarsak sdylediklerimizi formel
olarak yukardaki gibi ifade edebiliriz. Boyle oldugu taktirde kararlilik teorisi,
sonlu fark operatoriiniin k. kattaki verilerin (k+1). kata gectigi zaman nasil
degistigini inceleyen metotlardan olusur.

Sonlu fark karsiligmin dayanikliligini incelemek icin (1.1), (1.2)
problemin vektorel seklinde

Ru =0 (1.23)
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yazalim. Burada,

Lu,
R = D de
|jU, oD de

f,
ve D=
gj:

olmaktadir.
Stasyoner olmayan problemleri incelerken Banach uzaymin bazi
kavramlarini kullanarak problemi somut sekilde yazalim. B ile Banach uzayimi

gosterelim ve B de asagidaki problemi

du—(t):Lu , 0<t<T
dt

u(0)=u,
g0zOniine alalim. Burada, u (t) bir parametreye bagili fonksiyon ailesi, L bir

lineer diferansiyel operatdr, U, ise sistemin baslangic durumunu

gostermektedir.

Ly Uy, =@ (1.24)

hih,

ifadesinin (1.23) probleminin o agindaki sonlu fark karsiliklarinin

kurulmasi ile sonraki boliimlerde ugrasacagiz. Simdilik burada formel sonlu

fark karsiligi kastedilmektedir. Genel olarak, (1.23) esitligini net olarak

koruyan [u] ag fonksiyonunu se¢gmek miimiin olmamaktadir. S6zkonusu
hghy

[u]hh ag fonksiyonunu (1.23) de yerine yazarak

X

L, [U] =@y, + 8Py, (1.25)

denklemini elde ederiz.

Eger h, , h >0 iken &P,, —0 ise L,, fark operatorini L

diferansiyel operatoriine yaklasir. Bu taktirde [u] ag fonksiyonunun
hhy
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korudugu (1.25) denklemi (1.23) denkleminde ®,, fonksiyonunun iizerine
oD, kiciik degismesini eklemekle elde edilmektedir. Boylelikle, (1.24)
probleminin U,  ¢6ziimii @,  fonksiyonunun harhangi bir kiicik
degismesine gore dayanikli kalirsa ve h, h — 0 iken oD, — 0 oluyorsa

u,, fonksiyonu da [u] fonksiyonuna yaklasir, yani U, yaklasik ¢ozimi
X hth X

[u]hthx gergek ¢oziimiine yaklasir. Boylece U, — [u]hthx olur.

Ornek 1.3 (Dayanikli Sema, [3])

X

Gergek ¢ozimi u (X) =u,e " olan adi diferansiyel denklem i¢in yazilmis

!

u=-au, u(0)=u,, a>0

Chauchy problemini gézoniine alalim ve onu

Yi ;]yi—l ——ay, (i

X

=1,2,..), Y, =U, (1.26)

seklindeki sonlu farklara ayriklastiralim. Burada Yy, yaklasik c¢ozimi

gostermektedir. (1.26) denkleminden y, (1+ah, )=y, veya y, =sy, =s'y,

L olmaktadir. Sonuncu ifadeyi, s<1 oldugunu

elde ederiz, burada o=

dikkate alarak, lnS=—ln(1+ahX)=—ahX+O(hf)=—hx(a+0(hx)), veya

—hy, (a+0(hx ))

s=e seklinde yazabiliriz. Herhangi bir X noktasin1 gdézoniine

alalm. X nin agm adimi h, — 0 oldugundan herhangi bir diigiim noktasina

yaklastigini varsayalim. So6zkonusu diigim noktasinin numarasi i=h5 olsun. Bu

X

taktirde

~hy (a+0(h,))>

y, =Sy, = y,e = y,e ™M =y (e +0(h,))
olacagi agiktir. Bu ifadeden goriildiigii gibi yaklasik ¢oziim gercek ¢oziime
yaklasir ve dolayisiyla (1.26) dayanikli sema olur.

Simdi gdzoniine aldigimiz problemi
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Ay 12y 0

seklinde sonlu farklara ayrisriralim. Burada o #1 keyfi bir sayidir. (1.27) ii¢
noktali sema oldugu i¢in y nin degerini
Yo =Up, Y, =0,
gibi iki noktadan vermek gerekir. (1.27) yi
(c-1)yi,, —(20-1+ah )y, +oy,, =0 (1.28)

seklinde yazabiliriz. (1.28) in ¢éziimiinii y, =s' seklinde arayalim. Bu
taktirde,

(c-1)s" =((26-1)+ah,)s' +os'" =0
olup, buradan

(c-1)s’~((20-1)+ah)s+c=0
aliriz. Denklemin diskriminantini

A= ((20‘—1)+0{hx)2 —4o(o-1)=

1+2(20-1)ah, +a’h} =1+2(20 -1)ah, +0(h})

olarak buluruz. Buradan da
VA =1+2(20-1)ah, +0O(h?)

elde ederiz. Elde ettigimiz ifadeleri dikkate alarak kare denklemin koklerini

S, :L(Hahx +O(hf))

o-1
ve Szzl—ahx+0(hxz)
seklinde buluruz. O halde, (1.28) denkleminin genel ¢6ziimii
Y, = As| +Bs, (1.29)
bicimindedir. Burada bilinmeyen A ve B sabitleri baslangi¢ kosullarindan elde

edilir. m(izah,)=:n,(a+0(h,)) V€
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s, :Lehx(mo(hx))’ 5, = o f(a+0(n)
o-1
oldugundan problemin ¢oziimnii
% X(a+ a+
Y, :A[Llj eXler0(h)) | go-*(a+0(h)) (1.30)
o'_

olarak yazabiliriz. (1.30) formiiliinden goriildiigii gibi o >1 olursa , Z>1 Ve

A#0 oldugunda y, — oo olmaktadir.

A karsayis1 baglangic verilerine bagimli oldugungan s6zkonusu
baslangic verileri A=0 olacak sekilde secilebilir. Fakat baglangi¢ verilerin
yuvarlama hatasi sonucu azicik degismesiyle A= 0 olabilir ve bu durumda da
¢Oziim sonsuzluga yaklasir. Boylekikle, (1.27) sonlu fark karsilig1 dayaniksiz
olmakta ve oOnerilen algoritma hesaplama islemleri icin yararsiz olmaktadir.
Ornekten de goriildiigii gibi yaklasik ¢oziimiin gercek ¢oziime yakinsamasi
icin sonlu fark karsiligmin da diferansiyel probleme yaklasmasi yeterli sart
olmamaktadir. Ek olarak sonlu fark karsiliginin dayanikli olas1 da
gerekmektedir. Simdi dayanikliligin tanimini verelim.

Tamm 1.1 Herhangi bir f,, €F i¢in 3, Uy, =f,, denkelminin U,

uzayinda tek bir ¢6ziimii varsa ve

[V

SCHfh[h .

(1.31)

* Wiy,
bagintis1 korunursa, 3, U, = f sonlu fark karsiligina dayanikli sema

denir.
Burada ¢, agin adimlarina bagli olmayan bir sabittir.

Lineer kismi tlirevli diferansiyel denklemler i¢in P.Lax tarafindan
onerilen ifade edelim.
Teorem 1.1 (Lax) Diizgiin yazilmis lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem
icin Onerilmis sonlu fark karsiligmin yakinsakligi i¢in gerek ve yeter kosul

sonlu farklar semasinin uzlasan ve dayanikli olmasidir.
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Hatirlatalim ki, Lax teoremi nonlineer kismi tiirevli diferansiyel
denklemler icin ispatlanmamistir. Yukarida sdylediklerimizi daha
matematiksel bir dille ifade edebilmek i¢in (1.31) e bir anlam vermek gerekir.

Bunun i¢in @, agr tzerinde normlandirilmis ag fonksiyonlar1 uzaymi
X
gozoéniine alalim ve s6zkonusu uzay1 U, , - ile gosterelim.
X

Herhangi bir u,, €U, eleman i¢in, u,, fonksiyonunu mutlak

sifirdan fakin1 gosteren, negatif olamyan Huh[h HU sayisina ag fonksiyonunun
* Wiy

normu denir.
Sonlu boyutlu uzaylarda ¢alistigimiz igin ¢esitli normlar1 kullanacagiz.

Ornegin, norm olarak

Huhthx Unp, = ?ilj(f))‘unhx (Xi’tk) 5 (1.32)
N 12
| L, = h2 Ju (1.33)

ifadeleri gézoniine alalim. (1.32) ve (1.33) formiilleri ile ifade edilen normlar

D bolgesinde tanimlanan max(x,t)‘u(x,t)‘ ve (i, (xtoat)” normlarmin sonlu

fark karsiliklar1 olmaktadir.

Lineer normlastirilmis Uhxh[ uzay1 dahil edildikten sonra artik biz bir
ag fonksiyonunun digerlerinden nasil farklandigini gosterebiliriz. Eger a, ve
bhx ag fonksiyonlart U, nin iki farkli elemaniysa [a,-5,| s6zkonusu

elemanlarin birbirinden ne kadar mesafede yerlestigini gostermektedir.

Simdi U, yaklagtk g¢oziimiiniin [u]hh[ gercek  ¢oziimiine

yakinsakligimin tanimini verebiliriz.

Tanmm 1.2 Eger agin h, ve h, adimlar sifira yaklastiginda

W], ~Unn|, >0 (1.34)

Unyiy

19



kosulu korunursa, U,  yaklagik ¢oziimii [u]h N gercek ¢coziimiine yaklasir.

Hum -y <ch* (1.35)

Unyny

hihy

esitsizliginin korundugu durumda ise yakmsaklik hiz1 h* mertebedendir denir.
Burada ¢ ve k agin adimlarina bagl olmayan sabitlerdir.
Simdi yakinsaklik hatasin1 daha net bir matematiksel dille ifade

edelim.
Tanmm 1.3 H&)hxhl H — 0 kosulu korudugu taktirde, R, U, , =@, , sonlu fark
karsiligt U = @ problemine yaklasir denir.

Eger H&thhHSChk ise W, fark operatéri R diferansiyel

operatoriine h* mertebeden yaklasir.

1.3 Kararhlik Analizi

Ly ou(x,t) +a8u(x,t)
ot OX

u(x,0)=g(x) (1.37)

problemini gdzoniine alalim. (1.36), (1.37) probleminin ger¢ek ¢Oziimniin

(1.36)

u(x,t)=g(x—at) oldugu agiktir.
@, agmmn herhangi bir (i,k) noktasinda Lu=0 denkleminin

herhangi bir sonlu fark karsilig
_ k+n _
thuh‘(i,k) - mz’n, am,nui+m =0 (138)

olsun.

Tanim 1.4 u €1, fonksiyonunun diskret Fourier doniistimii

0(5):i w_ e™u, (1.39)

esitligiyle tanimlanan U fonksiyonuna denir.
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Burada | =+/~1 ve & e[0,7] dir.

Tamm 1.5 Eger uel, ve U fonksiyonu u nun diskret Fourier doniisiimii ise,

s

T e
um—zﬁje G(&)dé (1.40)

olmaktadir.
(1.40) esitligine ters diskret Fourier doniisiimii denir.

Onerme 1.1 Eger uel, ve G fonksiyonu u nun diskret Fourier doniisiimii ise,

» =[ull, (1.41)

olmaktadir. Buradaki birinci norm L2[—7Z',7T] anlamindadir, ikinci norm ise |,

U

anlaminda norm olmaktadir.

Ispat (1.40) daki ifadenin dogrulugunu sade hesaplamalar yardimi ile

v

1 Imé& A 1 T k& 1 3 Im¢&
— dé=— — d
2r _ﬂe u(§) d Zﬁ_jﬂe 2r m?we Unde

1 & i

LSy, Jetemige

I(k-m)é&

1 & e B T
== —_— — d
2z m:;#kum L(k—m)}” ! 2z uk[f d

18 1 i(k-m)z o —I(k-m)z _
_Em_;mkum—l(k_m)[e e }+uk_uk

seklinde gosterebiliriz. Benzer yolla (1.41) deki Parseval esitligini de

ispatlayalim.

T

Jall, = |

-

2d§

a
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Ny L [emeg
Zu 2ﬂ_jﬁe G(&)de
= Z Uy Uy = Jul;

Diskret Fourier doniisimii ve Parseval 06zdesligi sonlu fark

karsiliklarinin kararlilik analizi yapilirken temel arag olmaktadir.

Not 2 Yazida kolayligi saglayabilmemiz igin u;,,, =u!

. olarak da

kullanacagiz.
Sonlu fark semalarinin kararlilig1 diger yolla da tanimlanabilir.

Tamm 1.6 Pozitif AX, ve At, ile negatif olmayan K ve [ sayilari igin iki
seviyeli sonlu fark karsilig

u = Auf (1.42)
0£t=(k+l)At ve 0 < AX <X, i¢in

k+1
Ju

< Ke”t HuOH (1.43)
esitsizligini sagladig1 taktirde (1.38) sonlu fark semasi |||| normuna gore

dayaniklidir denir.
Onerme 1.2 0<t=(k+1)At, AX<X, ve 0<At<At, kosullarm koruyan,

pozitif AX, ve At, ile negatif olamyan K ve f sayilari i¢in (1.38) sonlu fark

karsilig1,

|| normuna gore yalniz ve yalniz

] < ke (1.44)

esitsizligi sagladig taktirde dayaniklidir.
Ispat :

U = Auf = A (AU ) = AU == A
oldugundan son esitlik

n+1

u

A”“uOH < Ke?” HuOH
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An+1u0H
Ju']

olarak yazilabilir. u’#0 oldugu siirece her iki taraftan supremum alirsak

veya < Ke”

(1.44) iin dogru oldugunu ispatlamis oluruz. | A™u’| <[A"™

u| esitsizligini
dikkate alirsak (1.44) ile (1.43) {in ayn1 anlama geldigini goriiriiz.

(1.36) denkleminin ii¢ 6zel sonlu fark karsiligini inceleyelim.

1.Durum Once (1.36) denkleminin merkezi sonlu fark karsiligini

u- —u u., —u
Lhuh =i i +a i+1 i1 :O
h 2h,
g6zoniine alalim. Bu denklemi
. a
uik ‘= uik _%(Uikﬂ _uik—l) (1.45)

olarak yazabiliriz.

lih.k

1.45) denkleminin herhangi bir 6zel ¢coziimiinii u¥ =e"™v¥ Fourier
( g ¢ i i

bileseni seklinde arayalim. 6 =k Ax=Kk h, ile faz agisin1 gosterelim, burada
| =v-1 ve k, dalga sayis1 olmaktadir. Bu taktirde,

uf =vie" (1.46)
olur. (1.46) ifadesini (1.45) denkleminde yerine yazip

Vik+1eli9 _ Vikelia _ﬂ(vikel(m)e _Vikel(i—l)e)
2h,
" ile bolersek,

a _
v =1_%(em e |9)

ve son esitligi v¥e

esitligini elde ederiz. Boylelikle,

U = _ﬂ(eua _e—le) U = At
2hx ] 1
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ah
h

seklinde yazilabilir. A = —2—(e'9 —e"e) ya doniisiim operatorii denir. u’

X

¢Oziimiiniin dayanikli olmasi i¢in |A| <1 olmalidir.
Simdi A yi degerlendirelim.

A :1—ﬂ(e”’ —e-'g)zl—ﬂl sin @
2h 2h

X X

azhtz
olup, buradan ‘A(é’)‘ = |1+ . sin” @
2|2
veya max_,.,, A(6)= ‘A(%) = [1+ ahl;ll

elde ederiz

A=T Gisun. h = Ah} ve h,h — 0 iken

h?
MaX gz A(0) = 1+a2A2hf% _

Jl+a’Ah =1+ azﬁh‘ +O(h[2)

2 a’A
olur. 142 Ah‘+0(ht2)=eThl
Ehy
oldugundan ‘A (6’)‘ <e?

esitsizligi korunmaktadir.

Eger lim, , Pei ise
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olur ve lim

h,h >

:azA:az%:mo

dur, yani (1.44) esitsizligi bozulur, dolayisiyla (1.45) semasi dayaniksiz

olmaktadir.

2.Durum Simdi (1.36) denklemi i¢in

Lu, =—— 4 qd T8 g as (1.47)

sol sonlu fark karsilig1 gozoniine alalim. (1.47) denklemini de

ukt = uk —%(u:‘ ~-ufy)

X

seklinde yazip, ¢oziimii u‘ =v“e" seklinde arayalim. Her tarafi e"’ ye

bolersek doniisiim operatorii

A=1-a ha
h, h

X X

seklinde elde ederiz. Eger 0 < % <1 ise, bu taktirde

X

ha ha _
\A(e)\s1—h—+h—_1

X X

olur, yani bu durumda (1.47) semas1 dayanikli olmaktadir.
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Boliim 2. Bir Boyutlu Denklemler i¢cin Sonlu Farklar

Bu bolimde amacimiz yukardaki bdliimde inceledigimiz ve genelde
fizik ve hidrodinamikte sik raslanan ve non-lineerlikten dogan spesifik
ozelliklere sahip bazi pratik problemleri modelleyen denklem veya denklemler
sistemi i¢in yazilmis problemlerin siireksiz fonksiyonlar sinifinda olayin
fiziksel yapisim1 diizgiin yansitabilen efektif niimerik ¢éziimleri elde etmek
icin yontemler gelistirmektir. Spesifik problemler, genelde transonik akislar,
cok fazli stvilarin tabakali ortamlarda hareketi ve benzeri fiziksel siireclerde
ortaya c¢ikar. Bu cinsten olan problemlerin temel 6zelligi ¢oziimde yeri
onceden bilinmeyen siireksizlik noktalarinin olugmasidir.

Literatiirden bilindigi {iizere sivilarin hareketi iki farkli acidan

incelenmektedir. Birincisi Lagrange yorumudur ki, burada ilgilenilen hedef

stvinin kendisidir, yani diger bir deyimle herhangi bir a)(t) hacminin

dolduran sivinin herbir parcacignin hareketi incelenmektedir. Bu durumda

hareket eden siviy1 karakterize eden tiim biiyiikliikler, o cimleden pargacigin

konumu t zaman ve baz1 &, (i :1,2,3) degiskenlerine bagli kilar, yani

X =X (‘fvézzaéat)’ ,0=,0(§p§2:§3at)> 0=0(§1,§2,§3,t) vs. olur. Burada ¢;

ler bir kural olarak parcacigin baslangic konumunun koordinatlarini
gostermektedir. Boylelikle, Lagrange yorumunda esas onemli olan hareket
eden pargacigin kendisi ve hareketi ifade eden parametrelerin zamana gore
degismesinin incelenmesidir.

Ikinci yorum ise Euler’e aittir. Bu yorumda, tiim parametreler; 6rnegin
hiz, yogunluk, doyma fonksiyonlari, sicaklik, basing ve digerleri zamanin ve
stvinin konumunun fonksiyonlar1 olmaktadir. Euler yorumunda sabit bir
hespalama sisteminde, Ornegin Descartes koordinat sistemi secilir ve
karakterize edebilen parametrelerin nasil degistigini incelenir. Euler

yorumunda hareket eden par¢acigin hangisi oldugu dikkate alinmamaktadir ve
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sozkonusu pargacigin uzaydaki zaman evrimi hakkinda da net bir bilgi
alimmamaktadir.

Bu boliimde esas amacimiz ¢ozlimlerinde yeri dnceden bilinmeyen
sigrayls noktalart bulunan denklemler icin yiiksek efektiflige sahip sonlu
farklar yontemi gelistirmektir. Bu konuda olan merak, son zamanlarda darbe
dalgalar1 ve ¢oziimiinde yiiksek gradyana sahip olan korunum kanunlarini
ifade eden problemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi ile artmaktadir.

Nonlineer denklemler i¢in yazilmaig sonlu fark kariigmin yaklagik
¢cozlimiiniin gercek ¢ozlime yakinsakligir genelde zor bir problemdir. Bundan
dolay1 ¢cogu zaman biligisayar yakinsaklig1 gibi bir kavram kullanilamktadir.
Bu durumda, agin adimlari kiigiiltiilerek ayn1 algoritmma iizerinde ¢ok sayida
bilgisayar deneyleri yapilir ve ¢oziimiin ¢esitli zamanlardaki degerinin farki
incelenir, fakat bu yontem piiriizsiiz ¢6zlime sahip problemler i¢in gegerlidir.
Sicrayisa sahip problemler i¢in bu yontem yanlis sonuglara neden olabilir.
Boyle durumlarla karsilasmamak i¢in  konservatif sonlu  farklar
kullanilmaktadir. Bu kavram denklemin diverjans formda yazilimi ile bagh
olmaktadir. Bilindigi gibi, bazi fiziksel olaylarin matematiksel modeli
yazilirkin denklem, Ornegin yogunluk, basing ve hiz fonksiyonlarina gore
diverjans formda yazilir.

Darbe dalgalarina sahip problemlerde Euler yorumu iyi sonug
vermemektedir. Eger agin adimi darbe dalgasi igerisine alan seritin
Olciistinden kiiciik kalirsa, fiziksel olmayan salinim (ossilyasyon) ortaya c¢ikar
ve netlik bozulur. Euler yorumunda darbe dalgasina sahip denklemleri sonlu
fark ayriklastirirken darbe dalgasi agin birka¢ noktasina dagilir ve olayin
fiziksel yapisi bozulur, ¢linkii darbe (¢coziimde olusan birinci tiir sigrayis
noktas1) fonksiyonun degerini bir noktadaki degismesi olmaktadir. Diger
taraftan da denklemi sonlu farklara ayriklagtirdigimizda, pratik olarak
gozoniine aldigimiz denklemi degil modifiye olunmus denklemi ¢dzeriz.

Modifiye olunmus denklemde ise suni viskozite ortaya ¢ikar.
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Bu tiir problemleri sonlu farklar yontemi ile ¢dzerken geneleksel yaklasim
g0zOniine alinmis problemi sonlu farklara ayriklastiran iki metottan ibarettir:

1. Agimn diigiim noktalarinda sigrayis yerini belirleyebilen metotlar.

2. Sicrayis noktalarimi dikkate almaksizin uygulanan diiz “homojen”

metotlar.

Birinci yaklasim c¢esitli yollarla gerceklestirilir. Burada esas prensip
¢Oziimilin agin noktalarinda belli bir algoritma yardimiyla bulunmasi, sonra
sigrayls noktalarinin  civarinda agin adimlarint  kiigiiltiilerek  yeniden
hesaplama islemleri yapilmasidir. Fakat bu yaklasimda sigrayisin yerini
onceden belirlemek gerekir ve sdzkonusu sigrayis noktasi bu kez agin diigiim
noktas1 olmayabilir. Bu islem zordur ve bundan dolay1 bazi arastirmacilar bu
yolu tercih etmemektedir.

Homojen semalarda sigrayisin yeri dikkate alinmaksizin islem tek bir
alogaritma yardimiyla gerceklestirilir, fakat bu durumda da sigrayis agin
birka¢ diigiim noktasina dagilir ve olayin fiziksel yapis1 bozulur. Sigrayisin
agm birkac diiglim noktalarina dagilmasinin nedeni diferansiyel problemden
sonlu fark karsiligina doniis yaptigimizda denklemin sag tarafina agin adimi
oraninda difiizyon teriminin eklenmis olmasidir.

Dolayisiyla, esas denklemin ¢oziimii genelde sonlu farklar denklemini
korumamaktadir ve modifiye olunmus denklem de direk sonlu fark
denkleminden elde edilir. Suni viskozite ¢6ziimde olusan gradyani olusturan
gergek nedenleri devredisi birakarak tiim parametrelere gére olan gradyam

azaltir. Boylelikle sigray1s belli uzunluga sahip bir seride dagilir.

2.1 Lineer Hopf Denklemi

M aM g (2.0)
ot OX
1-x2, |x|<1 ,
= ’ . 2.0
u(x) {o, =1 (2.0)
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Bu bolimde (2.0) denklemi igin yazilmis Cauchy problemini sonlu farklar
yontemi ile ¢ozelim. Once problemi bilinen klasik yontemler araciligiyla,
sonra ise [4] de gelistirdigimiz yardimci problemi kullanarak ¢ozecegiz.
Sayisal ¢oziimiin 6zelliklerini acik sekilde gorebilmemiz i¢in (2.0) denklemini

baslangi¢ fonksiyon (2.0') olmak siiretiyle inceleyelim.
2.1.1 Siirelkli Baslangic Kosul

(2.0) denklemi i¢in yazilmis {i¢ tiir sonlu fark karsiligi gdzoniine alalim. Ik

once, %‘X‘ tiirevi i¢in sag kose sablonu kullanarak (2.0) denklemini

a
Ui Uik +h_ht(Ui+l,k_Ui,k):O (2.1

X
1_Xi27 |Xi|<l

2.2
0, |x|>1 22

U, (%) ={

sekilde sonlu farklara ayriklastiralim. Yukarida gordiigiimiiz gibi bu sonlu
fark karsiligr kararsizdir. (2.1) algoritmasidan elde edilen ¢6ziimiin grafigi

Sekil 2.1 de gosterilmistir. Sonra %: tiirevi i¢in merkezi sablonu kullanarak

denklemi

al
Ui,k+1 _Ui,k +%(Ui+l,k _Ui—],k ) =0 (2-3)

olarak ayriklagtiralim. Bu sonlu fark karsiligi da kararsiz olmaktadir. Simdi

(2.0) denklemi i¢in sol kose veya akisa karst olan sonlu fark karsiligini

a
Ui Uik +h_ht(Ui,k _Ui—l,k):O (24)

X

yazalim. Bu sema dayanikli olmaktadir.
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x10"

0.5}

Sekil 2.1: Kararsiz ¢6zlim, h, =0.005

Dayaniklilik analizinden goriildiigii gibi acik sonlu fark semalarini

kullanirken semanin dayanikligi i¢in CEF (Courant-Friedrichs-Lewy)

Ny
hy

kosulunun <1 korunmasi gerekmektedir. Bu kosulu asagidaki gibi de

2
[hi] <L yazmak mimkiindiir. Karakteristiklerinin egiminin %:% oldugunu
M a

dikkate alirsak CFL kosulu gercek ¢oziimiin bagimli oldugu bolgenin sayisal
¢Oziimiin tanimli oldugu bolgenin igerisinde yer aldigimi gostermektedir.

Dolayisiyla sayisal ¢oziimiin tanimli oldugu bolge gercek ¢oziimiin bagimli

oldugu bolgeden genis olabilir, fakat bunun tersi olmaz. Yani, (i£1,k) ve

(i,k+1) noktalarm birllestiren dogrularin egimleri mutlak degerce

karakteristiklerin egiminden kii¢iik olmas1 gerekmektedir.

Yapilan bilgisayar deneylerinde sayisal ¢oziimiin gergek ¢oziime yeteri
kadar yakinlign CFL kosulunun hemen-hemen korundugu tektirde
isaptanmistir. CFL kosulunda esitsizligin ciddi olarak korundugu durumda
sema dayanikli olmaktadir, ancak sayisal ¢ozlim kiitlenin korunum kanununu

bozar. Dolayisiyla sema konservatif olmayabilir.
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Sekil 2.2-2.4 te sirastyla zaman admmnin 0.005, 0.05 ve 0.19
degerlerindeki ¢oziimiin grafikleri verilmistir. CFL kosulu h, = 0.2 degeri igin
net olarak korunmaktadir. Sayisal hesaplamalardan goriiriiz ki numerik
¢oziimler h, =0.2 degrinde

Uik

0.8}

0.6F

0.4¢

0.2F

O ! ! ! / /“// /“ | \L \~ | !
5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Sekil 2.2: h, =0.005

0.8+

0.6r

0.4;

0.2+

%5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Sekil 2.3: h =0.05
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0.8}

0.6}

0.4}

0.2/

Sekil 2.4: h =0.19

bozulur, fakat h, =0.19 oldugunda n <™ hemen hemen korunmaktadir ve bu

durumda niimerik ¢oziim gercek ¢oziimle ¢akistyor.
Simdi yardimci problemi kullanarak inceledigimiz problemin sayisal
¢Oziimiinii elde edelim. [4] i takip ederek asagidaki yardime1 denklemi dahil

edelim
@ +au=0 (2.5)
ot

V(X,0) =V, (X) (2.6)
ve bu denklemi (2.6) baslangic kosulu cergevesinde inceleyelim. (2.5)
denkleminde u fonksiyonunun X ve t ye gore higbir tiirevi bulunmadigindan
dolay1, sdzkonusu denklemi sonlu farklara ayriklastirdigimizda yukaridaki
zorluklar karsimiza ¢ikmamaktadir. Bu da yardimci problemin sayisal
¢ozlimlerin bulunmasindaki 6nemini gostermektedir.

(2.5) denklemini asagidaki gibi sonlu farklara

Viga =V +ahu,, =0 (2.7)

ayriklastiralim. Herhangi bir (i,k) igin
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V, V,

Ui :% :(VY )i,k+l (2.8)

X

olmaktadir. 2* -1 ve (2.8) dikkate alinirsa Z Vi = Z iV, oldugu kolayca

hy

goriilmektedir, yani (2.7) semasi konservatif olmaktadir. (2.7), (2.8)
algoritmasi1 yardim ile elde edilen ¢oziimiin grafigi Sekil 2.5 te gdsterilmistir.

Grafikten gorildiigii gibi elde edilen sayisal ¢oziim gercek ¢oziimle

cakismaktadir.
12lJi,kZYX
1,
0.8¢
0.67
0.4¢
0.2¢
0
%54 3 2 1 0 1 2 3 4 5X
Sekil 2.5: U;, =V, in grafigi
2.1.2 Siireksiz baslangi¢c kosulu
Simdi (2.4) denkleminin
U, x<0
u(x,0)=1 " (2.9)
u,, x>0

(2.9) baslangi¢ kosulu cercevesinde sayisal ¢oziimlerini inceleyelim. Burada

V,(X) fonksiyonu
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%zuo(x) (2.10)
(2.10) denkleminin herhangi bir diferansiyellenebilen ¢6ziimii olmaktadir.
Yukarida belirtildigi gibi bu durumda da yalniz sol kose sablonu iizere
yazilmis sonlu fark karsiligir sonu¢ vermektedir. Diger semalar, yani sag ve
merkezi sablonda yazilmis algoritmalarin her ikisi de dayaniksiz olamktadir.
Sol kose sablonu ile yazilmis (klasik) algoritma iizerinde yapilan bilgisayar

testlerinin sonuglari sirasiya Sekil 2.6-2.7 de gosterilmistir.

Yardimc1 problemi bu durum ig¢in uygulayalim. Bu amagla (2.5)
denkleminin ¢6ziimiinii

Vi =V, (%) (2.11)
baslangic kosulu cergevesinde bulalim. Burada, VO(Xi) fonksiyonu (2.10)

denkleminin herhangi bir ¢6ziimii olmaktadir. (2.7), (2.9) probleminin

¢Oziimiiniin grafikleri Sekil 2.8 ve 2.9 da gosterilmistir. Yer degiskenine gore
olan h, admini yeteri kadar kiigiik almakla sayisal ¢oziimii gercek ¢oziime

yaklastirmak miimkiin olmaktadir.

Ui,k
115
L & &
.
097 | | |
t=1 ‘ =3 | =5 I
08+ | |
.
07 ‘ || ||
| |
06 ‘ | |I
\
| | |
05+ '
04 : :
28 -25 0 25 5 %

Sekil 2.6: U, >u, esas probleminin ¢6ziimii
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09/ |
08" | | |
07+ | \ (

o) -

0.5

s -25 0 25 5 %

Sekil 2.7: u, <u_ esas probleminin ¢6zimii

09

0.8

0.7

0.6

05

0.4 . . ! X
0 1 2 3 4 5 |

Sekil 2.8 u, >u, durumu i¢in U;, =V, grafigi

Ui,k: Vz
1%

[/
/

08

|

06| /

0'53 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Sekil 2.9: u, <u  durumu i¢in U;, =V, grafigi
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2.2 Hopf Denklemi I¢in Sonlu Farklar

Simdi (2.0) denklemi i¢in yazilmig Chauchy problemini sonlu farklar
yontemiyle inceleyelim. Literatiirde bilindigi gibi sézkonusu problemin
gergek ¢Ozlimii incelenmis ve baslangic fonksiyonun hem pozitif, hem de
negatif egime sahip oldugu taktirde probleminin ¢6ziimiinde yeri dnceden
belli olmayan sigrayis noktalarinin mevcut oldugu ispatlanmistir. Cozliimde
bulunan sigrayis noktalarinin mevcut olmasi denklemi direk sonlu farklara
ayriklastirmaya imkan saglamamaktadir, ¢iinkii si¢crayis noktalarinin civarinda
denklemin igerdigi tiirevler mevcut olmayabilir.

Literatiirde (2.0) cinsinden olan denklemler i¢in genelde iki tiir sonlu
farklar ydtemleri mevcuttur. Birinci tiirden olan yd&temlerde denklemin
¢Oziimiinde sigrayis noktalarmin varligi dikkate alinmaksizin direk sonlu
farklara ayriklastirilir. Bu prensiple yazilan semalara homojen semalar denir.
Diger siniftan olan yotemler ise problemin yumusak ¢oziimiinii kullanilarak
elde edilen yotemler olmaktadir.

Bilindigi gibi hidrodinamigin denklemlerinde bilinmeyenler genelde
hiz, yogunluk, doyma fonksiyonlar1 vs olmaktadirlar ve sozkonusu denklemler
kiitle, enerji, hareket miktar1 vs biiyiikliiklerin korunum kanunu seklinde
yazilabilir. Bu denklemlerde elde edilen c¢oziimler de akisin integral
karakteristiklerini ifade etmektedirler ki, bunlar da hem arglimanlarin siirekli
degistigi bolgede, hem de agin diiglim noktalarinda korunabilir. Bu nedenle

denklemin yazilim formu ¢ok dnem tagimaktadir.

2.2.1 Siirekli Baslangic Kosul. Konservatif ve Konservatif
Olmayan Semalar

Bu béliimde 6nce Hopf denklemi igin yazilmis iki klasik sonlu fark

karsilig1 gorecegiz sonra ise bu denklemin sayisal ¢6ziimiinii yardimci

problem araciliyla bulacagiz.
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(2.0) denklemini €, | agmin herhangi bir (i,k) noktasinda

Ui =ik _hﬂ[ui,k (Ui,k Uik )], (2.12)

X

Ve

Uia =Ui— (Uiz,k _Ui2—1,k)’ (2.13)

h
2h,
seklinde sonlu farklara ayriklastiralim. (2.12) veya (2.13) denklemleri i¢in
baslangic kosulu

Ui =Uy (%) (2.14)

olmaktadir. Burada u, (Xi) (2.2) formiilii ile tanimlanan ag fonksiyonudur.

(2.13) semasiin U;, ¢dziimii i¢in gosterilebilir ki,

hxzui,m :hxzui,k (2.15)

olmakradir, yani (2.13) sonlu fark karsiligi konservatif olmaktadir. Ayrica

sozkonusu  enerji  integralinin degeri E(0) a esittir. Burada,

E(O):thiuo(Xi) olmakta, yani (2.13) sonlu fark karsiligi konservatif

olmaktadir. Gosterilebilir ki, (2.12) semas1 konservatif degildir. Gergekten de

herhangi real @ ve b sayilar igin ab:%[azasz—(a—b)z] esitligini dikkate alirsak
(2.12)1

Ui,k+l =U;, _%(Uiz,k _Uiil,k)_%(ui,k _Ui—],k )2 (2.16)

gibi yazabiliriz. Dolayistyla denklemin yazilim formu ¢ok 6nem tasimaktadir.

Gergekten de, (2.13) semast ‘%”#ﬁ:o denkleminin sonlu fark karilig1

2 ox
olmaktadir. Fakat,

1ot ou
2 OX OX
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ifadesinin sonlu fark kariligi olmadigindan (2.12) semasi konservatif sema

degildir. Ayrica bu denklem i¢in korunum kanunu da bozulur. Literatiirden

3

bilindigi gibi E(0) sayist bu durum igin 2 olmaktadir. (2.12) semasina

dayanarak elde edilen ¢6ziim i¢in E (0) m degeri zamanin artan degerlerinde

azalir. Hopf denklemi i¢in diger semalar kdse ve merkezi sonlu fark
karsiliklar1 kullanilmaz. Diferansiyel denklemi “direk” olarak sag kose ve
merkezi sablonda sonlu farklara ayriklastirdigimizda sebebiyet prensibi

genelde bozulabilir, ¢linkii denklemin icerdigi X e gore tiirevi sonlu farklara

ayriklagtirdigimizda (Xt ) noktasindaki ¢oziimii suni olarak (Xt )

noktasindaki ¢oziimle baglamis oluruz. Bu nedenle de sonlu fark karsiligini
yazarken (2.15) kosulunun korunmasini garanti eden semalarin yazilmasi
gerekmektedir.

Simdi bu problemi yardimci problemi kullanarak ¢ozelim. Bu durum

i¢cin yardime1 problemini asagidaki gibi sonlu farklara

Vi,k+1 :Vi,k _Zlhf(vi,k _Vi—l,k )2 > (2.17)
Vi =V, (%) (2.18)

ayriklastiralim. Herhangi bir h,, h  ler igin (2.8) gegerli olmaktadir. (2.8)

ifadesini dikkate alirsak (2.8) sonlu farklar denklemini

Viks :Vi,k _%Uiz,k (2.19)

gibi de yazabiliriz. Burada v, (X) (2.10) esitligi ile tanimlanan fonksiyonun

ag karsiligi, yani

-, X <—1
3
x3
Vo (%)= xi—?', —-1<x <1
3’ X >1
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olmaktadir. (2.17), (2.18) probleminin ¢oziimiiniin grafigi Sekil 2.10 de

gosterilmigtir.

(2.19)  ile bulunan U, fonksiyonunun grafigi ise. Sekil 2.11 de

gosterilmistir.
Hiperbolik denklemler icin yazilmis acik semalarin dayanikligi igin

CFL kosulunun korunmasi gerekiyor. Pratik hesaplamalarda lineer denklemler

i¢cin %h‘ in degeri 1 den ¢ok farklandig: taktirde ¢oziimiin niteligi bozulur.

Nonlineer denklem icin yazilmis sonlu fark karsiliklariin dayanikliliklar

h[g‘hvx kosulu ¢ercevesinde ispatlanabilir. Burada |V| sistemin en biylik

karakteristik hizin1 gostermektedir.
(2.0), (2.0") problemi i¢in bir siirii agik olmayan sonlu fark karsiligi da yazmak

miimkiindiir. Bu tiir semalar h, adimi i¢in genelde kosul talep etmemektedir.

Fakat s6zkonusu ag¢ik olmayan semalarin hiperbolik denklemlerin ¢6ziimii i¢in
uygulamanin ne kadar onemli oldugu bilinmemektedir, c¢linkii sayisal
cozlimdeki dagilim hizi fiziksel dagilim hizindan biiyiik olmaktadir. Bu
nedenle de agik semalar pratik problemlerin ¢éziimiinde daha da avantajh
olmaktadir.

Kararlilik analizi yukaridaki béliimde yapildigindan burada bir daha
dayaniklik testi yapilmamaktadir.

v ik
08;

06+ {f
|
04+ L ‘u"

0z} LN /

Sekil 2.10: (2.13), (2.14) probleminin ¢éziimii
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Sekil 2.11: U,, =V,

2.2.2 Siireksiz Baslangic Kosul

Yukaridaki boliimde Hopf denklemi i¢in yazilmis siirekli ve kompakt
tagiyictya sahip baslangic kosullu Chauchy problemi igin sonlu farklar

yontemi incelenmistir. Bu boliimde ise Hopf denklemini siireksiz baglangi¢

kosulu ¢ercevesinde inceleyecegiz.

Literatliirden bilindigi gibi, U, <u, durumunda problemin ¢oziimii

t >0 degerlerinde siirekli ve monoton fonksiyona doniisiir. Dolayisiyla bu
durum igin problemin sayisal ¢oziimii hi¢bir zorlukla karsilagmamaktadir ve
sayisal ¢Oziimiin bulunmasi icin Ozel arastirmaya ihtiyac yoktur. Buna

ragmen, sOzkonusu problemin sayisal ¢Oziimiinii elde etmek icin (2.17)

denklemler sistemini

baslangi¢c kosulu cergevesinde ¢ozelim. (2.8) ifadesi ile bulunan ¢dziimiin

T =4 degerindeki grafigi Sekil 2.12 te gdsterilmistir.

Vio =

Xis X >0
u,x, X <0

40



U, >U, oldugu durumda ise problemin ¢oziimiinde cokdegerlilik

olustugundan sdzkonusu problemin klasik ¢6ziimii mevcut olmamaktadir ve

zayif ¢oziimil elde etmek icin yardimci problem onerilmistir. Dahil edilmis

yardimer problem i¢in €,  agmn herhangi bir (Xi,tk) noktasinda (2.13),

(2.20) sonlu fark kariligimi yazalim. Elde ettigimiz sayisal ¢oziimiin grafigi
Sekil 2.13 te gosterilmistir. Sekilden goriildiigli gibi ¢6ziimde sigrayis

noktalariin civarinda hi¢bir salinim goriilmemektedir.
U
0.9

ik Vx

0.8¢

0.7r

0.67

Sekil 2.12: u, <u,

0.8f

0.77

0.6f

0.57

0.4

Sekil 2.13: u, > U,
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Boliim3. Hopf Denklemi icin Baslangic-Simir Deger Problemi

Bu boliimde (2.0) denklemi asagidaki kosullar ¢ercevesinde inceleyelim.
u(x,0) =u,(x) (3.1)
u(0,t) =u,(t) (3.2)
[4] ten gorildigi gibi (2.0) denklemi i¢in yazilmis baslangic-sinir
deger probleminin ¢ézliimiinde ¢cokdegerlilik hemen koordinat baslangicindan
baslar. Bu 0zelikten dolay1 s6zkonusu problem direk olarak sonlu farklara
ayriklastirilmaz. Bu boliimde (2.0) denkleminin (3.1), (3.2) kosullar
cergevesinde sayisal ¢Oziimiiniin bulunmast ic¢in etkin algoritmalar
gelistirecegiz. Bunu iki yolla gergeklestirebiliriz.

Birinci yol, agagidaki 1.tiir yardimer problemi €, ,  agmnin (Xi,tk)

noktasinda
Vi =V, _2lhf(v‘* Vo) (3.3)
V., =V (x), (3.4)
Vi ~Vo, =hu () (3.5)

seklinde sonlu farklara ayriklastiralim. (2.8) y1 dikkate alarak (3.3) yi

V‘,k+1 =Vi,k _%Uiz,k

gibi de yazabiliriz. Burada da yukarida oldugu gibi V, ; (X;)

(V(O) (% ))7 =U,(x;)
denklemini koruyan herhangi bir fonksiyon olmaktadir.

V, ile U,

el i1 arasindaki iligki yine de (2.8) formiili yardimi ile

gergeklestirilir.
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(3.3)-(3.5) problemi igin de gelistirilmis sayisal ¢oziim kavramini dahil

edelim. Bunun i¢in E(t,) kritik sayisi eo-j2)-ooer in ayrk karsihgi
0

olarak E(tk)Z%g[Uf (tv)—uo(xi)z}

seklinde tanimlayalim. (3.3)-(3.5) probleminin gelistirilmis niimerik
¢Ozumunu

v {Vi,k, Vi, <E(t,)
’ E(t), Vi«=E(t)

seklinde ifade edelim. Esas problemin gelistirilmis ¢6ziimii de (2.8) formiili

(3.6)

aracilig ile gergeklestirilir.
(2.0), (3.1) ve (3.2) probleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek ig¢in
ikinci yol olarak 2.tiir yardimci problemi kullanalim.

Bu nedenle (2.0) denklemini agagidaki gibi

o ¢ u*(x,t) ui(t)

—|u(&,t)deE+ 1= 3.7

at! (608 +— : (3.7)
yazalim. (3.7) denklemi i¢in baslangi¢c kosul (3.1) olamktadir. (3.7) integro-
diferansiyel denklemini sonlu farklara ayriklastirmak i¢in zaman degiskenine

gore tlirevin altindaki integrale dikdortgen yontemi ile

Iu(f,t)dcf;hxzuj,k (3.8)
0 i=1
yaklasalim. (3.8) y1 dikkate alarak (3.7) i
h h ‘
Ui,k+l = Ui,k _Z_hXUiz’k "‘2_hxul2 (tk)_ = (Uj,k+1 -U j,k) (3.9)

seklinde ayriklastiralim. (3.9) cebirsel denklemler sistemini
U io =Uo (Xi )
kosulu ¢ercevesinde ¢ozerek problemin sayisal ¢ozliimiinii elde ederiz.

Kapal1 sema i¢in benzer sonuglar elde edilebilr. Fakat burada yine de CFL

kosulunun korunmasina dikkat edilmelidir.
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4. Boliim 1.Basamaktan Nonlineer Denklemler

Yukaridaki boliimde (2.0) denklemi i¢in yazilmig baslangi¢ ve baslangig-sinir

2

deger problemleri durum fonksiyonunun iki 6zel F(u)=cu ve F(u)= L
durumunda
incelendi. Bu boliimde ise genel sekilde yazilmis
aL kW, (4.0)
ot OX

denkleminin niimerik ¢oziimii daha detayli sekilde irdelenecek ve niimerik

¢Ozlmiin baz1 6zellikleri de incelenecektir.
Varsayalim ki, F (u) hal fonksiyonu belli kosullari saglamaktadir. Sézkonusu

denklemin (3.1) baslangi¢ kosulu ¢ercevesinde niimerik ¢oziimiinii elde etmek

icin 1.tiir yardimc1 problemi kullanalim.

4.1 1.Tiir Yardimci Problem
[4] 1 takip ederek (2.0), (3.1), (3.2) problemini €, | agmn herhangi bir

(x;,t, ) noktasinda

V',k _Vi—l,k

Vi,k+1 :Vi,k - h1F (Ih—J 4.1)

Vio=V,(x) (4.2)
seklinde sonlu farklara ayriklastiralim. v, (X,) y1 her zaman oldugu gibi

(Vo) =ty (%)

denklemini korumak suretiyle siirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olarak segelim. Herhangi bir i,k igin (2.8) esitligi korunmaktadir. Sonuncu
esitligi ispatlamak icin, once (4.1) denklemini (i —l,k) noktasinda yazip ve

sonra onu (4.1) ten ¢ikarip 2 ye bolmek yeterlidir.
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(2.8) ifadesi dikkate alinarak U,;, nin
Ui =Uix _E(F(Ui,k)_F(Ui—l,k )) (4.3)

nonlineer cebirsel denklem sistemini sagladig: goriiliir.

Teorem 4.1 u, (X) fonksiyonunun siirekli ve kompakt tasiyiciya sahip oldugu

durumda

E(t)=h> U (4.4)

ifadesi zamana bagil1 degildir.

Ispat E (t,,,) ifadesini gozoniine alalim

3 . Vi + _Vi_ 4
El(tkﬂ):hx_;Ui’kH:hX-;%Z

=V, -V,
hx_z {%_%[F (Ui,k)_ F (Ui—l,k )}}
U, (x) fonksiyonu kompakt tastyiciya sahip oldugundan (4.4) esitligi
dogrulanmaktadir. Bu ise, E, (t, ) nmk dan bagimsiz oldugu anlamina gelir.

Tanim 4.1

E (0)= hXZULO (4.5)

ile tammlanan E (O) sayisina V;, ag fonksiyonunun kritik degeri denir.

Tanim 4.2

(4.6)

VA {Vi’k’ Viak < E1 (0)

+ “|E(0), V, >E (0)

ile tanimlanan ag fonksiyonuna (4.1), (4.2) probleminin genisletilmis sayisal

¢O0zlmii denir. Teorem 4.1 kullanarak

U =(ver)

X

elde edilir, ve bu ifade esas problemin zayif niimerik ¢6ziimiidiir.
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(4.1), (4.2) sonlu fark karilig1 zaman adimina gore birinci basamaktan
olmaktadir. Sézkonusu semanin mertebesini yiikseltebiliriz. Bunun ig¢in
Teorem 4.1 i dikkate alarak (4.0) denklemini

v (x,t)
——=+F(u(xt))=0 4.7

s (u(x) @

seklinde yazar sonra da ornegin Runge-Kutta metodunu uygulayarak, esas

problem igin h, ye goére daha yiiksek mertebeden sonlu fark karsilig1 elde

edebiliriz.

4.2 Baslangic-Sinir Deger Problemi
Simdi (4.0) denkleminin (3.1), (3.2) kosullar1 c¢ercevesinde niimerik
¢Oziimilinii bulabilmek ic¢in algoritmalar gelistirelim. Bunu iki yolla

gerceklestirebiliriz. Once asagidaki 1.tiir yardime1 problemini

Viks =Vik -hF (Ui,k) (4.8)
Vi, =V, (%) (4.9)
Ug =4, (tk) (4.10)

seklinde sonlu forklara ayriklastiralim. Burada v,(X) yukaridaki boliimde
gosterildigi gibi sec¢ilmektedir. (4.8)- (4.10) probleminin ¢oziimii elde
edildikten sonra (2.8) formiiliinii kullanarak (4.0), (3.1) ve (3.2) probleminin
niimerik ¢6ziimii bulunabilir. Goriildiigii gibi Onerilen algoritma sade ve
etkindir.

Simdi (4.0), (3.1) ve (3.2) probleminin niimerik ¢éziimiinii elde etmek

icin (4.0) denklemi i¢in 2.tiir yardimci denklemi
a X
—u(&t)dE+F(u(x,t))—F(u(0,t))=0 4.11
at{(“f (u(x.t)=F (u(o.t)) (.11)
seklinde yazalim. Goriildigi gibi (4.11) denklemindeki u(x,t) fonksiyonu

siireksiz de olabilir. Bu avantaj s6zkonusu denklemi direk olarak sonlu

farklara ayriklastirmaya imkan saglamaktadir.
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(3.8) formiiliinti dikkate alarak, (4.11) denkleminin asagidaki sekilde

Ui =Uss +hi[F (u (8))=F (Vs )]—i_i(uj,m ~Uy) (4.12)

sonlu fark karsiligini yazalim. (4.12) cebirsel denklemler sistemi (3.9)
baslangic kosulu ¢ercevesinde ¢ozerek (4.0), (3.1) ve (3.2) probleminin
say1sal ¢coziimiinii kolayca elde edebiliriz. Goriildiigii tizere (4.12) algoritmast

hesaplamalar agisindan daha ekonomik ve etkindir.
4.3 Niimerik Deneyler

Onerilen niimerik ydntemin etkinligini gdstermek igin bu algoritmay1 gesitli
durum fonksiyonu olan iki probleme uygulayalim. Ik olarak F (u) =u’ olsun
ve (4.0) denklemini (2.0’) baslangic kosulu ¢ercevesinde ¢ozelim. F (u) =u’
fonksiyonunun gereken kosullar1 sagladigi agiktir.

N

0.5

- : : : : X.
}5 -3 -1 1 3 5
Sekil 4.1: F(u)=u’ i¢in yardimc1 problemin ¢dziimii, T =1.0
Karakteristikler metodu ile ele alinan problemin gercek ¢ozlimii,
£ =x-3u’t olmak iizere

1_523 |§|Sl
0, €[> 1

u(x,t):{
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seklinde bulunur. Elde edilen ifade kapali fonksiyon oldugundan pratik
amaclarda kullanmak i¢in net bir ifade bulmada baz1 zorluklarla
karsilagilmaktadir.

Ele aldigimiz probleminin ¢6ziimiinii elde etmek igin yardimci

denklemi

MY g (4.13)
a

seklinde yazalim. (4.13) denklemi i¢in baslangi¢ fonksiyon (2.14) olmaktadir.

Sozkonusu denklemin €, agmin herhangi bir (i, k) noktasindaki
sonlu fark karsiligini
Vi =Vi, —hU;, (4.14)
seklinde yazalim.

Ui.k

0.8}

0.5

0.2¢

0 :1'5 -3 -1 1 3 51

Sekil 4.2: F(u)=U’ icin esas problemin ¢dziimii, T =1.0
Literatiire gore problemin genisletilmis ag ¢oztiimiinii
Vi,k s Vi,k <§
Vii" =14 (2.38)
3 :

Vi >E

olarak insa edebiliriz. Burada E,(O):% olmaktadir.
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Yardimci problemin ¢éziimiiniin zaman gore evrimi T =1.0 degeri
icin Sekil 4.1 te, esas problemin ¢Oziimiiniin grafig1 ise Sekil 4.2 da
gosterilmistir.

Simdi, (4.0) denkleminin (2.20) baslangi¢ kosulu c¢ercevesinde
niimerik ¢oziimiinii bulalim. Baslangi¢ verileri u, =2.0 ve u, =-2.0 olmak

suretiyle onerilen yontemle problemin niimerik ¢éziimii bulup bilinen gergek
¢oziimle kiyaslayalim. (4.14), (2.20) algoritmasi ilizerinde yapilan bilgisayar
deneylerinin sonuglarmin grafikleri sirasiyla Sekil 4.3-4.7 de gosterilmistir.

Sekil 4.7 de ayni baslangi¢ verilerine sahip (4.14), (2.20) probleminin
gergek ve niimerik ¢oziimlerinin grafiklerinin bir kiyaslamasi sunulmaktadir.
Sekilden goriildiigii gibi ¢6ziimde bulunan sigrayis fiziksel agidan dogru bir
bicimde zamanin ilerleyen evrelerinde saga dogru hareket etmektedir.

Fakat bu olgu gercek ¢Oziimiin garafiginde gozlenmez. Ciinkii, F(u)

fonksiyonunu konveks katmanini olusturdugumuz zaman u fonksiyonunun
hi¢bir zaman katindaki evrimi dikkate alinmamaktadir. Yani konveks katman
onceden verilmis U lar lizerinde olusturulur. Genelde, nonlineer problemler
geriye doniisii olmayan fiziksel siire¢leri modeller.

o\‘/i’k

-5 : : : s X
2 0 2 4 6 !

Sekil 4.3: u, > u, i¢in yardimci problemin ¢oziimii, T =1.0
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Son olarak onerilen yontemi laboratuar ortaminda yapilan petroliin su
ile sikistirtlip ¢ikarilmasi  olaym modelleyen problemin ¢dziimiine
uygulayalim.

Bu deneyde tabakali ortam modeli olarak uzunlugu | =1.2m , enine
kesiti S =9.6x10"m* olan ve igerisine 6giitiilmiis kuvars kumu doldurulan
bir boru kullanilmistir. Modelin gecirgenlik katsayis1 Kk =2.22um*,
gozenekligi ise m=0.298 olarak saptanmistir. Petrol modeli olarak da
vizkozitesi 47.9sP olan trafo yag: kullanilmistir. Su ile yag arasindaki ylizey
gerilmesi 37 uN/m olmaktadir. Sozkonusu borunun bir ucu basinc
p=0.03mPa olan su kaynagma baglanmistir. Modeldeki kalik suyun

S, = 0.23 oldugu saptanmustir ve bu fiziksel deney 54 saat siirmiistiir.

Petroliin ve suyn oransal faz gegirgenlikleri ve Buckley-Lewerett

fonksiyonu sirastyla asagidaki gibi

2
kp=w, ks(s)=(0.5—0.0018T)w
0.15
1511k

Sekil 4.4: u, > u, i¢in esas problemin ¢oziimii, T =1.0
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Sekil 4.5: u, <u, Niimerik ve ger¢ek ¢oziim, T =1.0

v

1.5.K

11
0.5¢
ol

‘15 ‘ ‘ ‘ X
2 0 2 4 6!

Sekil 4.6: u, <u, icin esas problemin ¢oziimii, T =1.0

1. ‘
— datal
1 —— data2 ||
0.5
0,
-0.5
-1

Sekil 4.7: Nuimerik ve gercek ¢oziim, T =2.0, u, > u,
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1.4 —— datal ||

0.9

0.4

-0.1;

-0.6/

1L 0 2 4 6

Sekil 4.8: Niimerik ve gercek ¢oziim, T =2.0, u, <u,

F.(s)=— ()

k. () + 22k, (s)

ifade edilmektedir. k,(s), k,(s), F,(s) fonksiyonlarmmnm grafikleri oda

S

sicakligt T =20° durum igin sirastyla Sekil 4.9-4.11 te gosterilmistir.
Bilindigi gibi petroliin tabakali ortamda su ile skistirilmasi olayinin
matematiksel modeli (4.0) denklemi i¢in yazilmis (3.2) baslangic ve (3.3)
sinir kosulu yardimiyla ifade edilmektedir.
(4.0), (3.2) ve (3.3) probleminin sonlu farklar karsiligin1 yazmak i¢in
once (4.0) denklemini

X

0
majs(g,t)dgw(t)(lzs(s(x,t))—Fs(sl(t)))=o (4.16)
0
seklinde yazalim. Sonra (3.8) formiiliinii kullanarak sonuncu denklemi
asagidaki gibi
T CO R S LY YT JJER
ik+1 i,k hx m S 1\ Nk hx m S ik = i,k+1 ik
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,(9)

0.3

0.2

0.1

85 o6 07 08 09
Sekil 4.9: Petroliin oransal faz gecirgenligi, k (S)

15

0.77
0.67
0.57
0.47
0.37
0.2}
0.1y

85 o6 07 o8 09 S
Sekil 4.10: Suyun oransal faz gegirgenligi, K,(S)
F(s
1( )

0.8

0.6/

0.4

0.2
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Sekil 4.11: Buclkey-Lewertt fonksiyonu
sonlu farklara ayriklastiralim. (4.17) sistemi i¢in baslangi¢in baslangi¢ kosulu
S.v=5 (4.18)

olmaktadir. (4.17), (4.18) algoritmasindan elde edilen ¢oziimlerin grafikleri
T=10°s, T=15-10s, ve T=2-10°s degerlerinde Sekil 4.12 da yer
almaktadir. Sekilden goriildiigii gibi modelde sulasma siiresi, yani petroliin su
ile sikistirilma siireci yaklasik 54 saat olmaktadir. Dolayisiyla teorik
sonuglarla deneysel sonuglar ¢ok yakindir.

Not (3.8) formiiliinii kullanirken dikddrtgen metodu uygulanmisrit. Diger
yliksek mertebeden kuadratik formiilleri kullanarak sonlu farklar semasinin

mertebesini (yer degiskenine gore) ylikseltebiliriz.

s(Xx,t
0.9( )
—— datal
data2
0.8+ ‘ data3 |
0.7+
3
0.6+ 1 2
0.5 : : : X
0 04 0.8 1.2

Sekil 4.12: Su ile doymanim dinamik dagilimi : 1) T =10%s,2) T =1.5-10’s,
3) T =2-10°s
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5. SONUCLAR

Tezde elde edilen sonuglar1 asagidaki gibi siralamak miimkiindiir

1.

Lineer ve lineer olmayan Hoph denkleminin sayisal ¢oziimiiniin
bulunmast i¢in yiiksek c¢oziirliilige sahip hasas algoritmalar
tretilmistir.

1. Basamaktan nonlineer hiperbolik tiir denklemler igin baslangig-
siir deger problemlerinin niimerik ¢6ziimii elde etmek icin sayisal

algoritmalar 6nerilmis ve elde edilmistir.

. Petrolun su ile sikistirilip ¢ikarilmasi problemin matematiksel modeli

yazilmis ve s6zkonusu problemin gercek ¢ozlimii elde edilmis.
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