T.C
BEYKENT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK-BILGISAYAR ANA BILIM DALI
UYGULAMALI MATEMATIK BiLIM DALI

IKi BOYUTLU BURGERS DENKLEMI iCIN RIEMANN

PROBLEMI VE COZUMU
Yiiksek Lisans Tezi

Tezi Hazirlayan:

Feride OZER

ISTANBUL, 2014



T.C
BEYKENT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK-BILGISAYAR ANA BILIM DALI
UYGULAMALI MATEMATIK BiLIM DALI

IKIi BOYUTLU BURGERS DENKLEMI iCIN RIEMANN

PROBLEMI VE COZUMU
Yiiksek Lisans Tezi

Tezi Hazirlayan:
Feride OZER

Ogrenci No:
120860004

Danisman:

Prof. Dr. Mahir RESULOV

ISTANBUL, 2014



YEMIN METNI

Yiiksek Lisans tezi olarak sizlere sundugum “iki Boyutlu Burgers Denklemi i¢in
Riemann Problemi ve Coéziimii ” baslikli bu ¢alismanin, bilimsel ahlaka ve geleneklere
uygun birbigimde tarafimdan yazildigini, faydalandigim eserlerin hepsinin kaynaklarda
belirtildigi ve ¢alismamin iginde kullanildiklar1 her yerde atif yapildigini agiklar ve bunu

onurumla dogrulugunu belirtirim. 01.08.2014

Feride OZER




T.C.
BEYKENT I"JNiVERsiTEsi__
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LISANS TEZ SAVUNMA SINAVI SONUC TUTANAGI

Beykent Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirliigii’ne,

Asagida tez adi belirtilen yiiksek lisans dgrencisi 120860004 no’lu Feride OZER’in 01/08/2014
tarihinde yapilan tez savunma sinavi' sonucunda 60 (Altms) dakika siireyle sundugu ve savundugu

tezi hakkinda® oygoklugu ile kabul karar1 verilmistir.

Bilgilerinize saygilarimizla arz ederiz.

Anabilim Dali  : Matematik-Bilgisayar

Programi : Uygulamali Matematik

Tez Basllgls - Iki Boyutlu Burgers Denklemi igin Riemann Problemi ve Coziimii

Tez Sinav Jiirisi Ogretim Uyesi imza

Diatisman . Prof.Dr. Mahir RESULOV LR ““/F
Uye ¢ Prof.Dr. Abdullah YILDIZ

Uye :  Dog.Dr. Bahaddin SINSOYSAL y

' Jiiri tiyeleri s6z konusu tezin kendilerine teslim edildigi tarihten itibaren en geg bir ay iginde toplanarak dgrenciyi tez
savunma sinavina alir. Belirlenen giinde yapilamayan jiiri toplantisi, katilanlarin hazirladigi bir tutanakla enstitii
yonetimine bildirilir. Bu durumda jiiri en geg onbes giin iginde toplanarak aday: tez savunma sinavina alir. Tez savunma
sinav siiresi en az 45 dakikadir. Yiiksek lisans tez savunma sinavi, tez ¢aligmasinin sunulmasi ve bunu izleyen soru-yanit
boliimlerinden olusur ve dinleyiciye agiktir. (Beykent Lisansiistii egitim ve Ogretim Yonetmeligi-Madde30-3)

? Tez sinavimin tamamlanmasindan sonra jiiri, tez hakkinda “kabul”, “diizeltme” veya “red” karar: verir. Jiiri bagkani,
jiiri iyelerince imzalanmisg sinav tutanagini, tez sinavini izleyen ii¢ giin icinde ilgili enstitii yonetimine teslim eder. Tezi
basarisiz bulunan 6grencinin Enstitii ile ilisigi kesilir. Tezi hakkinda diizeltme karari verilen 6grenci en geg g ay iginde
gerekli diizeltmeleri yaparak ve yonetmelikte belirtilen usullere uygun olarak tezini ayni jiiri 6niinde yeniden savunur.
Bu savunma simavinda da tezi kabul edilmeyen &3rencinin enstitli ile ilisigi kesilir. (Beykent Lisansiistii egitim ve
Ogretim Yonetmeligi-Madde30-4)

? lleride dogabilecek aksakliklarin engellenmesi igin tezin basliginin yazilmast gerekmektedir.



ONSOZ

Bu tez konusunu bana Oneren, tezimin her asmasinda yardimlarini esirgemeyen,
yiiksek lisans 6grenimim boyunca engin bilgi ve tecriibelerinden yararlandigim, her tirli
destegi ve kolaylig1 saglayan tez damismanim degerli hocam Saym Prof. Dr. Mahir
RESULOV’ a ve Dog. Dr. Bahaddin SINSOYSAL’ a, lisansimda biiyiik katkis1 olan kiymetli
hocam Dicle Universitesi Matematik Boliim Baskani1 Prof. Dr. Hasan Ilhan TUTALAR’ a,
idoliim, yiiksek lisansimi yapmami en ¢ok isteyen ve her zaman arkamda duran babam
Abdullah OZER’ e, her tiirlii destegi saglayan canim annem Dilek OZER ‘e, evimizin kiigiik

prensesi Cemre BALTALTI ya en i¢ten saygilarimi sunar, tesekkiir ederim.

Istanbul, 2014 Feride OZER



IKi BOYUTLU BURGERS DENKLEMI ICIN RIEMANN PROBLEMI VE
CcOzZUMU

Tezi Hazirlayan: Feride OZER

OZET

Ug boliimden olusan tezim birinci béliimiinde, Riemann problemi tanitilmus,
Ikinci boliimiinde ise literatiir incelemesi yer almistir.

Bilindigi iizere, baslangi¢ fonksiyonun x-y diizleminde aldigi degerlere bagh
olarak 4 dilimli (4 pargal1 sabit deger alabilen baslangi¢c kosullu problemlerde) sok ve
seyreltme dalgalarinin  olugsma dinamigi karakteristikler analizi yolu ile
siiflandirilmistir. Ayrica siirekli baslangic kosula ve 2 dilimli baslangi¢ kosula sahip
Cauchy probleminin ger¢ek ¢O6ziimii incelenmis ve sigrayisinin bulunmasi i¢in bir
yontem de incelenmistir.

Tezin ti¢lincii boliimiinde, literatiir de Liska-Wendroff kompositif sema olarak
isimlendirilen sayisal ¢oziimlerde yer almistir. Bunun yani sira 2 boyutlu Burgers
denklemi ve 2 dilimli baslangi¢ kosullu problemin ¢éziimlerinin elde edilmesi i¢in yeni

bir yontem de incelenmistir.

Anahtar Kelimeler; Riemann,Cauchy,Burgers



RIEMANN PROBLEM FOR ONE DIFERANTIONAL BURGERS EQUATION AND
ITS SOLUTION

Presented By: Feride OZER

ABSTRACT

In first section of this thesis which consists of there sections the Riemann problems are
explained, wehere four sectional Riemann problem is clascified.
In thrid past using Liska-Wendroff the compozite schems is given. Additian to, for two

sectional Riemann problem for 2 Dimensional Burgers equation is suggested.

Key Words; Riemann,Cauchy,Burgers
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1.GIRIS. RIEMANN PROBLEMI

Iki degiskenli uzayda skaler korunum kurallar1 icin Riemann problemi
U + f(wyx +g)y =0 @)

denklemi ile x =0, y = 0 orijin merkezli sonlu sayida dilimlerin iizerinde pargali sabit degerler
alabilen baslangi¢ kosullu problem olarak ifade edilmektedir. En ilgi ¢ekici problem, 4 dilimli 6 = 0,
0 = %, 0=m 0= 32—7T 1sinlari ile boliinmis dilimler tizerinde sabit deger alanidir. Bundan dolay1 bu

tir baslangig verileri sonlu farklar semasi ile de uyumlu olur. Tipik Riemann kosulu Sekil 1 de

verilmistir,

Iki degiskenli Riemann problemi iizerine en énemli ¢alisma ilk olarak Guckenheimer
tarafindan yapilmustir [1]. Iki boyutlu tek korunum kurali igin dort ¢eyrek daireli Riemann
problemi Wegner tarafindan ¢alisgilmigtir [2]. Skaler denklem igin bir¢gok 6nemli ¢alisma
[3,4,7,9,10] de yapilmistir

[3] de seyreltme ve sok dalgalar1 i¢in dayanak (temel) noktasi ve dayanak egrisini
siniflandirilmistir. Seyreltme ve sok, R*, R~ ve S*,S~ de ayr1 ayr1 siniflandirildi. Daha sonra
[5] deki komposit sema verilmistir. [9], [10] da Burgers denklemi i¢in iki boyutlu Riemann
probleminin analitik ¢6ziimleri kurulmustur. Komposit semayla elde edilen niimerik ¢oziimler
analitik ¢oziimlerle karsilastirildi. [5] elde edilen gercek coziimlerle niimerik ¢dziimler

karsilastirilmistir.

Us Us

Sekil 1. Riemann problemi i¢in baslangi¢c kosulu

Sok ve seyreltme i¢in dayanak noktasi ve dayanak egrisini siniflandirilmasi iki boyutlu

Riemann probleminin analitik ¢6ziimii i¢in ¢ok 6nemli bir aragtir.



2. IKi BOYUTLU BURGERS DENKLEMI iCiN RIEMANN PROBLEMI VE
PROBLEME KOYULUSU

Kabul edelim ki, herhangi bir u i¢in f;, # 0, gy # 0 Ve a/au (f““/guu) # 0. Bu

kabul bize akis fonksiyonunun en az bir biikiim noktasi oldugunu garantiler.

2.1 Dort Bolgeli Parcali Sabit Baslangi¢c Kosulu

2.1.1. Seyreltme Egrileri

=Xy = y/t degisken doniisiimii yapalim. O halde (1) denklemi

—Sug —nuy + f(we + gw), = 0. (2)
U€ Cligin (2) olur. Sonuncu denklemi
(fu(u) - E)uf + (gu(u) - n)un =0 3)

seklinde yazabiliriz. Bunun karakteristik denklemi asagidaki bigimde

d u -
n(&) /df _ (Gu() —1n) /(fu(u) _5 (4)

ve

d(f’n(f))/df =0 (5)

olmaktadir. (4) ve (5) formu, asagidaki gibi karakteristik dogrular

(- gu(u))/(f _ £,(uy)~ Const, - u=const (6)
tanimlar.

(6) dan goriildiigii gibi u-ailesin u = u, seviye egrisinin tegeti koordinatlar1 { — ndiizleminde

Fu(uo) = (fu(uo), g(uo)) (1)

olan E, (u,) noktasindan gegen dogru pargast olmaktadir.

Tanm 1.

F) = (fu(w), gu(w)) (8)

noktalarinin geometrik yerini seyreltme dayanak egrisi olarak adlandiracagiz.



Kolayca gosterilebilir ki, seyreltme dayanak egrisi (6 —n) koordinat diizleminde
monoton artan ve konkavdir. Seyreltme dalgalari u-nun gradiyan istikametinin karsisindaki
temel dayanak egrisi istikametine bagli olarak siniflandirilabilir.

Tamm 2. Seyreltme dalgas1 R* (R™) eger Vg ,u Ve temel egri istikameti yoniinde dalga
formunun karakteristik dogrularmmin dayanak egrisi bir sag (sol ) el sistemi ise nin
siiflandirilmasidir.

R* ve R~ seyreltme dalgalan Figiir 2 (a) da verilmistir. u; > u, de figiir 2 de verilmistir.

_ . S-
R \\ ul ,/,,
z\ \\\\ /,,, 2 ur ’ //
,'\ U ’
\\\\\ //,’ \\\\ ul S e
7 . /,‘\ u,
ur N /, i /,, i
‘ e \\\
,// \\\ ,/'/ W
’ \\\ + ,/ ul
U, . R o+
(a) (b)
Sekil 2. Sok ve seyreltmenin siniflandirilmasi(u; > u,.),
(a) Seyreltme R~,R* ; (b) Darbeler S~,S*
2.1.2 Darbe Egrisi
(2) de parcali siirekli darbe egrisi i¢in verilmistir n = n(§) Rankino- Hugoniot kosulu
d —09(u;,u
dan _n—o9u,u) ©)
¢ §&—oa/(w,u)
burada
u) — f(u u) — f(u

Uy — Uy U — Uy
[9] dan u; ve u, den uzanan segmentin &n_ plani boldigiini gordikk ki onun tanjant sok

noktasini teget gecen sok kaynak noktasi a(u;, u, ) én_ planindaki koordinatlar

3



o(u,uy ) = (o (upur ), 09 (uy, 4y ) (11)

o(u;,u, ) ve o(u,,u; ) notasyonlari ayni kaynak noktalarini gosterir. Kaynak noktasinin
egrisi

o(wu ) = (o7 (wu, ), 09wy, )) (12)

u, bolgesi i¢in sok dayanak egrisi olarak gosterilir.

(@)

’ ([ ]

(b)

Sekil 3. (1,2,3,4) Baslangi¢ kosulu, dort sok (S~,57,S*,8%) (a) analitik ¢oziim, (b)
niimerik ¢oziim



Sekil 4. (1,2,3,4) Baslangi¢ kosulu ,dort sok (S~,87,S™,8*) niimerik ¢oziim

Kaynak noktasi u;ve u, durumlarinin lokal pozisyon sok unu igeren seyreltme kaynak noktasi
benzer olarak kullanilir. Sok kaynak noktasinin é —7n planinda monoton artan ve konkav
oldugu kolayca gosterilir.

Tamim 3. Bir sok dalgast S*(S7) olarak simiflandirilir. Eger her nokta sok formunun
normal ve tanjant vektorleri ise bir sag (sol) el sistemidir.
S* ve S~ sok dalgalart sekil 2 (b) de verilmistir. Kaynak noktasi ve kaynak egrisi hakkinda
ayrintilar [5,6,7] da bulunabilir.
f(u) = g(u) igin seyreltme ve sok kaynak noktasi n = & dik dogrusu {izerinde yer alir.

2.2 Siirekli Baslangic Kosullu Problemin Gerc¢ek Coziimii

Bu bolimde iki dilimli baslangic kosullu problemin gergek ¢oziim bulunmas: D, dir.

Asagidaki problemi
ou ou au
—+U—+u—=0, (13)
ot ox oy
1-x*—y?% X <1
u(x,y,0) =up(x,y) = (14)

0, [x>1
gozoniine alalim. (13) diferansiyel denkleminin geometrik anlamini agiklamak miimkiindiir.

Sozkonusu denklemin u(x, y,t) integral yiizeyi (x,y,t,u) uzaymin herhangi bir P(x,y,t,u)

noktasinda bilesimleri U, = 0, u,=q, U, =7 olanve

7+up+ugq=0



denklemi ile bagli olan normal diizleme sahip olmaktadir. Bu durumda P noktasindan gegen
integral ylizeyleri teget diizlemi

dt:dx:dy:du=1:u:u:0
baglantilar1 ile verilen diizlemler demeti olmaktadir. Bu diizlemler demetlerine Monja
demetleri, eksenlere ise Monja eksenleri denir.

Simdi karakteristikleri bulalim. Bu amagla

ax@®) _ , dy®_, (15)
dt Todt

denklemleri ile tanimlanan (x = x(t),y = y(t)) egrilerini gbzoniine alalim. (15) i dikkate

alirsak (13) i

du
=~ =0 16
" (16)

gibi yazabiliriz. Boylelikle, (13) denkleminin genel ¢oziimiiniin bulunmast (x,y,t)
diizleminde egimleri y olan dogrular ailesinin bulunmasina indirgenmektedir.
(15) ve (16) dan

X=ut+c, y=ut+c,, U=,

elde ederiz, burada C; (1=1,2,3) keyfi sabitlerdir. Sézkonusu sabitleri bulmak i¢in asagidaki
baslangi¢ kosullarini
X|t=0 =<, y|t=0 =1, u|t=0: Uy (&,7) (17)

kullanalim. Bu kosullar ¢er¢cevesinde problemin ¢6ziimii i¢in asagidaki ifadeyi

1-(x—ut)® = (y-ut)?, |&<1

u(x,y,t) =uy(&,m) == (18)
0, [g>1

elde ederiz. Burada, & =x—ut,77=y—ut ve |£=,/&*+n® olmaktadir. ¢ ve 7

koordinatlarina hareket eden koordinatlar denir.

(18) ifadesi hareket eden koordinatlarda

1-&£2—n?, |§|£1
u(x, y,t) = (19)
0, [¢>1



gibi yazilir. Kolayca gosterilebilir ki, (19) ifadesi ile tanimlanan  fonksiyonu (13), (14)

probleminin ¢6ziimii olmaktadir. Gergekten de,

au 8u 85 ouy 677 ou %% au _du, on
ER agat 8776t ox O0f ox oy on oy

ve
o0& ou 0on U ou 65_1 6ut on _ 1_6u

—t
oy

Uy Ay,
ou _ U o0&  On
1+t %+au
¢ 0n
ve
au, au,
- o¢ - on (20)
28 1+t %4_% 8y 1+t %4_%
¢ on ¢ on

elde ederiz. Bu ifadeler (13)’te yerine konursa denklemin korundugunu goriiriiz. Baslangic
kosulunun da korundugu gérmek zor degildir.

Gorildiugi gibi (20) ifadesine  kapali seklinde dahil olmaktadir. Fakat bu ifadeden

yu agik sekilde
2(x+ y)t—1+ Jd
4t? |§| <1
u(x,y,t) = (21)
0, |&[>1

bulmak miimkiindiir, burada d=1+8t*- 4t(X + Y) +4t° (X + y)2 olmaktadir.

(20) ifadeleri u(x, y,t) fonksiyonunun keyfi (x, y,t) noktasindaki egimlerini Uy(X,Y)
fonksiyonunun (x =&, y =#,t=0) noktasindaki egimi ile ifade eder. Bir boyutlu ortamlarda

oldugu gibi (15) ifadeleri  fonksiyonunun g¢esitli degerlerinin  hiziyla dagildigin

gostermektedir. Bu ise ¢oziimiin profilinde ¢okdegerlilik olusturur ve kirilma ilk kez grafige



dik teget diizlemin olustugu To aninda ortaya ¢ikar. (14) ten goriildiigii gibi baslangi¢ yiizeyi
hem negatif hem de pozitif egime sahip olmaktadir. Coziimiin grafiginde ¢okdegerliligin

ou
olusabilmesi i¢in M e — fonksiyonlart (x=1,y=0) ve (x=0,y=1) noktalarinda

OoX
pozitif e§ime sahip olmak zorundadir. Agiktir ki, egim negatif degerden pozitif degere
gectiginde, grafige c¢izilen tegetin dik olmasi gerekmektedir. Dik tegetin olustugu zaman
aradigimiz T, olmaktadir.

Bu 6zellik ise u(x,y,t) fonksiyonunun ¢okdegerli olmas: anlamina geliyor ki, bu da
(13) denkleminin nonlineer olmasindan kaynaklanmaktadir ve bu 6zellik lineer denklemlerde
yoktur. (21) ifadesinden

ou 1 8t*
T~ |x:l,y:O_ 2 2t + '
OX a4t J1+8t2 —4t(x+ y) — 43 (X — y)?

ou 1 8t’
A |x:O,y:1: 2 2t +
oy 4t J1+8t2 —4t(x+y) — 43 (x— y)?
T,=05 ve t>T, oldugunda Z—u ve Z—u tiirevleri sonsuzluga yaklastig1 goriilmektedir.
X X

Dolayisiyla (13), (14) probleminin klasik ¢oziimii yoktur. Sozkonusu problemin zayif
¢cozlimiinii asagidaki gibi tanimlayalim.
Tanim 4. Negatif olmayan , (14) baslangi¢ kosulunu ve ¢(x,y,T) =0 olan herhangi bir

o(x,y,t) test fonksiyonlari i¢in agagidaki integral esitligini

| IRZL&{U(X, YAACRAY +L2’y’t)[¢x(x, y,t)+ 9, (X, y,t)]}dxdydt

+ [[ (% y,.0)u5(x, y)dxdy =0 (22)

koruyan u(x, y,t) fonksiyonuna (13), (14) probleminin zay1f ¢6ziimii denir.

(13), (14) probleminin zay1f ¢oziimiinii elde etmek i¢in 1.tlir yardimei problemi

2
@g(u)z:@g[@ﬂ} _o, (23)
ot 2 ot 2 ox oy



V(X,y,0) =V, (X, Y) (24)
seklinde dahil edelim. Burada, Vy(X, Y) fonksiyonu

%+%:u(x ) o5
x oy olX, Y (25)

denkleminin herhangi bir ¢6zlimii olmaktadir.

Teorem 1. Eger, v(x,y,t) fonksiyonu (13), (14) yardimci probleminin herhangi bir

¢Ozlimii ise

V(X y,t) V(X y.t)

Lv(x,y,t) = ™

u(x,y,t) (26)

ifadesi ile tanimlanan u(x, y,t) fonksiyonu esas problemin zayif ¢oziimii olmaktadir.

Yardimer problemi ¢ozerken baslangic Vo(X,Y) fonksiyonunun bulunmas: gerekir.

Bunun i¢in 6nce (25) denkleminin

% + % =1- )(2 — y2
ox oy
¢Oziimiinii bulalim.
Karakteristiklerin denklemleri
%: , ﬂ:l, %:1_X2_y2
ds ds ds

olur. Buradan

x=xP+s, y=y?9 45,
(27)

( © )3 0 | \3
X +s +s
W, =S— _y ) +w?

3 3

©)

elde ederiz. Burada, x®, y© o ove Wéo) integralleme sabitleri olmaktadirlar. Eger

karakteristiklerin denklemleri

O =00,y =300, W =wd)

gibi verildigi takdirde (27)



x(s,t) = xO(t) +s,

y(s,t) =y (1) +s,

W(st)= s xO®+sf (yOm+sf WO
oS, 3 3 A

seklinde yazilabilir.

ox ox
Als,t)= %t/g; #0
at os

olursa sonuncu ifadenin ilk iki denkleminden S ve t yok ederek Wy, u X ve Y yardim ile

ifade edebiliriz. Ozel durumda eger baslangig yiizeyi

O (4 — O (4 — Oy 2L
X)) =t yrt) =t w (t)—t—?

olarak ele alsak bu yiizey lizerinde A(s,t) =0 oldugundan
s=y-y?, x=x"+y-yO=yi2t

3 3 3
(t+s)” (-t+s) +t—2i
3 3 3

W, = y+t-

(y+20)° (y)° 2t
3 3 3

denklemlerini elde ederiz. 2t = x—y oldugunu da dikkate alirsak

=y+2t-

Xy 2(x-y)’
Wy (X, y) = X—— - ——— T
o( y) 3 3 3

aliriz. Kolayca gosterilebilir ki,

10



olmaktadir. Boylelikle L™ varligini da ispatlamis oluruz.

2.2.1 Yardimci Problem ve Coziimii

Simdi (23), (24) yardimci probleminin ¢oziimiinii bulalim. Asagidaki notasyonlari

VN
ot ox oy ¢

dahil edelim. Bu notasyonlarda (23) denklemini
(P, 0y, G;) =P+ (q1+qz)2 =0

gibi yazalim. Sonuncu ifadesini t, X ve Y ye gore diferansiyellersek

0 0
Ep+(q1+q2) o (q1+q2) aqtz =0,

o P
» (q1+qz)ﬂ+(q1+qz)% =0,

ap (q1+qz)%+(ql+qz)% 0
elde ederiz.

P_0% P_NM N,

X ot'dy ot oy o
oldugundan sonuncu ifadeleri

0 0 0

§p+(ql+q2)6—§+(ql+qz)5p=0.

0 0 0

%+(ql+qz) acj( +(q1+qz)%=0,

0 0 0

%+(q1+qz) aqxz +(q1+qz)%=0

seklinde yazabiliriz. Boylelikle (t,x,y, p,q,,q,) uzaymda karakteristikleri bulmamiz i¢in

asagidaki Charpit adi diferansiyel denklemler sistemini

11



dt dx dy
=1 = , — =
(@+a,) o

s ds (ql+q2)’

dp _ dql_ dqz_

ds " ds " ds

dv
- p+(g +0,)

aliriz. Bu sistemin genel ¢oziimleri

t=s+c, x=(0,+0,)s+C,,

y=(q,+@)s+C, p=C; 0y =C,,

g, =G, V= (Cs +(C4 +C5)2)S+Ce
olmaktadir. Integral sabitlerini

o, 0V,
t|50_0 X|50 g, y|50 n pso__z(a a’]j

ov ov
ql‘s=0 = _0’ q2‘s=0 = 8_7(7)’ V‘s:O = VO (5'77)

g

kosullarindan

2
COZO’ C1=§1 c, =, C3:_1 %4_% ,
A

N, oV,
c,=—, C.=—, C. =V, (&,
4 Py 5 on 6 o(f 7))

olarak bulabiliriz. Buradan,

E=Xx—(q+g)t,7=y—(q +q,)t

1ov, ov,) (ov, v, ) | _
R ’”{‘(@*an} (55) ]“

o, v, )
Vo(&m)+ = £a§+a—Jt—Vo(§77)+ U (&,7)°t

elde ederiz. Simdi gosterelim ki, v(x, y,t) fonksiyonu (26) y1 korumaktadir.

Gergekten de (14) i dikkate alirsak (27) den

12



(x-ut)’ (y-ut)’ 2,
g Y)

v(X, y,t):%u2t+(x—ut)—

aliriz. Sade hesaplama yoluyla
VY VY (1—a—ut)—a—ut (x—ut) (1—a—utj
OX oy OX oy OX oy OX

, OU 2 au 2 2 _
8Xt+(y ut) —(y—ut) (1—&tj—2(x—y) +2(x-y) =

(x—ut)

u 8_u+6_ut 1_6_ut_8_ut (X —ut)® +(x—ut)? —t+
oXx oy ox oy OX

(x—ut)? %H(y—ut)2 %i—(y—ut)2 +(y—ut)? %ut =

ou ou
(ax 8th +1—(x—ut)®> —(y—ut)? ——t[l (x—ut)® —(y—ut) ]—

%ut[l—(x—ut)z —(y—ut)?|=1- (x—uty? = (y—ut)?
elde ederiz.

2.2.2 Sicrayisin Kurulmasi

Sigrayis noktalarinin yerini bulmak i¢in [9] Onerilmis yontemi iki boyutlu probleme de

uygulayalim. Bir boyutlu problemlerde oldugu gibi

E(t) = '[: fwu(x, y, t)dxdy (29)

enerji integrali hem silirekli hem de siireksiz fonksiyonlar i¢in mevcut olmaktadir ve

sozkonusu integralin sonucu zamana bagli degildir. E(t) nin degerini t = 0 oldugu durumda

E() = j j U, (X, y)dxdy

hesaplayalim.

Simdi x =rcos@, y =rsin@ degisken doniistimlerini yapalim. Bu durum i¢in

2z 1
L deo 0(1— rz)rdr =%

13



olmaktadir, yani E(0) = % say1st v(X, y,t) fonksiyonunun kritik sayidir.
Varsayalim ki, (x = &(t), y = n(t)) sigrayis egrisinin parametrik denklemleridir ve bu

egriyi bulmak icin asagidaki gibi bir yontem gelistirelim.
Tamim 5. Asagidaki esitligi
v(&(®),n(t),t)= E(0)
saglayan noktalarin geometrik yerine cephe egrisi denir.
Buradan,
v, vdg ovdy

ot oxdt oy dt

elde ederiz. Bu ifadeyi yazarken (23) denkleminin D, bolgesinin tiim i¢ ve cephe

noktalarinda, yani

(@+£[@+@] ] o )
ot 2\ox oy ;i((tt))
korundugunu varsayalim.
(15) i dikkate alarak (30) den
Havﬁvﬂ
d_f_d_?]_ _ 2\ 0x oy
g S uEOmm.Y)= { o av} (31)
ox oy] |x=&)
y=n(t)

elde ederiz.
Tanim 6. Asagidaki esitlikle tanimlanan

E(0), v(x,y,t) > E(0),

Vgen (X, ¥, 1) = (32)
v(x,y.1),  v(x Y1) <E(0)
fonksiyonuna (23), (24) probleminin genisletilmis ¢6ziimii denir.
Teorem 1 e gore
Ny (X, Y, 1) OV (X, YT
gn(X: Y1) | Vgen(X,¥:1) (33)

u X, ,t =
gen (% Y5 1) P o

olmaktadir.
Teorem 2. (33) denklemi ile ifade olunan dinamik sistemin hareketi
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L(p. ;. 9,)= pL(q, +0,) + L(q, +9,)F(a, +0,) (34)

formiilii ile tanimlanan Lagranjiyanin ekstremumlar1 olmaktadir.
Ispat v(x,y,t) (23), (24) probleminin piiriizsiiz ¢dziimii olsun. (34) i¢in yazilmis Euler-

Lagrange denklemi

aL 2 2 2
p+8L“"V+8LMV— azLMu+a—LMu+a—2LMu
o ax oy | ox oxdy oy

olmaktadir. Lp=Mu,Lp=p+MuF(u),LMu=p+F@Uu)=0 oldugunu dikkate alirsak

teoremi ispatlamig oluruz.

2.3 iki Boyutlu Skaler Korunum Kurah

Bu boéliimde skaler korrunum kuralini inceleyecegiz

8_u+m+8g_(u): 0
ot oX oy

(35)
(35) deklemini (14) kosulu g¢ercevesinde arastiralim. f (u) Vve g(u) fonksiyonlarinin
asagidaki kosullar1 korudugunu varsayalim:
(i) f(u) ve g(u) sirekli fonksiyonlardir,
(i) u=0 i¢in f(U)>0, (i1=12)
(iii) Fi'(U) isaret degistirir, yani Fi(U), (i :1,2) fonksiyonlar1 konveks ve konkav kisimlara
sahiptir.
(35), (14) problemini ¢oziimii

u(x, ¥, ) =(8,1), (36)
olmaktadir. Burada &=x—-F/(u)t ve n=y—F/(u)t swrastyla F/u) ve FJ(u), hiziyla

hareket eden 6zel koordinatlardir. (36) aliriz

au,
au_ 0
OX ou au, ).
1+ F(u) =2+ Fu) "t
(1()(968 2()877j
au,
a_ on
oy

1+ Fl’(u)%+ FZ'(U)% t
¢ an

15



8u0
au_ F(U)Tﬁ':( )

at
1+| F(u) 0 + Fj(u) <0t
+{(U)§ ()j

ou, ou , .
Elde edilen formiillerrden goriildiigii gibi eger — <0, —><0 ve F()>0,(i=12)

ol on
(veya 8—>0 ,ve F(u)<0) ise
o0&
1
t>T,=
Frw) M 4 ) Mo
0& on

degerinde U,, U, ve U tiirevleri sonsuzluga yaklasir. Bu nedenle de problemin klasik

¢ozlimi mevcut degildir. (35), (14) probleminin zayif ¢oziimiinii asagidaki gibi tanimlayalim.
Tamim 7. (14 ) baslangi¢c kosulunu koruyan ve temel fonksiyonlar sinifindan olan

herhangi bir ¢(x,y,t) test fonksiyonu igin asagidaki integral esitligi koruyan

[[o]+ue + £ W, + g, jixdydt + [] u, (x, V)o(x, y.00ddy =0 (37)
u(x,y, t) fonksiyonuna (35), (14) probleminin zayif ¢6ziimii denir.
(35), (14) probleminin zayif ¢oziimiinii bulmak igin (35) denklenini ny bolgesi
lizere integralleyelim.

ou af(U)(U) L 0g(u)()
” { on }gdn

-—” u(é‘nt)dcfdmﬂ (8f(u)(u) ag(au;(u)j &n

=2 [Jutnodadn + [T @uen)- f@uta )k

+[To@)(u(e y.0)-gW(u( bt
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Sonuncu esitligi asagidaki sekilde de yazabiliriz

£ [[[utmvdadn+ [/t )y + ['g@ucE y.0)dé

=d(a, y,t)+¥(x,b,t).

Burada

(a,y,t) = [ F U)ulan)dy, wxb,t) = [gu)u(sb,de
Aciktir ki, d(a,y,t)+W¥(x,b,t) e ker 3. Gergekten de
3{0(a, )+ ¥xb )= 3 1 @utan O + [9@I(E bOME|

_ o (@ y.b), dg)u(xb.y)
ox oy

v(x,y,t) ile asagidaki ifadeyi gdsterelim.

v(x,y,t) = [ [u(ém,Ddédn+ Hy(@,b,x, 1), (38)

burada H,(a,b, x, y,t) e ker 3. (38) den aliriz.

o™v(x, y,t)

u(x,y,t) = Y

(38) i dikkate alirsak

av(x y,t) f fu )Ka v(X, 7, t)j Jg(“)(azva(ga; t)]dg 0

veya

w + [T U707 + [gU)u(E, y,0)dé =0 (39)

17



olur. (39) i¢in baslangi¢ kosulu

V(X ¥,0) = Vo (X, Y). (40)
olur. Burada VO(X, y)
_ 0 (xy)
Uy (X, y) = oxy

denkleminin her hangi bir stirekli diferansiyellenebilen ¢6ziimii olmaktadir.

(39), (40) yardimc1 pobleminin asagidaki avantajlar1 vardir:

(i) Bu durumda u(x,y,t), fu)u(x,y,t)) ve g(u)u(x,y,t)) fonksiyonlar siireksizde olabilir,
(i) v(x, y, t)fonksiyonunun diferansiyellenebilme 6zelligi u(x, y, t)nun diferansiyellenebilme

ozelliginden daha fazladir,
(iii) Uy, U, ve U tiirevleri (35), (14) probleminde bulunmamaktadir, hangiler ki genelde

mevcut degildir.
Teorem 3. Eger v(x,y,t) fonksiyonu (39), (40) probleminin ¢6ziimii ise
u(x, y,t) = 3v(x, y,t) esitligi ile tanimlanan u(x, y,t) fonksiyonu da (35), (14) probleminin

¢0ziimi olmaktadir.

3.1Ki BOYUTLU KORUNUM KANUNLARININ NUMERIK COZUMLERI

Bu béliimde (13), (14) probleminin ¢oziimii i¢in bir sayisal metot gelistirecegiz. Bu amacla
(23),(24) yardimci problemini kullanalim. Yukarida gosterdigimiz gibi esas problemin ¢éziim
yeri Onceden bilinmeyen siireksizlik noktalarina sahiptir.Bu o6zellik ise literatlirde 1yi
tanimlanmis ydntemlerin direkt esas probleme uygulanmasi igin engeller tiiretir. Onerilen
yardimc1 problemin avantajlarimi kullanarak séz konusu sonuglari ¢ozebiliriz. Onerilen

metottun avantajlarini géstermek i¢in onu lineer denkleme uygulayacagiz.

3.1 Kompozitif Semalar

Iki boyutlu konservatif kural (1) igin yeni Lax-Friedrichsin birinci yar1 adimli sema asagidaki
gibidir.

1
n+- 1

2 — n n n n
Uitin= S(U + Ul + Uiy + Ul i (42)

27 "2
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At
_E<Fi+1,j+%+Fl]+ )_ (G2 2+ Gi+%,j)
Burada

YVi+1 At/2

1 N
Fii1j412 = mf f f(U(Xi+1,y, t)) dtdy,
yj 0

ve U(x;;1,y,t) Y ye t ye bagh bir fonksiyon olmak iizere Riemann problemi ve baslangic
verisinin ¢ozimiidir.
Ujsr 6N X < Xiy1/2

U [ ) ’O = il
(xi+1,,0) {Uﬁl,ﬂl ICINX > Xi11/2

Liska ve Wendroff bir boyutlu Lax-Fredrich yaklagimini kullanarak yerine entegre tam
Riemann ¢ozlimlerini 6nermisti [10,11]. F ve G akislar1 1 boyutlu Riemann probleminin LF

yaklagik ¢oziimlerinde degerlendirilir.

Fi+1,j+1/2 f( [Ul+1 j+1 + Ul]+1] [g(Ul+1 j+1) g(Ul+1] D (43)
ve

1
Gi+1,j+1/2 = g(z[ i+1,j+1 + Ul]+1] + [f(Ul+1 ]+1) f(UH—lj ]) (4’4)

Ikinci derece tam periyodik- diizeltici sema su sekildedir.

Ut = U”——[f( 7 _)+f(U i’ D~ (U, 2 V- fu? o]

E = j_= = ==

2' 2’ 2J

1
—;—;[m U]) (U’ f. D=9V, 1) g(U 1)] (45)

Ayrmtilar [10,11] de bulunabilir. Bu ikinci dereceden metot diizeltilmis Lax-Friedrich
metodu alarak adlandirilir. Kompozit semanin mantigi bir ikinci derece metot ve birinci
derece metodun biraz kompozisyonudur. Birka¢ kez ikinci dereceden metot uygulandiktan
sonra ikinci dereceden metotta olusan salimimlar1 azaltmak igin birinci dereceden metot
uygulanmistir. Ve bu tekrarlanmistir. C F LF4 uygulanmustir, CF semasi 3 kez uygulandiktan
sonra bir kez LF semasi1 bunu takip etmistir. her ikisi de yani CF de LF de iki adimdan olusur.
(42) ile beraber (45) da CF semasi insa edilir. Iki boyutlu Burgers denklemi;
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1 1
ou G2 s (52 _

46
ot " ox 3y (46)
fw) =g = %uz oldugunda
ny n .
U1+1]+— (U + U1+1] + Ul]+1 + Ul+1 J+1
At At
_E(Fi+1,j+% + Fi,j+%) - E(Gi+%,j+1 -
Gi.1,) (a7)
Fl+1 ]+— ( [Ulr'li'l j+1 + Ul+1 ]] +
At
m[(UiT-lfl,jﬂ)z (Ul+1 ]) ]2 (48)
Gi+1/2,j [Ul+1 j+1 + Ul+1 j] [(U1+1 ]+1)2 (U1+1 ]) ]2 (49)
ve
A 2 2 1 2 2
Uinj+1 Uln] - "2 + Un? 1] — Un? 1 Un+§
’ 4Ax l+§ J+§ l+§j—z i—i,j‘l'z 1=5J=3

2 2 2 2
ac [ ek ntd ntd ntl
- U 1. 1 +\U 1, 1 —\U 1, 1 —\U 1, 1 (50)
4Ay i+=j+= i+=j— i—=j+= i—=j—=
2,] 2 2;] 2 2;] 2 2;] 2

Burgers denklemi i¢in CF sema insasinin ikinci adimi (18),(19),(20),(21) de verilmistir. LF
semasi (47),(48),(49) de verilmistir.

3.1.1 Analitik Coziim ve Niimerik Sonuclar

Burges denklemi igin ¢oziimii Riemann verileri: {uy, u,, us, uy}=(1,2,3,4) ile kurariz. Bu
durumda 4!=24 farkli secenege sahibiz. 1,2,3,4 degerlerinin baslangic kosulu herbir ¢eyrek
daireye atanmistir. Problemin ¢éziimii [—%,ﬂ x [—%,%] tizerindedir. 400x400 ayrik noktaya

ayrilmistir. Burgers denklemi igin seyreltilmis kaynak noktasi (u,u) ve sok kaynak noktasi

(ul+ur ul+ur)

P dir. Coziim de t=0.1 i¢in yapilmistir. Bu yiizden 6lgek sirastyla (0.1u,0.1u) ve
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utuy
2

(O.lul;ur,o.l ) Her ikiside yani seyreltilmis ve sok kaynak egrisi y=x olmaktadir.

Analitik ¢6zlimii ingaa etmek i¢in kullandigimiz kaynak noktalar1 boliim 2 de verilmistir.
Niimerik ¢6ziimii hesaplamak i¢in kompozit semayr CFLF4 i kullandik.

3.1.2 Dort Sok

{uy, uy, usz, us}=(1,2,3,4) oldugu dikkata alinsmn. Bu durumda ¢oziim sadece sok igerir. St

darbe dalgas: siireksiz baslangi¢ kosulu 68 = 0,3% olusur ve S~ darbe dalgas1 8 = g,rr den

olusur. S~ darbe dalgas1 8 = % de darbe kaynak noktasi (0.15,0.15) i¢in bas kisimdir ve S~

darbe dalgas1 8 = m de darbe kaynak noktas1 (0.3,0.3) i¢in bagkisimdir. Bunlar A noktasinda
kesisir. A noktasinda ki etkilesimi belirlemek i¢in riemann verisi 1 ve 4 i¢in Riemann
problemi ¢oziilmiistiir. Sonug olarak, bir diger S~ Darbe dalgas1 A da olusur ve (0.25,0.25)
sok kaynak noktasinda sona erer.

Diger yandan S*darbe dalgasi 6 = 0 da darbe dalgasinin kaynak noktasi i¢in bas kismi
(0.2,0.2). S*darbe dalgas1 6 = 3777 da darbe dalgasinin kaynak noktasi igin bas kismi
(0.35,0.35)’dir. Bunlar B noktasinda kesisir. Riemann problemini 4 ve 1 baslangi¢ kosullari
ile ¢ozdiigiimiizde bir bagka S*sok dalgasi B de olusur ve bu (0.25,0.25) sok kaynak
noktasinda sona erer ve bunlar analitik ¢oziimiin kurulmasi ile tamamlanir. Analitik ¢oziim
figlir 3 (a ) da verilmistir ve kompozit semayla yapilan numerik ¢6ziim figiir 3 (b) de
verilmistir. (uq, Uy, Uz, uy)=(1,2,3,4) olmasi durumu uq,uy, us, us3=(1,2,4,3) olmasi
durumunu tersidir. Eger Riemann verisi (1,3,4,2) ile x=y yi yansitirsak bu bize (1,2,3,4) {in
tam olarak ayni yap1 oldugunu verir. Riemann verisi (1,3,4,2) ile yapilan niimerik ¢6ziim figiir

4 te verilmistir. Bundan dolay1 24 ¢6ziim yerine 12 ¢oziim yaptik.

3.1.3 U¢ Sok ve Bir Seyreltme

Baslangi¢ kosulu (uq, u,, us, u,)=(1,2,3,4),(1,4,3,2),(2,1,4,3) ve (2,3,4,1) igin ii¢ sok ve bir
seyreltmeye sahip oluruz. Tersi olarak sadece (1,2,3,4) ve (2,1,4,3) durumunu dikkate aliriz.
(Uq, Uy, Uz, Uy )=(1,2,3,4) olmasin diisiiniiriiz. Bu durumda S* soku siireksiz baslangi¢ kosulu
0 = 0 dan olusur ve S~ soku siireksiz baslangi¢c kosulu 6 = g,n dan olusur. Iki S~ soku A
noktasinda kesisir. Diger S~ soku A noktasinda olusur ve B(0.2,0.2) de sona erer. R™

seyreltmesi siireksiz baslangi¢ kosulu 8 = 37” de olusur. Seyreltme faninin sag ve sol sonlari

seyreltme kaynak noktasi sirasiyla (0.3,0.3) ve (0.4,0.4)igin bas kismidir. ST soku ve

R* seyreltme dalgasi C noktasinda kesigir. S* soku R* seyreltmesine tamamen niifuz eder ve
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D noktasinda Riemann verisi 3 ve 1 ile olan diger riemann problemi ¢dzlimiine sahip oluruz.
Diger S* D noktasinda olusur ve sok kaynak noktas1 B(0.2,0.2) de sona erer.

C den D ye S* diimdiiz bir sok degildir, egimli bir soktur. Bunu asagidaki adi
diferansiyel denklem karsilar

am_n-=1/2u+1) <
0§ &—1/2(u+1) -7

ve egri sokunun rotasini bularak bunu birlestirebiliriz. Analitik ¢oziim figlir 5(a) da
verilmistir ve niimerik ¢6zim de (b) de verilmistir. Benzer olarak biz
(uq, Uy, us, uy)=(2,1,4,3) olmasi durumunda analitik ¢6ziimii kurabiliriz. Bu durum igin

analitik ve nlimerik ¢oziimler sirasiyla figiir 6 (a) ve (b) de verilmistir.

3.1.4 ki Sok ve iki Seyreltme

(uq, up,u3z,uy)=(1,3,2,4),(2,3,1,4),(3,1,4,2),(4,1,3,2),(2,1,3,4) ve (3,1,2,4) olmas1 durumunda
iki sok ve iki seyreltmeye sahibiz. Yerini tutan ters durumlar sirasiyla
(uq, uyp, uz, uy)=(1,4,2,3),(2,4,1,3),(3,2,4,1), (4,2,3,1), (2,4,3,1), (3,4,2,1).

(uq, up,uz,uy)=(1,3,2,4) oldugu durum. S~ soku R~ seyreltmesiyle A noktasinda kesisir
ve bu S~ soku tamamen seyreltmeye niifuz eder. B noktasinda riemann problemi ve riemann
verisi 1 ve 2 nin ¢6ziimiine sahibiz. S~ soku B noktasinda olusur ve E(0.15,0.15) noktasinda
sona erer. ST soku R* seyreltmesine C noktasida etki eder ve tamamen seyreltmeye niifuz
eder. D noktasinda rieman problemi ve riemann bilgisi 2 ve 1 i¢in ¢dziime sahibiz. S* soku D
noktasinda olusur ve E(0.15,0.15) noktasinda sona erer. Analitik ¢6ziim figiir 7(a) da ve
nlimerik ¢6ziim figiir7(b) de verilmistir.

(uq, up, usz, uy)=( 2,3,1,4) ve (3,1,4,2) olmast durumun da analitik ¢oéziimii benzer
sekilde kurabiliriz. Analitik ve niimerik ¢6ziim yukaridaki durumlar igin sirasiyla figiir (8) ,
figiir(9)’dadur.

(uq, uy, ug, uy)=(4,1,3,2) oldugu durumu diistiniirsek , R~ seyreltmesi S~ soku ile A
noktasinda kesisir ve R™ seyreltmesi D(0.4,0.4) seyreltme kaynak noktasindadir. S~ soku A
noktasinda bir sok egrisi olmaktadir ve C(0.4,0.4) noktasinda sona ermektedir. S* soku R*
seyreltmesine etki etmeye B noktasinda baglar ve sifir kuveti ile C noktasinda sonlanir.
Analitik ¢6zlim figiir 10(a) da , nlimerik ¢6ziim figiir 10(b) de verilmistir.

(uq, uy, uz, uy)=(2,1,3,4) olmasi durumu disiiniildiigiinde R~ seyreltmesi S~ soku ile
A noktasinda kesisir. S~ soku R~ seyreltme fanina tamamen niifuuz eder ve riemann verisi 2

ve 3 ile B noktasindaki riemann probleminin ¢éziimiine sahip oluruz. Sonug olarak S~ soku B
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noktasida olusur ve E(0.25,0.25) de sona erer. S* soku R seyreltme fanina tamamen niifuuz
eder ST soku D noktasinda olusur ve E noktasinda sona erer. Anlitik ¢oziim figiir 11(a) da,
niimerik ¢6ziim figiirl 1(b) de verilmistir.

(uq,uy, uz, uy)=(3,1,2,4) olmasi durumda analitik ¢oziim benzer sekilde kururlur.

Analitik ¢6zlim figiir 12 (a) da, niimerik ¢6ziim ise figiir 11 (b) de verilmistir.

3.1.5 Sok ve U¢ Seyreltme

Baslangi¢ kosulu (uq, u,, us,u,)=(4,1,2,3),(4,3,2,1),(3,2,1,4),(3,4,2,1) olmasi durumunda bir
sok ve li¢ seyreltme meydana gelir. Tersleri oldugu i¢in sadece (4,1,2,3) ve (3,2,1,4)
durumlarini diistinelim.

S~ soku ile R~ seyreltmesi A noktasinda Kesisir ve sifir kuvveti ile B(0.2,0.2) de sonlanir. R*
seyreltmesi siireksiz baslangi¢c kosulu 8 = 3777 de olusur. Seyreltme faninin sag ve sol uglar

sirasiyla B(0.2,0.2) ve C(0.4,0.4) seyreltme kaynak noktalar1 i¢in bas kisimdir. Bir bagka R*
seyreltmesi siireksiz baslangi¢ kosulu 8 = 0 de olusur. Seyreltme fanmin sag ve sol uglar
sirastyla C(0.3,0.3) ve D(0.4,0.4) seyreltme kaynak noktalar1 i¢in bas kisimdir. Analitik
¢Oziim figiir 13 (a) da, niimerik ¢6ziim figiir 13 (b) de verilmistir.

Analitik ¢ozim (uq, Uy, us, uy)=( 3,2,1,4) olmasi durumda Benzer sekilde kurulabilir.

Analitik ¢ozliim figiir 14 (a) da, nlimerik ¢6ztiim figiir 14 (b) de verilmistir.

3.1.6 Dort Seyreltme
Baslangic kosullart (uq, uy, us, us)=(4,2,1,3) ve (4,3,1,2) olmast durumda dort seyreltmeye
sahibiz. Tersi oldugu i¢in sadece (4,2,3,1)oldugu durumu hesaplamak yeterlidir.

R* ve R~ seyreltmeleri A(0.4,0.4) noktasinda etkilesir. Iki R* seyreltme kaynak
noktas1 B(0.2,0.2) de kesisir. Tekrar R~ ve R* D(0.1,0.1) de etkilesir. Iki R~ seyreltme
kaynak noktas1 C(0.2,0.2) da kesisir. Analitik ¢dziim figiir 15 (a) da niimerik ¢oziim figiir 15
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Sekil 5. (1,2,4,3) baslangi¢ kosulu, dort darbe (S~ S™S*S™) cercevesinde (a) analitik
¢oziim, (b) sayisal ¢oziim
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Sekil 7. (1,2,3,4) baslangi¢ kosulu, ii¢ sok ve seyretme dalgasi (S~ S"R*S™), (a) analitik
¢oziim (b) sayisal ¢oziim
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Sekil 8. (2,1,3,4) baslangig¢ kosulu, ii¢ sok ve bir seyreltme (R~ S™S*S™), (a) analitik
¢oziim (b) sayisal ¢oziim
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Sekil 9. (1,3,2,4) baslangi¢ kosulu, iki sok ve iki seyreltme (S~ R"R*S*) , (a) analitik
¢coziim (b) sayisal ¢o6ziim
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Sekil 10. (2,3,1,4) baslangi¢ kosulu iki sok ve iki seyreltme (S~ R"R*S*) (a) analitik
coziim (b) sayisal ¢oziim
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Sekil 11. (3,1,4,2) baslangic kosulu iki sok ve iki seyreltme (R~ S”STR™) (a) analitik
¢oziim (b) sayisal ¢coziim
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Sekil 12. (4,1,3,2) iki sok ve iki seyreltme (S~ R~S*R") , (a) analitik ¢oziim (b) sayisal
¢0ziim
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Sekil 13. (2,1,3,4) iki sok ve iki seyreltme (R~ S”R*S%), (a) analitik ¢oziim (b) sayisal
¢0ziim
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Sekil 14. (3,1,2,4) iki sok ve iki seyreltme (R~ S"R*S™) , (a) analitik ¢6ziim (b) sayisal
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Sekil 15. (4,1,2,3) bir sok ve ii¢ seyreltme (R~ S”R*R"), (a) analitik ¢6ziim (b) sayisal
¢0ziim
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Sekil 16. (4,1,2,3) bir sok ve ii¢ seyreltme (R~ S”R*R"), (a) analitik ¢6ziim (b) sayisal
¢0ziim
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Sekil 17. (4,2,1,3) dort seyreltme (R~ R"R*R*) , (a) analitik ¢oziim (b) sayisal ¢6ziim

3.2 Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sonlu Farklar Yontemi

Sayisal algoritma olusturmak i¢in 6nce ¢oziimiin tanim bolgesini asagidaki ag ile ortelim.

a)hl,hz,‘r :{(Xi1 yj!tk); Xi = ihl’ yJ = jh2’tk = kz-’
i=01.2,..; _] =0,1,2,...; k=0,1,2,...; hl >0, h2 >0,7> 0}’

Burada, h,, h, Ve ; sirastylaagin x, yve U> ye gdre adimlarim gdstermektedir.

(39) denklemini sonlu farklara ayriklastirmak i¢in denklemin igerdigi intergalleri asagidaki

gibi ayrigtiralim
Ju y.0de=hdV, ;. (51)
J.byu(xa n,t)dﬂ = hZi_LJi,,u,k’ (52)
ve
J, . mtcn =, ZiU#k (53)
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Bu esitlikleri dikkate alarak (39) denklemini sonlu farklara ayriklastiralim.

3.2.1 Siireksiz Baslangic Kosul

Bu bolimde f(u) = Au, g(u) = Bu olan durumlar incelenecektir.
Kolaylik i¢in yer degiskenlerinin sayist n=2 olan sabit katsayili denklem igin

yazilmis Cauchy problemini inceleyelim.

Asagidaki problemi
8—u+Aa—u+Ba—u:0, (54)
ot OX oy
U(Xl le) = uO (X! y) (55)

gdzoniine alalim. Burada A ve B bilinen reel sabitlerdir. Once (54) denkleminin geometrik

anlamin1 verelim.(54) denkleminin herhangi bir u(x, y,t) yiizeyi (x, y,t,u) uzayinin herhangi
bir P(x,y,t,u) noktasinda bilesimleri U, =pP,U, =Q,U =7 olan ve z+Ap+Bgq=0

denklemi ile tanimlanan normal diizleme sahip olmaktadir, yani P(x,y,t,u) noktasindan
gecen integral yiizeylerinin teget diizlemi
dt:dx:dy:du=1:A:B:0
baglantilartyla verilen diizlemler demeti olmaktadir, [9].
Once A= B =1 olan durumu inceleyelim. Karakteristikler yonteminin genel yapisina

gore (54) denkleminin ¢6zlimii asagidaki adi diferansiyel denklemler sisteminin de

%:1, ﬂ:l, d_u:O (56)
dt dt dt

¢oziimii olmaktadir ve tersine, (56) denklemler sisteminin ¢oziimii (54) in de ¢oziimii

olmaktadir. (56) denklemler sistemi i¢in baslangi¢ kosullar1 asagidaki gibi

Xh=0=&, Yho=m Ulso=Up(&m) (57)
yazalim, burada ¢ ve 7 bilinen sabitlerdir. Kolayca gosterilebilir ki (56), (57) probleminin

¢ozimi
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u(x, y,t) =ty (x—t,y-t) (58)
seklinde ifade edilebilir.

3.2.2 Yardimci Problem ve Onun Coziimii

[9] da Onerildigi gibi (54), (55) problemi i¢in iki tiir yardime1 problem olusturalim ve onlari

kullanarak esas problemin gergek ¢Oziimiinii bulalim. Bu amagla 6nce L ile asagidaki

operatoru
L= a_ + a_
oX oy
gosterelim. Bu notasyonda (54) denklemi
N lu=0 (59)
ot

gibi yazilabilir. L™ ile L operatoriiniin tersini gosterelim. L™ in varligin1 kabul ederek (59)

nin her iki tarafina L™ i uygularsak

L‘la—u+ L'Lu=L"0
ot
veya
oL
+u=h(x,y)

elde ederiz. Burada, N(X,Y)=L"0 olmaktadir, yani h fonksiyonu Lh=0 denklemini

korumakta, dolayisiyla h € kerM olmaktadir.

Lu=v (60)

Notasyonunda sonuncu denklem
ov
— +u = h(x,
ot (x,y)
gibi yazilabilir. h e kerL oldugundan agiktir ki, h = f (x—y) seklinde ifade edilebilir, burada

f herhangi bir diferansiyellenebilen fonksiyondur.

w(x, y,t) =Vv(x, y,t1) =tf (x—)

olsun. Bu notasyonda sonuncu denklem
ow
—+u=0

seklinde yazilabilir. Lv=Lw oldugundan gozoniine aldigimiz denklemi
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a—W+ Lw=0 (61)
ot

gibi ifade ederiz. (61) denklemi i¢in baslangi¢ kosul

W(X! y,O) = WO (X’ y) (62)

olmaktadir. (61), (62) problemine 1.tiir yardime1 problem denir. Burada W, (x,y)

Us(X, ¥) = Lo (X, y) (63)
denklemini koruyan herhangi bir fonksiyon olmaktadir.
Teorem 4. Eger v(x,vy,t) (61), (62) probleminin ¢6ziimii ise
u(x, y,t) = Lv(x,y,t)

esitligi ile tanimlanan u(x, y,t) fonksiyonu (54), (55) probleminin ¢6ziimii olmaktadir.
Ispat v(x,y,t) fonksiyonu (61), (62) probleminin ¢dziimii, L ve % operatorlerinin

komiitatif oldugu varsayimi g¢ergevesinde (61) denklemi ve (62) baslangic kosuluna L

operatoriinii uygulayalim. L lineer oldugundan

0=L M, u=9, 1y
at ot

elde ederiz. Lw=u esitligini de dikkate alirsak teoremi ispatlamis oluruz.
Ornek 1 (54) denklemini

1-x2—y?, X <1
u(x, y,0) = (64)
0, X >1
baslangig kosulu gergevesinde ¢éziimiinii bulunuz. Burada |x| = /x* + y? olmaktadir.
Coziim (54), (64) probleminin karakteristikler metodu ile bulunan ¢6zimii
1-(x—t)* = (y-t)%, |x|<1

u(x,y,t) =
0, [x>1

olmaktadir. (54), (64) probleminin zaman evriminin grafikleri Sekil 18 de gosterilmistir.
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Sekil 18 :u(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, T=1.0

3.2.31ki Bolgeli Parcal Siirekli Baslangic Kosulu

Simdi (54) denklemini
Up(X, y) = , 0<y<1
kosulu ¢ercevesinde gercek ¢oziimiinii bulunuz.

(65) ile verilen fonksiyonun grafikleri Sekil 19 ve 20 de gosterilmistir. (54), (69) esas

probleminin gercek ¢oziimii

(65)

olmaktadir ve s6zkonusu ¢oziimiin grafikleri sirastyla Sekil 21 ve 22 de gosterilmistir.
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Sekil 19: u(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,, T =0.8

1.0

Sekil 20: u(x,y,t) fonksiyonunun grafigi, u, >u,, T
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Simdi bu problemin ¢oziimiinii 1.tlir yardimci problemi kullanarak elde edelim. Bu amacla
W, (X, Y) fonksiyonunu

uX, x<0,
Wy (X, Y) = , O<y<l1 («))
u,x, x>0

olarak tanimlayalim. Yardimei problemin baglangi¢ fonksiyonunun grafikleri Sekil 21 ve 22

de gosterilmisgtir.

Bu durumda yardimc1 probleminin karakteristikler yontemiyle bulunan ¢6ziimii

u, (x—t), %<1,
w(x,y,t) = , 0<y<1
u, (x—t), ?X>1

olmaktadir ve bu ¢oziimlerin grafikleri Sekil 23 ve 24 te gosterilmistir.

Sekil 21 : V, (X, y) fonksiyonunun grafigi, u, > u,
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(X,Y) fonksiyonunun grafigi, u, <u,

Sekil 22: VO

=0.8

Sekil 23: v(x,y,t) fonksiyonunun grafigi, u, >u,, T
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0.8

Sekil

Sekil 25: u(x,y,t) = Lv(x,y,t) fonksiyonunun grafigi, u, >u,, T =0.8

44



Teorem 4 i dikkate alirsak esas problemin 6ziimiinii elde ederiz. Bulunan ¢6ziimlerin

grafikleri sekil 25 ve 26 da gosterilmistir.

t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,, T =0.8

y

Sekil 26: u(x,y,t) = Lv(x
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SONUC

Tezdeki sonuglar1 asagidaki gibi siralayabiliriz.

- Dort bolgeli Riemann kosullu problemlerde seyreltme ve sok dalgalarinin siniflandirilmasi
verilmigtir.

- Siirekli baslangi¢ kosullu iki boyutlu Cauchy probleminin gergek ¢oziimiiniin bulunmasi igin
baz1 avantajlara sahip yardimci problem Onerilmistir. Onerilen yardimci problem, esas
problemin fiziksel 6zelliklerini dogru aksettirebilen gercek ¢6ziimiin bulunmasma yardim
eder.

- Ayn1 yontemi kullanarak, iki bolgeli Riemann probleminin de gercek ¢6ziimii bulunmustur.

- Onerilen yardimci problemin sayisal ¢dziimiinii elde etmek igin siireksiz fonksiyonlar smifi

algoritmalarda iiretilmistir.
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