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İKİ BOYUTLU BURGERS DENKLEMİ İÇİN RİEMANN PROBLEMİ VE 

ÇÖZÜMÜ 

 

Tezi Hazırlayan: Feride ÖZER 

 

ÖZET 

 

            Üç bölümden oluşan tezim birinci bölümünde, Riemann problemi tanıtılmış, 

İkinci bölümünde ise literatür incelemesi yer almıştır. 

            Bilindiği üzere, başlangıç fonksiyonun x-y düzleminde aldığı değerlere bağlı 

olarak 4 dilimli (4 parçalı sabit değer alabilen başlangıç koşullu problemlerde) şok ve 

seyreltme dalgalarının oluşma dinamiği karakteristikler analizi yolu ile 

sınıflandırılmıştır. Ayrıca sürekli başlangıç koşula ve 2 dilimli başlangıç koşula sahip 

Cauchy probleminin gerçek çözümü incelenmiş ve sıçrayışının bulunması için bir 

yöntem de incelenmiştir. 

            Tezin üçüncü bölümünde, literatür de Liska-Wendroff kompositif şema olarak 

isimlendirilen sayısal çözümlerde yer almıştır. Bunun yanı sıra 2 boyutlu Burgers 

denklemi ve 2 dilimli başlangıç koşullu problemin çözümlerinin elde edilmesi için yeni 

bir yöntem de incelenmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler; Riemann,Cauchy,Burgers 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 



 

 

  

                                                

RIEMANN PROBLEM FOR ONE DIFERANTIONAL BURGERS EQUATION AND 

ITS SOLUTION 

 

          Presented By: Feride ÖZER 

 

ABSTRACT 

 

           In first section of this thesis which consists of there sections the Riemann problems are 

explained, wehere four sectional Riemann problem is clascified. 

           In thrid past using Liska-Wendroff the compozite schems is given. Additian to, for two 

sectional Riemann problem  for 2 Dimensional Burgers equation is suggested. 
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1.GİRİŞ.  RİEMANN PROBLEMİ 

 

 İki değişkenli uzayda skaler korunum kuralları için Riemann problemi 

 

                                                 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢)𝑥 + 𝑔(𝑢)𝑦 = 0                                            (1) 

 

denklemi ile 𝑥 = 0,   𝑦 = 0 orijin merkezli sonlu sayıda dilimlerin üzerinde parçalı sabit değerler 

alabilen başlangıç koşullu problem olarak ifade edilmektedir. En ilgi çekici problem, 4 dilimli 𝜃 = 0,  

𝜃 =
𝜋

2
,   𝜃 = 𝜋, 𝜃 =

3𝜋

2
 ışınları ile bölünmüş dilimler üzerinde sabit değer alanıdır. Bundan dolayı bu 

tür başlangıç verileri sonlu farklar şeması ile de uyumlu olur. Tipik Riemann koşulu Şekil 1 de 

verilmiştir. 

           İki değişkenli Riemann problemi üzerine en önemli çalışma ilk olarak Guckenheimer 

tarafından yapılmıştır [1]. İki boyutlu tek korunum kuralı için dört çeyrek daireli Riemann 

problemi Wegner tarafından çalışılmıştır [2]. Skaler denklem için birçok önemli çalışma 

[3,4,7,9,10] de yapılmıştır  

           [3] de seyreltme ve şok dalgaları için dayanak (temel) noktası ve dayanak eğrisini 

sınıflandırılmıştır. Seyreltme ve şok, 𝑅+, 𝑅− ve  𝑆+, 𝑆− de ayrı ayrı sınıflandırıldı. Daha sonra 

[5] deki komposit şema verilmiştir. [9], [10] da Burgers denklemi için iki boyutlu Riemann 

probleminin analitik çözümleri kurulmuştur. Komposit şemayla elde edilen nümerik çözümler 

analitik çözümlerle karşılaştırıldı. [5] elde edilen gerçek çözümlerle nümerik çözümler 

karşılaştırılmıştır. 

  

 

 

𝑈2 

 

 

                  𝑈1 

 

 

𝑈3 

 

 

𝑈4 

 

Şekil 1. Riemann problemi için başlangıç koşulu 

Şok ve seyreltme için dayanak noktası ve dayanak eğrisini sınıflandırılması iki boyutlu 

Riemann probleminin analitik çözümü için çok önemli bir araçtır.  
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2.  İKİ BOYUTLU BURGERS DENKLEMİ İÇİN RİEMANN PROBLEMİ VE 

PROBLEME KOYULUŞU  

         Kabul edelim ki, herhangi bir  u için 𝑓𝑢𝑢 ≠ 0, 𝑔𝑢𝑢 ≠ 0 ve 𝜕
𝜕𝑢⁄ (

𝑓𝑢𝑢
𝑔𝑢𝑢

⁄ ) ≠ 0. Bu 

kabul bize akış fonksiyonunun en az bir büküm noktası olduğunu garantiler. 

2.1 Dört Bölgeli Parçalı Sabit Başlangıç Koşulu  

2.1.1. Seyreltme Eğrileri 

𝜉 = 𝑥
𝑡⁄   , 𝜂 =

𝑦
𝑡⁄   değişken dönüşümü yapalım. O halde (1) denklemi 

 

                                    −𝜉𝑢𝜉 − 𝜂𝑢𝜂 + 𝑓(𝑢)𝜉 + 𝑔(𝑢)𝜂 = 0.                              (2) 

u∈ 𝐶1için (2) olur. Sonuncu denklemi 

                                       (𝑓𝑢(𝑢) − 𝜉)𝑢𝜉 + (𝑔𝑢(𝑢) − 𝜂)𝑢𝜂 = 0                                                (3) 

şeklinde yazabiliriz. Bunun karakteristik denklemi aşağıdaki biçimde  

 

                                 
     𝑑𝜂(𝜉)

𝑑𝜉⁄ =
(𝑔𝑢(𝑢) − 𝜂)

(𝑓𝑢(𝑢) − 𝜉)⁄                    (4) 

ve  

                                     
     𝑑(𝜉, 𝜂(𝜉))

𝑑𝜉⁄ = 0                                (5) 

olmaktadır. (4) ve (5) formu, aşağıdaki gibi karakteristik doğrular  

 

                             
       (𝜂 − 𝑔𝑢(𝑢))

(𝜉 − 𝑓𝑢(𝑢))⁄ = const ,    𝑢=const.     (6) 

tanımlar.  

(6) dan görüldüğü gibi u-ailesin u = 𝑢0 seviye eğrisinin teğeti koordinatları 𝜉 − 𝜂düzleminde 

                                          𝐹𝑢(𝑢0)  ≡ (𝑓𝑢(𝑢0), 𝑔(𝑢0))                                                           (7) 

olan 𝐹𝑢(𝑢0) noktasından geçen doğru parçası olmaktadır.  

 

       Tanım 1.  

                                                      𝐹𝑢(𝑢)  ≡ ( 𝑓𝑢(𝑢), 𝑔𝑢(𝑢))                (8) 

noktalarının geometrik yerini seyreltme dayanak eğrisi olarak adlandıracağız.  
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       Kolayca gösterilebilir ki, seyreltme dayanak eğrisi  (𝜉 − 𝜂) koordinat düzleminde 

monoton artan ve konkavdır. Seyreltme dalgaları u-nun  gradiyan  istikametinin karşısındaki   

temel dayanak eğrisi istikametine bağlı olarak sınıflandırılabilir. 

       Tanım 2.   Seyreltme dalgası 𝑅+ (𝑅−) eğer ∇𝜉,𝜂𝑢 ve temel eğri istikameti yönünde dalga 

formunun karakteristik doğrularının dayanak eğrisi bir sağ (sol ) el sistemi ise nın 

sınıflandırılmasıdır. 

        𝑅+ ve  𝑅− seyreltme dalgaları Figür 2 (a) da verilmiştir. 𝑢𝑙 > 𝑢𝑟 de figür 2 de verilmiştir. 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)     (b) 

Şekil 2.  Şok ve seyreltmenin sınıflandırılması(𝒖𝒍 > 𝒖𝒓), 

(a) Seyreltme 𝑹−, 𝑹+ ;  (b) Darbeler 𝑺−, 𝑺+ 

 

2.1.2  Darbe Eğrisi 

(2) de  parçalı sürekli darbe eğrisi için verilmiştir 𝜂 = 𝜂(𝜉) Rankino- Hugoniot koşulu 

  

                                    
 𝑑𝜂

𝑑𝜉
=

𝜂 − 𝜎𝑔(𝑢𝑙, 𝑢𝑟)

𝜉 − 𝜎𝑓(𝑢𝑙, 𝑢𝑟)
                                                                          (9) 

burada 

            𝜎𝑓(𝑢𝑙 , 𝑢𝑟) ≡
𝑓(𝑢𝑙) − 𝑓(𝑢𝑟)

𝑢𝑙 − 𝑢𝑟
,             𝜎𝑔(𝑢𝑙 , 𝑢𝑟) ≡

𝑓(𝑢𝑙) − 𝑓(𝑢𝑟)

𝑢𝑙 − 𝑢𝑟
                               (10) 

[9] dan  𝑢𝑙  ve 𝑢𝑟  den uzanan segmentin 𝜉𝜂_ planı böldüğünü gördük ki onun tanjant şok 

noktasını teğet geçen şok kaynak noktası 𝜎(𝑢𝑙, 𝑢𝑟 ) 𝜉𝜂_ planındaki koordinatları 

𝑢𝑙

l 

𝑢𝑙 

𝑢𝑟

l 

𝑢𝑟

l 

𝑅−

l 

𝑅+

l 

𝑢𝑙

l 

𝑢𝑙

l 

𝑢𝑟

l 

𝑢𝑟

l 

𝑆−

l 

𝑆+

l 
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       𝜎(𝑢𝑙, 𝑢𝑟 ) ≡ (𝜎𝑓(𝑢𝑙, 𝑢𝑟 ), 𝜎𝑔(𝑢𝑙, 𝑢𝑟 ))                 (11) 

𝜎(𝑢𝑙 , 𝑢𝑟 ) ve 𝜎(𝑢𝑟 , 𝑢𝑙  ) notasyonları aynı kaynak noktalarını gösterir. Kaynak noktasının 

eğrisi 

                                    𝜎(𝑢, 𝑢𝑟 ) ≡ (𝜎𝑓(𝑢, 𝑢𝑟 ), 𝜎𝑔(𝑢, 𝑢𝑟 ))                               (12) 

𝑢𝑟 bölgesi için şok dayanak eğrisi olarak gösterilir. 

 

 

        

  

 

 

                     

 

            

 

                                                                             (a) 

  

2 

         

 

             

 

 

 

 

 

                                         (b) 

 Şekil 3. (1,2,3,4) Başlangıç koşulu, dört şok (𝑺−, 𝑺−, 𝑺+, 𝑺+)  (a) analitik çözüm, (b) 

nümerik  çözüm 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                        

 

 

A 

 

                               C        B 

    

 

 

 

 

 

 

2 

 

                  

 

 

                2 

 

                                          3 

 

 

4 

    

1

          

1

  2 



                                                                     5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

         

             Şekil 4. (1,2,3,4) Başlangıç koşulu ,dört şok (𝑺−, 𝑺−, 𝑺+, 𝑺+)  nümerik çözüm 

 

Kaynak noktası 𝑢𝑙𝑣𝑒 𝑢𝑟 durumlarının lokal pozisyon şok unu içeren seyreltme kaynak noktası 

benzer olarak kullanılır. Şok kaynak noktasının 𝜉 − 𝜂 planında monoton artan ve konkav 

olduğu kolayca gösterilir. 

         Tanım 3.  Bir şok dalgası  𝑆+(𝑆−) olarak sınıflandırılır. Eğer her nokta şok formunun 

normal ve tanjant vektörleri ise bir sağ (sol) el sistemidir. 

𝑆+ ve 𝑆− şok dalgaları şekil 2 (b) de verilmiştir. Kaynak noktası ve kaynak eğrisi hakkında 

ayrıntılar [5,6,7] da bulunabilir.  

 𝑓(𝑢) = 𝑔(𝑢) için seyreltme ve şok kaynak noktası 𝜂 = 𝜉 dik doğrusu üzerinde yer alır. 

     

2.2  Sürekli Başlangıç Koşullu Problemin Gerçek Çözümü 

Bu bölümde iki dilimli başlangıç koşullu problemin gerçek çözüm bulunması 
TD  dir. 

Aşağıdaki problemi 

0,=
y

u
u

x

u
u

t

u














                                                   (13) 







 

1>0,

1,1

=),(=,0),(

22

0

x

xyx

yxuyxu                            (14) 

gözönüne alalım. (13) diferansiyel denkleminin geometrik anlamını açıklamak mümkündür. 

Sözkonusu denklemin ),,( tyxu  integral yüzeyi ),,,( utyx  uzayının herhangi bir ),,,( utyxP  

noktasında bileşimleri pux = , quy = , =tu  olan ve  

0=uqup  
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denklemi ile bağlı olan normal düzleme sahip olmaktadır. Bu durumda P  noktasından geçen 

integral yüzeyleri teğet düzlemi  

0:::1::: uududydxdt   

bağlantıları ile verilen düzlemler demeti olmaktadır. Bu düzlemler demetlerine Monja 

demetleri, eksenlere ise Monja eksenleri denir. 

Şimdi  karakteristikleri bulalım. Bu amaçla 

u
dt

tdy
u

dt

tdx
=

)(
,=

)(
                                                              (15) 

denklemleri ile tanımlanan ))(=),(=( tyytxx  eğrilerini gözönüne alalım. (15) i dikkate 

alırsak (13) ü 

            0=
dt

du
                                                   (16) 

gibi yazabiliriz. Böylelikle, (13) denkleminin genel çözümünün bulunması ),,( tyx  

düzleminde eğimleri u  olan doğrular ailesinin bulunmasına indirgenmektedir. 

(15) ve (16) dan  

321 =,=,= cucutycutx   

elde ederiz, burada 1,2,3)=(ici  keyfi sabitlerdir. Sözkonusu sabitleri bulmak için aşağıdaki 

başlangıç koşullarını 

),(=,=,= 00=0=0=  uuyx ttt                      (17) 

kullanalım. Bu koşullar çerçevesinde problemin çözümü için aşağıdaki ifadeyi 

 


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1,)()(1

==),(=),,(

22

0







utyutx

utyxu                (18) 

elde ederiz. Burada, utyutx  =,=   ve 22=    olmaktadır.   ve   

koordinatlarına hareket eden koordinatlar denir. 

          (18) ifadesi hareket eden koordinatlarda 

 







 

1>0,

1,1

=),,(

22





tyxu                                                    (19) 
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gibi yazılır. Kolayca gösterilebilir ki, (19) ifadesi ile tanımlanan u  fonksiyonu (13), (14) 

probleminin çözümü olmaktadır. Gerçekten de, 
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olduğunu dikkate alırsak 
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elde ederiz. Bu ifadeler (13)’te yerine konursa denklemin korunduğunu görürüz. Başlangıç 

koşulunun da korunduğu görmek zor değildir. 

Görüldüğü gibi (20) ifadesine u  kapalı şeklinde dahil olmaktadır. Fakat bu ifadeden u  

yu açık şekilde 
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
t

dtyx

tyxu                                        (21) 

bulmak mümkündür, burada 
222 )(4)(481= yxtyxttd   olmaktadır. 

(20) ifadeleri ),,( tyxu  fonksiyonunun keyfi ),,( tyx  noktasındaki eğimlerini ),(0 yxu  

fonksiyonunun 0)=,=,=( tyx   noktasındaki eğimi ile ifade eder. Bir boyutlu ortamlarda 

olduğu gibi (15) ifadeleri u  fonksiyonunun çeşitli değerlerinin u  hızıyla dağıldığını 

göstermektedir. Bu ise çözümün profilinde çokdeğerlilik oluşturur ve kırılma ilk kez grafiğe 
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dik teğet düzlemin oluştuğu 0T  anında ortaya çıkar. (14) ten görüldüğü gibi başlangıç yüzeyi 

hem negatif hem de pozitif eğime sahip olmaktadır. Çözümün grafiğinde çokdeğerliliğin 

oluşabilmesi için 
x

u




 ve 

y

u




 fonksiyonları 0)=1,=( yx  ve 1)=0,=( yx  noktalarında 

pozitif eğime sahip olmak zorundadır. Açıktır ki, eğim negatif değerden pozitif değere 

geçtiğinde, grafiğe çizilen teğetin dik olması gerekmektedir. Dik teğetin oluştuğu zaman 

aradığımız 0T  olmaktadır. 

Bu özellik ise ),,( tyxu  fonksiyonunun çokdeğerli olması anlamına geliyor ki, bu da 

(13) denkleminin nonlineer olmasından kaynaklanmaktadır ve bu özellik lineer denklemlerde 

yoktur. (21) ifadesinden 
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0.5=0T  ve 0> Tt  olduğunda 
x

u




 ve 

x

u




 türevleri sonsuzluğa yaklaştığı görülmektedir. 

Dolayısıyla (13), (14) probleminin klasik çözümü yoktur. Sözkonusu problemin zayıf 

çözümünü aşağıdaki gibi tanımlayalım. 

         Tanım 4.  Negatif olmayan , (14) başlangıç koşulunu ve 0=),,( Tyx  olan herhangi bir 

),,( tyx  test fonksiyonları için aşağıdaki integral eşitliğini 

 

    dxdydttyxtyx
tyxu

tyxtyxu yxt
RR












),,(),,(
2

),,(
),,(),,(

2

12
  

 

    0=),(,0),( 0 dxdyyxuyx
D
                                        (22) 

 

koruyan ),,( tyxu  fonksiyonuna (13), (14) probleminin zayıf çözümü denir. 

(13), (14) probleminin zayıf çözümünü elde etmek için 1.tür yardımcı problemi 
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),(=,0),( 0 yxvyxv                                                               (24) 

 şeklinde dahil edelim. Burada, ),(0 yxv  fonksiyonu 

),(= 0
00 yxu
y

v

x

v









                                                              (25) 

 denkleminin herhangi bir çözümü olmaktadır. 

          Teorem 1.    Eğer, ),,( tyxv   fonksiyonu (13), (14) yardımcı probleminin herhangi bir 

çözümü ise 

),,(=
),,(),,(

=),,( tyxu
y

tyxv

x

tyxv
tyxLv









                           (26) 

ifadesi ile tanımlanan ),,( tyxu  fonksiyonu esas problemin zayıf çözümü olmaktadır. 

Yardımcı problemi çözerken başlangıç ),(0 yxv  fonksiyonunun bulunması gerekir. 

Bunun için önce (25) denkleminin  

 
2200 1= yx

y

w

x

w










 

çözümünü bulalım. 

Karakteristiklerin denklemleri 

 

 220 1=1,=1,= yx
ds

dw

ds

dy

ds

dx
  

olur. Buradan 
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(0)(0)
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3
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w
sysx

sw

syysxx











 (27) 

 elde ederiz. Burada, 
(0)(0), yx  ve 

(0)

0w  integralleme sabitleri olmaktadırlar. Eğer 

karakteristiklerin denklemleri 

 

 )(=),(=),(= (0)

0

(0)

0

(0)(0)(0)(0) twwtyytxx  

gibi verildiği takdirde (27) 
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 şeklinde yazılabilir. 
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olursa sonuncu ifadenin ilk iki denkleminden s  ve t  yok ederek 0w  u x  ve y  yardımı ile 

ifade edebiliriz. Özel durumda eğer başlangıç yüzeyi 
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3
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olarak ele alsak bu yüzey üzerinde 0),(  ts  olduğundan 
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 denklemlerini elde ederiz. yxt =2  olduğunu da dikkate alırsak 
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 alırız. Kolayca gösterilebilir ki, 
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olmaktadır. Böylelikle 1L  varlığını da ispatlamış oluruz. 

2.2.1  Yardımcı Problem ve Çözümü 

Şimdi (23), (24) yardımcı probleminin çözümünü bulalım. Aşağıdaki notasyonları 
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dahil edelim. Bu notasyonlarda (23) denklemini 
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şeklinde yazabiliriz. Böylelikle ),,,,,( 21 qqpyxt  uzayında karakteristikleri bulmamız için 

aşağıdaki Charpit adi diferansiyel denklemler sistemini 
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elde ederiz. Şimdi gösterelim ki, ),,( tyxv  fonksiyonu (26) yı korumaktadır. 

Gerçekten de (14) ü dikkate alırsak (27) den 
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y

u
t

x

u
t

y

u

x

u
u 22 )()(1  

 =)()()()( 2222 t
y

u
utyuty

x

u
utyt

y

u
utx














  

  




















 2222 )()(1)()(1 utyutxt
x

u
utyutxt

y

u

x

u
u  

   2222 )()(1=)()(1 utyutxutyutxt
y

u





 

elde ederiz. 

2.2.2  Sıçrayışın Kurulması 

      Sıçrayış noktalarının yerini bulmak için [9] önerilmiş yöntemi iki boyutlu probleme de 

uygulayalım. Bir boyutlu problemlerde olduğu gibi 

 

dxdytyxutE ),,(=)( 







                                                   (29) 

 

enerji integrali hem sürekli hem de süreksiz fonksiyonlar için mevcut olmaktadır ve 

sözkonusu integralin sonucu zamana bağlı değildir. )(tE  nin değerini 0=t  olduğu durumda 

dxdyyxuE ),(=(0) 0







 

hesaplayalım. 

Şimdi  sin=,cos= ryrx  değişken dönüşümlerini yapalım. Bu durum için 

 

 
2

=1 2
1

0

2

0






rdrrd   
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olmaktadır, yani 
2

=(0)


E  sayısı ),,( tyxv  fonksiyonunun kritik sayıdır. 

Varsayalım ki, ))(=),(=( tytx   sıçrayış eğrisinin parametrik denklemleridir ve bu 

eğriyi bulmak için aşağıdaki gibi bir yöntem geliştirelim. 

Tanım 5.    Aşağıdaki eşitliği 

  (0)=),(),( Etttv   

sağlayan noktaların geometrik yerine cephe eğrisi denir. 

Buradan, 

0=
dt

d

y

v

dt

d

x

v

t

v 














 

elde ederiz. Bu ifadeyi yazarken (23) denkleminin 
TD  bölgesinin tüm iç ve cephe 

noktalarında, yani 

0=
2

1

)(=

)(=

2

ty

txy

v

x

v

t

v







































                                       (30) 

korunduğunu varsayalım. 

(15) i dikkate alarak (30) den 

 

)(=

)(=

2

1

=),(),(==

2

ty

txy

v

x

v

y

v

x

v

tttu
dt

d

dt

d


























































               (31) 

elde ederiz. 

Tanım 6. Aşağıdaki eşitlikle tanımlanan 









 (0)),,(),,,(

(0),>),,((0),

=),,(

Etyxvtyxv

EtyxvE

tyxvgen                                        (32) 

fonksiyonuna (23), (24) probleminin genişletilmiş çözümü denir. 

Teorem 1 e göre 

y

tyxv

x

tyxv
tyxu

gengen

gen







 ),,(),,(
=),,(                                        (33) 

olmaktadır. 

Teorem 2. (33)  denklemi ile ifade olunan dinamik sistemin hareketi 
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  )()()(=,, 21212121 qqFqqLqqpLqqpL                             (34) 

 

formülü ile tanımlanan Lagranjiyanın ekstremumları olmaktadır. 

         İspat ),,( tyxv  (23), (24) probleminin pürüzsüz çözümü olsun. (34) için yazılmış Euler-

Lagrange denklemi 






































MuMuMu

MvMvp
L

y
L

yx
L

xy

L

x

L

t

L
2

22

2

2

 

olmaktadır. 0=)(=),(=,= uFpLMuuFMupLpMuLp   olduğunu dikkate alırsak 

teoremi ispatlamış oluruz. 

   

2.3  İki Boyutlu Skaler Korunum Kuralı 

Bu bölümde skaler korrunum kuralını inceleyeceğiz 

0=
)()(

y

ug

x

uf

t

u














                                                              (35) 

(35) deklemini (14) koşulu çerçevesinde araştıralım. )(uf  ve )(ug fonksiyonlarının 

aşağıdaki koşulları koruduğunu varsayalım: 

(i)    )(uf  ve )(ug  sürekli fonksiyonlardır, 

(ii)   0u  için 1,2)=(0,)( iuf i     

(iii) )(uFi
  işaret değiştirir, yani 1,2)=(),( iuFi  fonksiyonları konveks ve konkav kısımlara 

sahiptir. 

 (35), (14) problemini çözümü 

,),(=),,( 0 utyxu                                                                           (36) 

olmaktadır. Burada tuFx )(= 1
  ve tuFy )(= 2

  sırasıyla  )(1 uF  ve )(2 uF , hızıyla 

hareket eden özel koordinatlardır.  (36) alırız 

 

,

)()(1

=
0

2
0

1

0

t
u

uF
u

uF

u

x

u































 

,

)()(1

=
0

2
0

1

0

t
u

uF
u

uF

u

y

u































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.

)()(1

)()(

=
0

2
0

1

0
2

0
1

t
u

uF
u

uF

u
uF

u
uF

t

u






































 

 

Elde edilen formüllerrden görüldüğü gibi eğer 0<0



u
,  0<0



u
 ve  1,2)=(0,>)( iuFi


 

 ( veya 0>0



u
, ve

 

 0)<)(uFi
  ise  

 










0

2
0

1

0

)()(

1
=>

u
uF

u
uF

Tt  

değerinde xu , yu  ve tu  türevleri sonsuzluğa yaklaşır. Bu nedenle de problemin klasik 

çözümü mevcut değildir.  (35), (14) probleminin zayıf çözümünü aşağıdaki gibi tanımlayalım.  

Tanım 7. (14 ) başlangıç koşulunu koruyan ve temel fonksiyonlar sınıfından olan 

herhangi bir  ),,( tyx  test fonksiyonu için aşağıdaki integral eşitliği koruyan  

 

  0=,0),(),()()( 022
dxdyyxyxudxdydtugufu

R
yxtTRR

  


   (37) 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) fonksiyonuna (35), (14) probleminin zayıf çözümü denir. 

(35), (14) probleminin zayıf çözümünü bulmak için (35) denklenini  xyD  bölgesi 

üzere integralleyelim. 




dd
uuguuf

t

u

xy
D 























))(())((
=0

 

 




 dd
uuguuf

ddtu
t xy

D
xy

D 























))(())((
),,(=

 

 

        dtauuftxuufddtu
t

y

b

y

b

x

a
),,()(),,()(),,(= 






 

 

       .),,()(),,()(  dtbuugtyuug
x

a
   
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Sonuncu eşitliği aşağıdaki şekilde de yazabiliriz 

 

       dtyuugdtxuufddtu
t

x

a

y

b

y

b

x

a
),,()(),,()(),,(  





 

 

     .,,,,= tbxtya   

Burada   

      .),,()(=),,(,),,()(=),,(  dtbuugtbxdtauuftya
x

a

y

b  
 

 

Açıktır ki,   ker),,(),,( tbxtya . Gerçekten de 

 

         dtbuugdtauuftbxtya
x

a

y

b
),,()(),,()(=),,(),,(  

 

 

   
   

0.=
),,()(),,()(

=
y

tbxuug

x

tyauuf









 

),,( tyxv  ile aşağıdaki ifadeyi gösterelim. 

  ),,,,,(),,(=),,( 1 tyxbaHddtutyxv
y

b

x

a
                              (38) 

 

burada ker),,,,(1 tyxbaH .  (38) den alırız. 

 

.
),,(

=),,(
2

yx

tyxv
tyxu




 

 (38) i dikkate alırsak 

 

0=
),,(

)(
),,(

)(
),,( 22










d

y

tyv
ugd

x

txv
uf

t

tyxv x

a

y

b 





























  

veya  

    0=),,()(),,()(
),,(

 dtyuugdtxuuf
t

tyxv x

a

y

b  



                           (39) 
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 olur. (39) için başlangıç koşulu 

                                                  ).,(=,0),( 0 yxvyxv                                                               (40) 

olur. Burada  ),(0 yxv   

                                                         yx

yxv
yxu



 ),(
=),( 0

2

0  

denkleminin her hangi bir sürekli diferansiyellenebilen çözümü olmaktadır. 

 (39), (40) yardımcı pobleminin aşağıdaki avantajları vardır: 

(i) Bu durumda ),,( tyxu , )),,()(( tyxuuf  ve )),,()(( tyxuug  fonksiyonları süreksizde olabilir, 

(ii) 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)fonksiyonunun diferansiyellenebilme özelliği 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)nun diferansiyellenebilme 

özelliğinden daha fazladır, 

(iii) xu , yu   ve  tu  türevleri  (35) , (14) probleminde bulunmamaktadır, hangiler ki genelde 

mevcut değildir. 

          Teorem 3.  Eğer ),,( tyxv  fonksiyonu  (39), (40) probleminin çözümü ise   

),,(=),,( tyxvtyxu   eşitliği ile tanımlanan ),,( tyxu fonksiyonu da (35), (14) probleminin 

çözümü olmaktadır. 

 

3. İKİ BOYUTLU KORUNUM KANUNLARININ  NÜMERİK ÇÖZÜMLERİ 

 

Bu bölümde (13), (14) probleminin çözümü için bir sayısal metot geliştireceğiz. Bu amaçla 

(23),(24) yardımcı problemini kullanalım. Yukarıda gösterdiğimiz gibi esas problemin çözüm 

yeri önceden bilinmeyen süreksizlik noktalarına sahiptir.Bu özellik ise literatürde iyi 

tanımlanmış yöntemlerin direkt esas probleme uygulanması için engeller türetir. Önerilen 

yardımcı problemin avantajlarını kullanarak söz konusu sonuçları çözebiliriz. Önerilen 

metottun  avantajlarını göstermek için onu lineer denkleme uygulayacağız. 

 

3.1 Kompozitif Şemalar 

 

İki boyutlu konservatif kural (1) için yeni Lax-Friedrichsin birinci yarı adımlı şema aşağıdaki 

gibidir. 

 

                                          𝑈
𝑖+

1

2
,𝑗+

1

2

𝑛+
1

2 =
1

4
(𝑈𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑈𝑖+1,𝑗
𝑛 + 𝑈𝑖,𝑗+1

𝑛 + 𝑈𝑖+1,𝑗+1
𝑛 )            (42) 
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−
Δ𝑡

2Δx
(𝐹

𝑖+1,𝑗+
1
2

+ 𝐹
𝑖,𝑗+

1
2

) −
Δ𝑡

2Δ𝑦
(𝐺

𝑖+
1
2

,𝑗+1
− 𝐺

𝑖+
1
2

,𝑗
) 

Burada 

𝐹𝑖+1,𝑗+1/2 =
1

(Δ𝑡/2)Δ𝑦
∫ ∫ 𝑓 (Û(𝑥𝑖+1, 𝑦, 𝑡)) 𝑑𝑡𝑑𝑦,

Δ𝑡/2

0

𝑦𝑖+1

𝑦𝑗

 

ve  Û(𝑥𝑖+1, 𝑦, 𝑡) y ye t ye bağlı bir fonksiyon olmak üzere Riemann problemi ve başlangıç  

verisinin çözümüdür. 

Û(𝑥𝑖+1, 𝑦, 0) = {
𝑈𝑖,𝑗+1

𝑛       𝑖ç𝑖𝑛 𝑥 < 𝑥𝑖+1/2

𝑈𝑖+1,𝑗+1
𝑛    𝑖ç𝑖𝑛 𝑥 > 𝑥𝑖+1/2

 

 

Liska ve Wendroff bir boyutlu Lax-Fredrich yaklaşımını kullanarak yerine entegre tam 

Riemann çözümlerini önermişti [10,11]. F ve G akışları 1 boyutlu Riemann probleminin LF 

yaklaşık çözümlerinde değerlendirilir. 

 

      𝐹𝑖+1,𝑗+1/2 = 𝑓(
1

2
[𝑈𝑖+1,𝑗+1

𝑛 + 𝑈𝑖,𝑗+1
𝑛 ] +

∆𝑡

4∆𝑦
[𝑔(𝑈𝑖+1,𝑗+1

𝑛 ) − 𝑔(𝑈𝑖+1,𝑗
𝑛 )])                            (43) 

ve 

        𝐺𝑖+1,𝑗+1/2 = 𝑔(
1

2
[𝑈𝑖+1,𝑗+1

𝑛 + 𝑈𝑖,𝑗+1
𝑛 ] +

∆𝑡

4∆𝑦
[𝑓(𝑈𝑖+1,𝑗+1

𝑛 ) − 𝑓(𝑈𝑖+1,𝑗
𝑛 )])                          (44) 

 

İkinci derece tam periyodik- düzeltici şema şu şekildedir. 

𝑈𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑈𝑖,𝑗

𝑛 −
∆𝑡

2∆𝑥
[ 𝑓( 𝑈

𝑖+
1
2

,𝑗+
1
2

𝑛+
1
2 ) + 𝑓( 𝑈

𝑖+
1
2

,𝑗−
1
2

𝑛+
1
2 ) − 𝑓( 𝑈

𝑖−
1
2

,𝑗+
1
2

𝑛+
1
2 ) − 𝑓( 𝑈

𝑖−
1
2

,𝑗−
1
2

𝑛+
1
2 )] 

 

           −
∆𝑡

2∆𝑦
[ 𝑔( 𝑈

𝑖+
1

2
,𝑗+

1

2

𝑛+
1

2 ) + 𝑔( 𝑈
𝑖+

1

2
,𝑗−

1

2

𝑛+
1

2 ) − 𝑔( 𝑈
𝑖−

1

2
,𝑗+

1

2

𝑛+
1

2 ) − 𝑔( 𝑈
𝑖−

1

2
,𝑗−

1

2

𝑛+
1

2 )]                            (45) 

 

        Ayrıntılar [10,11] de bulunabilir. Bu ikinci dereceden metot düzeltilmiş Lax-Friedrich 

metodu alarak adlandırılır. Kompozit şemanın mantığı bir ikinci derece metot ve birinci 

derece metodun biraz kompozisyonudur. Birkaç kez ikinci dereceden metot uygulandıktan 

sonra ikinci dereceden metotta oluşan salınımları azaltmak için birinci dereceden metot 

uygulanmıştır. Ve bu tekrarlanmıştır. C F LF4 uygulanmıştır, CF şeması 3 kez uygulandıktan 

sonra bir kez LF şeması bunu takip etmiştir. her ikisi de yani CF de LF de iki adımdan oluşur. 

(42) ile beraber (45) da CF şeması inşa edilir. İki boyutlu Burgers denklemi; 
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 𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕(
1

2𝑢2)

𝜕𝑥
+

𝜕(
1

2𝑢2)

𝜕𝑦
= 0                                                              (46)  

𝑓(𝑢) = 𝑔(𝑢) =
1

2
𝑢2 olduğunda  

 

𝑈
𝑖+

1
2

,𝑗+
1
2

𝑛+
1
2 =

1

4
(𝑈𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑈𝑖+1,𝑗
𝑛 + 𝑈𝑖,𝑗+1

𝑛 + 𝑈𝑖+1,𝑗+1
𝑛 ) 

                               −
Δ𝑡

2Δx
(𝐹

𝑖+1,𝑗+
1

2

+ 𝐹
𝑖,𝑗+

1

2

) −   
Δ𝑡

2Δ𝑦
(𝐺

𝑖+
1

2
,𝑗+1

−

𝐺
𝑖+

1

2
,𝑗

)                                              (47) 

         𝐹
𝑖+1,𝑗+

1

2

=
1

2
(

1

2
[𝑈𝑖+1,𝑗+1

𝑛 + 𝑈𝑖+1,𝑗
𝑛 ] +

∆𝑡

8∆𝑦
[(𝑈𝑖+1,𝑗+1

𝑛 )2 − (𝑈𝑖+1,𝑗
𝑛 )2]2                                 (48) 

 

                       𝐺𝑖+1/2,𝑗 =
1

2
(

1

2
[𝑈𝑖+1,𝑗+1

𝑛 + 𝑈𝑖+1,𝑗
𝑛 ] +

∆𝑡

8∆𝑥
[(𝑈𝑖+1,𝑗+1

𝑛 )2 − (𝑈𝑖+1,𝑗
𝑛 )2]2                (49) 

ve 

𝑈𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑈𝑖,𝑗

𝑛 −
∆𝑡

4∆𝑥
[(𝑈

𝑖+
1
2

,𝑗+
1
2

𝑛+
1
2 )

2

+ (𝑈
𝑖+

1
2

,𝑗−
1
2

𝑛+
1
2 )

2

− (𝑈
𝑖−

1
2

,𝑗+
1
2

𝑛+
1
2 )

2

− (𝑈
𝑖−

1
2

,𝑗−
1
2

𝑛+
1
2 )

2

] 

 

                  −
∆𝑡

4∆𝑦
[(𝑈

𝑖+
1

2
,𝑗+

1

2

𝑛+
1

2 )

2

+ (𝑈
𝑖+

1

2
,𝑗−

1

2

𝑛+
1

2 )

2

− (𝑈
𝑖−

1

2
,𝑗+

1

2

𝑛+
1

2 )

2

− (𝑈
𝑖−

1

2
,𝑗−

1

2

𝑛+
1

2 )

2

]                            (50) 

 

 Burgers denklemi için CF şema inşasının ikinci adımı (18),(19),(20),(21) de verilmiştir. LF 

şeması (47),(48),(49) de verilmiştir. 

 

3.1.1 Analitik Çözüm ve Nümerik Sonuçlar 

 

 Burges denklemi için çözümü Riemann verileri: {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4}=(1,2,3,4) ile kurarız. Bu 

durumda 4!=24 farklı seçeneğe sahibiz. 1,2,3,4 değerlerinin başlangıç koşulu herbir çeyrek 

daireye atanmıştır. Problemin çözümü  [−
1

2
,

1

2
] 𝑥 [−

1

2
,

1

2
] üzerindedir. 400x400 ayrık noktaya 

ayrılmıştır. Burgers denklemi için seyreltilmiş kaynak noktası (u,u) ve şok kaynak noktası 

(
𝑢𝑙+𝑢𝑟

2
,

𝑢𝑙+𝑢𝑟

2
) dır. Çözüm de t=0.1 için yapılmıştır. Bu yüzden ölçek sırasıyla (0.1u,0.1u) ve 
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(0.1
𝑢𝑙+𝑢𝑟

2
, 0.1

𝑢𝑙+𝑢𝑟

2
). Her ikiside yani seyreltilmiş ve şok kaynak eğrisi y=x olmaktadır. 

Analitik çözümü inşaa etmek için kullandığımız kaynak noktaları bölüm 2 de verilmiştir. 

Nümerik çözümü hesaplamak için kompozit şemayı CFLF4 ü kullandık. 

3.1.2 Dört Şok 

{𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4}=(1,2,3,4) olduğu dikkata alınsın. Bu durumda çözüm sadece şok içerir. 𝑆+ 

darbe dalgası süreksiz başlangıç koşulu 𝜃 = 0,
3𝜋

2
 oluşur ve 𝑆− darbe dalgası 𝜃 =

𝜋

2
, 𝜋 den 

oluşur. 𝑆− darbe dalgası 𝜃 =
𝜋

2
 de darbe kaynak noktası (0.15,0.15)  için baş kısımdır ve 𝑆−  

darbe dalgası 𝜃 = 𝜋 de darbe kaynak noktası (0.3,0.3) için başkısımdır. Bunlar A noktasında 

kesişir. A noktasında ki etkileşimi belirlemek için riemann verisi 1 ve 4 için Riemann 

problemi çözülmüştür. Sonuç olarak, bir diğer 𝑆− Darbe dalgası A da oluşur ve (0.25,0.25) 

şok kaynak noktasında sona erer. 

          Diğer yandan 𝑆+darbe dalgası 𝜃 = 0 da darbe dalgasının kaynak noktası için baş kısmı 

(0.2,0.2). 𝑆+darbe dalgası 𝜃 =
3𝜋

2
 da darbe dalgasının kaynak noktası için baş kısmı 

(0.35,0.35)’dir. Bunlar B noktasında kesişir. Riemann problemini 4 ve 1 başlangıç koşulları 

ile çözdüğümüzde bir başka 𝑆+şok dalgası B de oluşur ve bu (0.25,0.25) şok kaynak 

noktasında sona erer ve bunlar analitik çözümün kurulması ile tamamlanır. Analitik çözüm 

figür 3 (a ) da verilmiştir ve kompozit şemayla yapılan numerik çözüm figür 3 (b) de 

verilmiştir.  (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(1,2,3,4) olması durumu 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4}=(1,2,4,3) olması 

durumunu tersidir. Eğer Riemann verisi (1,3,4,2) ile x=y yi yansıtırsak bu bize (1,2,3,4) ün 

tam olarak aynı yapı olduğunu verir. Riemann verisi (1,3,4,2) ile yapılan nümerik çözüm figür 

4 te verilmiştir. Bundan dolayı 24 çözüm yerine 12 çözüm yaptık. 

3.1.3 Üç Şok ve Bir Seyreltme 

  Başlangıç koşulu (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(1,2,3,4),(1,4,3,2),(2,1,4,3)  ve (2,3,4,1) için üç şok ve bir 

seyreltmeye sahip oluruz. Tersi olarak sadece (1,2,3,4) ve (2,1,4,3) durumunu dikkate alırız. 

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(1,2,3,4) olmasını düşünürüz. Bu durumda 𝑆+ şoku süreksiz başlangıç koşulu 

𝜃 = 0 dan oluşur ve 𝑆− şoku süreksiz başlangıç koşulu 𝜃 =
𝜋

2
, 𝜋 dan oluşur. İki 𝑆− şoku A 

noktasında kesişir. Diğer 𝑆− şoku A noktasında oluşur ve B(0.2,0.2) de sona erer.  𝑅+ 

seyreltmesi süreksiz başlangıç koşulu 𝜃 =
3𝜋

2
 de oluşur. Seyreltme fanının sağ ve sol sonları 

seyreltme kaynak noktası sırasıyla (0.3,0.3) ve  (0.4,0.4)için baş kısmıdır. 𝑆+ şoku ve 

𝑅+ seyreltme dalgası C noktasında kesişir. 𝑆+ şoku  𝑅+ seyreltmesine tamamen nüfuz eder ve 
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D noktasında Riemann verisi 3 ve 1 ile olan diğer riemann problemi çözümüne sahip oluruz.  

Diğer 𝑆+ D noktasında oluşur ve şok kaynak noktası B(0.2,0.2) de sona erer. 

        C den D ye 𝑆+ dümdüz bir şok değildir, eğimli bir şoktur. Bunu aşağıdaki adi 

diferansiyel denklem karşılar 

                      
𝜕𝜂

𝜕𝜉
=

𝜂 − 1/2(𝑢 + 1)

𝜉 − 1/2(𝑢 + 1)
     3 ≤ 𝑢 ≤ 4                    

 

 ve eğri şokunun rotasını bularak bunu birleştirebiliriz. Analitik çözüm figür 5(a) da 

verilmiştir ve nümerik çözüm de (b) de verilmiştir. Benzer olarak biz 

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(2,1,4,3) olması durumunda analitik çözümü kurabiliriz. Bu durum için 

analitik ve nümerik çözümler sırasıyla figür 6 (a) ve (b) de verilmiştir. 

3.1.4 İki Şok ve İki Seyreltme  

 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(1,3,2,4),(2,3,1,4),(3,1,4,2),(4,1,3,2),(2,1,3,4) ve (3,1,2,4) olması durumunda 

iki şok ve iki seyreltmeye sahibiz. Yerini tutan ters durumlar sırasıyla 

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(1,4,2,3),(2,4,1,3),(3,2,4,1), (4,2,3,1), (2,4,3,1), (3,4,2,1). 

         (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(1,3,2,4) olduğu durum.  𝑆−şoku 𝑅− seyreltmesiyle A noktasında kesişir 

ve bu 𝑆− şoku tamamen seyreltmeye nüfuz eder. B noktasında riemann problemi ve riemann 

verisi 1 ve 2 nin çözümüne sahibiz. 𝑆− şoku B noktasında oluşur ve E(0.15,0.15) noktasında 

sona erer. 𝑆+ şoku 𝑅+ seyreltmesine C noktasıda etki eder ve tamamen seyreltmeye nüfuz 

eder. D  noktasında rieman problemi ve riemann bilgisi 2 ve 1 için çözüme sahibiz. 𝑆+ şoku D 

noktasında oluşur ve E(0.15,0.15) noktasında sona erer. Analitik çözüm figür 7(a) da ve 

nümerik çözüm figür7(b) de verilmiştir. 

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=( 2,3,1,4) ve (3,1,4,2) olması durumun da analitik çözümü benzer 

şekilde kurabiliriz. Analitik ve nümerik çözüm yukarıdaki durumlar için sırasıyla figür (8) , 

figür(9)’dadır. 

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(4,1,3,2) olduğu durumu düşünürsek , 𝑅− seyreltmesi 𝑆− şoku ile A 

noktasında kesişir ve 𝑅+ seyreltmesi D(0.4,0.4) seyreltme kaynak noktasındadır. 𝑆− şoku A 

noktasında bir şok eğrisi olmaktadır ve C(0.4,0.4) noktasında sona ermektedir.   𝑆+ şoku 𝑅+ 

seyreltmesine etki etmeye B noktasında başlar ve sıfır kuveti ile C noktasında sonlanır. 

Analitik çözüm figür 10(a) da , nümerik çözüm figür 10(b) de verilmiştir.  

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(2,1,3,4) olması durumu düşünüldüğünde  𝑅− seyreltmesi 𝑆− şoku ile 

A noktasında kesişir. 𝑆− şoku 𝑅− seyreltme fanına tamamen nüfuuz eder ve  riemann verisi 2 

ve 3 ile B noktasındaki riemann probleminin çözümüne sahip oluruz. Sonuç olarak 𝑆− şoku B 
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noktasında oluşur ve E(0.25,0.25) de sona erer. 𝑆+ şoku 𝑅+ seyreltme fanına tamamen nüfuuz 

eder 𝑆+ şoku D noktasında oluşur ve E noktasında sona erer. Anlitik çözüm figür 11(a) da, 

nümerik çözüm figür11(b) de verilmiştir. 

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(3,1,2,4) olması durumda analitik çözüm benzer şekilde kururlur. 

Analitik çözüm figür 12 (a) da, nümerik çözüm ise figür 11 (b) de verilmiştir. 

3.1.5 Şok ve Üç Seyreltme  

Başlangıç koşulu (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(4,1,2,3),(4,3,2,1),(3,2,1,4),(3,4,2,1) olması durumunda bir 

şok ve üç seyreltme meydana gelir. Tersleri olduğu için sadece (4,1,2,3) ve (3,2,1,4) 

durumlarını düşünelim. 

𝑆− şoku ile 𝑅− seyreltmesi A noktasında kesişir ve sıfır kuvveti ile B(0.2,0.2) de sonlanır. 𝑅+ 

seyreltmesi süreksiz başlangıç koşulu 𝜃 =
3𝜋

2
 de oluşur. Seyreltme fanının sağ ve sol uçları 

sırasıyla B(0.2,0.2) ve C(0.4,0.4) seyreltme kaynak noktaları için baş kısımdır. Bir başka 𝑅+ 

seyreltmesi süreksiz başlangıç koşulu 𝜃 = 0 de oluşur. Seyreltme fanının sağ ve sol uçları 

sırasıyla C(0.3,0.3) ve D(0.4,0.4) seyreltme kaynak noktaları için baş kısımdır. Analitik 

çözüm figür 13 (a) da, nümerik çözüm figür 13 (b) de verilmiştir. 

Analitik çözüm  (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=( 3,2,1,4) olması durumda Benzer şekilde kurulabilir. 

Analitik çözüm figür 14 (a) da, nümerik çözüm figür 14 (b) de verilmiştir. 

3.1.6 Dört Seyreltme  

 Başlangıç koşulları (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)=(4,2,1,3) ve (4,3,1,2) olması durumda dört seyreltmeye 

sahibiz. Tersi olduğu için sadece (4,2,3,1)olduğu durumu hesaplamak yeterlidir. 

𝑅+ ve 𝑅− seyreltmeleri A(0.4,0.4) noktasında etkileşir. İki 𝑅+  seyreltme kaynak 

noktası B(0.2,0.2) de kesişir.  Tekrar 𝑅− ve 𝑅+ D(0.1,0.1) de etkileşir. İki 𝑅− seyreltme 

kaynak noktası C(0.2,0.2) da kesişir. Analitik çözüm figür 15 (a) da nümerik çözüm figür 15  
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                                                              (a) 

 

 

 

   (b) 

Şekil 5. (1,2,4,3) başlangıç koşulu, dört darbe (𝑺− 𝑺−𝑺+𝑺+) çerçevesinde (a) analitik 

çözüm, (b) sayısal çözüm  
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Şekil 6.  (1,3,4,2) başlangıç koşulu, dört darbe (𝑺− 𝑺−𝑺+𝑺+) çerçevesinde sayısal çözüm   

 

 

 (a) 
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        (b) 

Şekil 7. (1,2,3,4) başlangıç koşulu, üç şok ve seyretme dalgası(𝑺− 𝑺−𝑹+𝑺+), (a) analitik 

çözüm (b) sayısal çözüm  
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    (b) 

Şekil 8. (2,1,3,4) başlangıç koşulu, üç şok ve bir seyreltme (𝑹− 𝑺−𝑺+𝑺+), (a) analitik 

çözüm (b) sayısal çözüm  

 

 

             

(a) 
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 (b) 

Şekil 9. (1,3,2,4) başlangıç koşulu,  iki şok ve iki seyreltme (𝑺− 𝑹−𝑹+𝑺+) , (a) analitik 

çözüm (b) sayısal çözüm  
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     (b) 

Şekil 10. (2,3,1,4) başlangıç koşulu iki şok ve iki seyreltme (𝑺− 𝑹−𝑹+𝑺+)  (a) analitik 

çözüm (b) sayısal çözüm  

             

 (a) 
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                                                                         (b) 

 

Şekil 11.  (3,1,4,2) başlangıç koşulu iki şok ve iki seyreltme (𝑹− 𝑺−𝑺+𝑹+)  (a) analitik 

çözüm (b) sayısal çözüm 
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 (b) 

Şekil 12. (4,1,3,2) iki şok ve iki seyreltme (𝑺− 𝑹−𝑺+𝑹+) , (a) analitik çözüm (b) sayısal 

çözüm 

 

 

 

 (a)         

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 

 

1

3

4

2

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

B

C
D

   A

E



                                                                     32 

 

             

 (b) 

Şekil 13. (2,1,3,4) iki şok ve iki seyreltme (𝑹− 𝑺−𝑹+𝑺+), (a) analitik çözüm (b) sayısal 

çözüm 

              

                                                         (a) 
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 (b) 

 

Şekil 14. (3,1,2,4) iki şok ve iki seyreltme (𝑹− 𝑺−𝑹+𝑺+) , (a) analitik çözüm (b) sayısal 

çözüm 

 

  

 (a) 
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      (b) 

 

Şekil 15. (4,1,2,3) bir şok ve üç seyreltme (𝑹− 𝑺−𝑹+𝑹+), (a) analitik çözüm (b) sayısal 

çözüm 

 

             

 

                                                                    (a) 
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 (b) 

 

Şekil 16. (4,1,2,3) bir şok ve üç seyreltme (𝑹− 𝑺−𝑹+𝑹+), (a) analitik çözüm (b) sayısal 

çözüm 

 

  

 (a) 
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                   (b) 

Şekil 17. (4,2,1,3)  dört seyreltme (𝑹− 𝑹−𝑹+𝑹+)  ,  (a) analitik çözüm (b) sayısal çözüm 

  

3.2  Süreksiz Fonksiyonlar Sınıfında Sonlu Farklar Yöntemi 

Sayısal algoritma oluşturmak için önce çözümün  tanım bölgesini aşağıdaki ağ ile örtelim.  

                   ,=,=,=),,,{(= 21,
2

,
1

  ktjhyihxtyx kjikjihh  

 

        0},>0,>0,>0,1,2,...;=0,1,2,...;=0,1,2,...;= 21 hhkji  

 

Burada , 
1h ,  

2h  ve   sırasıyla ağın  x ,  y ve  t ’ ye göre adımlarını göstermektedir. 

   (39) denklemini sonlu farklara ayrıklaştırmak için denklemin içerdiği intergalleri aşağıdaki 

gibi ayrıştıralım 

,=),,( ,,
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                                                                (51) 

,=),,( ,,
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j
y

b
Uhdtxu 



                                                                (52) 

ve 

.=),,( ,,

1=1=

21 k

jiy
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Uhhddtu 
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Bu eşitlikleri dikkate alarak (39) denklemini sonlu farklara ayrıklaştıralım. 

3.2.1  Süreksiz Başlangıç Koşul 

Bu bölümde f(u) = Au , g(u) = Bu olan durumlar incelenecektir. 

Kolaylık için yer değişkenlerinin sayısı 2=n  olan sabit katsayılı denklem için 

yazılmış Cauchy problemini inceleyelim. 

 

         Aşağıdaki problemi 

 0,=
y

u
B

x

u
A

t

u














 (54) 

 

                                                              ),(=,0),( 0 yxuyxu  (55) 

 gözönüne alalım. Burada A  ve B  bilinen reel sabitlerdir. Önce (54) denkleminin geometrik 

anlamını verelim.(54) denkleminin herhangi bir ),,( tyxu  yüzeyi ),,,( utyx  uzayının herhangi 

bir ),,,( utyxP  noktasında bileşimleri =,=,= tyx uqupu  olan ve 0=BqAp   

denklemi ile tanımlanan normal düzleme sahip olmaktadır, yani ),,,( utyxP  noktasından 

geçen integral yüzeylerinin teğet düzlemi  

    0:::1::: BAdudydxdt   

bağlantılarıyla verilen düzlemler demeti olmaktadır, [9]. 

Önce 1== BA  olan durumu inceleyelim. Karakteristikler yönteminin genel yapısına 

göre (54) denkleminin çözümü aşağıdaki adi diferansiyel denklemler sisteminin de 

 

 0=1,=1,=
dt

du

dt

dy

dt

dx
 (56) 

 çözümü olmaktadır ve tersine, (56) denklemler sisteminin çözümü (54) in de çözümü 

olmaktadır. (56) denklemler sistemi için başlangıç koşulları aşağıdaki gibi 

 

                 ),(=|,=|,=| 00=0=0=  uuyx ttt  (57) 

 yazalım, burada   ve   bilinen sabitlerdir. Kolayca gösterilebilir ki (56), (57) probleminin 

çözümü 
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 ),(=),,( 0 tytxutyxu   (58) 

 şeklinde ifade edilebilir. 

3.2.2  Yardımcı Problem ve Onun Çözümü 

[9] da önerildiği gibi (54), (55) problemi için iki tür yardımcı problem oluşturalım ve onları 

kullanarak esas problemin gerçek çözümünü bulalım. Bu amaçla önce L  ile aşağıdaki 

operatorü  

 
yx

L








 =  

gösterelim. Bu notasyonda (54) denklemi 

 

 0=Lu
t

u





 (59) 

 gibi yazılabilir. 1L  ile L  operatörünün tersini gösterelim. 1L  in varlığını kabul ederek (59) 

nın her iki tarafına 1L  i uygularsak  

 0= 111  



LLuL

t

u
L  

veya 

 ),(=
1

yxhu
t

uL




 

 

elde ederiz. Burada, 0=),( 1Lyxh   olmaktadır, yani h  fonksiyonu 0=Lh  denklemini 

korumakta, dolayısıyla kerMh  olmaktadır. 

 

 vuL =1  (60) 

 Notasyonunda sonuncu denklem  

 ),(= yxhu
t

v





 

gibi yazılabilir. kerLh  oldugundan açıktır ki, )(= yxfh   şeklinde ifade edilebilir, burada 

f  herhangi bir diferansiyellenebilen fonksiyondur.  

 )(),,(=),,( yxtftyxvtyxw   

olsun. Bu notasyonda sonuncu denklem  

 0=u
t

w





 

şeklinde yazılabilir. LwLv =  olduğundan gözönüne aldığımız denklemi 



                                                                     39 

 

 0=Lw
t

w





 (61) 

 gibi ifade ederiz. (61) denklemi için başlangıç koşul 

 

 ),(=,0),( 0 yxwyxw  (62) 

 olmaktadır. (61), (62) problemine 1.tür yardımcı problem denir. Burada ),(0 yxw  

 

 ),(=),( 00 yxLwyxu  (63) 

 denklemini koruyan herhangi bir fonksiyon olmaktadır. 

            Teorem 4.   Eğer ),,( tyxv  (61), (62) probleminin çözümü ise  

 ),,(=),,( tyxLvtyxu  

eşitliği ile tanımlanan ),,( tyxu  fonksiyonu (54), (55) probleminin çözümü olmaktadır. 

 İspat ),,( tyxv  fonksiyonu (61), (62) probleminin çözümü, L  ve 
t


 operatörlerinin 

komütatif olduğu varsayımı çerçevesinde (61) denklemi ve (62) başlangıç koşuluna L  

operatörünü uygulayalım. L  lineer olduğundan 

 

 Lu
t

Lw
Lu

t

w
L 









==0  

elde ederiz. uLw =  eşitliğini de dikkate alırsak teoremi ispatlamış oluruz. 

 Örnek 1  (54) denklemini 

 

 







 

1>0,

1,1

=,0),(

22

x

xyx

yxu  (64) 

 başlangıç koşulu çerçevesinde çözümünü bulunuz. Burada 22= yxx   olmaktadır. 

 Çözüm (54), (64) probleminin karakteristikler metodu ile bulunan çözümü  

 







 

1>0,

1,)()(1

=),,(

22

x

xtytx

tyxu  

olmaktadır. (54), (64) probleminin zaman evriminin grafikleri Şekil 18 de gösterilmiştir. 
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Şekil 18 : ),,( tyxu  fonksiyonunun grafiği, T=1.0 

 

  3.2.3 İki Bölgeli Parçalı Sürekli Başlangıç Koşulu  

Şimdi (54) denklemini  

 10,

0<,
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=),(
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y

xu
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 koşulu çerçevesinde gerçek çözümünü bulunuz. 

(65) ile verilen fonksiyonun grafikleri Şekil 19 ve 20 de gösterilmiştir. (54), (69) esas 

probleminin gerçek çözümü 
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t

x
u

tyxu

                          (65)

 

 

olmaktadır ve sözkonusu çözümün grafikleri sırasıyla Şekil 21 ve 22 de gösterilmiştir. 
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Şekil 19: ),,( tyxu  fonksiyonunun grafiği, 0.8=,< 21 Tuu  

           

               

Şekil  20: ),,( tyxu  fonksiyonunun grafiği, 1.0=,> 21 Tuu  
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Şimdi bu problemin çözümünü 1.tür yardımcı problemi kullanarak elde edelim. Bu amaçla 

),(0 yxw  fonksiyonunu 

 10,

0>,

0,<,

=),(

2

1
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







y

xxu

xxu

yxw  (17) 

 olarak tanımlayalım. Yardımcı problemin başlangıç fonksiyonunun grafikleri Şekil 21 ve 22 

de gösterilmiştir. 

                 

Bu durumda yardımcı probleminin karakteristikler yöntemiyle bulunan çözümü 
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x
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olmaktadır ve bu çözümlerin grafikleri Şekil 23 ve 24 te gösterilmiştir. 

 

 

                        

 

Şekil  21 : ),(0 yxv  fonksiyonunun grafiği, 
21 > uu  
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Şekil  22: ),(0 yxv  fonksiyonunun grafiği, 
21 < uu     

 

Şekil  23: ),,( tyxv  fonksiyonunun grafiği, 0.8=,> 21 Tuu  
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Şekil  24: ),,( tyxv  fonksiyonunun grafiği, 0.8=,< 21 Tuu  

 

Şekil  25: ),,(=),,( tyxLvtyxu  fonksiyonunun grafiği, 0.8=,> 21 Tuu  
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     Teorem 4 ü dikkate alırsak esas problemin özümünü elde ederiz. Bulunan çözümlerin 

grafikleri şekil 25 ve 26 da gösterilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil  26: ),,(=),,( tyxLvtyxu  fonksiyonunun grafiği, 0.8=,< 21 Tuu  
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SONUÇ 

 

Tezdeki sonuçları aşağıdaki gibi sıralayabiliriz. 

- Dört bölgeli Riemann koşullu problemlerde seyreltme ve şok dalgalarının sınıflandırılması 

verilmiştir. 

- Sürekli başlangıç koşullu iki boyutlu Cauchy probleminin gerçek çözümünün bulunması için 

bazı avantajlara sahip yardımcı  problem önerilmiştir. Önerilen yardımcı problem, esas 

problemin fiziksel özelliklerini doğru aksettirebilen gerçek çözümün bulunmasına yardım 

eder. 

- Aynı yöntemi kullanarak, iki bölgeli Riemann probleminin de gerçek çözümü bulunmuştur. 

- Önerilen yardımcı problemin sayısal çözümünü elde etmek için süreksiz fonksiyonlar sınıfı 

algoritmalarda üretilmiştir. 
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