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0z
iKi KEZ DEJENERE OLAN PARABOLIK DENKLEMLERIN
SUREKSIZ FONKSIYONLAR SINIFINDA SAYISAL COZUMU

Bilindigi {izere nonlineer dejenere olan parabolik tiir denklemin ¢dzlimiiniin
diferansiyellenebilme mertebesi, denklemin ¢dziimden talep ettigi diferansiyellenebilme
mertebesinden diisiik olmaktadir. Bu 6zellik denklemin klasik ¢dziimiiniin olmadigin
gostermektedir. Ayrica bu 6zellikten dolayr ¢oziimiin bulunmasi i¢in literatiirde iyi bilinen
yontemlerin uygulanmasi da zorluk ¢ikarmaktadir.

Tezde iki kez dejenere olan bir boyutlu nonlineer parabolik denklemin ¢6ziimii igin
bazi avantajlara sahip Ozel bir yardimci problem Onerilmistir. Yardimci problem
kullanilarak sayisal ¢oziimiin belli anlamda gercek ¢oziime yakinsadigi ispatlanmistir.
Siireksiz fonksiyonlar sinifinda yiliksek duyarlikli sayisal algoritmalar olusturulmus ve bu
algoritmalar baz1 problemlere uygulanmastir.

Dort boliimden olusan tezin ilk boliimiinde, iki kez dejenere olan denklemlerin
¢oziimiinii elde etmek igin gereken alt yapi incelenmis, gerekli bilgi ve bazi kavramlar
igerilmistir.

Ikinci boliimde iki kez nonlineerlige sahip parabolik bir denklem igin Cauchy
problemi, sinir deger problemi ve birinci tiir baslangig-sinir deger problemi ayri ayri
tanimlanmigs ve bu problemlerin her biri i¢in zayif ¢6ziimler sunulmustur.

Ugiincii boliimde ise, ikinci boliimdeki sonuglar ve 6nerilen yardimci problem
kullanilarak, goz oniine alinan nonlineer denklemin sayisal ¢6ziimii elde edilmis ve bunun
gercek coziime yakinsakligr ispatlanmistir. Ayrica 6nerilen metodun etkinligini gostermek
amactyla bazi sayisal deneyler yapilmistir.

Son bdliimde ise Burgers denkleminin ¢ziimiiniin asimptotik yapis1 incelenmistir.
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ABSTRACT

A NUMERICAL SOLUTION OF DOUBLY DEGENERATE PARABOLIC
EQUATIONS IN A CLASS OF DISCONTINUOUS FUNCTIONS

As is known, differentiability order of the solution of a nonlinear degenerate parabolic type
equation is lower than the order of differentiability which is required by the solution of
equation. This feature of the equation shows that there is no classical solution of the
equation. Also, because of this feature implementation of the well-known methods in the
literature raises difficulties to find the solution.

In this thesis, a special auxiliary problem having some advantages over the main
problem has been proposed for the solution of one dimensional nonlinear doubly
degenerate parabolic equation. Using the auxiliary problem, the convergence of the
numerical solution to the exact solution is proven. High-precision numerical algorithms
were created in a class of discontinuous functions and these algorithms have been applied
to some problems.

The thesis contains four chapters. In the first chapter of the thesis the required
background and the necessary information and some concepts to obtain the solutions of the
doubly degenerate equations are included.

In the second chapter, Cauchy problem, boundary value problem and first-kind
initial-boundary value problem are defined separately for a parabolic equation with double
nonlinearity and for each of these problems the weak solutions have been introduced.

In the third chapter, using the proposed auxiliary problem and results obtained in
the second chapter, the numerical solution of the nonlinear equation is obtained and the
convergence of this to the exact solution is proven. Also, numerical experiments were
carried out for demonstrating the effectiveness of the proposed method.

In the last chapter, the asymptotic structure of the solution of the Burgers equation

is investigated.
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1. GIRIS

Cagdas matematiksel fizik problemlerinin ¢oziimiinde ©nemli olan konu, hangi
Ozelliklerin fiziksel problemden, hangi 6zelliklerin matematiksel modellerden ortaya ¢iktigini
bilmektir. Fiziksel problemler genelde nonlineer oldugundan dolay1, s6z konusu nonlineerlik
yeni fiziksel ozellikler barindirmaktadir. Ornegin, dalgalarin dagilim hizinin sonlu olmas,
kontakt siireksizlikleri, bifiigrasyonlar vs. Bu tiir fiziksel 6zellikleri matematiksel ifade etmek
icin klasik matematigin yontemleri yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle, cagdas fiziksel
problemlerin ¢6zlimii yeni matematiksel yontemler talep etmekle birlikte, modern bilgisayar
tekniginin kullanilmasini zorunlu kilmigtir. Bu nedenle herhangi bir cagdas fiziksel problemin
¢Oziimiini arastirmak icin asagidaki etaplart gergeklestirmek gerekmektedir:

1. Fiziksel problemi yeterince diizglin ifade edebilen matematiksel modellerin, yani
diferansiyel denklem veya denklemler sistemi i¢in uygun baslangi¢ ve(veya) sinir kosullarinin
yazilmast;

2. Matematiksel problemin etkin ¢6ziim algoritmalarinin yazilmasi ve bunlarin
bilgisayarda gerceklestirilmest;

3. Alinan sonuglarin fiziksel yorumlanmasi ve irdelenmesi.

Bu model cercevesinde yapilan isler ¢agdas matematiksel fizik bilim dalinin teorik
temellerini ¢ok genis sekilde gelistirdi ve simdi bunlarin yardimi ile kuantum fiziginin,
hidrodinamigin, aerodinamigin zor problemleri ¢oziilmektedir.

Nonlineer problemleri incelemek i¢in heniiz genel bir yontem bulunmamaktadir. Bir
nonlineer problem i¢in gecerli olan bir yontem ayni siniftan ama farkli nonlineerlik hali i¢in
gecerli olmayabilir. Bu nedenle her bir nonlineer problem igin 6zel yontemlerin olusturulmasi
zorunlulugu ortaya ¢ikmaktadir.

Nonlineer denklemleri incelemeden 6nce lineer denklemlerin genel teorisi hakkinda kisa

bilgiler verelim.



1.1 Iki Degiskene Bagh Kismi Tiirevli Denklemlerin Simiflandiriimasi

Ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasi igin bas kismu lineer

olan

2

ay+c(x y) o + F(xyu Zu g;j 0 (1.2

denklemini goz Oniine alalim. Burada (x,y) € Q bagimsiz degiskenler; a,b, ¢ ve F Kkendi

a(x, y) +2b(x y)

arglimanlarina gore bilinen fonksiyonlar olmaktadir.
(1.1) denklemini 1s1, dalga veya Laplace denklemlerinden birisine benzetecek sekilde a,
b ve C katsayilari i¢in kosullar arastiralim. Bunun i¢in @, b ve € katsayilarinin ayn1 anda
sifir olmadigint ve u(x,y) fonksiyonunun her iki degiskene gore ikinci mertebeden siirekli
tiirevlere sahip oldugunu varsayalim.
Amacimiza ulagsmak i¢in X, y degiskenlerinden yeni & ve 7 degiskenlerine gegisi
asagidaki
c=Sxy), n=n(xy) (1.2)
dontigiimii ile yapalim. Buradaki & ve 5 fonksiyonlarmin X ve y ye gore iki kez

diferansiyellenebilir oldugunu ve ayrica agsagidaki Jakobiyenin Q tanim bdlgesinde

ag o¢
D7) _ Yo
D(x, Y) 877 an

ox oy

oldugunu varsayalim. Boylece (1.2) sistemini X ve y degiskenlerine gére ¢6zmek miimkiin

olur ve bu durumda
x=x(&n), y=Y(&n)

fonksiyonlari da siireklidir. (1.1) denklemini yeni & ve n degiskenlerine gore yazabilmek i¢in

(1.2) doniistimii yardimiyla denklemde goriilen kismi tiirevleri hesaplayalim:

au 6u8§ ou on 8_u 8u8§ ou on
X OF ox 8778X ay o0&y 8773y

o (agj o5 on (6‘_77)2 u e ou o'y (L.4)
o2 ag agan OX oOX an ox ) o oxE on ox’ '

(1.3)

2



o __ua_ga_g ocon oson) dudonon ou ¢ ou o'y (L5)
OXoy  OE% X oy agan X oy oy ox) o’ ox oy o oxdy | on oxdy
u_3d (agj u a5 an ol (GUJ ou & % n (L6)
oy o0&\ oy 0g&on oy oy 877 &) ot oy 577@’ ' '
(1.3), (1.4), (1.5) ve (1.6) ifadeleri (1.1) denkleminde yerine konulup, diizenlenirse
o%u o%u 82u ou au
Aaé2 +288§877+C6 ~+ F(& ., . —) = 1.7

oldugu goriilebilir. Burada,

A=a(x, y)(%ﬂ +2b(x, ) %% +c(X, y)(%) ,

B =a(x, y)gﬁaﬁ+b(x, y)(ga_ma_g a”jm(x y) ==

og on
X OX X oy oy ox oy oy

C=ax y)(aa j +2b(x, y) ay 94 o(x, y)( ay]

olmaktadir. Gosterelim ki, (X,,Y,)€Q noktasi etrafinda £(x,y) ve n(x,y) Oyle secilebilir
ki, (1.7) denkleminin katsayilart (X,,Y,) noktas: etrafindaki (x,y) ler i¢in asagidaki: 1)
A=C=0; 2) A=B=0; 3) A=C, B=0 durumlarina indirgenebilir.

l. Once (1.2) degisken doniisiimiinii &yle secelim ki, (1.7) denkleminde
A=C=0 ve B=0, yani

&Y o& o¢ oY _
a(x, y)(&j +2b(X, y)&EJrc(x, y)(aj =0, (1.8)
a(x, y)(%} + 2b(X, y)Z—Z%Jrc(x, y)(%} =0 (1.9

olsun. Burada, &(x,y) ve n(x,y) bilinmeyen fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlar igin 1.

mertebeden nonlineer diferansiyel denklemler ele alinmaktadir. Goriindiigii gibi (1.8), (1.9)



ayni diferansiyel denklemler olmaktadirlar. Onlarda yalniz bilinmeyen fonksiyonlarin isimleri
farklidir. Bundan dolay1 eger, (1.8) denkleminin iki tane lineer bagimli olmayan ¢éziimiinden
birini £(x,y), digerini ise 7(X,y) ile gosterirsek, (1.8), (1.9) denklemlerinin korundugu
agiktir.
Eger
odloy
dersek, (1.8) denklemini
a(x,y)z> —2b(x,y)z+c(x,y) =0

veya
a(z-z)(z-2,)=0
. _b++b?-ac . e
bi¢iminde yazabiliriz. Burada 1z, = — olmaktadir. Boylelikle (1.8) esitligi
a(x, y)a—§+(b+\/b2—ac)a—§: , (1.10)
OX oy
a(x, y)%&ﬂb—\/bz—ac)%:o (1.11)

biciminde iki denkleme parcalanmis olur.

Adi diferansiyel denklemler konusundan bilindigi tizere (1.10) ve (1.11) denklemleri iki
degiskene bagli birinci mertebeden kismi tiirevli homojen diferansiyel denklemler olmaktadir.
Aciktir ki, (1.10) ve (1.11) denklemleri i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimii adi diferansiyel
denklemler sisteminin ¢6ziimiiniin bulunmasina indirgenebilir.

Sonraki islemlerimizde kolaylik saglamak icin asagidaki denklemi g6z 6niine alalim
0z oz
f,(x,y)—+ f,(x,y)—=0. 1.12
(%) =+ Y)ay (1.12)

Gorildigi tizere (1.12) z(x,y) fonksiyonuna gore lineer denklemdir. (1.10) ve (1.11)

denklemleri de ayni1 cinsten denklemlerdir. (1.12) ye karsilik gelen karakteristik denklemi

dx _ dy
fLoxy)  f(xy)’

veya



dy _ f,(x,y) (1.13)
dx  fi(xy) |

bigiminde olmaktadir. Simdi (1.13) denklemi i¢in Cauchy problemini géz oniine alalim, yani

sOz konusu denkleme

y(%) = Yo (1.14)
baslangi¢ kosulunu ekleyelim. (1.13), (1.14) problemi igin varlik ve teklik teoreminin
kosullarinin hepsi saglanmaktadir. Buna ek olarak, (X,,Y,) noktasinin komsulugunda f,(X,Y)
ve f,(x,y) fonksiyonlarmin y degiskenine gore stirekli kismi tiirevlerinin mevcut ve
f,(x,¥) #0 oldugunu varsayalim.

Eger & ve p fonksiyonlarmi (X,,Y,) noktasindan gegen ve (1.10), (1.11)
denklemlerinin karakteristiklerine dokunmayan ., (i =1,2) egrileri boyunca degerini versek,
(1.10), (1.11) denklemlerinin @ =@ (x,y), (i =1,2) ¢oziimlerini elde ederiz. Ayrica, eger
l,, (1=1,2) egrilerini ve bunlar {izerinde verilmis fonksiyonlarin gerekli oldugu kadar piiriizsiiz
oldugunu varsayarsak, bu durumda X ve y degiskenine gore siirekli birinci ve ikinci
mertebeden siirekli kismi tiirevleriolan @ = ¢,(X,y), (i =1,2) ¢dziimlerini elde ederiz. (1.13),
(1.14) probleminin ¢dzimiinii

Y =@(%, Yo, X) (1.15)
ile gosterelim. Sarta gore X, degeri verildiginde Yy, da sabit kabul edilebilir, yani y,=c
olabilir. (1.15) kapali fonksiyonunu Yy, a gore ¢dzelim ve bulunan ¢dzimii

Yo =¥ (X0, X, Y) (1.16)
ile gosterelim.

Varlik ve teklik teoremine gore (X,,Y,) baslangi¢ noktasinin verilmesi belli bolgede
¢oziimin L, (i=1,2) egrileri tizerinde degisken (X,y) noktasini tek degerli olarak
tanimlayabilir. Bu (1.15) ifadesine denk gelir. Eger (x,y) ve (X,,Y,) noktalarinin rollerini
degistirirsek, yani (X,Yy) yi baslangi¢c noktas1 kabul edersek, varlik ve teklik teoremine gore

(%o, ¥o) noktasinda bir degerli tanimlanabilir. Bu ise (1.16) ya denk olur. y, = ¢ oldugunu géz

Oniine alirsak



y = @(x,C) (1.17)
veya

c=w(xY) (1.18)
buluruz.

Agiktir ki, (1.17) belli bir bolgede (1.13) denkleminin genel ¢oziimii olmaktadir. Burada
w(X,y) Oyle fonksiyondur ki, genelde sabit olmayip (1.13) denkleminin her bir integral egrisi
lizerinde sabit deger almaktadir.

Tamm 1.1 (1.18) ifadesine (1.13) denkleminin birinci aralik integrali denilir.

Gorildigh gibi, aramakta oldugumuz & ve 7 fonksiyonlarn (1.10) ve (1.11)
denklemlerinin ¢éziimlerine bagimlidirlar.
Lemma 1.1 Eger (1.16) ifadesi (1.13) denkleminin integral egrisi ise, bu durumda
z=y(x,y) fonksiyonu (1.12) denkleminin ¢oziimiidiir ve tersine, eger z=w(X,Y)
fonksiyonu (1.12) denkleminin ¢6ziimii ise, bu durumda (1.16) ifadesi (1.13) denkleminin genel
integrali olmaktadir.

Ispat. (1.16) da (1.13) denkleminin herhangi bir y=y(x) ¢bziimii yerine konursa aliriz
c =w(x,y) ifadesini (2.18) den buluruz

Oy owdy_
ox oy dx

olur. (1.13) g6z 6niine alinirsa

v v B y0) _ g
Xy L0 y()

veya

fxxyw»%§+fxmya»%§=o (1.19)

olur. (1.19) denklemi integral egrileri boyunca saglandigindan (1.19) dan, heniiz sonucu
soylemek daha erkendir. (1.12) denklemi ise, zaten keyfi X, y lerigin saglanmaktadir. Varlik

ve teklik teoremine gore tanim bolgesinin keyfi x, y noktasindan tek bir integral egrisi

gectiginden dolay1, yukarida bahsedildigi gibi bolgenin tiim noktalari i¢in de gecerli oldugunu

varsayabiliriz. Bu durumda z = (X, y), (1.12) denklemini saglamaktadir. Béylece lemmanin

birinci tarafi ispatlanmis oldu. Ikinci tarafi ispatlamak icin farzedelim ki, z=w/(X,Y)



fonksiyonu (1.12) denkleminin sabitten 6zdes olarak farkli olan ¢6ziimiidiir, yani
oy oy
f.(x,y)—/—+ f,(Xx,y)—=0
(6 ¥) =+ (% Y) Y

dir. Ozel durumda, (1.13) ifadesinde keyfi y = y(x) ¢dziimii yerine konursa 6zdes esitlik elde

ederiz ve sonug

L lixyeoll=0

veya
w(x,y)=c
seklinde yazilabilir. Boylelikle, y/(x,y) fonksiyonu genelde sabit olmayip (1.13) iin tanim
bolgesinin keyfi integral egrisi boyunca sabit deger almaktadir. Bu ise w(x,y) =c ifadesinin
(1.13) denkleminin birinci integrali oldugu anlamina gelmektedir.
Simdi bu soylediklerimizi (1.10), (1.11) denklemleri i¢in uygulayalim. Onlara karsilik
gelen karakteristik denklemleri asagidaki sekilde yazalim

dx dy

a(xy) b-b’—ac’

dx _ dy
a(x,y) b++b*-ac
veya
dy _b-+b®-ac dy_b+vb*-ac (1.20)
dx a " odx a '
(1.20) denklemlerinin birinci integrallarini sirasiyla
p(xy)=c, y(xy)=¢ (1.21)

ile gosterelim.
Tamm 1.2 (1.21) ifadelerine (1.1) denkleminin karakteristikleri denilir. (1.20) denklemlerine
ise karakteristiklerin diferansiyel denklemi denir.

Tamm 1.3 D =b?—ac ifadesine (1.7) denkleminin diskriminant: ad1 verilir.
b?>—ac >0 oldugu durumda (1.7) denklemine hiperbolik tiir denklem denir. Gériildiigii gibi

b?>—ac>0 oldugu durumda (1.1) denkleminin iki gesit karakteristikler ailesi vardir. Tanim

bolgesinin keyfi noktasindan her ailenin bir karakteristik egrisi ge¢mis olur.
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Genel olarak, (1.1) denklemi i¢in karakteristikler ailesinin diferansiyel denklemi
(1.22)

a(x, y)(dy)® —2b(x, y)dxdy +c(x, y)(dx)* =0
bi¢giminde de yazilabilir. a(x,y)=0 oldugundan (1.10) ve (1.11) den gorildigii gibi, eger

20 ve ov #0 olursa, (X,,Y,) noktasinin komsulugunda

a(x, y)—+(b+1/b2 ac) 8(/)—

a(x, y)—+(b Jb? —ac) 8V/ =

buluruz. Buradan ise

a9 8_1//_b+\/b —ac dp oy (1.23)
oX X p-+b’—ac & o
% O¢

3 - _|ox ay .
dir. b°—ac>0 oldugundan J= oy oy #0 olur. Yani

ox oy

S=p(xy), n=w(xy) (1.24)
olarak alinabilir. Bu déniistimden sonra (1.7) denkleminde A=0, C =0 olmakta ve boylece

(1.7) denklemi

2
2828 L EEu Y, "’—“)- (1.25)
o&on o0& 0
formunu almaktadir. Buradan
(1.26)

B> - AC = (b* —ac)J?
oldugu kolayca goriiliir. Yani, (1.24) donlisimiinden sonra (1.1) denklemi invaryant
kalmaktadir. Sonug olarak (1.26) dan B =0 buluruz. Bu durumda (1.25) den

2
L AT L Y 1.2)
o0&on o0& 8
(1.27) denklemine (1.1) 2. mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemin 1

elde ederiz.
kanonik sekli denir. Eger (1.27) denkleminde
(1.28)

a=&+n, p=&-n



degisken doniisiimii yapar ve (1.27) nin igerdigi tiirevleri yeni @ ve S degiskenleri cinsinden
ifade edersek,
ou_0Ouoda ouopf _ou ou

0E a0 OB OE da OB’

o°u _ 0°%u da Ou B, 0 ‘U da Ougp _du U

+
0&on 0’ on 0adf on OPfoa On Op? on oo’ 8ﬁ2
buluruz. Sonuncu ifadeyi (1.27) de yerine yazarsak

ou % [ ou 8uj

(1.29)

oa” op ﬂu_%

elde ederiz. (1.29) denklemine (1.1) denkleminin 2. kanonik sekli denir.
Ornek 1.1 u,—«x"u, =0 dalga denkleminin tiiriinii belirleyiniz.
Coziim. a=1, b=0, c=-a% ve b*—4dac=4x*>0 oldugundan dalga denklemi her

yerde hiperboliktir.

—b++/b%*—4ac

Karakteristik denklemi %— > =+x dir. Bu denklemin ¢oziimiinden
a

x=#xt+c veya &=x-xt, n=x+xt elde ederiz. Buradan, u, =u.+2u, +u, ,
Uy = x*(u;—2u,, +u, ) olur. Bdylece dalga denklemi —4x°u, =0 bigimini alir. & #0

oldugundan u, =0 denklemi iki kez integre edilerek, dalga denkleminin ¢ozimii ¢ ve y

keyfi fonksiyonlar olmak tizere
u(g,m) = (&) +y(n)
veya
u(x,t) = @(x—xt) + (X +xt)
olarak bulunur.
Ornek 1.2 u, —2u, —3u, +u, =0 denkleminin karakteristiklerini bulunuz ve denklemi
kanonik sekle indirgeyiniz.
Coziim. a=1, b=-2, ¢=-3 ve b®°-4ac=16>0 oldugundan denklem hiperbolik

turdendir. Karakteristik denklemleri ve karakteristikleri



Yoy b7 gac)=1( 2+ 16)

dx 2a 2
Buradan birinci aralik integrallerini sirastyla X—y =c, ve y+3X=c, olarak elde ederiz.

Simdi &£=x-y, 7=y+3x olarak kabul edelim. Buradan

u, :u§§X+u,,77X :u§+3u,7, u, :u§§y+un77y =-U.+U,,

— 2 2 —
Uy = ufggx + 2u§,]§X77X +U,, 77, +u§§XX +U, My = Uy +6u§,7 +9u,m,
uxy = ufgé:xe:y + ug;; (é:xny + é:ynx) + Um777x77y + ugé:xy + U,;77xy

= U, —2u‘5,7 +3u,m,

— 2 2 —
Uy, = uéigy + 2u§77§y77y U7y + U§§W TU Ty = Ug —ZU@ U
olur. Kismi tiirevlerin hesaplanan bu degerleri verilen denklemde yerine konulursa
u. +6u, +9u, —2(-u. —2u, +3u

7777)_3(u§cf _Zucfﬂ +u7777)_u§ tu, = 0

olur ve buradan

16u‘§77 —Ug+u, = 0
veya
1
0 +u,)=0
elde ederiz.
,0u  ,0%

Ornek 1.3 x PV y W =0 denklemini kanonik forma indirgeyiniz.
X

Cozim. a=x* b=0, c=-y® ve b®*—4ac=4x’y*>0 oldugundan denklem hiperbolik

tirdendir. Karakteristiklerin denklemi

& :i(bi\/b2 —4ac): +

dx 2a

x <

ifadesinden birinci aralik integralleri

Cl=X, ve ¢, = Xy
X
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olarak bulunur. &(x,y)=xy, n(x, y):l kabul edersek
X

_ _ y _ _ 1
Uy =US +U, 7, = yu(:—?un, u, =u., +u,n, = xu§+;u,,,

2 2

- 2 2 —\2 y y y
Uy =Uz&y +2U, &7, +U,, 175 +US, +U, 7, = YU, —27% +Eu"” +2Fu,7,
U, =U.E+2u, En +U, n2+u.é, +Umn. =XU,. +2U Ly
w o C&Sy aoyly Tty oy TU My = & o g2 mm
elde edilir. Bu ifadeler verilen denklemde yerine konulursa
2 2
2| 2 y y y 2[ o2 1
Xl yu,—-2-=u, +—u _+2—U |-y XU.+2u. +—uU |=0,
( & X2 én Xy nmn X3 UJ & én X2 m
2 Y., _
-4y u§,7+2;u,7—0

olur ve buradan u

1 1
o +Eun =0 veya u,, +Eu" =0 bulunur.

Il. Simdi varsayalim ki, diskriminant
b>—ac=0 (1.30)
olsun. Yukarida (1.1) denkleminin a(x,y), b(x,y) ve c(x,y) katsayilarinin ayni anda sifir
olmadigini varsaymistik. (1.30) sart1 ¢ergevesinde & ve C katsayilarindan biri sifirdan farkli

olmalidir. a#0 oldugunu varsayalim. Bu durumda (1.10) ve (1.11) denklemleri ayni

olmaktadir, yani

a%era—g:O (1.31)
ox oy
olur. Agiktir ki, (1.31) denkleminin her bir ¢6ziimii (1.30) kosulu ¢ergevesinde
ba—§+ca—§:0 (1.32)
ox oy

denkleminin de ¢6ziimii olmaktadir. Eger (1.2) degisken donisiimiinde & =¢(Xx,y) olursa
A=0 olur,ama 77=w(X,y) doniisimii hakkinda heniiz hi¢ bir bilgi yoktur.

(1.31) denklemine denk olan karakteristik denklemi yazalim

11



Kb en W BY) (1.33)

a b dx a(x,y)
Aciktir ki, (1.33) denkleminin birinci integrali ¢(x,y)=c cinsindendir ve & =gp(X,Y)

fonksiyonu (1.31) i saglamaktadir. 77 =w(X,y) fonksiyonu igin

Jd¢  Op
_|ox oy
Tl ow ™

ox oy

kosulunu saglayan siirekli diferansiyellenebilen herhangi bir fonksiyon ele alabiliriz. Ornegin,

@(X,y) = x kabul edebiliriz. (1.7) denkleminde A=0 oldugu agiktir. B katsayisini da

op oy Oop Oy Op oy op oy
B=a(x,y)——+b(x,y)| =————+——— |[+c(X,y) — —
V)5 o (y)(axay oy ox (y)ayay
= aa_¢)+ba_¢ a_l//+ b%+ca_¢ a_l//
OX oy ) ox ox oy )oy
olarak buluruz. (1.31) ve (1.32) ifadeleri géz Oniine alinirsa B =0 olur. Boylelikle (X, y)

o%u

fonksiyonunun nasil bulunacagindan bagimsiz olarak (1.7) de B=0 olur. Simdi, P
n

ifadesinin katsayisini hesaplayalim

2 2 2
C:a(a_*//] LW v [ow) 1 a@_vqb@_ﬂ
OX oX oy oy a\ ox OX

Burada, J =0 olamayacagii¢in C#0 olmalidir. Bu durumda (1.7) denklemi

o°u ou du
cly F[é,n,u —j:o

on "a¢ " an
veya
2
TYEf Emu X, M2 (L.34)
on o5 on
formunda yazilabilir. (1.34) denklemine parabolik tip denklemin kanonik sekli denir.
Eger F; fonksiyonu kendi argiimanlarina gore lineer olursa
2
OU_ AN g N, cusD (1.35)
on og " 0ny

12



aliriz. (1.35) denklemini daha basit bicimde yazmak i¢cin u(&,7n) = z(&,n)v(&,77) degisken
donlisimii yapalim. v(&,77) fonksiyonunu asagida belirtecegiz. Bundan dolayr (1.35)

denklemini sOyle yazacagiz

2
va—22+2ﬂz:Alvg+Blz+sz+Dl. (1.36)
on°  onon o “on
(1.36) denkleminde biz yalniz z, 86_; 88_2 ile iligkili ifadeleri tuttuk ve geri kalan ifadeleri ise
n

C, ile gosterdik. Simdi v(&,7) fonksiyonunu Oyle secelim ki, (1.36) denkleminde s—z nin
n

katsayist sifira esit, yani

2ﬂ—51v=o (1.37)
on
olsun. Bu durumda (1.36) denklemi
2
02 A% cz4D, (1.38)
an o¢
biciminde yazilabilir. Burada
2
c,=Y A% g ¥, cy c,=%2, p=2
on o0& on Vv Vv

dir. (1.37) denkleminden v(&,7) fonksiyonunu

W(Em) = exp(% bi(£ma nj

olarak buluruz.

Ornek 1.4  k? =sabit olmak iizere U, —k?u, =0 1s1 veya difiizyon denkleminin tiiriinii
belirleyiniz.

Coziim. Burada a=0, b=0, c=-k? ve b*—4ac=0 olur, yani difiizyon denklemi
parabolik tiirdendir.

Ornek 1.5 U, +2u,, +u,, =0 denklemini kanonik forma indirgeyiniz.

Coziim. Bu durumda a=1, b=2, ¢=1 ve b?’-4ac=0 oldugundan denklem parabolik

olur.

Karakteristiklerin denklemi

13



ﬂ:i(biM):l

dx 2a

olur ve integralleme ile birinci aralik integrali y = X+C veya X—Yy =c, olarak elde edilir. Bu

durumda, &(x,y)=x-y, n(x,y)=Xx olarak alinirsa
u, =u.g, +U,n, =U.+U,, U, =Uu.g +u,n, =-U,
Uy = Uy +20, &, +U,, 175 +UE +U, 77, = Uz +2U, +U,
Uy = uééé:xé:y +U,, (égxny + 6Ey77><) U, 7001y + ufegxy TU, Ty = Uz —Ug,
Uy = Uge &y + 20,81, +U,, 77y +U G, +U, 17, = Uy
bulunur. Hesaplanan bu degerler verilen denklemde yerine konulursa

U +2u§,] +U,, +2(—u§§ —u§U)+u§§ =0

veya

elde edilir.
I11. Son olarak, b®>—ac<0 durumunu inceleyelim. Fakat bu durumda ab ve c
katsayilarinin analitik fonksiyonlar oldugunu varsayalim. O halde (1.10) ve (1.11)

denklemlerinin katsayilari analitik fonksiyonlardir. Farz edelim ki,

(%, Y) =@ (%, y)+ip" (X, Y)

(1.10) denkleminin analitik ¢oziimiidiir ve op + op #0 dir. (1.2) degisken doniisiimiinde
E=p (xy), n=¢" (xY) (1.39)
kabul edelim. (1.39) denklemleri X ve y degiskenlerine gore ¢oziilebilir, ¢iinkii
2% %
_|ox oy
J= on on (1.40)
ox oy

Jakobiyeni tanim bolgesinde sifirdan farklidir. Eger (1.10), (1.11) denklemlerini reel ve sanal

kisimlarina ayirirsak
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a2s = % | Jac—p? 6—77,
x o ox ay

aa—gz—ba—éﬂ/ac—b2 on (1.41)
OX OX oy
elde ederiz. (1.41) denklemlerinden Z—f 68—77 ifadeleri (1.40) da yerine konursa
X OX

) (5]

ifadesini buluruz. Buradan goriiniir ki , determinantin sifira esit olmasi igin —5 = Eﬁ =
saglanmalidir. O zaman, a—é a—n =0 oldugunu da (1.41) den goriiriiz. Boyle noktalar, zaten
X X

tanim bolgesinde yoktur. Aksi halde O _n_ 0 olurdu.
o oy
Simdi

a(a—qu +2ba¢a(p+c a¢ =0
OX ox oy oy

ifadesini reel ve sanal kisimlarina ayirirsak

a(%j +2b6_§8_§ ( gj a( } +2ba—778—77+c[a—77j , (1.42)
OX OX oy oy OX OX oy oy
a%fﬂ_mb(%a_’u%@ﬂ Lc980m_
ox oy \ ox &y Oy ox oy oy
S Lo e Lo LB 143
X Ox  \ Ox oy oy oX oy oy

buluruz. Agiktir ki, ac®+2baf+cf® kuadratik formun (b?—ac<0) tanimli oldugundan

dolay1 (1.41) ifadesinin sag ve sol taraflarinin sifira esit olmasi igin

05 05 _ on_0n_g, (1.44)
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esitlikleri saglanmalidir. Zaten ¢(x,y) fonksiyonu, (1.44) tanim bolgesinin hi¢ bir noktasinda

2 2
sifira esit olmayacak sekilde secilmistir. O halde (1.7) denkleminde S—L: ve P ifadelerinin
n
katsayilari esit ve sifirdan farkli olurlar; C katsayisi ise sifira esit olur. Bu durumda (1.7)
asagidaki
2 2
a_li+a_u2: F(7 ou o Ay (1.45)
o&° oOn 08 on

formunda yazilabilir. (1.45) denklemine eliptik tip denklemin kanonik sekli denir.

Ornek16 U+ u, =0 Laplace denkleminin eliptik oldugunu gosterelim.
Cozim. a=1, b=0, c=1ve b’—4ac=-4<0 oldugundan Laplace denklemi eliptiktir.

- o’z 0z _0°1 _ . - .
Ornek 1.7 > —2 +2—=0 denkleminin karakteristik denklemlerini ve
OX oxoy oy

karakteristiklerini bularak, kanonik sekle indirgeyiniz.
Cozim. a=1, b=-2, ¢=2 ve b®’-4ac=-4<0 olup, denklem eliptik tiirdendir.

Karakteristik denklemleri

dy :i(bi\/b2 —4ac):%(—24_r\/—_4): —1+i

dx 2a

olmaktadir. Bu ifadelerin integrallenmesiyle aralik integralleri Yy =(-1%i)x+cC, veya
C,=Y+XTFix olarak buluruz. Burada, &(x,y)=@(Xy)=y+x, n(xy)=w(xy) =X
olarak alinirsa

oz _ oz 85 oz on _ Gz+g oz _ oz 85 0z 0n _ oz

X 00X onox 0F on oy 0oy ondy oF

62 82 § 22 éf _|_a_22 2+g§ +z
aXZ é;Z 65877 X77X 8772 77X 8§ XX annxx
_ 0%z o’z 0z
=—+2 +—,

o&2 " “ogon  on

a_zz—a_zz 2_+_28_22§ +8_22 2 az +z 6_22
ay2 aéZ y 8(5887] yny 877277)’ aé: yy 87777)’}’ 8§2’
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0’z 0%z 0°z 0°z 0z 0z
= _ — +—
Xy oF &S, + oéon (5 n,+4, nx) o PR/ s : Sy on Ny

01 0z
=+
o&*  agon

bulunur. Hesaplanan bu degerler verilen denklemde yerine konulursa

2 2 2 2 2 2

02,002 02 502 502 502

ot “ogon ot “og® “agon of
veya

622 o’z

o on?

=0

elde edilir.

Asagidaki 6rneklerde, biraz daha zor problemler ele alinacaktir.

Ornek 1.8 xuxx+uyy:x2 denkleminin karakteristik denklemini ve karakteristiklerini

bularak, kononik sekle indirgeyiniz.
Coziim. Bu problemde a=x, b=0, c=1 ve b®>—4ac=-4x dir. Denklem, x<0 ise

hiperbolik, x =0 ise parabolik, x>0 ise eliptik olur.

Karakteristiklerin denklemini

dy 1 7 )| EV—4X _ +24J-x 1
= +
dx ZA(B_ B 4AC) 2% % ix

seklinde yazalim. Buaradan birinci integralleri y =+2+/—x +C seklinde elde edilir. X<0 igin

denklem hiperbolik olacagindan, denklemi kanonik sekle indirgemek i¢in
s y)=y+2d=x, n(xy)=y—-2V-X
doniigiimlerini géz oniine alalim. Verilen denklemdeki kismi tiirevler

—_ 1 e 11 o
X \/—_X’ gy 1’ é:xx 2(_)()3/2! 5yy O!

1
(_ X)3/2 , 1y =0

N |-

1
= —F—> y =1, T =
V=X

ifadeleri yardimiyla
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— 2 2
uxx - u.§§§x +2u§q§xf7x +u177777x +u§‘§xx +ur]77xx'

u, =u (—1 +2u l +U 1 —ELU +£Lu
XX & X &n X nn X 2 (_ X)s/z 2 (_ X)3/2 n!

— 2 2 —
Uy = ucféfy +2u§'7§y77y +U,, My +u§§yy U, 7y = Ug +2ucffi +U,,

olarak bulunur. Bu sonuglar verilen denklemde yerine konursa

1 1
qu, +=——u, —u,)=x
én 2 /—X( n é)
S/ 2 (§_77)4
olur. Sonuncu denklemde +/— :T ve X°= 15 idafeleri yerine yazilirsa verilen
denklemin
_1@E-n)' 11 (0, ~u.)
T 2 U, —U,
4 16 2¢5-1m

birinci kanonik ifadesi elde edilir.

Diger taraftan, x>0 igin ﬂ:i— ifadesinden integralleme ile y:i2|\/;+c

dx ~ J—x
elde ederiz. Bu durumda
(. y)=y+2x, (xy)=y-2iVx
dontigiimlerini aliriz. Denklemi kanonik sekle indirgemek i¢in asagidaki sekilde tanimlanan &

ve n degiskenlerini

a=2(en)=y, p=(e-n)=2Ix

kullanalim. Buradan

a, =0, ay:1, a,=0 «,=0, a, =0,

1 11
ﬂx:ﬁ1 B, =0, ﬁm=—5w1 B, =0

oldugundan verilen denklemin kanonik sekli

x(u o +2U,,0, B +U,, B +U, 0 +U, B, )+

ao X
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4
2 2 (B
+(Uaa0{y + 2uaﬂayﬂy +Uﬂﬂﬁy +Uu,a,, +uﬁﬂw)— [—)

2
veya
11 BY
U, +Ug,————U, ==
w2 dx ! [2}
1 2 <
olur. —== E oldugundan sonucu

X

4
uaa+uﬁﬂ—£uﬁ =(£j
p 2

olarak yazabiliriz.

Ornek 1.9 (£ +X)u,, +2xyu,, — yzuyy =0 denkleminin ¢/ ye bagl olarak hiperbolik,
parabolik ve eliptik tiir oldugu bolgeleri belirleyiniz .
Coziim. Buorek igin a(x,y)=/+x, b(x,y)=xy, c¢=y?,diskriminant ise
b’ —ac=x’y* +y*(£+X) = y*(X* +x+¢) (1.46)
dir. (1.46) y1 b®—ac=y*(x —x)(Xx—X,) seklinde yazalim. Burada

S N A, B [ Y/
T

olmaktadir.

i) Eger /¢ :% olursa, eliptiklik bolgesi kaybolur ve x, =X, = —% olur. Bu durumda
X = —% noktasinda denklem parabolik olur.
i) ¢> % olursa denklem tanim bdlgesinin keyfi noktasinda eliptik tiire ait olur.

i) ¢ <% olursa, X, ve X, reel ve farkli olur. X, <X ve X>X, oldugunda denklem

hiperbolikdir. Ayrica X, <X <X, eliptiklik bolgesi, X=X, vex= X, ise denklemin parabolik
oldugu bolge olur.

Ornek1.10 u+ XU, =0 denklemini kanonik sekle doniistiiriiniiz.
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Coziim. i) X<0 oldugu durumu gdz oOniine alalim ve b®—ac diskriminantini
hesaplayalim, a(x,y)=1, b(x,y)=0, ¢=X oldugundan b?-ac=—-x olur. Bu durumda

denklem hiperboliktir. Karakteristik denklemleri
Yo ox L=y
dir. Karakteristik denklemlerin ¢6ziimleri
-3y (Ex), =3y
olmaktadirlar. Buradan,
& =gy+(\/—_x)3, n =gy—(\/—_x)3 (1.47)

olarak ele alip denklemi kanonik sekle doniistiirelim. Bundan dolay1 denklemi (1.47) deki yeni

koordinatlarla

ou ou au_3d4u 3éu
&———( )2a ( )2 oot
E 2 n'oy 20 207y
o’ u 9 du 9, o - fga_a_
R__( )_2 2 e +Z(_)an 2 %_4( ) on' oy’

_9 o°u 9 ou 9 du
—+2.= +—
T4 0&? 20xon 4on’

seklinde ifade edelim. Bu ifadeleri denklemde yerine yazarsak

u 1 ( U ou j 0
oon 6E-m\as on)
(& >n oldugunda) kanonik denklemi elde ederiz.

ii) Simdi x>0 oldugu durumu gdz 6niine alalim. Bu durumda b*—-ac<0 dir ve

denklem eliptik tiire aittir, karakteristik denklem ise

——h/— dy__i\/;

olur. Birinci denklemin ¢oziimiiniinden C = g y— I(\/; )3 elde ederiz. Degisken doniisiimiinii
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3
f: = E Y. n= (\/;)3
biciminde yapalim ve denklemi yeni koordinatlarda ifade edelim.
ou ou _ 3 6u d’u

S S o
n oy 2050

0u_9 ,Ou 9 Ju ;0u 3,
2" o5 2% aean _()654()77'

Elde ettigimiz ifadeler denklemde yerine konursa

o°'u o°u 1 éu _

—2+ 5 +

o&” on® 3non
alinz.

Ornek 1.11  u, + 2u,, +sign(y)u,, =0 denklemini kanonik sekle doniistiiriiniiz.
Coziim. b®—ac hesaplayalim, a(x,y)=1, b(x,y)=1, c=sign(y) oldugundan

b? —ac =signy dir. y>0 oldugunda denklem hiperbolik tiire aittir. Karakteristik denklemi

yazalim

dy _ —b+/sign(y) 0 dy _ —b—/sign(y) iy

dx a dx a
Karakteristik denklemlerin ¢oziimleri y=-2x+c ve y=c oldugundan, degisken
doniisiimiini
E=y-2X, n=y (1.48)
bi¢iminde ele alalim. Denkleme dahil olan tiirevleri, (1.48) deki yeni degiskenlerle asagidaki
sekilde

du_ ,0u ou_du, du 6_%_4@
ox* a&t’

o’u _ d%u 2 o°u +82u o°u __282u o°u
oyt o0& “ocon on?' oxdy og®  oéon

(=2+0)

2
bulunan bu ifadeler denklemde yerine konursa,

U =0 alinz. Boylelikle denklemin y >0
&on

oldugu bolgede kanonik seklini elde etmis oluruz.
21



Simdi, y <0 durumunu inceleyelim. Bu durumda karakteristik denklem

Q=—1+i, ﬂ:—lﬂ
dx dx

olur. Degisken doniistimiinii asagidaki gibi yapalim
SEY—=X n=X

ve denklemi yeni degiskenlerde yazabilmek icin asagidaki ifadeleri hesaplayalim

u_ ou ou ou_du  ou_ o4 ou o

T T T T ] - +Z- + ]
ox  0F on oy oF o oF < ogon on

o%u _ o%u o%u :_82u . o%u
oy> o0& oxoy oL oson

Bu ifadeler denklemde yerine konursa denklemin kanonik seklini

ou  ou _

—+—=0
652 8772

biciminde elde ederiz. Boylelikle, y >0 oldugunda denklem hiperbolik, y <0 oldugunda ise

denklem parabolik tiire ait olur.

1.2 n Degiskene Bagh Denklemlerin Simiflandirilmasi

Asagidaki gibi bir diferansiyel denklemi gz dniine alalim

N 2
>a;(x) ou_ g xl,xz,....,xn,u,a—u,...,a—u =0. (1.49)
e OX,0X, X OX,

Burada a; =a;, U=U(X,X %) s X= (X, %00 %) (N=3) dir. u(x) fonksiyonunun

ji ?
ikinci mertebe dahil olmak {izere ikinci mertebeye kadar siirekli diferansiyellenebilir oldugunu

varsayalim. iki boyutlu oldugu durumda oldugu gibi dejenere olmayan
&= o (X X %), (1=1,2,..,,10) (1.50)

0zel degisken doniisiimii uygulayalim. (1.50) doniisiimiiniin 6zel olmasi igin
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%5 O . Oq

0% OX, OX,

9% 95 . O

J=1ox, o, ox, |#0
X, OX, oX,,
. e L
kosulu mutlaka saglanmalidir. Basitlik i¢in J = a—' ile gosterelim.

X .
3l j=1

o, (i :1,_n) nin ikinci mertebe dahil olmak fiizere ikinci mertebeye kadar siirekli

tirevlere sahip oldugunu varsayarsak (1.49) daki tiirevleri yeni degisken cinsinden asagidaki

sekilde ifade edebiliriz

u _ 5~ 0u 95
ox, o0& ox
2 n 2 n 2
ou _§_ou %%+25_U 0°Gk (1.51)

XOX; HOEDE OX% OX, i O OXOX;
(1.51) ifadeleri (1.49) da yerine konulursa

n o°u
—+ 1,(&,%,., &) =0 1.52
k%/&, oozt (&1 &) (1.52)
bulunur. Burada,
_N o0&, 9
A= i;ai,j(x)_axi _OXJ- (1.53)

dir. Burada, ancak denklemin bas kisminin agik sekilde yazildigini 6nemle vurgulayalim.

Birinci mertebeden tiirevler f, fonksiyonuna dahil edilmektedir. (1.53) denklemindeki
katsayilarda olan x degiskenleri (1.50) den bulunup &,&,,..., &, ler vasitast ile ifade edilir.
Simdi, (1.50) degisken doniisiimlerini 6yle segelim ki, sonugta elde edilecek (1.52)
denklemi karisik tiirevler igermesin, yani
A, =0, (k1=12..nk=lI) (1.54)
olsun. (1.54) denklemlerinde igerilen &,¢&,,...,&, fonksiyonlarini bulmak i¢in nonlineer kismi

tiirevli diferansiyel denklemler sistemini ¢6zmek zorunda kaliriz. Burada denklemlerin sayist
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n

dir. n>3 oldugu durumda >n olur ve boylelikle denklemlerin sayisi

n(n—1)
2

bilinmeyen fonksiyonlarin sayisindan ¢ok olur. Boyle denklem sisteminin ¢éziimii olmayabilir.
Bu nedenle, n>3 oldugu durumda (1.50) doniisiimii vasitasi ile (1.49) denklemini tiim tanim
bolgesinde kanonik sekle doniistiirmek miimkiin olmayabilir.

Genel durumda (1.49) denklemini tanim bolgesinin ayr1 ayr1 kistmlarinda kanonik sekle
0 — (Xl(m x§°) x©

doniistiirelim. X o X; ) noktasinin tanim bolgesinde oldugunu varsayalim ve

Za, ,(x“’)) =0 (1.55)

i,j=1 J
denklemini goz Oniine alalim. (1.55) denklemi sabit katsayili denklemdir ve bu denklemi

kanonik sekle indirgemek i¢in
E =D X, (k=12,.,n) (1.56)
s=1
degisken doniisiimii uygulayalim. Burada,

det{ .., %0 (157

dir ve ¢, ler sabitlerdir. Bu sabitleri 6yle secelim ki, bu doniisimden sonra (1.49)

denkleminin bas kismi kanonik sekle indirgensin. Bu durumda (1.52) ve (1.53) denklemleri

asagidaki gibi yazilabilir

>A- T i=0

e afkae”.

(0) - zal J( (0)) agk 8§| zal J(X(O))am a, (158)

i,j=1

(1.56) ifadesi ile bagimli olan asagidaki sekilde bir kare formu

K = Zn:aij(x(o))xixj (1.59)

i,j=1

g0z Oniine alalim. Burada X, degiskenlerini

X, = Zn‘,aism, (i=12,...n) (1.60)

24



bigiminde doniistiirelim. (1.59) ifadesinde x;,X,,...,X, kare form degiskenleri, (1.60) da ise

M.1,,--1, yeni degiskenlerdir. (1.60) ifadesi (1.59) da yerine konursa
K= zaij (X(O))|:Zaik77k Zajlnl:| = Z|:Zaij(x(0))aikajl:|nknl
e k=1 I=1 kI=1] ij=1

bulunur. Goriildiigii tizere (1.60) mn yerine

X = Zn:asﬂ?s (1.61)
s=1
yazarsak K kare formunun yeni katsayilari (1.58) ile ayni olabilir. Boylece, K kare formu
K=Y A%
k,I=1
seklini alir. (1.56) doniistimii sonucunda (1.55) bas kismi nasil doniisiirse, (1.60) doniistimi
sonucunda K kare formunun katsayilari da ayni sekilde degisebilir. (1.56) ile (1.61)
dontistimlerinin matrisleri birbirinin transpozesidir.

Kare formlar teorisinden agiktir ki, (1.61) doniistimii yardimi ile her bir kare formu
kanonik sekle doniistiirmek miimkiindiir. Bu islemde, mutlaka degiskenlerin kareleri yer alir ve
bu terimlerin katsayilar1 +1 ve —1 olmalidir. Ayni bir kare form bir ¢ok (1.61) gibi doniisiim
yardimiyla kanonik sekle doniistiiriilebilir. Kare formlarin ivme kanununa gore goz Oniine
alinan kare formun kanonik seklinde +1 ve —1 katsayilari degismez kalabilir. Farzedelim ki,
(1.61) doniisiimii K kare formunu kanonik sekle doniistiiren herhangi bir degisken dontistimii
olsun. K kare formunun kanonik seklini

K =0 775 411 = T = Thsp =+ 712
olarak yazalim. Agiktir ki, s<n dir. Boyle degisken doniisiimiine uygun (1.56) doniisiimiinii
(1.55) de yaparsak
m 2 s 2
3 S—é‘j—i;lg—;Jr F,=0,(s<n) (1.62)
elde ederiz. s—m=r kabul edelim. (1.62) den goriildigi gibi, bu denklemde ikinci
mertebeden olan pozitif tiirevlerin sayis1 m, negatif tiirevlerin sayist ise r dir. Bu nedenle, (1.62)

denklemine (m,r) tiiriine ait denklem denir. (m,r) ve (r,m) tiirlerinin denk oldugu agiktir.
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Tamm 1.4

(1) (n-11) tiirlii denkleme dar anlamda hiperbolik tiir denklem denir.

(if) (n,0) tiirlii denkleme dar anlamda eliptik denklem denir.

(iii) m+r <n olan denkleme genis anlamda parabolik tiir denklem denir.

(iv) (n—1,0) olan denkleme dar anlamda parabolik tiir denklem denir.

(V) m+r=n, m>1, r>1 olan denkleme ultra hiperbolik tiir denklem denir.

Eger (1.49) denklemi tanim bdlgesinin tiim noktalarinda (m,r) tiiriine ait olursa,
denklem (m,r) tiiriinden denklem olarak adlandirilir.

Bilindigi lizere dalga denkleminin ¢6ziimiiniin birinci tiirevleri karakteristikler tizerinde
sigrayisa sahiptirler. Dolayisiyla, genelde elde edilen ¢6ziim klasik ¢6ziim olmayabilir. Klasik
¢Oziimlerin mevcut olmadigi durumlarda zayif ¢6ziim, (veya genellestirilmis ¢6ziim) kavrami
icermekle durumu kurtarabiliriz. Zayif ¢6ziim kavramimi vermeden Once genellestirilmis

fonksiyon ve genellestirilmis tiirev kavramlarini dahil edelim.

1.3 Genellestirilmis Fonksiyonlar

Tanmm 1.5 —0<X<oo araliginda tanimli, reel degerli ve herhangi a<x<Db sonlu
araliginda Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyonlara adi (ordinary) fonksiyon denir,
[8].

Tanimdan goriildiigii gibi, her bir a<X<Db sonlu araliginda siirekli (6lgiilebilir)
fonksiyonlar adi fonksiyonlar olmaktadir.

f,(x) ve f,(x) adi fonksiyonlari hemen her yerde f,(x)= f,(x) ise, bunlara esit
fonksiyonlardir denir. Adi fonksiyonlar kiimesi E ile gosterilecektir. Adi fonksiyonlarin toplanu
ve keyfi reel sabitle ¢arpimi da adi fonksiyon olur; yani, E bir lineer uzay olusturmaktadir. E
lineer uzayinda limit kavrami da verilebilir.

Eger f,(x), f,(X),..., f (X),... adifonksiyonlar dizisi hemen her yerde f(x) fonksiyonuna
yakinsak ve ayrica | f,(X) |< f,(x) ise (burada f,(X) - onceden bilinen adi fonksiyondur), bu

taktirde Lebesque teoremine gore f(x) limit fonksiyonu da adi fonksiyon olur.
Diger taraftan, bilinen ve ¢ok gerekli olan diferansiyelleme islemlerini E de her
fonksiyon icin tammmlamak miimkiin degildir. Ornegin, analizden bilinen Weierstrass

fonksiyonu her yerde siirekli ama higbir yerde diferansiyellenemeyen fonksiyondur. Ayni
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sekilde, bazi adi fonksiyonlar i¢in tiirev mevcut olsa bile (y = ornegindeki gibi), onlarin

1
VI x|
tirevi adi fonksiyon olmayabilir. Ayrica {fv (X)} adi fonksiyonlar dizisi i¢in f (x) tiirevleri

mevcut olsa bile f (x) — f(x) denherzaman f (x) — f'(X) olmasi da s6z konusu degildir.

Bilindigi tizere analitik fonksiyonlar smifinda yukarida sozii edilen islemlerin her biri
gerceklenir ama bu sinif uygulamalar i¢in ¢ok dardir. O halde uygulama bakimindan arzu edilen
durum, tiim adi fonksiyonlar1 igeren en azindan diferansiyelleme islemlerinin yiiriiyecegi bir
sinif olusturmaktir. Ilk bakista, tiirev alma islemleri tanimlanilacak sinif dar olacak gibi goziikse
de, aslinda bu sinif dar degil, tersine daha da genisletilmis olacaktir.

Bu boliimde E uzayi, lizerinde tanimlanan diferansiyel islemi limit islemine gore stirekli
olacak sekilde yeni bir sinifa genisletilmeden once, ileriki islerimizde gereken bazi tanim ve
kavramlar verilecektir.

Supp f(x) = { x| f(x)#0 } kiimesine f fonksiyonunun destegi denir ve Supp f ile
gosterilir.

—o<X<oo araliginda tanimli, reel degerli ve her mertebeden siirekli
diferansiyellenebilen ve kompakt destege sahip fonksiyonlar sinifina temel (test) fonksiyonlar
sinifi ve bu smifin keyfi elemanina ise temel (test) fonksiyon denir.

Ornek 1.12 (Sobolev sapkasi)

aZ

p(x;a) = e > |xla
0, | x > a

fonksiyonu bir temel (test) fonksiyondur, [17].

Temel fonksiyonlarin toplami ve keyfi reel sayiyla ¢arpimu yine temel fonksiyon olur,
yani temel fonksiyonlar sinifi lineer uzay olusturmaktadir. S6z konusu uzay1 I) ile gosterelim
(D uzayi literatiirde bazen K ile de gosterilir), [8].

D uzayinda keyfi ¢@(x) temel fonksiyonu ile sonsuz diferansiyellenebilen ve |x| in yeteri
kadar biiyiik degerlerinde keyfi artma hizina sahip olan g(x) fonksiyonu ile (toplamaya gore
distribiitiflik 6zelligine sahip olan) ¢carpma islemi de tanimlanmaktadir.

I uzayinda limit alma islemini tanimlayalim. Eger {gov (x) }, (v=12,..,n,..) temel

fonksiyonlar dizisinin tiim elemanlar1 ve onlarin keyfi mertebeden tiirevleri herhangi bir [a, b]
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aralig1 disinda sifira esitseler ve {gol(,n) (x) }, (n=012,...) dizileri sifira diizgiin yakinsak

olursa, bu taktirde, {(pv (x) }, (n=0,12,...) dizisine sifira yakinsak dizi denir.

Simdi ¢, (x) = E(p(x; a), (v=12,...) dizisini goz oniine alahm. {p, ()}, (v=12,..) D
1%

de sifira yakinsaktir. ¢, (X) = —(p(i;a) dizisi ise tiim tiirevleri ile birlikte sifira yakinsaktir;
%

fakat 1) de sifira yakinsak degildir. Ciinkii, ¢, (X) lerin hepsinin ayn1 anda disinda sifira esit
oldugu bir [a, b] aralig1 yoktur.

D de {p, (x)} dizisinin @(x) fonksiyonuna yakinsakligi {¢,(X)—¢@(x)} dizisinin
sifira yakinsaklig1 anlamina gelmektedir.

Toplama, keyfi reel sayiyla ¢arpma, sonsuz diferansiyellenebilen bir fonksiyonla ¢arpma
islemleri yakinsaklik islemine gore siirekli islemlerdir. Yani DD de ¢, > ¢ ve y, >y ise,
herhangi o ve g sayilarii¢in D de ag, + fy, — ap+ By dir. Ayn1 zamanda herhangi bir
sonsuz diferansiyellenebilen g(x) fonksiyonui¢in D de g(X)@,(x) > g(X)¢(X) olmaktadir.
Uyar1 1.1 D uzay1 metriklestirilemez. Diger bir ifade ile, bilinen standart 6zelliklere sahip
p(@, ) uzaklik fonksiyonu 1) de tanimlanamaz. Ciinkii, {(ov} dizisinin ¢ ye yakinsakligi
pl@,p,) > 0 bagmtisinin saglanmasina denktir.

Eger 1D bir metrik uzay,

o ,O ) ®
PPy e Py > P

(m) _(m) (m) (m)
T R VP 4

yakimsak dizilerin sistemi ve ayrica @™ — ¢ olsaydi. O halde, her satirdan bir eleman
secmekle

(p&?,(pﬁ?,...,gpﬁ?,...
alt dizisi icin de {(o(m) }—) @ olmak zorundaydi. Ancak I) de bdyle bir sonuca varilamaz.

Vm

Ornegin, ¢(x;m) 6rnek 1.12 deki fonksiyon olmak iizere

P =T plm), (v=12,im=12..)
|4
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olsun. Her bir me N icin @™ —0 dir. Ama {go‘f:‘)} dizisi sifira yakinsak degildir. Ciinki,

(pé:) lerin tiimiiniin diginda sifir oldugu ortak kapali bir aralik yoktur.

Cesitli yollarla verilebilen genellestirilmis fonksiyon kavrami ilk kez 1936 yilinda
Sobolev, S. L. tarafindan verilmistir [17]. Daha sonralar1 1950-51 yillarinda Schwartz, L.
genellestirilmis  fonksiyon kavramini sistemlestirerek onu lineer topolojik uzaylarin
esaslandirilmasi problemlerine uygulamistir [15]. Bu yontem giliniimiizde ¢ok ilerlemis ve bu
konuda olduk¢a 6nemli bir ¢ok ¢aligma yapilmistir.

Genellestirilmis fonksiyonlar teorisinde ikinci yontem “dizisel yaklagim” yontemidir [1].
Bu yontemde herhangi bir genellestirilmis fonksiyon bir adi fonksiyonlar dizisinin limiti olarak
alinmaktadir. Bu yontem kolay olmanin yan1 sira, fizik¢iler i¢in de bir o kadar dogal olmaktadir.

Yukarida s6zii edilen iki yontemin disinda da genellestirilmis fonksiyon tanimi mevcuttur.

I uzayi iizerinde herhangi bir f(x) adi fonksiyonuna karsilik gelen
(f.0)= [T(0e(dx , pe D (1.63)

lineer fonksiyoneli goz oniine alalim [8]. Burada dogal olarak, integralleme araligi supp ¢
tizerinde yogunlasmaktadir.

Bu kavram fonksiyon taniminin genisletilmesine olanak saglamaktadir. Onceleri, bir
fonksiyonun tanim aralifinin keyfi noktasinda (veya hemen her yerde) tanimh ve tek degerli
olmasi isteniliyordu, ama simdi géz Oniine alinan adi fonksiyonun herhangi bir temel
fonksiyonla ¢arpiminin integralinin sonucu bizi ilgilendirmektedir. Eger bu integral mevcutsa,
biz onu genellestirilmis fonksiyon olarak isimlendirecegiz.

Bu arada, fonksiyonun ayri ayri1 noktalarda degeri belli olmayip, genel ve temel
fonksiyonlarin ¢arpiminin integralinin nasil tanimlanilacagi sorusu akla gelebilir. Bu sorunun
cevabi ¢ok sadedir. Bu durumda biz integrali yapisal degil aksiyomatik olarak tanimlayacagiz.

Diger yandan, V ¢, ¢, €) ve Va,,a, € R i¢in

(f. 0, +a,0,) = on(T,0) + . (F,0,)
oldugundan (1.63) cinsinden tanimlanan fonksiyonel lineerdir. Ayrica (1.63) fonksiyoneli

asagidaki anlamda siirekli olmaktadir. Eger D de  ¢,¢,,..,¢,,...—0 olan temel
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fonksiyonlarin bir dizisi ise ‘!i_r)ll(f,(pv)=0 (integralin Ozelliginden) dir. Boylece, (1.63)
fonksiyoneli I de siirekli ve lineer bir fonksiyoneldir.
I de (1.63) cinsinden ifade edilemeyen diger fonksiyoneller de vardir. Her bir ¢(X)
temel fonksiyonuna ¢(0) sayisini karsilik getiren o fonksiyonelini goz oniine alalim.
(0,0(x)) = p(0) fonksiyoneli lineer ve siireklidir [8]. Diger taraftan, her bir ¢(x) e
@(0) sayisini karsilik getiren (1.63) cinsinden fonksiyonel yoktur. Gergekten de, varsayalim ki

D de keyfi ¢(x) ve belli bir f(x) adi fonksiyonu igin

o0

[ £ (099(x)dx = p(0) (1.64)

—0

olsun. Ozellikle ¢(x) = ¢(x;a) olarak 6rnek 1.12 deki fonksiyonu ele alirsak

[ f()p(xa)dx = p(0;a) = %

elde ederiz. Fakat a—0 oldugunda (1.64) iin sol tarafi sifira yaklasir; bu ise (1.64) gosterimi ile
celisir.
Tamm 1.6 1) de tanimli lineer, siirekli fonksiyonele, yani
(i) (f.a0 +a,p,) = o (T.0) + o, (F,0,),
(i) Dde ¢, >0 ise (f,p,) >0 dir
kosullarini saglayan f fonksiyoneline genellestirilmis fonksiyon denir [8].
(1.63) cinsinden ifade edilebilen fonksiyonele regiiler, edilemeyene de singiiler

fonksiyonel denir. Bu durumda, (J,¢) = @(0) fonksiyoneli singiilerdir.

Keyfi adi fonksiyona (1.63) cinsinden genellestirilmis bir fonksiyon karsilik gelmektedir.
Ornek 1.13 f(X) =c olsun. Tanim 1.6 ya gore

(f.0)=(c.9) = ¢ [p(x)dx
bicimindeki genellestirilmis fonksiyon sabit olarak isimlendirilecektir. Ozel olarak
genellestirilmis 1 fonksiyonu, (1,¢) = j @(x)dx anlamindadir [8].

f, ve f, genellestirilmis fonksiyonlarinin ayni temel fonksiyonlar iizerinde olusturdugu

fonksiyoneller esit, yani (f,,@) = (f,,) ise bu taktirde f, ve f, ye esittir denir.
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Eger en az bir ¢, temel fonksiyonu i¢in (f,¢,)# (f,¢,) oluyorsa f, vef,
fonksiyonlarina farkli genellestirilmis fonksiyonlar denir.

Ayrica farkli  f (x) ve f,(x) adi fonksiyonlarmna farkli genellestirilmis fonksiyonlar
karsilik gelir [8].

Toplama ve herhangi bir reel say1 ile garpma
(nfi+a,f,, p)=a(f, @)+, (f,, 9)

ile tamimlanir. ¢, f, +a, f, in belirledigi fonksiyonel de lineer ve siireklidir. Ustelik f,(x) ve
f,(x) fonksiyonlarina karsilik gelen f, ve f, fonksiyonelleriregiilerise, ¢ f,(X)+a,f,(X)
fonksiyonuna tekabiil eden o, f, +«,f, fonksiyoneli de regiilerdir.
Sonsuz diferansiyellenebilen herhangi bir «(x) fonksiyonu ile genellestirilmis herhangi
bir f fonksiyonun a(x)f g¢arpimi
(@) f,0)=(f,a(x)p)
ile tanimlanur.

Eger f(x) mutlak siirekli bir fonksiyon ise, onun f'(X) adi tiirevi mevcuttur. Bu taktirde

f'(x) igin
(f,9) = [ f'(0p(x)dx, peD

ifadesini olusturabiliriz. Simdi varsayali ki, ¢(X) de mutlak siirekli ve sinirli @'(X) tiirevine

sahip fonksiyon olsun. Son integralden kismi integrasyon yardimu ile

(,0) = F 00000 [~ [ (00 (00dx = [ £ (097 ()

elde edilir, yani
(f'.0) =—(f.,9) (1.65)

dir. Eger f' fonksiyonu klasik anlamda mevcut olmazsa bile ff(x)go’(x)dx ifadesi keyfi

@(X) test fonksiyonlari i¢in mutlaka mevcut olmaktadir. Boylelikle elimizde f'(x) olmasa da
ve kesinlikle bize f’(x) in sinirli tiireve sahip, kompakt destegi olan sinirli bir fonksiyonla
carpiminin integrali gerekmekte ise bu sonuca, f'(x) in mevcut oldugu var sayilir gibi kabul

ederek, (1.63) ifadesinin Oniine eksi isareti koyarak ulasabiliriz.
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Bu kavram, temel fonksiyonlarin iyi se¢ilmesi durumunda keyfi genellestirilmis
fonksiyonun tiirevi var ve bu tiirevinde bir genellestirilmis fonksiyon olacagini gostermektedir.
Diger bir deyisle, herhangi bir genellestirilmis fonksiyon her mertebeden tiirevlere sahiptir. Bu

baglamda,
(f", o) =(1,-9) =(f.¢")
ve benzer sekilde, herhangi bir ¢ i¢in
(F9 @) =(f, (D)= (-D(f, )
dir. Kolayca goriiliir ki, tirev lineerlik 6zelligine sahiptir. f, ve f, iki genellestirilmis
fonksiyon ve «,, a, sabitler ise (o f, +a,f,) =a,f +a,f, dir. Ayrica, a(x) sonsuz
diferansiyellenebilen herhangi bir fonksiyonise (o f) =af'+a'f dir,
Eger f(x)ve f'(x) fonksiyonlar1 siirekli ise, bu taktirde f’ fonksiyoneli f'(x)

tiirevini verir. Burada, tlirevin belirlenmesine dair birka¢ 6rnek ele alalim.

Ornek 1.14 (Heaviside fonksiyonu)

0, x<0
a(x) =
1, x>0

adi fonksiyonunun tiirevini alalim. (1.65) formiiliine gére
(0'(x), p(x)) = (0(x), —@'(X)) = — I @' (x)dx = p(0) = (6, )
0

dir. Boylelikle, 6(x) fonksiyonunun tanimina gére 6'(X) =0(X) oldugu elde edilir. Genel
olarak 6'(x—x,) = d(X—X,) olur [8].

Ornek 1.15 f(x), X(s Xy yeery X ... NOktalarinda hy, h, ..., h sigrayislarina sahip parcali

nivee

mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f’(x) fonksiyonu sonlu x,,...,x, noktalart

disinda her yerde tanimli fonksiyon olmaktadir [8].

Asagidaki fonksiyonu g6z oniine alalim

f,() = f(x)-D_hO(x-x,).
k
Bu fonksiyonunun genellestirilmis fonksiyonlar sinifinda tiirevi

£ (0= F'0-3hs(x—x)

olup
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)= 10— ha(x=-x)

dir.
Simdi ¢ok degiskene bagli genellestirilmis fonksiyonun kismi tlirevi kavramina gecelim.

Varsayalim ki, f  X=(X,,X,,...,X,) degiskenlerine bagli fonksiyon oldugunda f(X)

fonksiyonunun x;, (i=212,...,n) degiskenine gore kismi tiirevleri asagidaki formiil yardim ile

oA Jl=[¢_-22] i
(a—)(lng_( 6xi]’ (i=12,.,n).

Bilindigi gibi genellestirilmis fonksiyonun tiirevi de genellestirilmis fonksiyon

tanimlanir [8],

oldugundan f fonksiyonunun yiiksek mertebeden
o’ f o f
oX;0X;  OX,0X;0X,

tiirevlerini de ayni yolla tanimlayabiliriz. Boylelikle tiim genellestirilmis fonksiyonlar sonsuz
diferansiyellenebilirdirler.

Ikinci mertebeden genellestirilmis tiirevi olan, fakat birinci mertebeden genellestirilmis
tirevi olmayan fonksiyon gosterilebilir. f(x) genellestirilmis tiirevi olmayan fonksiyon
olmak {izere asagidaki fonksiyonu goz oniine alalim

F(xy) =10+ f(y).
Bu taktirde F(x,y) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi yoktur [10]. Fakat F(x,y) nin

ikinci mertebeden genellestirilmis tiirevi vardir. Gergekten de, gereken kosullar1 saglayan

w(X,y) fonksiyonu i¢in
oy o’y o’y
F(x,y)——dxdy = || f(X)——dxdy + || f(y)——dxdy
-LI oxoy -LI OXoy -g OXoy

dir. Diger taraftan

2 b P2(X) A2 b
gf(x)sx—é”ydxdyzgf(x) [ aaxa'/;dxdy=£f(><)%

@1 (X)

W, (% @,(X)) = w5 (X, 0,(X)) =0

?2(x) _
%de—O

burada ¢,(x) ve @,(x) Gnin y=¢,(X), Y=¢,(X) snirlarini géstermektedir. Ayn1 yolla
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62
jsj f(y) ax:a//y dxdy =0

elde ederiz. Buradan

[[Fx y)g):—(;//ydxdy =0=[[0/(x, y)dxdy

G

2

yani mevcuttur ve 6zdes olarak sifira esittir.

Uyar 1.2 Hemen her yerde tiirevin olmasindan genellestirilmis tiirevin olmasi ¢ikarilamaz.

1.4 Zayif Coziim Kavram

Dogadaki bir ¢ok pratik problemlerin matematiksel modelleri, kismi tiirevli diferansiyel
denklem veya denklemler sistemi i¢in yazilmis baslangi¢ ve smir deger probleminin
¢Oziimiinlin bulunmasina indirgenilir. Cogu zaman problemin séz konusu verileri siireksiz
fonksiyonlar olabilir. Bazi durumlarda ise matematiksel problemin ¢éziimiinde, diger deyisle
fiziksel olayin dinamiginde siireksizlik ortaya ¢ikmaktadir.

Genel olarak nonlineer problemin c¢oziimiinde bazi 6zellikler ortaya c¢ikmaktadir.
Nonlineer problemlerde ortaya ¢ikan yeni karakteristik ozellikler (6rnegin, heyecanlanmis
cephenin sonlu hizla dagilimi, darbe dalgasi, kontakt sigrayislart vs. gibi fiziksel 6zellikler)
zayif ¢oziim kavrami yardimiyla ifade edilebilirler.

S6z konusu zayif ¢oziimii tanimlamak i¢in g6z Oniine alinan diferansiyel denkleme
karsilik gelen integral gosterimi yazmak gerekmektedir. Genelde, kismi tiirevli diferansiyel
denklem i¢in zayif ¢c6zlim kavrami farkli yollarla yazilabilir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in zayif ¢6ziim kavramimi 1930 yillarinda

Sobolev’ in verdigine dnceden deginilmisti. Sobolev anlamindaki zayif ¢6ziim, integral esitlik
yardimi ile tanimlanmaktadir. Bu tanimi agiklamak igin, Q; < R"" Euklid uzayinda konveks
bir bolge, u=u(x,X,,..X,,t) ve f(x,%,,...X,,t) Q; de o6lgiilebilir fonksiyonlar olmak iizere

operator bigimde verilmis

Lu=f (1.66)
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lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemini g6z Online alalim. Burada L siirekli
diferansiyellenebilen katsayilara sahip self-adjoint (6z eslenik) diferansiyel ifadeyi
gostermektedir.

Tanmim 1.7 Test fonksiyonlar sinifindan keyfi ¢(x,X,,...x,,t) fonksiyonlari i¢in

I{ul\/lgo— fo jdxdt =0, X=(X,....,X,) (1.67)
Qr
integral esitligini saglayan u fonksiyonuna (1.66) denkleminin zayif (veya genellestirilmis)

¢oziimii denir. Burada M =L" dir; yani M, L operatoriine karsilik gelen adjoint operator
olmaktadir [17].

Tanim 1.7 den goriildiigii gibi (1.66) denkleminin herhangi bir klasik ¢6ziimii (1.67)
esitligini korumak zorundadir. Ama (1.67) esitligini saglayan u(X,X,,...X,,t) fonksiyonlar
daha genis bir sinif olusturur. Ciinkii (1.67) nin icerdigi u fonksiyonlarinin klasik anlamda
tiirevlenebilir olmas1 gerekmiyor.

Zayif ¢oziimler goz Oniine alindiginda, denklem icin baslangi¢ ve sinir deger kosullarinin

hangi anlamda verilecegini 6zel olarak belirtmek gerekmektedir.
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2. DEJENERE OLAN PARABOLIK DENKLEMLER

Gozenekli bir ortamda Newtonyen olmayan bir akigkanin hareketi, ince tabakada laminar akis
ve nehirlerde akan suyun hareketi vs. gibi hidrodinamigin bir ¢ok problemi iki kez dejenere olan
uygun baslangi¢ ve sinir kosullu nonlineer parabolik tiir kismi tiirevli denklemlerle modellenir,
[3-5]. Bu tiir problemlerin incelenmesi hem pratik agidan hem de teorik agidan 6nemlidir.

Alisildig1 gibi, R'reel say1 ekseni olmak iizere ve R, ={(x,t)|xeR",0<t<T}cR?

olsun. R, bolgesinde asagidaki denklem

@:EK(GG(U)j_GQ(‘J) 2.1)
ot ox | ox ox

g0z Oniine alalim.

Burada u(x,t) bilinmeyen bir fonksiyondur ve ayrica K(s), o(u) ve Q(u) fonksiyonlari

sirastyla S ve U ya gore bilinen fonksiyonlar olup, asagidaki kosullar1 saglamaktadirlar:

e K(s), o(u) ve Q(u) fonksiyonlari sirasiyla smirli S ve U lar i¢in sinirli ve
negatif olmayan fonksiyonlardir.

e K'(s)>0 ve o'(u)>0dir ve u>0igin Q'(u)>0 olup, ayn1 zamanda sonludur,
K(s)—K(@©)=m, >0, [s|>m;;

» K(0) =K'(0) = o(0) = 6(0) = Q(0) = Q'(0) = 0;

o K'(s) isaretini degistirmektedir.

Jacques Lions 1972 yilinda (2.1) denklemi igin birinci tiir baslangig sinir deger
probleminin Q) =0, o()=u, ve K(s)=s"?, (p>2) oldugunda zayif ¢dziimiiniin
varligimi uygun bir uzayda ispatlamistir. Onemle belirtmek gerekir ki, (2.1) denklemi nonlineer
oldugu i¢in onun gergek ¢oziimiinii olusturmak miimkiin degildir. Fakat, K(s), o(u) ve
Q(u) fonksiyonlarinin 6zel bir durumunda denklemin ger¢ek ¢oziimiinii bulmak miimkiin
olmaktadir. Omnegin, K(s)=s", (n>2) ve o()=u oldugunda (yani, K'(s) isaret
degistirmediginde), (2.1) denklemi kosan dalga (traveling wave) seklinde ¢6ziime sahip olur,

[14]. Bu ¢6ziim siirekli oldugu halde, onun birinci ve ikinci tiirevlerinin siireksizlik noktalarina

n

sahip oldugu kanitlanmistir. Diger taraftan fonksiyonu stireklidir.
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Not 2.1 K!(s)<0,Q(u)=0 oldugu durumda (2.1) denklemi 1s1 ve kiitle degisimindeki

diizensiz kayan tabakal1 akis1t modeller .

K(s)=0 ve Q(u) Buckley-Leverett fonksiyonu oldugunda, (2.1) denklemi

ou(x.t) , QX)) _ 0 (2.2)
ot OX |

bi¢cimini ve gozenekli bir ortamda, kilcal basing dikkate alinmaksizin iki fazli sikistirilamaz
akigkanlarin eszamanli mikroskobik hareketini modeller. Bu durum da detayh olarak [18] de
irdelenmistir.

Karakteristikler metodu uygulanarak elde edilen ¢6ziim kapali bir ¢6ziim oldugundan
pratikte onu kullanmak miimkiin olmamaktadir. Diger taraftan [5], [6] ve [18] de ispatlandig1
tizere, (2.1) denkleminin ¢6ziimii yeri dnceden bilinmeyen siireksizlik noktalarina sahiptir. Bu
nedenle, (2.2) denkleminin zayif gercek ve niimerik ¢oziimiinii elde etmek i¢in bir metod
Onerilmistir, [12], [13].

(2.1) denklemi [3] de Q(u) =0 oldugunda incelenmis ve sayisal ¢6ziimii igin ¢dziimde
goriilen siireksizlik noktalarini dikkate almayan homojen semalar ¢alisilmistir. [13] ve [16] da
parabolik tiir nonlineer denklemin sayisal ¢oziimiinii bulmak i¢in siireksiz fonksiyonlar

sinifinda niimerik bir metot 6nerilmistir.

2

K(s)=1s, o(u)=u ve Q(u)= u? oldugunda (2.1) denklemi asagidaki

2
ou(x,t) ‘U ou(x,t) _, o u(x,t)
ot OX ox?

Burgers denklemine denklemine indirgenir, [9], [18]. Bu c¢alismada (2.1) denklemi ig¢in
yazilan problemin sayisal ¢oziimiinii elde etmek amaciyla bir sonlu farklar metodu 6nerecegiz

ve sayisal ¢ozlimiin baz1 6zelliklerini inceleyecegiz.

2.1 Yardimci Problemler
u=0 ve M _ 0 oldugu taktirde, 9 K(aa—(u)) = K'(S)g a'(u)@ oldugundan (2.1)
OX OX OoX OX 19)4

denklemi birinci mertebeden denkleme doniisiir. Fiziksel agidan akisi tanimlayan

62 (U)) +Q(u) fonksiyonu siireklidir.
X

—K(
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2.1.1 Cauchy Problemi

(2.1) denklemini oncelikle asagidaki baslangi¢ kosuluna gore ele alacagiz
u(x,0) = u,(x). (2.3)
Burada, u,(x) kompakt tastyiciya sahip, hem siirekli hem de pargali siirekli bilinen bir

fonksiyon olmaktadir. (2.1), (2.3) probleminin zay1f ¢6ziimii asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

Tamm 2.1 (2.3) baslangi¢ kosulunu koruyan, f(x,t)eW,’(R?) ve f(x,T)=0 olan her test

fonksiyonu i¢in

[ {u % + [K(ag)((“)j —Q(u)] %}dxdt +[ Uy (0 F (x0)dx =0

integral bagintisini saglayan u(X,t) fonksiyonuna (2.1), (2.3) probleminin zayif ¢6ziimii adi

0 0
verilir. Burada W,%(R?), R iizerinde bir Sobolev uzayidir.

Tanim 2.1 den goriildigi tizere, bu durumda u(x,t), K(s) ve Q(u) fonksiyonlari

stireksiz de olabilirler. (2.1), (2.3) probleminin zay1f ¢6ziimiinii bulabilmek i¢in, M. Rasulov’un

[12] ve [13] de 6nerdigi yonteme benzer sekilde asagidaki

v(x,t) _ K[aa(u(x,t))

0 ot

v(x,0) = Vv, (X)

yardimci problemini dahil edecegiz. Burada v, (x) fonksiyonu,

M) _ 9 (2.4)
dx

denkleminin diferansiyellenebilir herhangi bir ¢6ziimiinii géstermektedir.

2.1.2 Yar1 Eksende Simir Deger Problemi
ikinci olarak, (2.1) denklemini R; ={0<x<oo, t>0} bolgesinde asagidaki
u(x,0) = u,(x), (2.5)

u(0,t) = u (t) (2.6)
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baslangi¢ ve smnir kosullart dahilinde inceleyecegiz. Burada u,(Xx) ve u,(t) bilinen

fonksiyonlardir. (2.1), (2.5), (2.6) probleminin zayif ¢oziimii asagidaki sekilde tanimlanir.

Tamm 2.2 (2.5) ve (2.6) kosullarin1 koruyan, f(X,t)vel(R;) ve f(x,T)=0 olan her

test fonksiyonu i¢in asagidaki

of do(u)) of
jRT+{uat+[K[ ~ J Q(u)]ax}dxdu

E{K(%@mj—cg(u(o,t))} f(0,t)dt + j:uo(x) f (x,0)dx =0

integral bagintisin1 saglayan u(X,t) fonksiyonuna (2.1), (2.5) ve (2.6) probleminin bir zayif

¢Oziimii denir. W/’ (R;), Ry iizerinde bir Sobolev uzayidir.

(2.1), (2.5) ve (2.6) probleminin zayif ¢oziimii asagidaki yardimeci problemden elde

edilir

v(x,t) _ 8a(u(x,t))j_
e K[ p» Q(u),
V(x,0) = V4 (%),

u(0,t) = u,(t).

Buradaki v,(X), (2.4) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii olmaktadir.

2.1.3 Birinci Tiir Baslangi¢c-Simir Deger Problemi
Bu kisimda (2.1) denklemini Dy ={(x,t)|0< x</,0<t<T} bolgesinde asagidaki

u(x,0) =uy(x), xela,b] 2.7)
baslangic ve

u(,t) =u,(t), u(/t)=u,(t) (2.8)
sinir kosullar1 dahilinde ele alacagiz.

Tamm 2.3 (2.7) ve (2.8) kosullarmi koruyan, f(x,t)eW?(D;) ve f(x,T)=0 olan test

fonksiyonlar1 i¢in asagidaki
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jDT{u% [K(a"(“)j Q& }dxdt+ [[u,(0 f (x0)dx=0

integral bagintisim1 saglayan u(x,t) fonksiyonuna (2.1), (2.7) ve (2.8) probleminin zayif

o] o]
¢Oziimii denir. Burada W,’,(Dy), D; iizerinde bir Sobolev uzayidir.

(2.1), (2.7) ve (2.8) probleminin zayif ¢6ziimiinii bulabilmek i¢in asagidaki yardimei

problemi dahil edecegiz

v(xt) _ 8a(u(x,t))j_

e K[ p» Q(u), (2.9)
v(X,0) = v, (x), (2.10)
u(o,t) =u,(t), u(’,0)=u,(t). (2.11)

Burada Vv,(x), (2.4) denkleminin herhangi bir diferansiyellenebilir ¢6ziimii olmaktadir.
Teorem 2.1 Eger v(x,t) fonksiyonu (2.9)-(2.11) yardimeci probleminin yumusak (Soft)
¢ozlimii oluyorsa, bu taktirde asagidaki sekilde tanimlanan

av(x t)

u(x,t) = (2.12)

fonksiyonu (2.1),(2.7) ve (2.8) esas probleminin bir zayif ¢6ziimii olur.

(2.9) denklemini f (x,t) ile garpar ve D; bélgesi iizerinde

[ {a_u_g K(a"(”)j+ aQ(u)}dxdt =0
br | ot OX OX OX

integraline sirasiyla t ve X e gore kismi integrasyon formiiliinii uygularsak, Teorem 2.1 i

ispatlamis oluruz.

Not 2.2 Teorem 2.1 yukarida goz oniine alinan biitiin durumlar igin gegerlidir.
Onerilen yardime1 problem asagidaki avantajlara sahiptir:

e V(X,t) mutlak siirekli bir fonksiyondur,

e (2.1), (2.3) probleminin bilinmeyen ¢oziimiinii bulmak i¢in kullandigimiz algoritma

u(x,t) fonksiyonunun X ve tye gore tiirevlerini igermez.

e UuU(xt) ve v(x,t) yi elde etmek igin olusturulan algoritmalar, bilgisayar
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hesaplamalar1 agisindan sade ve ekonomiktir.
lleriki béliimde &nerilen yardimer problemin bu avantajlarimi kullanarak, sayisal

cOztimler i¢i algoritmalar gelistirecegiz ve onlarin baz1 6zelliklerini inceleyecegiz.
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3. SUREKSIZ FONKSIYONLAR SINIFINDA SAYISAL ALGORITMALAR
3.1. Niimerik Coziim ve Ozellikleri
(2.1), (2.7) ve (2.8) problemi igin bir niimerik algoritma gelistirmek amaciyla dncelikle D;
bolgesini asagidaki
Q ={(x.t)|x =iht =kr,i=0,1,2,.n;k =0,1,2,..;h > 0,7 > 0}

ag1 ile ortelim. Burada, h ve 7 sirasiyla X ve t degiskenlerine gore Qfm aginin adimlarmi
gostermektedir, Q, , =, +y,  ifadesindeki y; ise Q, agmmn smir diigiim noktalarinin
kiimesidir ve Q, = xQ.. dir. U;, ile Q)  da tanimlanan u(x;,t,) ag fonksiyonunun
yaklasik degerlerini gosterelim.

(2.9)-(2.11) problemi Qfm aginin herhangi bir (X,t,) noktasinda asagidaki gibi

yaklasik olarak degerlendirilir

Vi —Vik — K(U(Ui,ku)_ G(Ui_1’k+1)j_Q(Ui,k+l)’ 3.1)
T h

Vio = Vo(X), (3.2)

Vilizo= U (), Vi li-n= U, (). (3.3)

Teorem 3.1 Eger V;, (3.1)-(3.3) yardimc1 probleminin niimerik ¢6ziimii ise, bu taktirde

— Vi,k+1 _Vi—l,k+1

U,.= 3.4
i,k+1 h ( )
ile tantmlanan ag fonksiyonu asagidaki
Ui —Uiy _ 1 K O-(Ui+1,k+1)_ G(Ui,k+1)
T h h
O-(Ui,k+l)_o-(u i—l,k+1) QWU ,.1) - QWU 4,.0)
-K - , (3.5)
h h
Ui o = Up(X), (3.6)
Ugk =U (), U, =uy(t) (3.7)

probleminin niimerik ¢6ziimiidiir.
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Simdi U;, niimerik ¢6ziimiiniin baz1 6zelliklerini ispatlayacagiz.
Teorem 3.2 (3.5)-(3.7) probleminin ¢6ziimii en biiyiik (veya en kii¢iik) degerini sinir diigiim

noktalarinda alir, yani m=min{u,,u,,u,} ve M =max{u,,u,,u,} olmak iizere

0o<m<U, <M

dir.

~

Ispat. Kolaylik i¢in U,, =U ,U,,, =U ve U, =U,.;,,, notasyonlarmi igerelim. Bu

notasyonlar dahilinde (3.5) denklemini

0-u =%K'(aaj{a(¢)—o(? oi)-ol0 )] )W) 4

OX h h h

olarak tekrar yazabiliriz. U = sabit oldugunu ve U nun en biiyiik degerini 7n, kiimesinin
diigiim noktalarindan yerine, €, agmnin belli bir noktasinda aldigini varsayalim. O halde, U
nun maksimal degerini aldigi bir (X, t,) € Qﬁy, noktas1 vardir dyle ki, en azindan bu noktanin
belli bir komsulugundaki U (x,,t,) degerleri U(x,,t,) den kiigiiktiir.

Eger U (x,,t) >U(x,t) ise, o(u) monoton fonksiyon oldugundan, (3.8) bagintisinin
sol kismi is positif, fakat sag kismi negatif olur. Bu nedenle, kararsizliga ulasiriz. Eger
Ui(xl,tl) >U(X1,tl) olursa tipki nceki gibi yine karasizliga varilir. Benzer sekilde, U nun
Qfm aginin  i¢  kisimdaki diigiim noktalarinda minimal degerini alamayacagimni da

ispatlayabiliriz.

Teorem 3.3 Eger max{ e, |,| @, |} <const ve max{| a, || e, |, %, ddoiz }s const ise, bu
taktirde, (3.5)-(3.7) probleminin ¢dziimii igin
(0, (0),[K (0, (U)) - K(0)—Q(u)]) < const (3.9)

degerlendirmesi gegerli olur.

Ispat. (3.9) degerlendirmesinin gegerliligini ispatlamak igin,
U, =K, (0,(0)-Q, W),
denklemini w(U) ile carptiktan sonra i,k ya gére toplarsak,
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W U)o =W Ky (0, 0N)a )~ W QU (3.10)
elde ederiz. Burada

wWU) = o(U) + (% —0)a, — X, = o(U) + H(t), (3.11)
o =0 ). @=0U,®), HO=(x-a-xa

olmaktadir. Ayrica buradaki (.), , () ve (.), notasyonlar1 sirasiyla (g} ve (gj
X

ot

tiirevlerinin ileri ve geri sonlu fark karsiliklarini gostermektedir. (f’g)Lz(Qh | ise D; bolgesi
lizerinde Hf(x,t)g(x,t)dxdt integralinin sonlu farklar Kkarsiligt anlamina gelmektedir.

X, =0, x,=¢ ve x,=ih, (i=1,2,..,n—-1) oldugundan, i=0 ve i=n oldugunda W nin
sifira esit olacagini gostermek kolaydir.

Simdi, (3.10) esitligine toplam formiiliinii uygulayacagiz. Once |, = (VA\/,Ut)L2 @)
ifadesini g6z oniine alalim. (3.11) ifadesini dikkate alarak, |, iasagidaki gibi
1, =(o0)u )+ 1, (3.12)

olarak yazabiliriz. Burada

m-1n-1

I, = thz H(tU, =(H (t)’Ut)LZ(QhT)

k=1i=1

dir. 1,= (W, Ky(o-X (Lj )))LZ(Qhr) ifadesine kismi toplam formiiliinii uygularsak
l, = (W Ki(ax (Lj )))Lz(nh,) = T[:Z:\Nlizn K(Ux (U >)|i=n—1 -

3 ko, 0 s i, Kl O, =
i DL Y/ CROTNCAT)

elde ederiz. Son bagintiy1 dikkate alarak 1, yi

= 0Kl 0 1
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bi¢ciminde yazabiliriz. Burada I,, = —(H (1), K(O'X ( j )))L2 @) olmaktadir.

Benzer sekilde, |, = (W, Qx (U »

;= TEWh:n Q(U)|i=n—1 _TEWQ(U)h:o _(Wx( A)Q( A))Lz(nh,)
-0, ~(H. QU

~ A

aliriz. Bundan dolayi, ISZ_(O-X(U)Q(U))LZ(QhT) s, olur. Burada I,, = (H (1), Q( ))LZ(QhT)

i¢in

dir. Boylece, (3.10) ifadesi asagidaki sekilde yazilabilir
(6W0)U)q, » +o 0 Kle,0)-QU ), , <o+ 1+ 15

Simdide 1,,,1,, ve |, bagintilarini degerlendirecegiz. Bu sebeple dncelikle 1, i

m-1n-1 n-1 m-1 n-1 m-1
= rhzz X — )y, U,) =% (@, U,)]= hZ:(Xi —f)z'Zal U, - hZXiz'Zaz U,
k=1i=1 i=1 k=1 i=1 k=1

olarak yazar ve sonra k ya gore kismi toplam formiiliinii uygularsak
dey
72“1 L @) = &y Yl s =, —| U
dt L)
2"hr

buradan 1,, i¢in

- hn—l dal
l, = le a1|k=mU|k=m—1_(a1U)|k=O dt U L) o
1= 2\Ch;

L da
—h) xqa,) Ul —(@U) _, - ( 2 Uj } (3.13)
2 { inV| | i)

aliriz. (3.13) ifadesinden 1, i¢in asagidaki degerlendirme elde edilir

DY TURCEN D IS ITRC

“da
+lh (—1Uj +
2o Lley,)

1] <

hz:o'(uz(tm HU ima X
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n-1 n-1 daz
+h> o (u,(t,)U; o x|+ U <

i=1 T\ dt L (Qh )
<max(a|U], . +maxla U] . +T max 0%
- 1 Lz(QhT) 2 Lz(Q ) dt

da,
Ul + M2 T, <M,
doc1 dOt2 _ _ .
Burada M, = My, maxs |a,],|a,), ” My, =4+2T =2(T +2) dir.
Boylece,
MY max{|al| ), d“l Z‘E } (3.14)

elde ederiz. 1,, yi degerlendirebilmek i¢in dncelikle H,(t) yi bulmaliyiz. O halde,

H,(t)= [(Xi _g)xal_( ) 0‘2]_ % oy — Xi+lh_ % a, = oy t)-a, (t) = H,(t)

esitligine gore 1,, yi asagidaki gibi

1= (.0 k(o 0]} 0)= 35 1,0k, 0)- k0]

k=1i=1

=53, 0 )k(o, () -k} 5 13 ,0) @15)

ik

olarak yazabiliriz. Burada, Z ve ZH toplamlari sirastyla
Ht)<20,0) ve |o0)<H,0) (3.16)
esitsizliklerini  saglayan (Xi,tk) noktalarinda  gergeklenir. (3.16)  esitsizliginden

o, (U 1 <c, =sabi oldugu goriliir. Bdylece, |l,|< % h Zi,k[K(O-X (U ))— K(O)]+ ¢, elde ederiz.

Simdi, 1, = (J(Lj )Ut) ifadesini goz oniine alalim.

W)U -U)=0,U) -0, U) +a—o(O)U ~U) =
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= |6,0) - 0,(0)|-[,(V) - 6, ()]~ 5 (O)U -U) +

olup, buradaki o,(U)-0,(0) = I;J [0(&)—c(0)]d& dir. Bu bagintiyr dikkate alarak,

NS00,k 03 ko) +5 Y UKo, 0)- K (@ - ()< sabit

elde ederiz.

3.2. Niimerik Coziimiin Ger¢ek Coziime Yakinsakhig

oo(u) ov ve ov

Niimerik ¢6ziimiin ger¢ek ¢ozliime yakinsadigini ispatlamak igin ' ox at
X X

fonksiyonlarinin yaklasim hatalar1 olarak swrasiyla &, , 7, ve o6;, y1 alalim. Bu taktirde
(3.1) denklemini
v, =Ko, (U, )-Q(v, )+ v +v® (3.17)

bigiminde yazabiliriz. K(S) fonksiyonu siirekli oldugundan

o= Ko 2| (o, 0)= Kl 1) - Kl o0 1)

:K[ﬁff_(un HJ—K(&’—(”H mjﬁo_
x o ox

dir. Burada, |Xx — Xi** I<h, |x— Xiﬂ* I<h, Vi(,zk) = é‘i,k +& K'(s) _ni,kQ,(S) ve Vi(,i) = Vi(,lk) +Vi(,2k)
olmaktadir.

(3.17) denklemini (3.1) denkleminden ¢ikartarak ve R ile R=v-V yi gostererek

R =K@’ ()R | —Q ()R, +12, (3.18)
“hS'A =R [V —o [V_ _
I:\)i,O - h;AOj - A(O)' (ax ij |i:0 0’ (ax Vx] |i:n 0

elde ederiz.

Teorem 3.4 Herhangi 7 ve h igin asagidaki esitsizlikler ger¢eklenir

|V=V |< max | A0) | +2T max | v, (3.19)
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thlO'(L]) —oU)fu-U)+ th[K(G)— KU (v-v) < const(rri]a&x V=V |+ max | 7, |j. (3.20)

Ispat Oncelikle, (3.19) esitsizligini ispatlayalim. v—V = p+A(t,) olacak sekilde bir p
fonksiyonunu dahil edelim. Buradaki A(t,) ifadesi daha sonra segilecektir. Kolayca

gosterilebilecegi lizere, p fonksiyonu asagidaki

A =K©)|o($)p ) - v - A (3.21)
AQ)+pio=(V=Y ), = A7, (3.22)
ov ov
- ==V iz0=0, X __Vi i=n:0
e (20
problemini saglamaktadir. Siir noktalarinda (3.21) denklemi asagidaki bigimleri alir: =1

i¢cin

A T, ' ov \7 _\7 !
PL—pP= ﬁ K (Sl)l:o' (52)(& I h 1}}""/&) A

ve i=n igin
T ov V., -V
N — N =_K'(s o'(s = = n+l n +V(3)— ’
pn pn—l h ( n)|: ( n)(ax ||—n h le n,k A[

olur.
Eger A(t,), A(t,)+maxi| Vi(i) |< O olacak sekilde segilirse, ornegin  A(t, ) = —2t, maxi | vi(’zk) |
gibi, bu taktirde maksimum prensibini uygulayabiliriz. Bundan dolayi, herhangi bir k igin,

| 21 |< maxi | A(i(?( | dirve v-V igin
V=Vl oy [+ At < max | A |21 max | Vi |

gerceklenir. Simdi (3.20) esitsizligini ispatlayalim. Bu amagla
3 = S Ylo(@) - o)) -U) +(Q(i) -QU)) -V b
ik

ifadesini gdz 6niine alalim. Son bagmtiy1 asagidaki gibi yazabiliriz
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3 =3 {lo(@)-oU )](% —VX]+(Q<0)—Q(U -V k= -3l o)),
~(QW)-QU)Ho-V )+ rh;[a(lj)—a(ﬂ Wi =3, +3,+3,.
Burada J, =—hY" [0, (@) -QWIV-V) I,=-hY" [o,0)-QU)IF-V) ve
J;=—y" [0(U)-QU)}y, olmaktadir.

Simdi Q,, agmi asagidaki seklinde tamimlanan iki Q% ve Q® alt agina ayiralim

QR ={(x.t) 1o, ()-QW) 1},  QF ={(x.t) ] o, (1)-Q(U) |>1}.

Bu durumda |J, |Q(l)£ z'hzik|v—V| dir. J, ifadesini Q% iizerinde degerlendirelim.
zh '

|s>1 ve |K(s)—K(0)|=m, >0 varsayimi altinda we get
1 C
3] <> o (WK (o, ) = K (©0) - QU)Jv-V) [« - max |v-V |

h 2 ik mO ik

aliriz. J, |Q(1) ve J, |Q(2) benzer sekilde degerlendirilir. Sonug olarak, J igin
7h zh
| < ¢ max |7, [+2e0 [V =V | +¢, max [V =V |,
I ik L

elde edilir. Burada c¢;, (j=1,2) lersabitlerdir. (3.21) esitsizliginin dogrulugu son bagintidan

goriilmektedir. Onerilen algoritmalar temelinde sayisal deneyler gergeklestirilmistir.

3.3. Sayisal Deneyler

Onerilen metodun etkinligini gdstermek amaciyla, bu algoritmay: asagidaki problemleri

¢ozmede uygulayacagiz
Problem 3.1 K(s)=1s, o(u)=u, Q(u)=0.5u° oldugu durumu goz &niine alalim. Burada

v verilen herhangi bir pozitif sabittir. Bu durumda (2.1) denklemi Burgers denklemine

indirgenir. Bu denklem, asagidaki baslangi¢ kosulu ile ¢6ziilmektedir
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u, x<0O
U (X) = (3.23)
u,, x>0.

Burada, (i) u,>u, ve (i) u, <u, olarak iki durum ortaya c¢ikabilir. Baslangig

fonksiyonunun grafigi Sekil 3.1 de gosterilmistir.

u:ll:x
1.
1
o.ek 0.8 ‘
o0&t 1
0.8
oTf 1
&t 1 04
ost I—
0.2 - *
-5 . D £
04 —z5 0 z5 e k)

Sekil 3.1. a) Esas problemin baslangi¢ fonksiyonu; b) Yardimci problemin baslangi¢
fonksiyonu

Bu problem i¢in yardime1 denklem agagidaki gibi

ov(x,t) . u*(xt) _ y au(x,t)

3.24
ot 2 OX (3.24)

Vo (X) = (3.25)

olarak yazilir. v,(x) fonksiyonunun grafigi Sekil 3.2 de gosterilmistir.

50



e ;E
2t f’,,,e'*' ¢
ot — 2
-2t a -
-4t -2 ol
B3 0 5" 25 0 5"

al

Sekil 3.2.a) U, >u, durumunda V,(x) m grafigi; b) u, <u, durumunda v,(X) 1n grafigi

_Hj‘x.tj 1:Jé.!.t:|
1 - | -
1 o
(1 \'. |1I|| \
- ! bl [ [
0.8 | II II 1 D& | | |
! | l I|
08 I| |I II E 0.8f | I| II
| M
R S . i 3 5 = L 3 5
Sekil 3.3. a) T=0.5,T =1.0,T =2.0,v=0.007, ht =0.001;
b) T=05T=1.0,T =2.0,v=0.01, ht =0.01
-If'jl.x't] 1%;,13
1 Il_rll r7.'— 1' llf'l .-"7—
II |II / I |'II "l;
02 I|I [/ : 0.8 .'I [/
IIII / || I' ."ll
Y f ;. ] 0.6} I/
—_ E—V
R R R — i 5 0% 5

Sekil3.4.a) T=05T=10,T =2.0,v=0.01,ht =0.01

b) T=05T=10,T =2.0,v=0.001, ht =0.01

(3.24), (3.25) problemine asagidaki sonlu farklar semasi ile yaklasim kuracagiz
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Vi,k+l _Vi,k — Uiz,k n Ui,k _Ui—l,k
T 2 h ’
Vio = Vo (%)

S6z konusu problemin bu algoritma kullanilarak elde edilen ¢6ziimiiniin grafigikleri Sekil 3.3

ve 3.4 de gosterilmistir.

Problem 3.2 K(s)=s’, o(u)=u, Q(u)=u olsun. Bu taktirde (2.1) denklemi

ou_ o [auT_au

— == ——= (3.26)
ot Ox| ox OX
formunu alir. (3.26) denkleminin asagidaki
1-x?, -1<x<1
Uy () = (3.27)

0, X >1

baslangi¢ kosulu dahilinde ¢oziimiinii arastiracagiz. Bu durum i¢in yardimci problem

ov_(ou
E—(&j —u (328)

olur. (3.28) denklemi igin baslangi¢ kosulu

—g, x<-1
3
X3
Vo(X) =<x——, —-1<x<1
3
E, x=>1
3

dir.
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U=}
- T T M I}
/\-l.' III/—
a lI.' l". = J |
||l lI| III
a | \ f
i
a4 / | 1 /
§ 1 |
f \ 0.5 !
0z { \ S
| '
_II |I
1 L gL —+ — - X
=2 1 3l b 2 -5 3 bl 1 ]

Sekil 3.6. a) V;, nm grafigi; b) U;, =V, nim grafigi

Uo(X) ve v,(x) fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 3.5 de gosterilmistir. (3.28) denkleminin

sonlu farklar karsilig
(3.29)

dir. (3.29) algoritmasi kullanilarak elde edilen ¢6ziimler Sekil 3.6 da gosterilmistir.
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4. BURGERS DENKLEMININ COZUMUNUN ASIMPTOTIK DAVRANISI

Bu bo6limde (2.2) denkleminin 6zel durumlarini inceleyecegiz.
Eger

__%el) (4.1)

OX

olursa (2.2) denklemi nonlineer 1si

au _ d%p(u)
ot ox?

(4.2)

denklemine doéndsur.

Oleinik ve Kalashnikov’un c¢aligmalarindan goriildiigii gibi, herhangi bir t igin (4.1)
denkleminin baslangi¢ fonksiyonu kompakt tasiyiciya sahip oldugunda ve uygun sinir kosulu
cercevesinde denklemin de kompakt tasiyiciya sahip ¢oziimiiniin oldugu ispatlanmustir, [11].
Bagka bir deyisle, (4.1) denkleminin ¢6éziimiiniin heyecanlanmig 6n cephesi sonlu hizla hareket
eder. Bu, matematiksel olarak su anlama gelir: (4.1) denkleminin ¢oziimii zayif siireksizlik
noktalarina sahiptir; yani fonksiyonun kendisi siirekli, fakat birinci tlirevi 2. tiir siireksizlik
noktalarina sahiptir. Coziimdeki bu 6zellik (yani heyecanlanmis cephenin sonlu hizla hareket
etmesi) (4.1) denkleminin kalitatif 6zelliklerini degistirir 6yle ki, bu 6zellik lineer denklemlerde
mevcut olmamaktadir. (4.1) denklemindeki nonlineerligin yarattigi etkiyi detayli sekilde
inceleyebilmemiz igin,

Q=%u2+u%u, (u>0)  (4.3)

olmak tuzere tekrar

2
G (4.4)
ot OX OX
denklemini g6z oniine alalim. (4.4) denklemi iki ¢esit fiziksel etkinligi icermektedir. Bunlardan
biri doyma fonksiyonunun nonlineer dagilimini ifade eden 6zelligidir; digeri de kapilar basing

hesabina olusan difiizyon terimidir. Bizim burada esas problemimiz x—0 iken (4.4)
denkleminin ¢6ziimiiniin dejenere olan denklemin ger¢ek ¢ozliimiine yaklagtigini gostermektir.
Bu sonug filtrasyon olayina kapilar basincin etkisini 6grenmemize olanak tanir. (4.4) denklemi
literatiirde iyice Ogrenilmistir. Bu dogrultuda ilk arastirma Hopf tarafindan yapilmistir, [9].

Bilindigi iizere Cole-Hopf doniisiimii olarak isimlendirilen
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u=—2u%x (4.5)
¢

dontisiimii yardimiyla (4.4) denklemini ¢ bilinmeyenine gore

o u2e (46)
1s1 denklemine dontistiirebiliriz. (4.6) denklemini

u(x,0) = F(x) 4.7)
baslangi¢ kosulu ¢ergevesinde inceleyelim. (4.6), (4.7) probleminin ¢6ziimii

RN P

7=t Jotme  dn (4.8)

seklinde olmaktadir. Buradaki ¢ fonksiyonu
L fEmn

p=g(x)=e "
bigimindedir.
Sonug olarak, Cole-Hopf doniisiimiinii dikkate alirsak, (4.4) denkleminin ¢ozimiinii

G

I—X Mg 2ug n
u(x,t)==—— (4.9)
Je 2,ud77
seklinde ifade edebiliriz. Burada
n . ' X — 2
GOrxD) = [Fp)dn+ (4.10)
0

dir.

Simdi (4.9) ifadesinin g — 0 iken davranigini inceleyelim. Agiktir ki, bu fonksiyonun
1 — 0 iken tasiyicisi (4.10) deki G fonksiyonunun stasyoner noktalarinin civarinda olacaktir.
Varsayalim ki, 77 =£&(x,t) herhangi bir stasyoner nokta olsun. Bu durumda

6 _,

_X=n_
on @) " 0 (4.11)

olup, n fonksiyonu
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F§)-*=2 -0 (4.12)

ifadesinin koku olarak tanimlanair.

£ 7G(77)

[a@e > dn

integralinin 7 =& noktasi civarindaki asimptotik degeri

b 5
a(é) me

olmaktadir, [7].

Once (4.12) denkleminin tek bir stasyoner noktasinin oldugunu varsayalim. Bu durumda

. o) _ e
[F e dy ~ X=o | Amt o (4.13)
ot t \[G"(©)
TS a5y
fe vdp ~ | —e (4.14)
4 G"(&))
ve (4.9) esitliginden
u~> - J (4.15)
aliriz. Elde edilen asimptotik ifadeyi
u="F(<), E=x—ut (4.16)
seklinde yazabiliriz. Bu ifade
CERTLL (4.17)
ot OX

denkleminin ¢6ziimii olmaktadir. Goriildiigii gibi, (4.17) denklemi (4.4) denkleminden #=0
oldugu durumda elde edilmistir. Bdoylelikle sunu ispatlamis oluruz: g —0 iken (4.4)
denkleminin ¢6ziimii (4.17) denklemine doniisiir.

Pratik hesaplamalarda g her zaman bir degere sahiptir. Bu deger adeta sifira yakin bir
degerdir. Bu nedenle de u sifira yakinlagtiginda elde edilen ¢oziime birinci yaklasim olarak

bakabiliriz. x fiziksel biiyiikliik oldugundan onun bir 6lgiisti vardir. Sadelik i¢in onu &lgiisiiz

hale getirebiliriz. Gosterilebilir ki, 2 ile V(x; (t),t) aym L2/T birimine sahiptir.
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R Vi Y

2
degiskenini dahil edelim. Goriildiigi gibi, R 6lgiisliz bir biyiikliiktiir ve gz kiigiik oldugu

zaman R >>1 (1 den ¢ok ¢ok biiyiik) olur. R sayisina Reynolds sayis1 denir ve Reynolds sayisi
konvektif terimin difiizyon terimine olan oranini gostermektedir.

u sifira yaklastigi zaman elde edilen ¢oziim ile g =0 oldugu ¢dziim arasindaki farki
gostermek gerekir. Bunun i¢in £ #0 oldugu zaman darbe dalgasinin yapisini inceleyelim. Bu

amagla

u=u(é), <&=x-ct (4.18)
doniistimiinii yapalim. (4.18) u (4.4) denkleminde dikkate alirsak

1
—cu§+(§u2j = .. (4.19)
4
aliriz. Sonuncu esitligi integrallersek
—cu+%u2+A:yu§ (4.20)

elde ederiz. Burada A integrasyon sabiti olmaktadir. Goriildiigii gibi, (4.20) in sol tarafi u ya

bagl kare form olmaktadir ve u,, u, kare formun sifirlar1 oldugu taktirde Viyet teoremine

gore
c=l(u1+u2), Azlulu2 (4.21)
2 2
ifadesi gegerlidir. Bu durumda, (4.20) denklemini
—2p; =(u-u fu-u,) (4.22)

seklinde yazabiliriz. (4.22) denklemini bir kez daha integrallersek,
& 2 u,—u

5= In (4.23)
4 U,—U,  u-u,
aliriz. (4.23) denkleminden u yu ¢ekersek
U=y, +—2 1 (4.24)
—2_L(x—ct)
1+e
aliniz. Eger baslangi¢ fonksiyonunu
u, x>0
F(x) :{ ! (4.25)
u,, x<0
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seklinde secersek ve u, >u, kabul edersek, buldugumuz ¢6ziim fiziksel gergek olan ve siirekli

fonksiyona dontisiir. =0 ve u, >u, oldugunda ise ¢6ziimde kirilma olusur. Bu durumda

(4.9) ifadesi

u=u, + uzu__tjl (4.26)
—2_L(x—ct)
1+he
sekline doniisiir. Burada
J.e"’2 dn
h= ‘(X;L (4.27)
.[ e'd n
(x—uyt)
Vau

dir. u, <%<u2 araliginda olan herhangi bir X/t i¢in t —oo iken (4.26) ¢oziimi (4.24) e

yakinsar. (4.20) denkleminden agiktir ki, eger u, ve u, sabit ve degismez ise x niin
degismesi, ox ekseninde 6lgek degistirmeyle telafi edilebilir. Bu durumda x— 0 oldugunda
Sekil 4.2 deki profil civarindaki seriti daraltmayla ¢6ziimii parcali sabit sekilli fonksiyona

doniistirmek miimkiin olur. Dolayisiyla u, den u, ye dogru donen bir sigrayis elde ederiz ki,
0 sigrayls C= %(u1 +Uu 2) hiziyla hareket eder. Sabit ve degismez olan, fakat ¢cok kiiclik x i¢in

darbe dalgas1 hizl1 degisen stirekli kisma sahip olan fonksiyona doniisiir ki, bu egri lizerinde akis
parametreleri hizla degisir. Bu dar alandaki kirilma denklemin nonlineer olmasindan dogar ve
denklemdeki difiizyon terimi s6z konusu sigrayisi belli bir ene sahip serite tagir. Bu gecit bolgesi
net bir ene sahip degildir; fakat onu gesitli yollarla degerlendirebiliriz. Ornegin, eger ¢dziimiin
gradyanin degeri %90 degisirse bu bolgeyi gecit bdlgesi olarak kabul edebiliriz. Diger bir

yolla, u, —u, i |u,| in maksimumuna bdlmeyle elde etmek de miimkiindiir. Agiktir ki, bu

Olceklerin hepsi ifadesiyle orantilidir ve goriildiigi gibi 4 — 0 oldugunda bu say1

u, —u;
sifira yaklasir.
[18] de ispatlanmustir ki, eger
F(x) = Ad(x)
olursa, Reynolds sayis1 sonsuza yaklasirsa (u— 0), gegit bolgesi u fonksiyonunun sigrayis
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dogrusuna doniisiir. Boylece, gecit bolgesi X =0 noktasi civarinda u, tiirevinin siireksizlik
egrisi olur.
Onemle belirtmek gerekir ki, ¢oziimiin grafigi ile ox ekseninin simirladig1 bdlge sabit

kalmaktadir. Cilinkii
=0

—o0

d 7 1
— fudx = —Zu?
dt-[o {ﬂux 2 }

17 : .. .
dir. Buna gore de > I udx ile tanimlanan Reynolds sayisi tiim t ler igin sabit kalir.
Mz,

Yukarida soylediklerimizden hiikmedebiliriz ki, (4.4) denkleminin klasik ¢oziimii
yoktur. Ciinkii u, tilirevi gegit bolgesinde siireksizlige maruz kalir. Bu nedenle klasik ¢6ziim

kavramini genislendirip zayif (veya genellestirilmis) ¢6ziim kavramini dahil etmemiz gerekir,
[13] de oldugu gibi (4.1) denklemini

%{gjudx+%u2—,ug—z}=0 (4.28)
seklinde yazalim.
_[udx =V

notasyonunu kabul edelim. Bu notasyonda (4.28) denklemini

(4.29)

v 1(@)2 o%v
_ = — _'U_ZZO
ot 2\ ox ox

seklinde yazabiliriz. (4.29) denklemini yardimecr denklem olarak adlandiracagiz. Bu denklem

nonlineer parabolik tiir denklem olmaktadir. Simdi gosterelim ki,

v==2ulny (4.30)
degisken doniisiimii yardimiyla (4.29) denklemini

oy oy

b A & 4.31

et (4.31)
seklinde denkleme doniistiirebiliriz. Gergekten de,

N__, L oyjet ,

ot Y

N, dviox

OX 7%
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v, _(8‘//)
o%v _ o ox® OX

xr %

tirevlerini (4.29) ifadesinde yerine koyarsak

(GV/)Z o, _(WJZ
2
OX 2 OX OX 0

oyjot 1
—ZﬂL+—4#2—2+ﬂ H ; =
2 v v
veya sadelestirmeyle
0 0’
A dyrad
ot OX

elde ederiz. (4.31) denklemi lineer parabolik tiirdendir ve literatiirde iyice 6grenilmistir, [14].
w(X,1), (4.31) denkleminin herhangi bir siirekli ¢6ziimii olsun. y fonksiyonunun elde
edilme yolu onemli degildir. Ancak buradaki sorunlu nokta (4.29) denkleminin ¢éziimiiniin

sonlu tastyicisinin (0, X (t)) bolgesinde olmasidir dyle ki, bu bolgenin sag tarafi zamana gore

hareket etmektedir. Fakat (4.31) denklemi sinirlar1 degisen bolgede 1s1 potansiyeli seklinde
¢ozlime sahiptir, [14].
w(X,t) fonksiyonunu bulmak i¢in asagidaki sekilde hareket edelim:
G, ={0<x<L, 0<t<T}

bolgesini gdz Oniine alalim. Burada L heyecanlanmis bdlgenin 6n cephesinin ulagamadigi X
ekseni tizerindeki noktanin yerini gostermektedir. Genelligi bozmadan L =co da alabiliriz.
Eger (4.31) denklemini herhangi bir yolla ¢ozebilirsek, yukarida s6ziinii ettigimiz gibi baslangi¢
profili ile stnirlanmig bdlgenin sabit olusu kosulundan

X (t)
v(xf (t),t)= ju(x,t)dx (4.32)

integrali sabit kalir.
Tanim4.1 S, (0)= IF (x)dx integralini v fonksiyonu igin kritik say1 olarak adlandiralim.
(4.30) i dikkate alirsak

_F(

w(x0)=e 2 (4.33)
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olur. (4.33) kosulu (4.31) denkleminin ¢oziimiiniin bulunmasi igin kullanilarak v(x,t) leri
hesaplayabiliriz.
Tamm 4.2 v(x,t) fonksiyonunun kritik deger aldigi noktanin apsisine denklemin dejenere
noktasi ad1 verilir.

Simdi heyecanlanmis bolgenin 6n cephesinin bulunmasi problemi ile ugragsalim. (4.32)

den

dxf(t)_[_ 9, lavj
dt

Pox ' ox ' 20x

X=X (t)
elde ederiz. Sonuncu ifadeden parcacigin 6n cephe noktasina (front noktasina) ulagma siiresini

t:]I dx,

0( o, v 1avj
—ue i

X X 20x

olarak buluruz.
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5. SONUC

1.1ki kez dejenere olabilen nonlineer parabolik tiir denklemlerin sayisal ¢dziimiiniin bulunmasi
i¢in esas problem {izerinde bazi avantajlara sahip olan ve incelenen problemin tiim fiziksel
Ozelliklerini dogru olarak agiklayan 6zel bir yardimci problem onerilmis ve ¢oziimiin bazi
ozellikleri incelenmistir.

2. iki kez dejenere olan nonlineer parabolik denklemlerin ¢dziimii icin siireksiz fonksiyonlar
siifinda yiiksek hassasiyete sahip bir sayisal sema Onerilmistir. Yardimci problem kullanilarak
sayisal ¢oziimiin belli anlamda gergek ¢ozlime yakinsadigi ispatlanmistir.

3. Elde edilen sayisal ¢oziimiin dinamigini incelemek i¢in gz Oniine alinan problemin 6zel
durumu olan Burgers denkleminin ¢éziimiiniin asimptotik yapisi 6grenilmistir.

4. Onerilen yontemi kullanarak bazi bilgisayar deneyleri de gerceklestirilmistir.
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