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BİRİNCİ BASAMAKTAN KUAZİ LİNEER KISMİ TÜREVLİ DENKLEMLER 

SİSTEMİ İÇİN CAUCHY PROBLEMİ VE SIKIŞABİLİR VİSKOZİTESİZ GAZ 

DİNAMİĞİ PROBLEMİNİN SAYISAL ÇÖZÜMÜ 

 

Tezi Hazırlayan: Gamze KUMRU 

 

 

 

ÖZET 

 

 Bu çalışmada genel olarak birinci basamaktan kısmi türevli diferansiyel 

denklemler sistemi için Cauchy probleminin çözümü incelenmiştir. 

 Birinci bölümde karakteristikler yönteminin teorik yapısı açıklanmıştır. Skaler 

denklem ve denklemler sistemi için karakteristikler yönteminin prensip olarak farkları 

açıklanmıştır.  

İkinci bölümde, önce sabit katsayılı denklemler sisteminin genel çözümü 

bulunmuş, sonra söz konusu denklemler sistemi için Cauchy probleminin çözümü elde 

edilmiştir. 

Üçüncü bölümde ise sıkışabilir viskozitesi çok az olan gazların hareketini ifade 

eden nonlineer denklemler sisteminin süreksiz fonksiyonlar sınıfında sayısal 

çözümünün bulunması için bir yöntem önerilmiştir. Ayrıca sayısal çözümün özellikleri 

ve bazı gerekli aprior değerlendirmeler de elde edilmiştir. Söz konusu 

değerlendirmelerin yardımı ile sayısal çözümün gerçek çözüme yakınsaklık teoremi de 

ispatlanmıştır. 

 

Anahtar kelimler; Karakteristikler, Cauchy problemi, Gaz Dinemiği 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



CAUCHY PROBLEM FOR THE FIRST ORDER QUASI LINEAR PARTIAL 

SYSTEM OF EQUATIONS AND NUMERICAL SOLUTION OF THE 

PROBLEM OF COMPRESSIBLE INVISCID GAS DYNAMICS 

 

Presented by: Gamze KUMRU 

 

ABSTRACT 

 

In this thesis solution of the Cauchy problem for system of the partial differential 

equations of first order is investigated.  

In the first part theoretical structure of the method of characteristics as for scalar 

equation as well as for the system of equations are explained. 

 In the second part the general solution of the system equations with constant 

coefficients is found, and then solution of the Cauchy problem for mentioned system of 

equations is obtained.  

In the third part the special method for finding the numerical solution in a class 

of discontinuous functions for the nonlinear system of equations, which describes the 

flow of a compressible inviscid gas is suggested. Addition to, some properties of the 

numerical solution are studied. Using these the theorem of convergence of the 

numerical solution to exact solution is proven. 

 

Key Words; Characteristics, Cauchy problem, Gas Dynamics 
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1. GİRİŞ  

 
İki bölümden oluşan tezin amacı, lineer ve kuazi lineer kısmi türevli diferansiyel denklemler 

systemi için Riemann invaryantlarının incelenmesidir. Literatürden bilindiği üzere, tek 

denklemler için karakteristikler yönteminin anahtarı, karakteristik eğri kavramı içermek ile 

verilmiş denklemi bu karakteristik üzerinde tam diferansiyel şeklinde yazmaktır. Yani, kısmi 

türevli diferansiyel denklemi adi diferansiyel denklemler sistemine indirgenilir ki, böylece bu 

adi diferansiyel denklemler sistemini çözerek esas problemin gerçek çözümünü ele alabiliriz. 

Karakteristikler yönteminin mantığını kısmi diferansiyel denklemler sistemine direk 

uygulamak mümkün değildir. Çünkü, sistemin her bir denklemi, farklı bilinmeyen 

fonksiyonların çeşitli yönlerde türevlerini içermektedir. Karakteristikler yöntemini diferansiyel 

denklemler sistemine uygulayabilmemiz için özel şekilde bulunmuş öyle bir karakteristikler 

bulunur ki, bu karakteristikler üzerinde invaryant kalan ifadeler elde etmek mümkün olur. 

Bunlara Riemann invaryantları denir. Riemann invaryantları dikkate alınarak göz önüne 

aldığımız sistemin her bir denklemini uygun karakteristikler üzerinde tam diferansiyel 

şeklinde ifade etmek mümkündür. Dolayısı ile, yine de kısmi türevli diferansiyel denklemler 

sistemi adi diferansiyel denklemler sistemine indirgenebilir. Söz konusu adi diferansiyel 

denklemler sistemini çözerek, verilmiş problemin gerçek çözümlerini elde ederiz. 

Yukarıda söylediklerimizi gerçekleştirmek için lineer cebirden gereken kavramlar tezin 

birinci bölümünde verilmiştir. Tezin sonuncu bölümünde ise, Riemann invaryantlarını 

kullanarak bazı kısmi türevli diferansiyel denklemler sistemi için yazılmış Cauchy 

probleminin gerçek çözümleri ele alınmıştır. 
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2.  RİEMANN PROBLEMİ VE RİEMANN İNVARYANTLARI 

 

2.1 Sabit katsayılı Diferransiyel Denklemler Sistemi 

 

Önce sabit katsayılı denklemler sistemi için Riemann problemini inceleyelim. Bunun için 

aşağıdaki problemi gözönüne  

 

  <<,0= xAUU xt         (1.1) 

 

 




.0>,

0<,
=)(=,0)( (0)

xU

xU
xUxU

R

L
                                                              (1.2) 

 

alalım. Burada, A nn  ölçülü sabit elemanlı bir matris olmaktadır . 

Farz edelimki, sistem tamamen hiperboliktir yani A matrisi reel ve, farklı özdeğerlere 

sahiptir, ayrıca onlar aşağıdaki gibi düzenlenebilir 

 

m <....<<< 321 .
 (1.3) 

 

UKW 1=   değişken dönüşümünü yapalım. Değişken dönüşümü yaptıktan sonra (1.1) 

denklemini bağımsız denklemler sistemine  

 

 mi
x

w

t

w i

i

i 1,2,3,...,=,0=








       (1.4) 

 

parçalayalım; (x-t) düzleminde gösterelim, Şekil 1. 

KWU = eşitliğinde K,   m ,....,, 21    özdeğerlerine karşılık gelen ve  )(iK  ,   

)1,...,=( mi  özvektörlerinden oluşan bir matristir. 
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Şekil  1.1 

 

Bilindiği üzere )(iK  ler lineer bağımlı değildir. Bu durumda biz LU  ve RU  verilerini 

)1,...,=(,)( miK i  lere göre   
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L KUKU           (1.5) 

 

şeklinde yazabiliriz. Bu eşitlikte i  ve i  ler sabitlerdir, ( )1,...,= mi  . 

(1.5) denkleminin çözümünü şöyle yazabiliriz.  
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veya şöyle ifade edebiliriz 

𝜆𝑚 

𝜆𝑚−1 

𝜆𝑖 𝜆2 

𝜆1 

𝑡 
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KtxWtxU          (1.7) 

 

)(=),( (0) txWtxW ii   olduğunu da dikkate alırsak  

 

 )((0)

1=

)(=),( i

ii

m

i

KtxWtxU         (1.8) 

 

olarak yazabiliriz. 

Böylelikle, tx  düzleminin her bir (x,t) noktasında ),( txU  fonksiyonu yalnız 

başlangıç verilerinin m noktasından )=( )(

0 txx i

i   bağımlı olmaktadır. Bu noktalar i  hızına 

sahip karakteristiklerin x-ekseni ile kesiştiği noktalar olmaktadırlar. (1.8) denkleminin 

çözümüne m dalganın süper pozisyonu gibi bakılabilir. Öyle ki, bu dalgaların her birisi 

bağımsız olarak formunu değişmeden dağılmaktadır. i nolu dalganın formu )((0) )( i

i KxW  e 

eşittir ve bu dalganın değişme hızı i  dir. 

Şimdi (1.1),(1.2) Riemann problemini göz önüne alalım. (1.1),(1.2) problemlemlerinin 

genel çözümü Şekil 1.1 de verildiği gibi olmaktadır. Bu çözüm her bir i  özdeğerine sahip ve 

orijinden çıkan m dalgadan oluşmaktadır. Her i dalga U da bulunan süreksizlik sıçrayışlarını 

i  hızı hareket ettirmektedir. 

Normalde çözüm 1  dalgadan solda sadece LU  başlangıç verisine, m  dalgadan sağda 

ise RU  başlangıç verisine eşit olmaktadır. Problemin çözümü 1  ve m  dalgaları arasındaki 

yelpazede bulunmaktadır. )((2)(1) ,...,, mKKK  özvektörleri lineer bağımsız olduklarından 

sırasıyla LU  ve RU  özvektörleri üzerinde lineer kombinasyon şeklinde 

 

 )(

1=

)(

1=

=,= i

i

m

i

R

i

i

m

i

L KUKU         (1.9) 

 

olarak yazabiliriz.Burada )1,2,...,=(,, miii   sabitlerdir.  

Formel olarak (1.1),(1.2) probleminin (1.8) şeklindeki çözümü karakteristik )((0) xWi  

başlangıç verilerinde ve sağ )(iK  özvektörleri terminde ifade edilmektedir. 

Belirtelim ki, (1.9) un her bir ifadesi (1.8) in özel durumları olmaktadır. (1.8) ve (1.9) 
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ifadelerinden karakteristik iW  değişkenlerinde m sayıda skaler Riemann problemini elde 

ederiz.  
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(1.10), (1.11) probleminin çözümü, 
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şeklinde olmaktadır. 

Verilmiş (x,t) için öyle bir i  özdeğeri vardır ki,  

 

0>;<<;<, 1 tx
t

x
Iii iII     

 

olur. Böylelikle, (1.1), (1.2) probleminin çözümünü son olarak şöyle yazabiliriz 
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      (1.13) 

 

Burada I 0>tx i  eşitliğini koruyan i indislerinin maksimumudur.  

 

Not: Yukarıda verilmiş (1.10) denklemleri aşağıdaki şekilde elde edilmiştir 

 

 .0=
x
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A

t

U
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        (1.14) 

 

A matrisinin özdeğerleri ve özvektörler 

 

 0=|| IA   

 

denkleminden elde edilir.  

iL  sağ vektörler olsun. Yani, 
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 ii LAL =  

Sağlansın. Eğer (1.14) denklemini iL  ile sağdan çarparsak  
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 olur. 

 

2.1.1    22  Boyutlu Sistem  

 

Sadelik için 22  ölçülü sistem için aşağıdaki Riemann problemini  
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göz önüne alalım. Aşağıdaki notasyonları  
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içerelim. Bu notasyonlarda (1.16), (1.17) sistemini 
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biçiminde yazabiliriz. 

A matrisini iki tane birbirinden farklı reel özdeğerlerinin olduğunu varsayalım. Bunları 

sırasıyla 1  ve 2  olarak gösterelim. 1 < 2  olduğunu kabul edelim. 

)(iK  ile i  lere karşılık gelen özvektörleri gösterelim. (1.19) denklemini sağdan )(iK  

özvektörlere çarpalım. 
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KUW =  özel değişkenlerinde (1.19) denklemini, 
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skaler denklem şeklinde elde ederiz. Burada  

 

i
t

x
=




veya  tx i = olmaktadır.                                                       (1.23) 

     
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1. 2  

 

Genel teoriye göre  

1= 
dt

dx
 dan solda çözüm  

 (2)

2

(1)

1= KKUL           (1.24) 

ve  

𝜆1 

𝜆2 

𝑃∗(𝑥, 𝑡) 

𝑡 

𝑥 

𝑥0
(2)

 𝑥0
(1)

 

Yıldız Bölgesi 
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2= 
dt

dx
 dan sağda çözüm ise 

 (2)

2

(1)

1= KKUR           (1.25) 

olmaktadır. 

1  ve 2  dalgaları arasındaki bölgeye yıldız bölgesi denir ve bu bölgede çözümü  *U  ile 

gösteririz. Bu değer süreksiz başlangıç verilerinden oluşan ve orijinden çıkan iki dalganın 

devamının değeri olmaktadır. Şekil 1.2 de 𝑃∗(𝑥, 𝑡∗) noktasından geriye 1  ve 2  hızıyla 

karakteristikleri çizelim. Bunlar orijinden çıkan karakteristiklere paralel olur. *P  noktasından 

çıkan karakteristikler txx 2

(2)

0 =   and txx 1

(1)

0 =   başlangıç noktalarından çıkmaktadırlar. 

Böylelikle, (1.8) ile bulunan ),( txU  nin katsayıları tanımlanmaktadır. *P  noktasındaki 

çözüm (1.8) gibi tanımlanır. Esas problem i  ve i  katsayılarını doğru seçmek olmaktadır. 

LL UtxU =),( *   eşitliğini koruyan dalgadan solda  *t  ve Lx  noktasını seçelim. Açıktır 

ki,  *, txL  noktasından çıkan dalga 
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1
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1=

== KKKU i
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L         (1.26) 

 

şeklinde olmaktadır. Yani, açılışının tüm katsayıları   lar olmaktadır. Yani, *, txL  noktası her 

bir dalganın solunda yerleşmektedir. Ne zamanki, horizontal  *= tt  doğrusu üzere hareket 

ediyoruz,  1= 
dt

dx
 dalgasını keseriz. Böylelikle,  tx 1  negatiften pozitife değişir. Buna göre 

de 1  katsayısı 1  katsayısına çevrilir. O zaman çözüm 1  ve 2  dalgaları arasındaki yıldız 

bölgesinde şu şekilde olur 

 

 .=),( (2)

2

(1)

1

* KKtxU          (1.27) 

 

Sağa doğru hareket etmeyi devam ettirdikçe 2  dalgasını keseriz ve 2x  negatiften pozitife 

değişir. (1.27) ifadesindeki 2  katsayısı 2  ye dönüşür ve sonuçta (1.27) ifadesi 

 

 (2)

2

(1)

1= KKUR          (1.28) 

 

şeklini alır. 
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2.1.2    Örnekler 

 

Örnek 1.  Aşağıdaki şekilde verilmiş dalga denklemini göz önüne alalım 

 

 .0=2

xxtt ucu          (1.29) 

 

 (1.29) denklemini birinci basamaktan diferansiyel denklemlere çevirelim. Önce 𝑐2 = 1 olan 

durumu inceleyelim. 

 

 wuvu xt =,=                              (1.30) 

 

olsun. Buradan 

 

 xxxxtttt uuuu )(=,)(=  

 

olur. 

 xxxttt wuvu =,=
 

 

 0=0,= xttx vwwv         (1.31) 

 

dikkate alırsak (1.29) denklemini 

 

 








0=

0=

xt

xt

vw

wv
        (1.32) 

 

veya 

 0=xt Auu           (1.33) 

 

 şeklinde yazarız. Burada  

 

 




















01

10
=,= A

w

v
u  

olur. 

Örnek 2.  Şimdi 1=2 c  olduğunu varsayalım. 

 

0=2

xxtt ucu                                                                                                (1.34) 

 

denkleminde  
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 wcuvu xt =,=        (1.35) 

 

değişken dönüşümlerini yapalım.  

 

 wcucvcu xt =,=  

  

wtcuvcu xtxxt =,=  

 

dönüşümlerini dikkate alırsak 

 

 








0=

0=

xt

xt

cvw

cwv
        (1.36) 

 

elde ederiz. 

Örnek 3.  Sonra aşağıdaki denklemi  

 

 0=
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u









        (1.37) 

 

göz önüne alalım. (1.37) denklemini şu şekilde yazalım 

 

 0=
1

0

2

0




































x

ua

xt

u

t 
 

 

 2

0

2

1 =,= u
x

ua
u

t

u











 

 

olsun. Buradan, 

 

 ,0=
1 21

0 x

u

t

u











0=2

0
1

x

u

t

u











 

 

 
t

u

tx

ua

x

u

xt

u
















 2

2

0

2

1

2

=,=


 

 

elde ederiz. Sonra 

 

 0== 2

2

1

t

u

ax

u








 
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veya 

 

 0=1

2

2

x

ua

t

u











 

 

olur.  Böylelikle, 

 

 .0=
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u









        (1.38) 

 

 

(1.38) denklemini aşağıdaki denklem sistemi gibi yazabiliriz: 

 

 































0=

0=

1

0

2

2

2
0

1

x

ua

t

u

x

u

t

u





       (1.39) 

 

veya vektöriyel formda yazabiliriz. 

 

 ,0=
x

u
A

t

u









        (1.40) 

 

Burada  

 .
0

0

=

0

2
0





















aA  

 

Şimdi elde ettiğimiz denklemler 

 

 































.0=

,0=

0

2

0

x

a

t

u

x

u

t








       

 (1.41) 

 

(1.41) denklemi için başlangıç koşulu şöyledir. 

 

 




0,>,

0<,
=,0)(

x

x
x

R

L




        (1.42) 

 ve  
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



0,>,

0<,
=,0)(

xu

xu
xu

R

L

       

 (1.43) 

 veya 

 





0,>,

0<,
==,0)(,0)( 0

xu

xu
uxuxu

R

L
 

 

 









0,>,

0<,
==,0)(,0)( 1

x

x
ux

t

u
x

R

L




  

 

dır. A matrisinin özdeğerleri 

 

 .=,=0=0= 21

22

0

2
0

aaaa 











 

 

olur. Özvektörler ise şöyle ifade edilir. 

Öncelikle, a=1  ya karşılık gelen özvektörü 

𝐴𝐾(𝑖) − 𝜆𝐾(𝑖) = 0 

denkleminden bulalım. 

,=,=10=

0=

0=

20201

21

0

2

201

aa

a
a

a


























 

1  e karşılık gelen özvektör şöyledir: 

 ;=),(=
0(1)

0

(1)













a
KaK T


  

Şimdi a=2  yı ele alalım. Benzer şekilde  

 

 ,=,=0=

0=

0=

21201

21

0

2

201

aa

a
a

a

























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 .=
0(2)










a
K



 
alırız. 

Önce, T

LLL uu ),(=   sol başlangıç verilerinin özvektörler üzerine ayrılışını yazalım 

 

 ,==== (2)

2

(1)

1

(2)

2

(1)

1

)(
2

1=

KKKKK
u

p
u i

Li

iL

L

L  







  

Buradan  

 












aauL

L

21

0201

=

=





 

elde ederiz. 

Bu sistemin çözümü Cramer yöntemi ile bulunmuştur, yani 

 ;2=== 000

00



aaa

aa



  

 ,
2

=
2

=
0

0

0

0

1









a

ua

a

au
LLL

L


 

 

 .
2

=
2

=
00

0

2









a

au

a

ua
LLLL

L


 

Şimdi, T

RRR uu ),(=   sağ başlangıç verileri )(iK  ler üzere ayrılışını yapalım: 

 

 

















aa
KK

u
u

R

R

R

21

0201(2)

2

(1)

1==






 

 ,
2

=
0

0
1






a

ua RR   

 .
2

=
0

0
2






a

ua RR   
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Yıldız bölgesinde (2)

2

(1)

1

* =),( KKtxu    olduğunu dikkate alırsak, çözümü 

 


































aaa

p
u

0

2

0

1

* ==







 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1.3  

 

Yani, 

 0

0

0
0

0

2
0201

*

22
== 











a

au

a

ua RRR 



  

 

 
a

a

a

u

a

u

a

a RRLL

2222
= 00 

  

 

 ,)(
2

)(
2

1
= 0

LRRL uu
a




  

 

 a
a

au
a

a

ua
aau LLRR

0

0

0

0
21

*

22
==














  

 

t 

x 

𝜆2 𝜆1 

𝑥ℓ 

Sol veriler Sağ veriler 
Yıldız Bölgesi 

𝑡∗ 
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00

0

0

0

0 2222
=















 LLRR auua
  

 

 )(
2

1
)(

2
=

0

RLLR uu
a

 


 

sonuç olarak, 

 ,)(
2

)(
2

1
= 0*

LRRL uu
a




  

 

 .)(
2

)(
2

1
=

0

*

LRRL

a
uuu 


  

olduğunu görürüz.  

Örnek 4 . 

𝑝0 = 1,     𝑎 = 1          ve        𝑝𝐿 = 1,      𝑝𝑅 =
1

2
 ; 

ve 

 0=,0= RL uu  

 

 











0>,0

0<,0
=,0)(;

0>,
2

1

0<,1

=,0)(
x

x
xu

x

x

x

 

 

Verilerine sahip problemin çözümleri 

 














2

21

*

1

>,

<<,

<,

=),(









t

x
t

x
t

x

tx

R

L
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












2

21

*

1

>,

<<,

<,

=







t

x
u

t

x
u

t

x
u

u

R

L

 

olmaktadır. 

 

2.2  Birinci Basamaktan Kuazi Lineer Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemler Sistemi  

 

2.2.1   Hiperbolik Sistemler  

 

Günümüzde bir çok fiziksel problem skaler denklemden ziyade birinci basamaktan kuazi 

lineer kısmi türevli diferansiyel denklemler sistemi şeklinde ifade edilebiliyor. Böyle 

denklemler bilinmeyen fonksiyonların türevIerine göre lineer olur. Katsayıları ise bilinmeyen 

fonksiyonlara ve serbest değişenlere bağlı olabilir. Eğer böyle denklemler dalgalar dağılım 

durumlarını ifade ederse bir çok problemin çözümüne dalga denklemleri çözmekle 

ulaşabiliriz. Bundan dolayı biz burada iki boyutlu problemleri göz önüne alacağız. 

Değişkenlerden biri x-ekseni diğeri ise t-zaman değişkenleri olacaktır. Eğer bilinmeyen 

fonksiyonlar ),( txui ,  ni 1,2,..,=  olursa, birinci mertebeden kuazi lineer diferensiyel 

denklemler sisteminin genel yazılım formu şöyle olacaktır  

 

 .1,2,...,=0,=),(),((
1=

nictx
x

u
btx

t

u
a i

j

ij

j

ij

n

j










    (1.44) 

 

 (1.44) sistemini kolaylık için n=2 durumunda açık şekilde yazalım. 

 

 0,=1
2

12
1

11
2

12
1

11 c
x

u
b

x

u
b

t

u
a

t

u
a 



















 

 

 0,=2
2

22
1

21
2

22
1

21 c
x

u
b

x

u
b

t

u
a

t

u
a 



















     (1.45) 

 

burada,   1,2)=,( jiaij  x ve t ye bağlı bilinen fonksiyonlardır. 

Öncelikle (1.45) sisteminin hiperbolik bir sistem olması için bir koşul bulalım. Ayrıca 

hiperbolik sistemin bazı sonuçlarını inceleyelim. Birinci mertebeden kısmi türevli diferansiyel 
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denklemin çözümünü ararken öncelikle bu denklemin karakteristiklerini bulup bunu adi 

diferensiyel denklemler sistemine dönüştürüyorduk. Bazı durumlarda elde ettiğimiz adi 

diferensiyel denklemlerin çözümünü bulabiliyorduk. En azından ele aldığımız diferansiyel 

denklemler sistemini sayısal olarak çözmek mümkündür. Her iki durumda da göz önünde 

bulunan kısmi türevli diferansiyel denklem "yerel" olarak çözülür. Bu ise genelde dalgaların 

dağılım durumlarına denk gelmektedir. Gerçekten de küçük bir zaman diliminde keyfi bir 

noktanın hareketine, o noktaya yakın olan noktanın etkisi olabilir. Doğal olarak karşımıza 

şöyle bir soru çıkar. "(1.44) denklemler sistemi içinde böyle bir yerel hesaplama işlemleri 

yapılabilir mi?" Eğer bu işlemleri yapmak mümkün ise o zaman sistem hiperbolik türe ait olur. 

Hiperbolik sistemin tanımını vermeden önce bazı bilgilere göz atalım. Genelde (1.44) 

sisteminde keyfi 𝑢𝑗  fonksiyonları 
t

u j




 ve 

x

u j




 türevlerinin keyfi kombinasyonlarını 

içermektedir. Yani (1.44) veya (1.45) denklemler sisteminin her bir denklemi 𝑢𝑗   

fonksiyonunun 
t

u j




 ve 

x

u j




 türevlerini lineer bağımlı durumda içerir. Bu, şu anlama gelir, 

denklemler keyfi 𝑢𝑗   fonkiyonun çeşitli yerlerdeki değişim hızı hakkında bilgi verir ve bu 

denklemlerden keyfi 𝑢𝑗   fonksiyonunun söz konusu değişim hızlarının bilinen bir yönde 

değişmesi hakkında herhangi bir bilgi almak mümkün değildir. (1.44) denklemler sistemi 

üzerinde çeşitli dönüşümler yapsak acaba yukarıda bahsettiğimiz bilgileri elde edebilir miyiz? 

Bunu araştıralım. 

(1.44) denklem sistemini henüz bilinmeyen 

 

 )),,(),...,,,((= 1 utxlytxll n


 

 

vektörü ile çarpıp toplayalım 

 

 ,0=))
),(),(

((
1=1=

i

j
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n

i

c
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txu
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t
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al 









     (1.46) 
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j
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j

i

n

i
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txu
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t

txu
al  









    (1.47) 

 

2=n  için (1.46) şöyle olur 

 



18 

 

 


















)( 2

12
2

12
1

11
1

111
x

u
b

t

u
a

x

u
b

t

u
al  

 

 .0=)( 2211
2

22
2

22
1

21
1

212 clcl
x

u
b

t

u
a

x

u
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u
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

















                         (1.48) 

 

 {
,)(= xx

)(= tt
         (1.49) 

 

dönüşümünü yapalım. Buna göre,  

 

 
x

u
x

t

u
t

u jjj














=


        (1.50) 

 

elde edilir. Burada  

 

 )(=),(=  x                  (1.51) 

 

olur. (1.48) denklemini değiştirirsek (1.51) denklemi aşağıdaki forma döner. 
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j

j

j
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m 
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
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
        (1.52) 

 

Gerçekten (1.48) ifadesini düzenlersek  
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u
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(1.53) formunu elde ederiz. Burada  
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şeklinde yazabiliriz. 

(1.54) sisteminde eşitliğin her iki yanını   ile (1.55) sisteminde eşitliğin her iki yanını 

  ile çarpıp birbirine eşitleyelim. 
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olarak tanımlarsak (1.61) denklemi şöyle olmalıdır. 
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 (1.63) denklemine karakteristiklerin denklemi denir. 

 

2.2.2   Karakteristikler  

 

Söylediklerimizi daha kolay anlatabilmek için aşağıdaki sistemi göz önüne alalım. 

 

{
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(1.64) sistemini matris formunda yazalım 
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olarak tanımlanmaktadır.  

Farz edelim ki, (1.65) sisteminin Dtx ),(  bölgesinde pürüzsüz (türevlenebilir) 

çözümü vardır. D bölgesinde bulunan bir ),( 00 tx  noktasını göz önüne alalım. Bu noktadan bir 

  eğrisi geçirelim. Bu eğri üzerinde ),( 00 tx  noktasındaki küçük kaydırma vektörlerini (dx,dt) 

ile gösterelim. Farz edelim ki, (1.65) sisteminin çözümleri   eğrisi üzerinde verilmiştir. 

Amacımız ise  1u  ve  2u  nin   eğrisi üzerinde verilen değerlerine ve sağladıkları (1.66) 

sistemine göre tüm D bölgesinde tanımlamak ve ele alarak incelemektedir. Bilinen   eğrisinin 

etrafında verilmiş değerlere göre (1.66) sisteminin çözümünün bulunmasına "Cauchy 

problemi" diyoruz. 

1u  ve 2u  fonksiyonları   eğrisi üzerinde bilindikleri için, bu eğri üzerinde türevIeri de 
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bilinmektedir. Dolayısıyla normal türevlerinin değerlerine göre keyfi yön üzerinde olan 

türevleri  
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  eğrisi üzerinde bulabiliriz. Tersine bu dört türev biliniyorsa, yön üzerinde türevlerini 

bulabiliriz. Bu taktirde problemi şöyle ifade edelim, u fonksiyonunun   eğrisi üzerinde 

bilinmekte olduğunu varsayarak, bu eğrinin tüm noktalarında 
t
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
 türevlerini buluruz.  

Söz konusu olan türevleri ),( 00 tx  noktasında u fonksiyonunun bilindiği durumda 

(dx,dt) vektörü üzerinde bilindiğini varsayarak hesaplamaya çalışacağız. du diferensiyellerini 

türevler yardımıyla yazalım. 
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Bu sistemdeki diferansiyeller   eğrisi üzerinde belirlidir. (1.67) ifadelerini (1.64) denklemler 

sistemine ekleyerek 
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 2211 ,,,  bilinmeyen fonksiyonları ele almak için aşağıdaki 

denklemler sistemini göz önüne alalım  
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 (1.68) ifadesini matris formunda yazalım. 
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veya  
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 Burada, 
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dir. (1.69) sisteminin bilinmeyenlerini bulmak için 
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eşitliğini sağlayan eğrilere (1.64) sisteminin karakteristikleri denir. 

Farz edelim ki,   eğrisinin kendisi karakteristik eğridir. (1.69) sisteminin 

determinantının sıfıra eşit olduğuna bakmadan bu sistemin çözümü vardır. 

Varsayımıza göre (1.65) sisteminin   eğrisi üzerinde tanımlanan bir çözümü vardır. 

Bu ise genişletilmiş olan 
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matrisinin rankının dejenere olan  
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matrisin rankına eşit olması anlamına gelir. Böylelikle du vektörü, karakteristikler boyunca 

keyfi olamaz ve aşağıdaki koşulu sağlamak zorundadır. 
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(1.72) ifadesine, karakteristiklerin koşulu denir. 

Karakteristikleri daha iyi anlayabilmek için şöyle bir örneğe dikkat edelim. Ses 

dalgalarını ifade eden denklem sistemini göz önüne alalım. 

 

Örnek 5. 

 0,=
1

0 x

p

t

u











 

 

 0.=2

00
x

u
c

t

p









         (1.73) 

 (1.73) sistemini aşağıdaki gibi düzenleyerek matris şeklinde ifade edelim 

 

 ,0=
1

001
0 x

p

t

p

x

u

t

u





















 

 

 ,0=010 2

00
x

p

t

p

x

u
c

t

u



















       (1.74) 

 veya  

 

 .
0

0
=

0

1
0

10

01

2

00

0 





























































u

x
c

p

u

t
   (1.75) 

 

(1.74) sistemini şu şekilde yazabiliriz 
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 Karakteristikler denklemi ise şöyle olur. 
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Böylelikle karakteristikler için 
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elde ederiz. Şimdi karakteristikler için olan koşulu ele alalım. Bunun için 
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matrisinin rankı ile bu matrisinin keyfi dört sütunundan düzenlenmiş olan yeni matrisin rankı 

aynı olsun. Sonucunda da determinantı sıfırdır. Dolayısıyla bu sonucu matrisin keyfi 44  

minörünün birisi sıfıra eşit olmalıdır. Örneğin, 
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Birinci karakteristik üzerinde, 
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Son ifadeyi (1.81) da yerine yazalım. 
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ikinci karakteristik üzerinde 
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Bu ifadeyi (1.81) de yerine yazarsak 
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elde edilir. Buradaki (1.84) ve (1.85) ifadelerine Riemann invaryantları denir. 

Örnek 6. İkinci bir örnek olarak aşağıdaki Cauchy-Riemann sistemini göz önüne alalım 
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Bu ifadeyi daha geniş şekilde yazarak matris formunda ifade edelim 
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Şimdi karakteristik determinantı yazalım 
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 Cauchy-Riemann sistemi reel karakteristiklere sahip değildir.  

Tanım 1. Bir kısmi türevli diferansiyel denklemler sisteminin tüm karakteritikleri reel ise, 

böyle bir sisteme hiperbolik sistem denir. 

 

2.3   Hiperbolik Denklemler Sistemi İçin Cauchy Problemi  

 

Hiperbolik denklemler sistemi için Cauchy problemini incelerken, başlangıç verilerinin 0=t  

noktasında bilindiğini varsayacağız, yani 
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şeklinde ele alacağız. Farz edelim ki, ox  ekseni karakteristik değil, yani ,0)(xu  keyfi 

değerlerine göre sistem, t ye göre türevlerin bulunmasına olanak sağlamaktadır. Buna göre 

aşağıdaki sistemi göz önüne alalım 
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Burada 0=detA  dır. Bu taktirde 
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veya CBA =1  , gfA =1  olarak ifade edilirse (1.92) yi 
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şeklinde ifade edebiliriz. Bu sistem için karakteristik determinantı yazalım 
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Böylelikle elde edebileceğimiz karakteristikler 
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denklemlerini sağlayacaktır. Böyle keyfi karakteristiklerin eğim açısı iK  ler 
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denklemin kökleri olur. Bu köklere C matrisinin öz değerleri denir.  

Şimdi aşağıdaki kuazi lineer denklem sistemini inceleyelim. 
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Bu durumda karakteristikler çözümlere de bağlı olacaktır. Bir çözüm için elde edilen 

karakteristikler diğer çözüm için uygun olmayacaktır. Örneğin, gaz dinamiğindeki bir sistemi 

göz önüne alalım 
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Şimdi bu son sistem için karakteristik denklemi yazalım, bundan dolayı 
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yazalım. Karakteristiklerin denklemini şöyle yazarız 
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Buradan 

 

 ,= pu
dt

dx


       
 (1.101) 

 

 ,= pu
dt

dx
         (1.102) 

 

olur. Şimdi invaryantları bulalım. Bunun için genişletilmiş matris yazalım 
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dudxdt
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p
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      (1.103) 

 

(1.103) ifadesinde determinant sıfıra eşit olduğu için keyfi 44  minörü sıfıra eşit olmalıdır. 

Örneğin, 
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yani, 
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 0= udtddtdudxd        (1.106) 

 

Buradan birinci karakteristik üzerinde 

 

 pu
dt

dx
=  

 

 dtpudx ))((=        (1.107) 

 

Bu son ifadeyi (1.106) eşitliğindede yerine yazalım 
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ikinci karakteristik üzerinde yeni 

 



31 

 

 )(= pu
dt

dx
  

 

 .
)(

=




 d

p

d

du 
       (1.108) 

 

elde edilir. Böylelikle 
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adi diferansiyel denklemler sistemini elde etmiş oluruz. 
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3.  SIKIŞABİLİR VİSKOZİTESİZ GAZ DİNAMİĞİ PROBLEMİNİN SÜREKSİZ         

     FONKSİYONLAR SINIFINDA SAYISAL ÇÖZÜMÜ 

 

Bu bölümde sıkışabilir viskozitesiz gazların hareketini ifade edebilen birinci basamaktan 

nonlineer denklemler sisteminin bir sayısal çözümünü elde edelim. Bu amaçla aşağıdaki 

sistemi göz önüne alalım. 

 

,0=
)(
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t 
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 

 (2.1) 
 

 

,0=
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 (2.2) 

 

   0=/2)(
/2)( 2

2

puuu
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u













(2.3) 

 

Burada  

  -yoğunluk  

p  -basınç  

  - birim hacimdeki gazın özel kütlesi 

u  - gazın ox  ekseni yönündeki hızı 

Görüldüğü gibi (2.1) – (2.3) denklemler sisteminde ),,,(  pu  bilinmeyen var. Dördüncü 

denklemi  

 TdSdVd =   

termodinamik eşitliğini kullanarak elde edebiliriz. Burada  

S  -entropi,  


1
=V  ,    T  mutlak sicaklik 

(2.1) – (2.3) sistemin aşağıdaki başlangıç koşullarını ekleyelim 

 

 ,)(=,0)( 0 xx   (2.4) 

 

 ,)(=,0)( 0 xuxu  (2.5) 
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 .)(=,0)( 0 xx   (2.6) 

 

Tanım 2. (2.4) başlangıç koşulunu ve temel fonksiyonlar sınıfından olan ve f(x,T) = 0 olan 

herhangi bir test fonksiyonu için aşağıdaki integral  

 

0=,0)()(][ 0 dxxfxudxdtuff xt
D 




                                                             (2.7)      

 

eşitliğini koruyan fonksiyona (2.1) – (2.6)  probleminin zayıf çözümü denir.                  

(2.7) eşitliğini ispatlamak için, 
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integralinde kısmi integrasyon formulü uygulayalım. Burada  
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integralini kısmi integrasyon yöntemiyle 
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değişken dönüşümü yaparak 
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şeklinde hesaplarız. Benzer şekilde 
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değişken dönüşümü yapılarak 
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hesaplanılır. Elde edilen ifadeler yerine konursa, 
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integralini hesaplayabilmek için 
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değişken dönüşümünü dikkate alarak, kısmi integrasyon uygularsak
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bulunur. Benzer yolla ρ(x, t)  ve 𝜀(𝑥, 𝑡) fonksiyonları için de zayıf çözüm kavramlarını dahil 

edebiliriz,  (**) ve (***) ifadelerine bakabiliriz. 

 

 3.1. Yardımcı Problem  

 

Literatürden bilindiği üzere (2.1) – (2.3) denklemler sisteminin çözümleri yeri, önceden 

bilinmeyen sıçrayış noktalarına sahiptir. Bu sebepten söz konusu denklemleri direkt sonlu 

farklara ayrıklaştırmak mümkün değildir. Bu nedenle de aşağıdaki yardımcı problemi ele 

alalım.        
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                                    ,=,0)( 0qxq                                                                          (2.11) 

                                    ,=,0)( 0 x                                                                         (2.12) 

                                     0=,0)( NxN                                                                         (2.13) 

Burada  0q , 0  ve 0N  aşağıdaki denklemleri koruyan herhangi bir sürekli 

diferansiyellenebilen fonksiyonlardır. 
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Teorem 1. Eğer q ,   ve N  fonksiyonları (2.8)-(2.16), yardımcı probleminin zayıf çözümleri 

ise 
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ile tanımlanan ρ, u ve ε fonksiyonları  (2.1)-(2.6) probleminin zayıf çözümleridir. 

 

3.2  Nümerik Algoritma 

 

(2.8)-(2.16) denklemleri üzerinde etkin sonlu farklar şemaları yazmak mümkündür 

 

 kikikiki UQQ ,,,1, =                                                           (2.17) 

][= 2
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]
2

[= ,,

2

,

,,,,1, kiki

ki

kikikikiki U
U

UNN                                          (2.19) 

)(= 0

, iki xqQ                                                                  (2.20) 

)(= 0

, iki x                                                               (2.21) 

.)(= 0

, iki xnN  (2.22) 

 

Teorem 2. Eğer 1, kiQ , 1,  ki  ve 1, kiN  (2.17)-(2.22) sayısal çözümleri ise  

,= 1,1,   kikxQ  
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,= 1,1,  kikxN   

eşitlikleri ile tanımlanan ,1, kiQ 𝑈𝑖,𝑘+1  ve  𝜀𝑖,𝑘+1 (2.1) – (2.6) problemin nümerik çözümleri 

olmaktadır. 
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3.2.1 Yakınsaklık Teoremi 

 

Teorem 3. Aşağıdaki eşitlikler geçerlidir.  

a) constkiki
=1,,   

b)   constU ki =1,    

c) constki =,  

 

Teorem 3, yardımcı problem üzerinde kurulmuş sayısal şemaların konservatif olduğunu 

göstermektedir. 
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4. SONUÇLAR  

 

Tezde elde edilen ve önemli olduğunu düşündüğümüz sonuçları aşağıdaki gibi sıralamak 

mümkündür. 

1. Birinci basamaktan kısmi türevli diferansiyel denklemler sistemi için 

karakteristikler ve Riemann invaryantları bulunmuştur. 

2. Sabit katsayılı kısmi türevli diferansiyel denklemleri için yazılmış cauchy 

probleminin çözümü elde edilmiştir. 

3. Sıkışabilir viskozitesiz gazların hareketini ifade eden nonlineer diferansiyel 

denklemler sisteminin sayısal çözümünün bulunması için bir teorik yöntem 

önerilmiş ve sayısal çözümün özellikleri incelenmiştir. 

4. Sayısal çözümün gerçek çözüme yakınsaklığını gösteren  değerlendirmeler 

bulunmuştur.  
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