T.C.
BEYKENT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK-BILGISAYAR ANABILIM DALI
UYGULAMALI MATEMATIK BILIM DALI

BIiRINCi BASAMAKTAN KUAZI LINEER KISMi
TUREVLI DENKLEMLER SISTEMI ICIN CAUCHY
PROBLEMI VE SIKISABILIR VISKOZITESIZ GAZ

DINAMIGI PROBLEMININ SAYISAL COZUMU
Yiiksek Lisans Tezi

Tezi Hazirlayan:

Gamze KUMRU

ISTANBUL, 2014



T.C.
BEYKENT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK-BILGISAYAR ANABILIM DALI
UYGULAMALI MATEMATIK BiLIM DALI

BIRINCi BASAMAKTAN KUAZI LINEER KISMi
TUREVLI DENKLEMLER SISTEMI ICIN CAUCHY
PROBLEMI VE SIKISABILIR VISKOZITESIZ GAZ

DINAMIGI PROBLEMININ SAYISAL COZUMU
Yiiksek Lisans Tezi

Tezi Hazirlayan:
Gamze KUMRU
Ogrenci No:
120860002

Danigman:

Prof. Dr. Mahir RESULOV

[STANBUL, 2014



YEMIN METNIi

Yiiksek Lisans tezi olarak sizlere sundugum “Birinci Basamaktan Kuazi
Lineer Kismi Tiirevli Denklemler Sistemi icin Cauchy Problemi ve Sikisabilir
Viskozitesiz Gaz Dinamigi Probleminin Sayisal Coziimii ~ baglikli bu ¢alismanin,
bilimsel ahlaka ve geleneklere uygun bir bigimde tarafimdan yazildigini, faydalandigim
eserlerin hepsinin kaynaklarda belirtildigi ve ¢alismamin iginde kullanildiklar1 her yerde

atif yapildigini aciklar ve bunu onurumla dogrulugunu belirtirim. 01.08.2014

Gamze KUMRU

T



TiC.
BEYKENT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZ SAVUNMA SINAVI SONUC TUTANAGI

Beykent Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirligii’ne,

Asagida tez ad1 belirtilen yiiksek lisans dgrencisi 120860002 no’lu Gamze KUMRU’nun 01/08/2014
tarihinde yapilan tez savunma sinavi' sonucunda 50 (Elli) dakika siireyle sundugu ve savundugu tezi

hakkinda® oybirligiyle, kabul karari verilmistir.

Bilgilerinize saygilarimizla arz ederiz.

Anabilim Dal  : Matematik-Bilgisayar
Programi : Uygulamali Matematik
Tez Bashgr’ - Birinci Basamaktan Kuazi Lineer Kismi Tiirevli Denklemler i¢in Cauchy

Problemi ve Sikisabilir Viskozitesiz Gaz Dinamigi Probleminin Sayisal Coziimii

Tez Sinav Jiirisi Ogretim Uyesi imza

Danisman . Prof.Dr. Mahir RESULOV /U R “/Y/\
Uye : Prof.Dr. Abdullah YILDIZ

Uye :  Dog¢.Dr. Bahaddin SINSOYSAL

" Jiiri tiyeleri s6z konusu tezin kendilerine teslim edildigi tarihten itibaren en geg bir ay iginde toplanarak 6grenciyi tez
savunma sinavina alir. Belirlenen giinde yapilamayan jiiri toplantisi, katilanlarin hazirladigi bir tutanakla enstitii
yonetimine bildirilir. Bu durumda jiiri en geg onbes giin iginde toplanarak aday: tez savunma sinavina alir. Tez savunma
sinav siiresi en az 45 dakikadir. Yiiksek lisans tez savunma sinavi, tez galismasinin sunulmasi ve bunu izleyen soru-yanit
bsliimlerinden olusur ve dinleyiciye agiktir. (Beykent Lisansiistii egitim ve Ogretim Yénetmeligi-Madde30-3)

% Tez sinavinin tamamlanmasindan sonra jiiri, tez hakkinda “kabul”, “diizeltme” veya “red” karari verir. Jiiri baskani,
jiiri tiyelerince imzalanmig sinav tutanagini, tez sinavini izleyen ii¢ giin iginde ilgili enstitii yonetimine teslim eder. Tezi
basarisiz bulunan 6grencinin Enstitii ile ilisigi kesilir. Tezi hakkinda diizeltme karar verilen dgrenci en geg li¢ ay iginde
gerekli diizeltmeleri yaparak ve yonetmelikte belirtilen usullere uygun olarak tezini ayni jiiri oniinde yeniden savunur.
Bu savunma sinavinda da tezi kabul edilmeyen ogrencinin enstitii ile ilisigi kesilir. (Beykent Lisansiistii egitim ve
Ogretim Yénetmeligi-Madde30-4)

? ileride dogabilecek aksakliklarin engellenmesi igin tezin baghginin yazilmasi gerekmektedir.



ONSOZ

Bu tez konusunu bana Oneren, tezimin her asamasinda yardimlarini esirgemeyen,
yiiksek lisans 6grenimim boyunca engin bilgi ve tecriibelerinden yararlandigim, her
tiirli destegi ve kolayligi saglayan tez danismanim degerli hocam Sayin Prof. Dr. Mahir
RESULOV’ a ve Dog¢. Dr. Bahaddin SINSOYSAL’ a en igten saygilarimi sunar,

tesekkiir ederim.

Istanbul, 2014 Gamze KUMRU



BiRINCi BASAMAKTAN KUAZIi LINEER KISMi TUREVLI DENKLEMLER
SISTEMI ICIN CAUCHY PROBLEMI VE SIKISABILIR VISKOZITESIZ GAZ
DINAMIiGi PROBLEMININ SAYISAL COZUMU

Tezi Hazirlayan: Gamze KUMRU

OZET

Bu calismada genel olarak birinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel
denklemler sistemi i¢in Cauchy probleminin ¢ozliimii incelenmistir.

Birinci boliimde karakteristikler yonteminin teorik yapisi agiklanmistir. Skaler
denklem ve denklemler sistemi igin karakteristikler yonteminin prensip olarak farklar
aciklanmistir.

Ikinci béliimde, once sabit katsayili denklemler sisteminin genel ¢Oziimii
bulunmus, sonra s6z konusu denklemler sistemi i¢in Cauchy probleminin ¢ézliimii elde
edilmistir.

Uciincii boliimde ise sikisabilir viskozitesi cok az olan gazlarin hareketini ifade
eden nonlineer denklemler sisteminin siireksiz fonksiyonlar smifinda sayisal
¢ozlimiiniin bulunmasi i¢in bir yontem Onerilmistir. Ayrica sayisal ¢oziimiin 6zellikleri
ve bazi gerekli aprior degerlendirmeler de elde edilmistir. S6z konusu
degerlendirmelerin yardimi ile sayisal ¢oziimiin ger¢ek ¢oziime yakinsaklik teoremi de

ispatlanmustir.

Anahtar kelimler; Karakteristikler, Cauchy problemi, Gaz Dinemigi



CAUCHY PROBLEM FOR THE FIRST ORDER QUASI LINEAR PARTIAL
SYSTEM OF EQUATIONS AND NUMERICAL SOLUTION OF THE
PROBLEM OF COMPRESSIBLE INVISCID GAS DYNAMICS

Presented by: Gamze KUMRU

ABSTRACT

In this thesis solution of the Cauchy problem for system of the partial differential
equations of first order is investigated.

In the first part theoretical structure of the method of characteristics as for scalar
equation as well as for the system of equations are explained.

In the second part the general solution of the system equations with constant
coefficients is found, and then solution of the Cauchy problem for mentioned system of
equations is obtained.

In the third part the special method for finding the numerical solution in a class
of discontinuous functions for the nonlinear system of equations, which describes the
flow of a compressible inviscid gas is suggested. Addition to, some properties of the
numerical solution are studied. Using these the theorem of convergence of the

numerical solution to exact solution is proven.

Key Words; Characteristics, Cauchy problem, Gas Dynamics
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1. GIRIS

Iki boliimden olusan tezin amaci, lineer ve kuazi lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler
systemi i¢in Riemann invaryantlarinin incelenmesidir. Literatiirden bilindigi lizere, tek
denklemler icin karakteristikler yonteminin anahtari, karakteristik egri kavrami icermek ile
verilmis denklemi bu karakteristik iizerinde tam diferansiyel seklinde yazmaktir. Yani, kismi
tirevli diferansiyel denklemi adi diferansiyel denklemler sistemine indirgenilir ki, bdylece bu
adi diferansiyel denklemler sistemini ¢ozerek esas problemin ger¢ek ¢6ziimiinii ele alabiliriz.

Karakteristikler yonteminin mantigin1 kismi diferansiyel denklemler sistemine direk
uygulamak miimkiin degildir. Cilinkii, sistemin her bir denklemi, farkli bilinmeyen
fonksiyonlarin ¢esitli yonlerde tiirevlerini icermektedir. Karakteristikler yontemini diferansiyel
denklemler sistemine uygulayabilmemiz i¢in 6zel sekilde bulunmus dyle bir karakteristikler
bulunur ki, bu karakteristikler {izerinde invaryant kalan ifadeler elde etmek miimkiin olur.
Bunlara Riemann invaryantlari denir. Riemann invaryantlar1 dikkate alinarak goéz Oniine
aldigimiz sistemin her bir denklemini uygun karakteristikler iizerinde tam diferansiyel
seklinde ifade etmek miimkiindiir. Dolaysi ile, yine de kismi tiirevli diferansiyel denklemler
sistemi adi diferansiyel denklemler sistemine indirgenebilir. S6z konusu adi diferansiyel
denklemler sistemini ¢6zerek, verilmis problemin gercek ¢coziimlerini elde ederiz.

Yukarida soylediklerimizi gergeklestirmek igin lineer cebirden gereken kavramlar tezin
birinci bdliimiinde verilmistir. Tezin sonuncu bdliimiinde ise, Riemann invaryantlarini
kullanarak bazi kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi igin yazilmig Cauchy

probleminin ger¢ek ¢oziimleri ele alinmustir.



2. RIEMANN PROBLEMIi VE RIEMANN iNVARYANTLARI

2.1 Sabit katsayih Diferransiyel Denklemler Sistemi

Once sabit katsayili denklemler sistemi icin Riemann problemini inceleyelim. Bunun igin

asagidaki problemi gézdniine
U, +AU, =0, -—owo<Xx<owo (1.1)

U, x<0

1.2
U;, x>0. (1.2

U(x,0)=U9(x) :{

alalim. Burada, Anxn 6lgiilii sabit elemanli bir matris olmaktadir .
Farz edelimki, sistem tamamen hiperboliktir yani A matrisi reel ve, farkli 6zdegerlere

sahiptir, ayrica onlar asagidaki gibi diizenlenebilir

<Ay <A <..<Zy (13)

W =K™'U degisken doéniisiimiinii yapalim. Degisken doniisiimii yaptiktan sonra (1.1)

denklemini bagimsiz denklemler sistemine

M2 Mg, i=123..m (14)
ot ox

pargalayalim; (x-t) diizleminde gosterelim, Sekil 1.
U = KW esitliginde K, A Ay A ozdegerlerine karsilik gelen ve K@ |

(1=1,...,m) ozvektorlerinden olusan bir matristir.



Sekil 1.1

Bilindigi iizere K® ler lineer bagimh degildir. Bu durumda biz U, ve U, verilerini
KO (i=1,..,m) lere gore
U, :ZaiK(i)’ Ug :Z‘ﬁiK(i) (1.9)
i=1 i=1

seklinde yazabiliriz. Bu esitlikte «; ve g, ler sabitlerdir, (i =1,...,m) .

(1.5) denkleminin ¢6ziimiinii s0yle yazabiliriz.

u, KY K® K
u K® K (2) KM

2l=W |2 (AW, 2 W | R (1.6)
) ko) ke Ko

veya soyle ifade edebiliriz



U(xt)=>W(x,t)K®. (1.7)
i=1
W, (x,t) =W @ (x— At) oldugunu da dikkate alirsak

U(x,t) = Zm)Ni(O)(x—/lit)K“) (1.8)

olarak yazabiliriz.

Boylelikle, x—t diizleminin her bir (x,t) noktasinda U(x,t) fonksiyonu yalniz
baglangi¢ verilerinin m noktasmdan (x{” = x—At) bagimli olmaktadir. Bu noktalar 4, hizina

sahip karakteristiklerin x-ckseni ile kesistigi noktalar olmaktadirlar. (1.8) denkleminin

¢oziimiine m dalganin siiper pozisyonu gibi bakilabilir. Oyle ki, bu dalgalarin her birisi
bagimsiz olarak formunu degismeden dagilmaktadir. i nolu dalganin formu W@ (x)K® e
esittir ve bu dalganin degisme hiz1 A, dir.

Simdi (1.1),(1.2) Riemann problemini géz oniine alalim. (1.1),(1.2) problemlemlerinin
genel ¢oziimii Sekil 1.1 de verildigi gibi olmaktadir. Bu ¢6ziim her bir A, 6zdegerine sahip ve
orijinden ¢ikan m dalgadan olusmaktadir. Her i dalga U da bulunan siireksizlik sigrayislarini

A; hiz1 hareket ettirmektedir.

Normalde ¢6ziim 4, dalgadan solda sadece U, baslangi¢ verisine, A4, dalgadan sagda
ise Uy baslangi¢ verisine esit olmaktadir. Problemin ¢oziimii A, ve A, dalgalan arasindaki
yelpazede bulunmaktadir. K& K® . K™ gzvektorleri lineer bagimsiz olduklarmdan

sirastyla U, ve U, 6zvektorleri lizerinde lineer kombinasyon seklinde

U, :iaiK“), U, =i3i|<<‘> (1.9)
i=1 i=1

olarak yazabiliriz.Burada «;, £, , (1 =1,2,...,m) sabitlerdir.
Formel olarak (1.1),(1.2) probleminin (1.8) seklindeki ¢dziimii karakteristik W, (x)

baslangic verilerinde ve sag K™ 6zvektorleri terminde ifade edilmektedir.

Belirtelim ki, (1.9) un her bir ifadesi (1.8) in 6zel durumlar1 olmaktadir. (1.8) ve (1.9)



ifadelerinden karakteristik W. degiskenlerinde m sayida skaler Riemann problemini elde

ederiz.

M g Mg,

ot OX

WO (=] X<
S, if x>0

(1.10), (1.11) probleminin ¢6zliimii,

o, X=At<0

WOy _ =
W, (x,t) =W, (x - At) {ﬂi’ X—At>0

seklinde olmaktadir.

Verilmis (X,t) i¢in Oyle bir 4, 6zdegeri vardir ki,

vii<l: 2 <%<m: X—At>0

olur. Boylelikle, (1.1), (1.2) probleminin ¢éziimiinii son olarak sdyle yazabiliriz

U(x,t) = Za KO +Zﬂ KO,

i=1+1

Burada | x—At >0 esitligini koruyan i indislerinin maksimumudur.

Not: Yukarida verilmis (1.10) denklemleri asagidaki sekilde elde edilmistir

IR
OX

A matrisinin 6zdegerleri ve 6zvektorler
|A-Al|=0

denkleminden elde edilir.

L, sag vektorler olsun. Yani,

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)



LA= AL

Saglansin. Eger (1.14) denklemini L, ile sagdan carparsak

LI(Q'FA@) = Li @4‘ LIA@
ot OX ot OX
veya
L1490 =0
ot OX

olur.

2.1.1 2x2 Boyutlu Sistem

Sadelik igin 2x2 odlgiilii sistem igin asagidaki Riemann problemini

ou, ou, ou,
—+a,—+a,—=0,
ot 8y o a;, x

ou ou ou
R B

g0z Oniine alalim. Asagidaki notasyonlari

u a a
( 1} -u ’ A= ( 11 12 j
U, Ay

igerelim. Bu notasyonlarda (1.16), (1.17) sistemini

biciminde yazabiliriz.

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

A matrisini iki tane birbirinden farkli reel 6zdegerlerinin oldugunu varsayalim. Bunlari

sirastyla 4, ve A, olarak gosterelim. A, < A, oldugunu kabul edelim.

K® ile A lere karsilik gelen 6zvektorleri gosterelim. (1.19) denklemini sagdan K®

Ozvektorlere carpalim.



Y _ (1.20)

kKON oa g
OX
K®§9+4K®A@i:Kmog+455U:o (1.21)
ot OX ot OX
W = KU o6zel degiskenlerinde (1.19) denklemini,
%+,1i W, =0, (i=12) (1.22)
ot OX
skaler denklem seklinde elde ederiz. Burada
OX
— =4, veya & = x—Atolmaktadir. (1.23)
t
/
A4
A2
- x
N
Sekil 1. 2
Genel teoriye gore
% = /, dan solda ¢6ziim
(1.24)

U, = KY +a,K®

ve



X .
o A, dan sagda ¢6ziim ise

dt
Ug = BK® + B,K@ (1.25)

olmaktadir.
A, ve A, dalgalari arasindaki bolgeye yildiz bdlgesi denir ve bu bolgede ¢oziimii U™ ile
gosteririz. Bu deger siireksiz baslangi¢ verilerinden olusan ve orijinden ¢ikan iki dalganin

devammin degeri olmaktadir. Sekil 1.2 de P*(x,t") noktasindan geriye 4, ve A, hiziyla

karakteristikleri ¢izelim. Bunlar orijinden ¢ikan karakteristiklere paralel olur. P* noktasindan

¢ikan karakteristikler x) = x— At and x{” = x— At baslangi¢ noktalarindan ¢ikmaktadirlar.

Boylelikle, (1.8) ile bulunan U (x,t) nin katsayilar1 tanimlanmaktadir. P” noktasindaki

¢ozlim (1.8) gibi tanimlanir. Esas problem ¢; ve S, katsayilarini dogru se¢mek olmaktadir.
) (XL,t*) =U, esitligini koruyan dalgadan solda t~ ve x_ noktasini segelim. Agiktir

ki, X,_,t* noktasindan ¢ikan dalga
2 .
U =D KY =, K® +a,K® (1.26)
i=1

seklinde olmaktadir. Yani, a¢ilisinin tiim katsayilar1 o lar olmaktadir. Yani, X,_,t* noktas1 her

bir dalganin solunda yerlesmektedir. Ne zamanki, horizontal t=t" dogrusu iizere hareket
ediyoruz, % = A, dalgasini keseriz. Boylelikle, X—At negatiften pozitife degisir. Buna gore

de ¢, katsayis1 f, katsayisina cevrilir. O zaman ¢oziim A, ve A, dalgalar arasindaki yildiz

bolgesinde su sekilde olur

U (x,t)= BKY +a,K® | (1.27)

Saga dogru hareket etmeyi devam ettirdikge A, dalgasini keseriz ve X—A, negatiften pozitife

degisir. (1.27) ifadesindeki A, katsayis1 £, ye doniisiir ve sonugta (1.27) ifadesi

U, = BK® +p,K® (1.28)

seklini alir.



2.1.2 Ornekler

Ornek 1. Asagidaki sekilde verilmis dalga denklemini géz 6niine alalim

u, —c’u, =0. (1.29)

(1.29) denklemini birinci basamaktan diferansiyel denklemlere ¢evirelim. Once c? = 1 olan

durumu inceleyelim.
u =v, u,=w (1.30)
olsun. Buradan

utt = (ut)t’ uxx = (ux)x

olur.

v, -w, =0, w,-v,=0 (1.31)

dikkate alirsak (1.29) denklemini

v,—w, =0
(1.32)
w,—-v, =0
veya
u, +Au, =0 (1.33)

seklinde yazariz. Burada
v 0 -1
u= , A=
W -1 0

Ornek 2. Simdi ¢ #1 oldugunu varsayalim.

olur.

u, —c’u, =0 (1.34)

denkleminde



u =v, Cu =Ww
degisken doniisiimlerini yapalim.

Cu, =Cv, cu, =w

X

Cu, =V cu, =wt

X

doniisiimlerini dikkate alirsak

v, —cw, =0
w, —cv, =0

elde ederiz.

Ornek 3. Sonra asagidaki denklemi

ot? ox?

g0z Oniine alalim. (1.37) denklemini su sekilde yazalim

iﬁ{i“}i TS
po OtLot] ox| p, OX

ou a’ au
= U, =
ot Po OX

olsun. Buradan,
i%+%:0, %+p0%:
p, Ot 0OX ot OX
Ou _ow _aldu_au,
otox  ox D, Ot ot

elde ederiz. Sonra

10

(1.35)

(1.36)

(1.37)



veya
ou, a’ ou, _
ot p oOx
olur. Boylelikle,

ot? Ox?

(1.38) denklemini asagidaki denklem sistemi gibi yazabiliriz:

ou, N ou, _

E Po OX

E3 Py OX

veya vektoriyel formda yazabiliriz.

ou ou

—+A—=0,
ot OX
Burada
0 p,
_ 2
A=| a° 0
Lo

Mg
ot OX
o
ot p, OX

6U2 +a_2%—0

(1.41) denklemi i¢in baglangic kosulu soyledir.

p(x,0) = {

ve

P x<0
Pri X>0,

11

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)



u, x<0
u(x,0) = (1.43)
Ug, X>0,
veya
u(x,0)=u(x,0) = u, = U X<0
A ° ug, x>0,
, X<O0
p(x0) =X (x0) =1, = {p :
ot Pr, X>0,
dir. A matrisinin 6zdegerleri
-4 py
a =0 =2-a"=0 >4=-3a L=a
Po

olur. Ozvektérler ise soyle ifade edilir.
Oncelikle, 4, =-a ya karsilik gelen 6zvektorii
AK®D —AK® =0

denkleminden bulalim.

aa, + pya, =0
= aoy+p,,=0 = al=p, , a,=-4,
2
a
—aoa,+aa, =0
Po

A, e karsilik gelen 6zvektor soyledir:
KO =(p-a) = K= ( " ];

Simdi A, =a yi ele alalim. Benzer sekilde

—aa, + p,a, =0
= ao+p,a,=0 = a=p, «a,=4,

£ a,-aa, =0

12



aliriz.

Once, u, =(p,,u,)" sol baslangig verilerinin 6zvektérler iizerine ayrilisini yazalim

[ j ZaK(')=al D4, K@ =g K® +aq,K?,
L

Buradan

PL = 0Py + &P

U =-a,a+a,a
elde ederiz.

Bu sistemin ¢6ziimii Cramer yontemi ile bulunmustur, yani

A= i)oa (e ap, +ap, = 2ap,;
P Po
_Uo aj_pa-pu
o = = :
2ap, 2ap,
Lo PL
_|=a U _pu +ap
a, = = .
2ap, 2ap,

Simdi, U, = (pg,Ug)" sag baslangig verileri K ler iizere ayriligin1 yapalim:

u, ZLISRJ:ﬂlK(l)+ﬁ2K(2) :{ﬂlpo_'_ﬁZpO

R _,B1a+ﬂ2a
_ 8Pr — Polr
=20 D,
_ 8P — PoUr
p= "
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Yildiz bblgesinde u”(x,t) = BK® +a,K® oldugunu dikkate alirsak, ¢oziimii

o[22l

Yildiz B
Sol veriler

Po
a

Igesi

Sag veriler

X¢

Sekil 1.3

Yani,

ap, —Ug

/O* = Bipy + 00 = 2ap,

=80 _ P | Polr | 3Pr
2a  2a 2a 2a

N |-

P,
(pL +pR)_2_;(uR _UL)1

+ PoUr +80x
2ap,

0

aPr — PoUr a+ Pl +ap, a

u =-Ba+a,a=—
1 2 2ap,

14
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__apg + Polr + Pl + ap,
2py  2py  2py  2p,

a 1
= _2_p0(pR _pL)+E(uL +Ug)

sonug olarak,

« 1 yo;
P :E(pL+pR)_2_;(uR —u.),

a
2p,

*

1
u :E(UL —Ug)—

(e —PL) -

oldugunu goriiriiz.

Ornek 4 .

{1, x<0 0
p(x,0)=:1 . u(x,0) :{ ’
2 0,

Verilerine sahip problemin ¢dziimleri

X
PL s ?<21
* X
pxt)=4p, ﬂl<?<ﬁz
X
Pr s ?>ﬂ~2

15
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U, ?<ﬂ1
* X
u=-<u, ﬂi<?<ﬂz
X
Ug, ?>ﬂ~2

olmaktadir.
2.2 Birinci Basamaktan Kuazi Lineer Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler Sistemi

2.2.1 Hiperbolik Sistemler

Giiniimiizde bir ¢ok fiziksel problem skaler denklemden ziyade birinci basamaktan kuazi
lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi seklinde ifade edilebiliyor. Boyle
denklemler bilinmeyen fonksiyonlarin tiirevlerine gore lineer olur. Katsayilari ise bilinmeyen
fonksiyonlara ve serbest degisenlere bagl olabilir. Eger boyle denklemler dalgalar dagilim
durumlarim1 ifade ederse bir ¢ok problemin c¢o6ziimiine dalga denklemleri ¢dzmekle
ulagabiliriz. Bundan dolayr biz burada iki boyutlu problemleri goz Oniine alacagiz.
Degiskenlerden biri Xx-ekseni digeri ise t-zaman degiskenleri olacaktir. Eger bilinmeyen

fonksiyonlar u,(x,t), i=1,2,.,n olursa, birinci mertebeden kuazi lineer diferensiyel

denklemler sisteminin genel yazilim formu soyle olacaktir

Z(a” L(x,t)+b, ou; —H(xf+e =0, i=12..n (1.44)

(1.44) sistemini kolaylik i¢cin n=2 durumunda agik sekilde yazalim.

ou
anEl b11 +b12 - O'

ou, au, ou, ou,

amE'FazzE'FbZl&'szzaﬁ-Cz =0, (145)

burada, a;(i, j =1,2) x ve t ye bagl bilinen fonksiyonlardr.

Oncelikle (1.45) sisteminin hiperbolik bir sistem olmasi igin bir kosul bulalim. Ayrica

hiperbolik sistemin bazi sonuglarini inceleyelim. Birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel
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denklemin ¢o6ziimiinii ararken Oncelikle bu denklemin karakteristiklerini bulup bunu adi
diferensiyel denklemler sistemine doniistiiriiyorduk. Bazi durumlarda elde ettigimiz adi
diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinii bulabiliyorduk. En azindan ele aldigimiz diferansiyel
denklemler sistemini sayisal olarak ¢6zmek miimkiindiir. Her iki durumda da g6z oniinde
bulunan kismi tiirevli diferansiyel denklem "yerel" olarak ¢oziiliir. Bu ise genelde dalgalarin
dagilim durumlarina denk gelmektedir. Gergekten de kiigiik bir zaman diliminde keyfi bir
noktanin hareketine, o noktaya yakin olan noktanin etkisi olabilir. Dogal olarak karsimiza
sOyle bir soru ¢ikar. "(1.44) denklemler sistemi i¢inde bdyle bir yerel hesaplama islemleri
yapilabilir mi?" Eger bu islemleri yapmak miimkiin ise o zaman sistem hiperbolik tiire ait olur.

Hiperbolik sistemin tanimin1 vermeden dnce bazi bilgilere goz atalim. Genelde (1.44)
sisteminde keyfi u; fonksiyonlar: % ve % tiirevlerinin keyfi kombinasyonlarini

icermektedir. Yani (1.44) veya (1.45) denklemler sisteminin her bir denklemi wu;

: u; au; L o :
fonksiyonunun 8_tJ ve a—' tiirevlerini lineer bagimli durumda igerir. Bu, su anlama gelir,
X

denklemler keyfi u; fonkiyonun gesitli yerlerdeki degisim hizi hakkinda bilgi verir ve bu
denklemlerden keyfi u; fonksiyonunun séz konusu degisim hizlarmin bilinen bir yonde
degismesi hakkinda herhangi bir bilgi almak miimkiin degildir. (1.44) denklemler sistemi
tizerinde cesitli doniisiimler yapsak acaba yukarida bahsettigimiz bilgileri elde edebilir miyiz?
Bunu aragtiralim.

(1.44) denklem sistemini heniiz bilinmeyen

= (1%t Y),..., | (x,t,u))
vektorii ile carpip toplayalim

Z' (Zn_:( a auja(tx’t) +h, auja(;’t))%i) =0, (1.46)

n. ou. (xt) au (xt) n

ZI D a; 1+ ZI =0. (1.47)

i=1  j=1

n =2 igin (1.46) soyle olur

17



(o S b, Sora, T2, )

ou ou ou ou
|2 (a21E1 + bzlal +a,, Ez + bzz 8_)(2) + |1C1 + |2cz =

{X=XW%
t=1(n)

doniigiimiinii yapalim. Buna gore,

elde edilir. Burada

a=X(n), p=17(0)

olur. (1.48) denklemini degistirirsek (1.51) denklemi asagidaki forma doner.

2 ou.
ij —L+bjl; =0.
=

Gergekten (1.48) ifadesini diizenlersek

ou
(I1a11+| 21)"' +(I1b11 Ib21) +(|1a12 I2¢22)E2

+(Ib12+lb22) 2 +1c,+1,c,=0

(1.53) formunu elde ederiz. Burada
1a11 +I aZl mlﬁ Ila:I.Z + I23‘22 = mzﬂ

Lo, +1,b,, =ma Lo, +1,b,, =M,

olarak tanimlanirsa (1.18) denklemini
Zz"(m ﬂauj o 2L lc)=0
f—+ma—+I.c) =
= ] ot | OX ivi

veya

18

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)



i[mj(ﬁ%+a%)+lici]:0 (1.56)
e ot OX

seklinde yazabiliriz.
(1.54) sisteminde esitligin her iki yanim1 « ile (1.55) sisteminde esitligin her iki yanim
p ile carpip birbirine esitleyelim.
ala, +al,a,, =map

ala, +ad,a,, = m,af (1.57)

Al + ALb,, =m o

Aiby, + Al,b,, =m,Sa (1.58)
Buradan

aa, +ad,a, = Ab, + A,b,,
a,a, +al,a,, = Aib, + A,b, (1.59)
veya

I, (o, — By,) +1,(cay, — Aby) =0

|, (e, — Boy,) +1, (0, — Boy,) =0 (1.60)

alinz. (1.60) sisteminin tek bir ¢oziimii olmas1 igin

oa,; — :Bbll oa,y, — ﬁb21

o, - o, aa,,— b,

yeterli ve gerekli kosul olmalidir. Yani

A= ( all ale B = [ bll ble (162)
a21 a22 b21 b22

olarak tanimlarsak (1.61) denklemi s6yle olmalidir.

|AX'~BT'|=0 (1.63)
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(1.63) denklemine karakteristiklerin denklemi denir.

2.2.2 Karakteristikler

Soylediklerimizi daha kolay anlatabilmek i¢in asagidaki sistemi goz oniine alalim.

( ou, au, ou, ou, _
j A&l(xnt)E+A&2(X1t)E+ B11(th) X + Blz(x1t) P - fl(X,t), (1 64)

ou ou ou ou
| A DT+ A ) 2+ By () L+ B} ) T2 = Fo(x).
(1.64) sistemini matris formunda yazalim
A%u + Bg—i = f(x,1). (1.65)

Burada, A,B,u ve f

A — ( All AlZ], B — ( Bll BlZJ,
Ay Ay B, By

) ()
T e A (1.66)
u, f,

olarak tanimlanmaktadir.

Farz edelim ki, (1.65) sisteminin (x,t)e D bolgesinde piiriizsiiz (tiirevlenebilir)
¢oziimil vardir. D bdlgesinde bulunan bir (X,,t,) noktasini gz dniine alalim. Bu noktadan bir
y egrisi gegirelim. Bu egri iizerinde (X,,t,) noktasindaki kiigiik kaydirma vektorlerini (dx,dt)
ile gosterelim. Farz edelim ki, (1.65) sisteminin ¢Oziimleri y egrisi iizerinde verilmistir.
Amacimiz ise U, V& U, nin y egrisi iizerinde verilen degerlerine ve sagladiklart (1.66)
sistemine gore tiim D bolgesinde tanimlamak ve ele alarak incelemektedir. Bilinen y egrisinin

etrafinda verilmis degerlere gore (1.66) sisteminin ¢Oziimiiniin bulunmasina "Cauchy

problemi" diyoruz.

u, ve u, fonksiyonlar1 y egrisi lizerinde bilindikleri igin, bu egri lizerinde tiirevleri de
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bilinmektedir. Dolayisiyla normal tlirevlerinin degerlerine gore keyfi yon {iizerinde olan

tirevleri

ou, ou, ou, oau,
ot ox ot ox
y egrisi lizerinde bulabiliriz. Tersine bu dort tiirev biliniyorsa, yon lizerinde tiirevlerini

bulabiliriz. Bu taktirde problemi s0yle ifade edelim, u fonksiyonunun y egrisi iizerinde

bilinmekte oldugunu varsayarak, bu egrinin tiim noktalarinda g—l: , Z—u tiirevlerini buluruz.
X

S6z konusu olan tlirevleri (X,,t,) noktasinda u fonksiyonunun bilindigi durumda

(dx,dt) vektorii tizerinde bilindigini varsayarak hesaplamaya calisacagiz. du diferensiyellerini

tiirevler yardimiyla yazalim.

Myt Mgy =y,
o o

0

u2dt 0
ot

u
8)(2 dx = du, (1.67)

Bu sistemdeki diferansiyeller y egrisi lizerinde belirlidir. (1.67) ifadelerini (1.64) denklemler

sistemine ekleyerek aaut y Ay 6u2 bilinmeyen fonksiyonlar1 ele almak icin asagidaki

8xat

denklemler sistemini g6z 6niine alalim

ou ou
Au Aiz 8_)(1+8128_X2: fl’
ou ou
A21 A22 6Xl + BZZ 6)(2 = f
X (1.68)
méw dx e = gy
ot OX v
dt Mz 4 o Mz = gy,
\ ot OX
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(1.68) ifadesini matris formunda yazalim.

Aa—u+ B@ =f,
ot OX
veya
tha_u+dea_u =du. (1.69)
ot OX
Burada,

(5 3

dir. (1.69) sisteminin bilinmeyenlerini bulmak i¢in

A B
det £0 (1.70)
dtE dxE

(1.65) denklemi igin

All A12 Bll BlZ

det( A B J_ A21 A22 BZl BZZ

- (1.71)
dtE dxE dt 0O dx O

0O dt 0 dx

A B
det =0
( dtE de]

esitligini saglayan egrilere (1.64) sisteminin karakteristikleri denir.

olur.

Farz edelim ki, y egrisinin kendisi karakteristik egridir. (1.69) sisteminin

determinantinin sifira esit olduguna bakmadan bu sistemin ¢6ziimii vardir.

Varsayimiza gore (1.65) sisteminin y egrisi lizerinde tanimlanan bir ¢éziimii vardir.

Bu ise genisletilmis olan

A B f
dtE dxE du
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matrisinin rankinin dejenere olan

A B
dtE dxE

matrisin rankina esit olmasi1 anlamima gelir. Boylelikle du vektorii, karakteristikler boyunca

keyfi olamaz ve agagidaki kosulu saglamak zorundadir.

A B f A B
rank = rank . (1.72)
dtE dxE du dtE dxE

(1.72) ifadesine, karakteristiklerin kosulu denir.
Karakteristikleri daha iyi anlayabilmek i¢in soyle bir ornege dikkat edelim. Ses

dalgalarini ifade eden denklem sistemini goz oniine alalim.

Ornek 5.
u,1op_
ot pyox
op ou
E‘i‘pocg & =0. (173)

(1.73) sistemini asagidaki gibi diizenleyerek matris seklinde ifade edelim

ou g 0P, 10p_

1—+0—+
ot ot p, OX
ou ou .op ~op

0=+ p,c2—+1--+0—+=0, 1.74
ot Polo x ot o ( )

veya
1 0\o( u 0 i o u 0
(o Ja( j+ o a( No) (79)
X
P poC; O r

(1.74) sistemini su sekilde yazabiliriz
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10 o0 g}) 0
Po | =
0 1 ¢ 0| ot|= 0 1.76
Polo au au |l (1.76)

d 0 dx 0| —
0 d 0 dx) op

Karakteristikler denklemi ise sdyle olur.

1 0 0 — 0o 0 —
Po| |1 PoCs O Po
0 1 pcg 0|=[0 dx Of+dt|]l p,c2 0

dt 0 dx 0 dt 0 dx dt 0 dx

0 dt 0 dx
_ dx(l) pgig +dt ;t PoCo io = (dx)? —c2(dt)? = 0. (1.77)
Boylelikle karakteristikler i¢cin
(dx)? —cZ(dt)? = (dx —c,dt)(dx +c,dt) =0 (1.78)
= dx = Fc,dt
= XFC,t = sabit (1.79)

elde ederiz. Simdi karakteristikler i¢in olan kosulu ele alalim. Bunun i¢in

100i0

Po
0 1 pocé 0O O

dt 0 dx 0 du
0 d 0 dx dp

matrisinin ranki ile bu matrisinin keyfi dort stitunundan diizenlenmis olan yeni matrisin ranki
ayni olsun. Sonucunda da determinanti sifirdir. Dolayisiyla bu sonucu matrisin keyfi 4x4

mindriiniin birisi sifira esit olmalidir. Ornegin,
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1 p,ct 0

=0
d 0 dx du
0 dt 0 dp
dir. Buradan,
1 pct 0
0=|0 dx du|=
d 0 dp

dxdp +dtdup,ci =0.

Birinci karakteristik tizerinde,

%:co = dx=c,dt.

Son ifadeyi (1.81) da yerine yazalim.
c,dtdp + p,cidudt =0
dp + p,c.dudt =0,

1
PoCo

du + dp =0,

du-—y=o,
PoCo

yo,
PoCo

u+ = sabit.

ikinci karakteristik tizerinde

o _
dt

dx du
0 dp

—C, = dx = —c,dt

(1.80)
,[0 du
* PoCo dt dp =
(1.81)
(1.82)
(1.83)
(1.84)
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Bu ifadeyi (1.81) de yerine yazarsak

P

d(u- ) =0,
PoCo
u——L_ = sahit

PoCo

(1.85)

elde edilir. Buradaki (1.84) ve (1.85) ifadelerine Riemann invaryantlar1 denir.

Ornek 6. Ikinci bir 6rnek olarak asagidaki Cauchy-Riemann sistemini goz dniine alalim

ou ov

___:O,
ox oy
8—u+@:0. (1.86)
ox oy
Bu ifadeyi daha genis sekilde yazarak matris formunda ifade edelim
18—U+Oa—u+0@—1@=0,
ox oy ox oy
1a—u+08—u+0@+1@=0. (1.87)
ox oy ox oy
10 u 0 -1 u
afY, N ) (1.88)
0 1)ox\ v 1 0)oylv
Simdi karakteristik determinanti yazalim
1 0 0 -1
1 1 0] |0 1 1
0 1 1 O
& 0 d O:O dy O|+ldx O dy
X
4 dx O dyl [0 dx O
0 dx 0 dy
1 0 0 1
= dy —dx = (dy)® + (dx)* =0,
dx dy dx dy
= dy = Fidx (1.89)
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Cauchy-Riemann sistemi reel karakteristiklere sahip degildir.

Tamm 1. Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemler sisteminin tiim karakteritikleri reel ise,

boyle bir sisteme hiperbolik sistem denir.

2.3 Hiperbolik Denklemler Sistemi i¢cin Cauchy Problemi

Hiperbolik denklemler sistemi i¢in Cauchy problemini incelerken, baslangi¢ verilerinin t =0

noktasinda bilindigini varsayacagiz, yani

ui (X,O) = ui(O) (X)

(1.90)

seklinde ele alacagiz. Farz edelim ki, ox ekseni karakteristik degil, yani u(x,0) keyfi

degerlerine gore sistem, t ye gore tiirevlerin bulunmasina olanak saglamaktadir. Buna gore

asagidaki sistemi goz oniine alalim

Aa—u+Ba—u: f.
ot OX

Burada detA #0 dir. Bu taktirde

8_U+ Alea_u =
ot oX

A'f

veya A'B=C , A'f =g olarak ifade edilirse (1.92) yi

ou ou
—+C—=¢
ot OX

seklinde ifade edebiliriz. Bu sistem i¢in karakteristik determinant1 yazalim

E C E C
= (dt)" dx
dte  dxE|, E =
0 c-% i
= (dt)" dth = (~1)"(dt)" det|C - —~E]|
e X dt

dtE

Boylelikle elde edebilecegimiz karakteristikler

27

(1.91)

(1.92)



d—ti = K, (x,1) (1.93)

denklemlerini saglayacaktir. Boyle keyfi karakteristiklerin egim agis1 K; ler
det(C-KE)=0 (1.94)

denklemin kokleri olur. Bu kdklere C matrisinin 6z degerleri denir.

Simdi asagidaki kuazi lineer denklem sistemini inceleyelim.

A(x,t,u)aat—qu B(x,t,u)%u: f(x,t,u) (1.95)

Bu durumda karakteristikler ¢oziimlere de bagli olacaktir. Bir ¢6zliim i¢in elde edilen

karakteristikler diger ¢dziim igin uygun olmayacaktir. Ornegin, gaz dinamigindeki bir sistemi

g0z Oniine alalim

o +u8_u+_p (p)a—p=0
ot OX P OX

op Op ou

T iuL4+p=—=0. 1.96

o ox Pox (1.96)
Simdi bu son sistem i¢in karakteristik denklemi yazalim, bundan dolay1

1a—u+ua—u+06—p+£a—p:0

ot ox ot pox

—+U—+0—+p—=0 (1.97)
X

1 0o u u P o u)_
o 33 gl

o U

yazalim. Karakteristiklerin denklemini sdyle yazariz
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1 0 u P
Yo
0 1 p uj=p, (1.99)
dt 0 dx O
0 dt 0 dx
pl
0O u —
1 p u P
0 dx O|+dtfl p wu(=0
d 0 dx dt 0 dx
dx. O u » P
0=l +dt;’ 0‘+dt[—u ol+" oldt]
X X 0 dx [p u

(dx)? —udxdt + dt[-udx + dt(u® — p)] =0,
(dx)* —udxdt —udxdt + (dt)*(u* - p’) =0,

(dx)? — 2udxdt +u?(dt)? — p’(dt)* =0,

ox ox ,
(E)Z—ZUEJF(UZ— p)=0,

(%)quiw/uz—(uz—p') —uFp, (1.100)
Buradan

dx p

E:U‘i"\/ P, (1101)

dx

X uJp, 1.102

ot p ( )

olur. Simdi invaryantlar1 bulalim. Bunun i¢in genisletilmis matris yazalim
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1 0 wu

0
01 p 0|=0. (1.103)
di 0 dx O du
0 dt 0 dx dp

cx o

(1.103) ifadesinde determinant sifira esit oldugu icin keyfi 4x4 mindorii sifira esit olmalidir.
Ornegin,

=0 (1.104)
dt 0 dx du

yani,

1 p O 0O u O
0 dx duj+dtl p 0|=0, (1.105)
d 0 dp dt 0 dp

dxdp + pdtdu —udtdp = 0 (1.106)

Buradan birinci karakteristik iizerinde
X
v w

=dx=(u+.p'(p))dt (1.107)

Bu son ifadeyi (1.106) esitligindede yerine yazalim
do(u++/p'(p))dt + pdudt —udpdt =0
VP (p)dp+pdu=0

a_ o
do do

ikinci karakteristik iizerinde yeni
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dx -

_= u —

™ p'(p)

du = M (1.108)
dp dp '

elde edilir. Boylelikle

oy )

du = __\M (1.109)
dp dp '

H - o)

du _p'(p) (1.110)
do dp '

adi diferansiyel denklemler sistemini elde etmis oluruz.
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3. SIKISABILIR VISKOZITESiZ GAZ DINAMiGi PROBLEMININ SUREKSIiZ
FONKSIYONLAR SINIFINDA SAYISAL COZUMU

Bu bolimde sikisabilir viskozitesiz gazlarin hareketini ifade edebilen birinci basamaktan
nonlineer denklemler sisteminin bir sayisal ¢Ozliimiinii elde edelim. Bu amagla asagidaki

sistemi goz Oniine alalim.

9p , 9pu) _ 0
ot OX (2.1)
2

o(pu)  o(p+pu7) _ 0 2.2)

ot OX

2
W+§[pu(g+uz/z)+ pul=0(2.3)
Burada

o -yogunluk
p -basing

& - birim hacimdeki gazin 6zel kiitlesi
U - gazin 0X ekseni yoniindeki hizi

Gortldigi gibi (2.1) — (2.3) denklemler sisteminde (p,u, p,&) bilinmeyen var. Dérdiinci

denklemi
de+ pdV =TdS

termodinamik esitligini kullanarak elde edebiliriz. Burada

S -entropi, -1 , T mutlak sicaklik
Yo

(2.1) — (2.3) sistemin asagidaki baslangi¢ kosullarini ekleyelim
p(x,0) = p°(x), (2.4)
u(x,0) =u’(x), (2.5)
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£(x,0) = £°(x). (2.6)

Tanim 2. (2.4) baslangi¢c kosulunu ve temel fonksiyonlar sinifindan olan ve f(x,T) = 0 olan

herhangi bir test fonksiyonu i¢in agagidaki integral

jD[pft + puf Jdxdt + j:uo () f (x,0)dx = 0 2.7)

esitligini koruyan fonksiyona (2.1) — (2.6) probleminin zayif ¢6ziimii denir.

(2.7) esitligini ispatlamak igin,

0= ”{a” a(’ou)}f(xt)dxdt—l +l,

integralinde kismi integrasyon formulii uygulayalim. Burada

_(op _ (P [FOP
|, = IDE f (x,t)dxdt = j_wdx{ jo = f (x,t)dt},
integralini kismi integrasyon yontemiyle
a—'Odt =dv=v=p; f(x,t)=u=du :ﬂdt
ot ot
degisken doniisiimii yaparak

= fde{tJf lo —I()Tpftdt}= _[:dX%J(X,T)f(X,T)—u(x,O)f(x,O)— LTpftdt}

==[ Uy (0) f (x,0)dx— | pf,dxalt.
seklinde hesaplariz. Benzer sekilde
= 9 (pu)faxdt = [, dt{j ﬁ(pu)fdx}
D OX » OX
integralinde de
aﬂdX:dV:>V:ﬂJ; f(x,t)=UZ>dU:qu
OX OX

degisken doniisiimii yapilarak

33



I, = J:dt{fpu I, —IZpufxdx}

= _LTdt{f (@) pul, —f(—0)pu |, — f;pufxdx} = —[_put dxal

hesaplanilir. Elde edilen ifadeler yerine konursa,

jD[pft + puf, Jdxdt + f;uo(x) f(x,0)dx=0 *)

aliriz.

Y o ) _ .
o_jD[apm&(pﬂou ) fdxdt = 1,+1,;

1, = ng pufxdt = [ dx| jOT g uf]

integralini hesaplayabilmek icin
aﬂdt =dv=>v=pu; f(x,t)=u=du =%dt

degisken doniisiimiinii dikkate alarak, kismi integrasyon uygularsak

* T (7 0 T
1y = [(axCfou [ [ puf,dt] = [ £ (x,T)oul —F (x0)pul, [ puf,ct]

= [y (U () F (x,0)dx — [_puf, dxdt

elde ederiz. 1, integrali de

0
l, = .[D&(p+pu2)fdxdt = —jD(p+pu2)fth
olur. Buradan

[ ouf, +(o+ pu?) £, Jaxdt + [~ oo (x)u (X)  (x,0)dx = 0 ()

jD{p(g +“—22J f, +[pu(€ +%) + pu] fx}dxdt + f;[go(x) +@j f (x,0)dx = 0(***)
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bulunur. Benzer yolla p(x,t) ve e(x,t) fonksiyonlari i¢in de zayif ¢oziim kavramlarini dahil

edebiliriz, (**) ve (***) ifadelerine bakabiliriz.

3.1. Yardimci Problem

Literatiirden bilindigi tizere (2.1) — (2.3) denklemler sisteminin ¢oziimleri yeri, 6nceden

bilinmeyen sigrayis noktalarma sahiptir. Bu sebepten s6z konusu denklemleri direkt sonlu

farklara ayriklastirmak miimkiin degildir. Bu nedenle de asagidaki yardimci problemi ele

alalim.

—+pu=0,
at pu

or 2
—+p+ =0,
p+pou

@jt g+£ +pu=0
a 2 '

q(x,0)=q°,
7(x,0) = 7°,

N(x,0) = N°

0

Burada q°, z° ve N° asagidaki denklemleri koruyan

diferansiyellenebilen fonksiyonlardir.

a_qO: p°

ax )

8{;[0 _”
X

a(;\lo =g
X

herhangi

bir

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
(2.12)
(2.13)
siirekli
(2.14)

(2.15)

(2.16)

Teorem 1. Eger q, 7 ve N fonksiyonlari (2.8)-(2.16), yardimci probleminin zayif ¢éztiimleri

ise
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1orx

—— =u(x,t),
P (x,t)
ON u?
———=¢g(X,1),
ox 2 (%)

ile tanimlanan p, u ve ¢ fonksiyonlar1 (2.1)-(2.6) probleminin zay1f ¢6ziimleridir.

3.2 Niimerik Algoritma

(2.8)-(2.16) denklemleri iizerinde etkin sonlu farklar semalar1 yazmak miimkiindiir

Qe = Q. — 700U, (2.17)
I, =10, — 7@, + 0., U5] (2.18)
N = N =70, Ui [25 +U22 20 U5 ] (2.19)
Q. =a°(x) (2.20)
= 7°(x.) (2.21)
N;, =n°(x,). (2.22)

Teorem 2. Eger Q,,,, IT; ,; v N, (2.17)-(2.22) sayisal ¢oziimleri ise

Qs ki1 = Pikarr
1
1_Ii,k+1 - Ui,k+1’
i k41
N? k+1 | k+11

esitlikleri ile tammlanan Q, ,;, U;x+1 V€ & k41 (2.1) — (2.6) problemin niimerik ¢oziimleri

olmaktadir.
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3.2.1 Yakinsaklik Teoremi

Teorem 3. Asagidaki esitlikler gecerlidir.
8) D 4. = CONSt

b) > (pU), ., = const

c) D &, = const

Teorem 3, yardimci problem {izerinde kurulmus sayisal

gostermektedir.
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4. SONUCLAR

Tezde elde edilen ve 6nemli oldugunu diisiindiigiimiiz sonucglar1 asagidaki gibi siralamak
miimkiindiir.
1. Birinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi i¢in
karakteristikler ve Riemann invaryantlar1 bulunmustur.
2. Sabit katsayil1 kismi tiirevli diferansiyel denklemleri i¢in yazilmis cauchy
probleminin ¢6ziimii elde edilmistir.
3. Sikisabilir viskozitesiz gazlarin hareketini ifade eden nonlineer diferansiyel
denklemler sisteminin sayisal ¢6ziimiiniin bulunmasi i¢in bir teorik yontem
Onerilmis ve sayisal ¢oziimiin 6zellikleri incelenmistir.

4. Sayisal ¢oziimiin gergek ¢oziime yakinsakligini gosteren degerlendirmeler

bulunmustur.
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