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IKiIiNCi MERTEBEDEN NONLINEER FiLTRASYON DENKLEMININ EMIiCi
ORTAMDA NUMERIK INCELENMESI

Tez caligmasinda nonlineer kaynak fonksiyonuna sahip 2.basamaktan parabolik
denklem i¢in yazilmis 1.tiir baglangic sinir deger probleminin genellestirilmis fonksiyonlar
siifinda sayisal ¢oziimiiniin incelenmesi ile zayif ¢oziimiin ger¢ek ¢oziime yakinsakligi

problemi arastirilacaktir.

Bilindigi tizere bir ¢ok miihendislik probleminin ¢6ziimii dejenere olan, nonlineer
kaynak fonksiyonlarina sahip parabolik tiir denklem i¢in yazilmig, Cauchy ve baslangi¢
sinir deger problemlerinin ¢éziimiine indirgenir. Ayrica, bu problemlerin ¢oziimleri bazi
singiilerlige sahip oldugundan s6z konusu problemlerin ¢oziimii i¢in 6zel inceleme gerekir.
Tezin birinci bdliimiinde gereken altyapr ele alinmustir. Ikinci béliimde nonlineer 1s1
denkleminin yarim eksende kosan dalga seklinde ¢oziimii elde edilmis ve c¢oziimiin
diferansiyellenebilme 6zellikleri ispatlanmistir. Bulunan ¢oziimlerin zayif ¢6ziim oldugu
ispatlanmustir. Ugiincii béliimde, ikinci béliimde incelenen problemlerin, sayisal ¢oziimleri

ele alinmig ve sayisal ¢ozlim i¢in aprior degerlendirmeler elde edilmistir.
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ABSTRACT

NUMERICAL INVESTIGATION of the SECOND ORDER NONLINEAR
FILTRATION EQUATION in an ABSORBIC MEDIA

In this thesis, the numerical solution of the first-kind initial-boundary value
problem for the second order parabolic equation with a nonlinear source function in a class
of discontinuous functions is investigated and the convergence of the numerical solution to

the exact solution is proven.

As known, the solution of various engineering problems can be reduced to the
solutions of the Cauchy and initial value problems that solve degenerate parabolic class
equations with nonlinear source functions. Since the solutions of these problems have
some singularity, special investigation is required. The first chapter of the thesis establishes
the required background. In the second chapter, the solution of the nonlinear heat equation
in the form of a traveling wave in the half axis is obtained, and the differentiability of the
solution is proven. Also, it is shown that the solutions are weak solutions. In the third
chapter, the numerical solutions of the problems in the second chapter are investigated, and

a-priori evaluations on the numerical solutions have been obtained.
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1. GIRIS

Miihendisligin pratik 6nem tasiyan problemlerinden bir ¢ogu dejenere olabilen
nonlineer parabolik tiir denklemler i¢in yazilmis baglangic smir deger probleminin
¢oziimiiniin bulunmasina indirgenilir. Bu tiir problemlere orman yanginlarinda, deniz ve
okyanuslarda olusan tiirbiilans olaylarinin incelenmesinde vb. rastlanilir. Bu tiir
problemlerin ¢oziimiiniin diferansiyellenebilme mertebesi denklemin talep ettiginden az
olmaktadir. Bu ise klasik ¢6ziimiin mevcut olmamasi anlamina gelir. Ayrica, s6z konusu
problemlerin  ¢oziimiinde yeri Onceden bilinmeyen zayif siireksizlik noktalar
bulunmaktadir. Zayif siireksizlik kavramiyla ¢o6ziimiin kendisinin siirekli, birinci
mertebeden tiirevinin ise ikinci tiir siireksizlige sahip olmasi kastedilmektedir. Bazi
durumlarda s6z konusu problemlerde patlama (blow-up) olayr da gergeklesebilir. Bu tiir
ozellikleri ifade edebilmek icin, sozii edilen Ozelliklere sahip fonksiyonlarin da ¢dziim
olabilecegi bicimde, ¢coziimii matematiksel olarak genisletmek gerekir.

GOz oniine alman denklemler genelde nonlineer oldugundan bdyle problemlerin
gercek ¢Oziimiinii elde etmek zor veya olasi degildir. Bu nedenle de bu problemlerin
¢Oziimii i¢in niimerik ¢6ziim yontemleri uygulanmaktadir. Literatiirde 6zel durumlar igin
baz1 gercek ¢oziimler mevcuttur. Bu yontemlerden en evrenseli sonlu farklar yontemidir.

So6ziinii ettigimiz problemin ¢oziimiiniin bulunmas1t hem pratik hem de teorik
acidan O6nem tasimaktadir. Spesifik 6zellige sahip olan problemlerle ¢alisma zorunlulugu
genellestirilmis fonksiyonlar sinifinda ¢oziictiliigii daha yiiksek olan yeni yontemlerin
olusturulmasini gerekli kilmistir. Literatiirde homojen semalar ismi altinda bir ¢ok sayisal
yontemler mevcuttur. Bu yontemlerde ¢éziimiin veya tiirevin siireksizlik noktalar1 dikkate
alinmaksizin sonlu fark semalar1 Onerilmistir. Fakat singiilerite o6zelligi fazla oldugu
durumlarda s6z konusu yontemler iyi sonu¢ vermeyebilir.

Tezde ikinci basamaktan dejenere olan nonlineer parabolik tiir denklem igin
yazilmis birinci sinir deger probleminin sayisal ¢6ziimii i¢in bir yontem incelenmistir.
Onerilen yontemin avantajlarmi gorebilmemiz i¢in sonraki islerimizde yararli olabilecek

bazi temel kavramlari ele alacagiz.



1.1. Temel Kavramlar
R" ile (X, X,,...,X,) noktalarinin kiimesini, u=u(X;,X,,...X,) ile bilinmeyen fonksiyonu
gosterirsek, U=u(X;,X,,...X,) fonksiyonu i¢in birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel

denklemin genel yazilim formu

F (X, Xy %, U,U, Uy, ) =0 (1.1)

g1 Uy, sene
olmaktadir. (1.1) tiirlinden denklemlere kuantum mekaniginde, varyasyonlar hesabinda,
geometrik optikte ve benzeri alanlarda sikc¢a rastlanmaktadir.

Tammm 1.1 Eger F fonksiyonu u ve onun tiim tiirevlerine gore lineer fonksiyon ise,
denkleme birinci mertebeden lineer kismi tiirevli denklem denir.

Birinci mertebeden lineer homojen olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem
Qg (Xg ey X JU 8 (X ooy X Uy H a8 (X X JUy = (X000 X)) (1.2)
seklindedir. Burada a,,...,a,’lere denklemin katsayilari, ¢ bilinen fonksiyonuna ise

denklemin sag tarafi denir. (1.2) denklemini
D8, (X X e Xy Uy + 80 (X, Xy rev X U = 2%, Xy 10000 Xy ) (1.3)
i=1

bigiminde kisaca yazabiliriz. Eger ¢(X;,X,,...,X,)=0 olursa, (1.3) denklemine (1.2)
denklemine karsilik gelen birinci mertebeden lineer homojen kismi tiirevli diferansiyel
denklem denir.
Ornek 1.1 Asagidaki denklemler birinci mertebeden lineer denklemlerdir:
(i) u.—-u,+u,=0
(i) (x+2)u, +2yu, =2u,
(iii) xu, +yu, =ku, keR sabit.
Tamm 1.2 Eger F bilinmeyen fonksiyonun birinci mertebeden tiirevlerine gore lineer
fonksiyon ise, denkleme kuazi lineer denklem denir ve bu denklemlerin genel yazilim
formu
D8y Xy, Xy e X, U, DXy, X ey X, U) =0 (1.4)
i=1
seklinde verilir.
Ornek 1.2 Asagidaki denklemler birinci mertebeden kuazi lineer denklemlere birer 6rnek

olusturmaktadir:



(i) xuu, —yuu, = y*—x?*,
(if) yuu, +xuu, =x+y ,
(iii ) (x* —y* —z%) 2, +2xyz, = 2%z,
(v)(z-y)z,H(x-2z)z,+x-y=0.
Tanim 1.3 iai (X1s Xg yeees X Uy DX, Xy 0, X, U) =0 (1.5)
i=1
seklindeki denklemlere yar: lineer kismi tiirevli denklem denir.

Ornek 1.3 Asagidaki denklemler yari lineer denklemlerdir:

(i) (xX*+y*)u +2u, =xu’+yu,
X y

(i) (x+3)u, +u,=2yu.
Tamim 1.4 Eger F fonksiyonu u ve onun tiirevlerine gore lineer olmayan fonksiyon

olursa, denkleme lineer olmayan (nonlineer) denklem denir.

Ornek 1.4 Lineer olmayan denklemlere asagidaki rnekleri verebiliriz:
(i) uf+uy =1,
(ii) u? +u, =u?,
(1.1) veya (1.3) cinsinden olan denklemlerin ¢dziimlerini incelemeden once adi

diferansiyel denklemler adi diferansiyel denklem teorisinden bazi kavramlar1 hatirlayalim.

Adi diferansiyel denklemler teorisinden bildigimiz, n. mertebeden diferansiyel denklemin
XY, YY" yP) =0 (1.6)
seklindeki genel yazilim formunu goéz oniine alalm. Eger ¢ fonksiyonu v,vy’,...,y™

degiskenlerine gore lineer ise, (1.6) denklemine lineer diferansiyel denklem denir ve genel

yazilim formu

Y@+ )Y+ (YT +.p, ()Y = F(X) (1.7)
olur. Burada f(x), p,(x), p,(X),..., p,(X) fonksiyonlar1 bilinen ve gereken mertebeden
tirevlenebilen siirekli fonksiyonlar olup, p;(x)’ ler denklemin katsayilari, f ise

denklemin sag tarafi olmaktadir.

Eger f(x)=0 olursa, denkleme n. mertebeden homojen lineer diferansiyel denklem
denir. f(x)#0 olmasi halinde ise (1.7) n. mertebeden homojen olmayan lineer

diferansiyel denklem olarak adlandirilir.



Bilindigi tlizere, n. mertebeden adi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii bagimsiz

degisken, bilinmeyen fonksiyon ve n tane keyfi sabit icermektedir; yani her bir ¢6ziim

v(xY,c,C,...,C,) =0 (1.8)
cinsinden verilmektedir. Tersine, (1.8) cinsinden fonksiyonlar ailesi n. mertebeden bir tane
adi diferansiyel denklem olusturur.

(1.6) denkleminin genel ¢oziimini soyle de tamimlayabiliriz. Eger (1.8)
fonksiyonundan x e gore n defa tirev aldiktan sonra buldugumuz ifadelerden
c,,C,,...,C, sabitlerini yok ettigimizde (1.6) denklemini elde edersek, bu takdirde (1.8)
ifadesine (1.6) denkleminin genel ¢6zliimii denir.

Simdi agagidaki gibi bir denklemi gz Oniine alalim

D%, Y, YY" Y Cas G €y) =0 (1.9)
Eger (1.9) denkleminden X’e gore (n—Kk) defa tiirev alip, bulunan ifadelerden c,,,...,C,
sabitleri yok edildikten sonra (1.6) denklemi elde edilirse, (1.9) fonksiyonuna (1.6)
denkleminin K. aralik integrali denir.

GOz Oniine aldigimiz (1.9) aralik integrali kendi basmna k. mertebeden bir
diferansiyel denklemdir. Dolayisiyla, eger (1.6) tiiriinden bir denklem icin herhangi bir
aralik integrali bulabilirsek, bu (1.6) denkleminin mertebesinin diisiiriilmesi anlamina gelir.

Bu soylediklerimiz kismi tiirevli denklemler icin s6z konusu degildir. Ama burada
yine de genel ¢oziimleri bulmak miimkiindiir. Kismi tiirevli diferansiyel denklemde s6z

konusu keyfi elemanlar artik sabitler degil, keyfi fonksiyonlar olacaktir.

Ornek 1.5 %:0 denkleminden u fonksiyonunun y degiskenine bagli olmadigi

goriilmektedir. O halde wkeyfi bir fonksiyon olmak iizere denklemin ¢oziimii U =w(X)
seklinde olacaktir.
Ornek 1.6 u,, =0 denkleminin genel ¢dziimiiniin
u(x, y) =w(x)+v(y)
oldugu kolayca gosterilebilir. Burada w ve v fonksiyonlar1 keyfi fonksiyonlardir.

Ornek 1.7 u,, = f(X,y) denkleminin genel ¢6ziimii

u(x,y) = [ [ (& md&dn+w)+v(y)

%o Yo



olmaktadir. Burada w ve v keyfi fonksiyonlar; Xx,,y, ise sabitlerdir. Integralleme
bolgesini egrisel sinir1 C:y=g(x) (veya x=h(y)) denklemiyle ifade edilen ve x=sabit
ve y=sabit dogrulan ile yalniz bir kez kesisen “Diicgeni” olarak kabul edersek, bu

durumda integrali daha genel olarak D boélgesi lizerinden seklinde

u(x,y) = [ [ (& m)d&dn+w)+v(y)

iki katl1 integral seklinde veya

u(xy)= [ d& [ (& n)dn+wx)+v(y)

h(y)  9(x)
biciminde yazabiliriz. Buradan
y
u = [ fxn)dn+w(x)
9(x)
ve
u, = [ (& y)dE+V(y)
h(y)

alinir. W(x) =0, v(y) =0 oldugu durumda elde ettigimiz 6zel ¢oziim C egrisi lizerinde
u=u,=u, =0

sartin1 saglar.

Ornek 1.8 u, —u, =0 denkleminin ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim. {5 -y

n=x-y

degisken donlisiimiinii uygularsa
u_uos udn_ou ou
OX 050X Onox o0& oOn
8u_@%+6_u6_77:8u_8u

dy ooy onmoy oF on

aliriz. Elde ettigimiz bu ifadeler denklemde yerine konursa ZS—U =0 elde ederiz, yani
n

(&l =0 olur. O halde denklemin ¢6ziimii

on
u(x, y) =w(&) =w(x+y)

seklinde bulunur. Burada w keyfi bir fonksiyondur.

5



Ornek 1.9 o ve S sabitler olmak kosuluyla
au, +pu, =0
denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim. Bu kez

f=m+w,

n=px-ay

degisken doniisiimiinii uygularsak
ou ou ou
=B B
OX o0& on
ou ou ou
— =—— O —
ad 05 On

aliniz. Elde ettigimiz bu ifadeleri denklemde yerine yazarsak

ou ou ou ou
—+aff—+ fa——Pa—=0
af o aﬁ@n Pa o Po on

buluruz. Buradan,

a5
0é

ve
u=y(n)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla denklemin genel ¢oziimiinii u=w(Sx—ay) seklinde elde
ederiz. Burada  diferansiyellenebilen herhangi bir fonksiyondur.
Ornek 1.10 g(x,y) bilinen keyfi fonksiyon olmak iizere

u.g,-u,g,=0 (1.10)
denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim. Analizden bilindigi tizere (1.10) ifadesini

u
D(u,g) _|ox ay|_
D(x.y) |99 29
oX oy
seklinde yazilabilir. Buise u ve g fonksiyonlarinin bagimli olduklarini gésterir. O halde,
u(x,y) =wlg(x,y)] (L.12)

fonksiyonu (1.10) denkleminin ¢6ziimiinii olusturur. Gergekten,



u_owdg  ou_owog
ox o6g ox oy 0g oy
ifadelerinden asagidaki

W'a_ga_g_w'a_ga_gzo
ox oy Ox oy (1.12)

0zdes esitligini elde ederiz. Bu sonucun kuazi lineer denklemler i¢in de gegerli oldugunu

sOyleyebiliriz. Gergekten de
g=9(x,y,u)

olmak lzere
ug,(x,y,u)-u,g,(x,y,u)=0

denklemini géze alip,

D(u,9)
D(x,y)
Jakobiyenenini hesaplarsak, yine
au u
Du,g) _| o oy |_oudu , dudu ,

D(x.y) |00 _dgdu o9 _dgau| oxay’ oyex
OX OuoXx oy ouoy

elde ederiz. Ornek 1.10 * a benzer sekilde, (1.11) denkleminin genel ¢dziimii
u(x,y) =W[g(xy,u)] (1.13)
olarak bulunur. Ancak bu ifade u ¢6ziimii igin kapali bir formiil vermektedir. Bu tiir

fonksiyonel bagintiya (1.11) denkleminin alternatif yazilim formu denir.

Teorem 1.1 Birinci mertebeden kuazi lineer

a(x, y,u)u, +b(x,y,u)u, =c(x,y,u) (1.14)
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimii f (@,r) =0 dir. Burada f herhangi
bir diferansiyellenebilen fonksiyon, #(X,y,u) = c, = sabit ve w(x,y,u) =c, = sabit

dx_dx_du

1.15
a b ¢ (115

karakteristik denkleminin aralik integral egrileri olmaktadir.
P(x, y,u)=c,
ve

p(X,y,u)=c,



integral egrileri (1.14) denkleminin karakteristikleri olarak isimlendirilir.
Ispat. ¢(x,y,u)=c, ve w(X,y,u)=c, (1.15) denklemini sagladigindan, bu denklemler
$,dx+¢,dy +¢,du=0 (1.16)
denklemiyle bagdasir. Bu da
ag, +by, +cg, =0 (1.17)
denklemine denktir. (1.15) denkleminden

dx_dy _du_
a b c

dt
veya
dx = adt, dy =bdt,du =cdt
bulunur. Benzer sekilde, (1.15) denklemi
ay, +by, +cy, =0 (1.18)

denklemiyle de bagdasmaktadir. a,b,c icin (1.17), (1.18) cebirsel denklemler sisteminden

S c —CcA I
a ve b’ yi ¢ cinsinden a= . L b= A 2 olarak bulabiliriz. Burada

N N
Wy Y, ¢ v, Yy W,
olmaktadir. Buradan
a_b _-c
A1 AZ
veya
a b c

D) D(gy) Dlgy) (1.19)

D(y,u) D(u,x) D(xy)

elde ederiz. Yukarida f(¢@,) =0 kapali fonksiyonunun

D(¢.v) +q D(¢.v) _D(@.v) (1.20)
D(y,u) " D(u,x) D(xy)

p

seklindeki bir denklemi sagladigin1 gostermistik. (1.20) denkleminde (1.19)’ u yerine
koyarsak, f(¢@,7) =0 nin (1.14)’iin ¢6ziimii oldugunu buluruz. Gergekten de,

D.w) _a D(y)_b D(y)_c
D(y,u) dt' D(u,x) dt D(xy) dt

olup, (1.20) den



02 gl _c
dt  dt dt
veya
ap+bg=c
oldugu goriiliir.

Ornek 1.11 u, —u, =1 lineer denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim. Karakteristik denklemler sistemini

o _dy _du

1 -1 1
seklinde yazarsak, karakteristikler i¢in
@, i,

dx dx

denklemlerini aliriz. Buradan

X+y=c, U—X=C¢,
elde ederiz. O halde genel ¢6ziim

flu—x,x+y)=0
veya

u=x+h(x+y)
olur.

Ornek 1.12 Birinci mertebeden lineer xu, +yu,=u denkleminin genel ¢oziimiinii

bulunuz.
Coziim. Karakteristik denklemler sistemi
dx_dy _du
X 'y u
olmaktadir. Buradan ilk olarak
dx dy
dy y
denklemini ¢ozelim. Bu durumda,

Inx+Inc, =Iny

den

almr. Ikinci olarak,



denklemini ele alirsak,
Inx=1Inu+c,

elde ederiz. Buradan
c = u
X

olur. O halde problemin ¢oziimii
)
X

Nonlineer problemleri incelemek icin heniiz genel bir yontem bulunmamaktadir.

seklinde olur.

Bir nonlineer problem igin gegerli olan bir yontem ayn1 siniftan ama farkli nonlineerlik hali
icin gecerli olmayabilir. Bu nedenle her bir nonlineer problem igin 6zel yontemlerin
olusturulmasi zorunlulugu ortaya ¢ikmaktadir.

Nonlineer denklemleri incelemeden once lineer denklemlerin genel teorisi hakkinda

kisa bilgiler verelim.

1.2. Iki Degiskene Bagh Denklemlerin Siniflandiriimasi

Ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin smiflandirilmasi i¢in bas kismi
lineer olan

o%u
OXoy

o%u ou ou)_
+C(x,y)§+ F(x,y,u,&,g}o (1.21)

o°u
a(x,y) PVl +2b(x,y)

denklemini g6z Oniine alalim. Burada (Xx,y)eQ bagimsiz degiskenler; a,b, ¢ ve F

kendi arglimanlarina gore bilinen fonksiyonlar olmaktadir.
(1.21) denklemini 1s1, dalga veya Laplace denklemlerinden birisine benzetecek
sekilde a, b ve C katsayilari igin kosullar arastiralim. Bunun i¢in &, b ve ¢ katsayilarinin

ayni anda sifir olmadigin1 ve u(x,y) fonksiyonunun her iki degiskene gore ikinci
mertebeden siirekli tiirevlere sahip oldugunu varsayalim. Amacimiza ulasmak i¢in X, y
degiskenlerinden yeni £ ve 7 degiskenlerine gegisi icin agsagidaki

c=&(xy), n=n(xy) (1.22)
dontigiimii ile yapalim. Buradaki £ ve 7 fonksiyonlarinin X ve y ye gore iki kez

diferansiyellenebilir oldugunu ve ayrica asagidaki Jakobiyenin Q tanim bdlgesinde

10



agg

DEn) _|ox oy
D(x.y) 877 an|*°
ox oy

oldugunu varsayalim. Boylece (1.22) sistemini X ve y degiskenlerine gore ¢dzmek

mumkiin olur ve bu durumda

x=x(&mn), y=Yy(&n)

fonksiyonlar1 da siireklidir. (1.21) denklemini yeni & ve n degiskenlerine gore yazabilmek

i¢in (1.22) doniisiimii yardimiyla denklemde goriilen kismi tiirevleri hesaplayalim:

ou auag ouodn au auag ou on

—= — (1.23)
oxX 0& ox 877 ox' oy &f oy 87] oy’

2 2 2 2 2
u_uee) o0 seon, Sufon) s g
x> 0&° 0&on Ox oOx 677 OX 0& ox°  on oX

o°u 82u o& 65 82 o& on 85 on Lo o°u on 877 ou 0°& au o’n (1.25)
OXoy 85 oX oy 85677 oX oy é'y ox ) on® ox oy 6@’ oXoy 677 oxey

2 2 2
a_z__(agJ +2au agan+au(anJ 6u8§+8u8 (1.26)
oyt ogt\ oy ocon oy oy on*\oy) o oy* onoy’

(1.23), (1.24), (1.25) ve (1.26) ifadeleri (1.21) denkleminde yerine konulup, diizenlenirse
2 2 2
OU 80U e Y, Fepu My (1.27)
o0& o&on  on o0& 0on

oldugu goriilebilir. Burada,

A=a(x, y)(%) +2b(x, y)%i%w(x, y)(%} ,

5677 0& 0 & on o0& on
B= R A Tt & ,
a(xy) (y)[ 3 sa] (y)E 5

C =a(x, y)(g—Zj + 2b(X, y)g—Z%Jrc(x, y)[%}

11



olmaktadir. Gosterelim ki, (X,,Y,) € Q noktas: etrafinda &(X,y) ve n(X,y) Oyle se¢gmek
olur ki, (1.27) denklemi (x,, y,) noktasi etrafindaki (X, y) ler i¢in basit, yani:
1) A=C=0;
2) A=B=0;
3) A=C, B=0 olsun.
Bunun ig¢in (1.22) degisken doniisiimiinii 6yle segelim ki, (1.27) denkleminde
A=C=0ve B=0, yani

a(x, y)(axj +2b(x,y) ox Oy +c(x, y)(ayJ 0, (1.28)
a(x, y)(%} + 2b(X, y)%%ﬂz(x, y)[%j =0 (1.29)

olsun. Burada, &£(x,y) ve n(x,y) bilinmeyen fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlar igin 1.
mertebeden nonlineer diferansiyel denklemler ele alinmaktadir. Goriindiigi gibi (1.28),
(1.29) aymi diferansiyel denklemler olmaktadirlar. Onlarda yalniz bilinmeyen
fonksiyonlarmn isimleri farklidir. Bundan dolay1 eger, (1.28) denkleminin iki tane lineer
bagimli olmayan ¢6ziimiinden birini &(X,y), digerini ise 77(X,y) ile gosterirsek, (1.28),
(1.29) denklemlerinin korundugu agiktir. Eger;
ocloy
dersek, (1.28) denklemini
a(x,y)z?+2b(x,y)z+c(x,y) =0

veya

a(z-2,)(z2-2,)=0

W2
bi¢ciminde yazabiliriz. Burada z,,= —b*b —ac olmaktadir. Boylelikle (1.28) esitligi
’ a
a(x, y)%+(—b+\/b2—ac)a—§:o, (1.30)
OX oy
a(x, y)%éﬂ—b—\/bz—ac)%: (1.31)

bigiminde iki denkleme pargalanmig olur. Adi diferansiyel denklemler konusundan
bilindigi tizere (1.30) ve (1.31) denklemleri iki degiskene bagli birinci mertebeden kismi
tirevli homojen diferansiyel denklemler olmaktadir. Agiktir ki, (1.30) ve (1.31)

12



denklemleri i¢in Cauchy probleminin ¢oziimii adi diferansiyel denklemler sisteminin
¢Ozlimiinlin bulunmasina indirgenebilir. Sonraki islemlerimizde kolaylik saglamak icin

asagidaki denklemi goz oniine alalim.
0oz 0z
f(x,y)—+ f,(x,y)— =0. 1.32
1( y)ax 2( Y)ay (1.32)

Gorildigi tizere (1.32), z(x,y) fonksiyonuna gore lineer denklemdir. (1.30) ve

(1.31) denklemleri de ayni cinsten denklemlerdir. (1.32) ye karsilik gelen karakteristik

denklemi
dx dy
Lxy) Gy
veya
dy __FR(xy) (1.33)
dx f,(x,y)

biciminde olmaktadir. Simdi (1.33) denklemi i¢in Cauchy problemini goz Oniine alalim,

yani s6z konusu denkleme
Y(%) =Y, (1.34)
baslangi¢ kosulunu ekleyelim. (1.33), (1.34) problemi i¢in varlik ve teklik teoreminin

kosullarinin hepsi saglanmaktadir. Buna ek olarak, (X,,Y,) noktasiin komsulugunda
f,(x,y) ve f,(x,y) fonksiyonlarmin y degiskenine gore siirekli kismi tiirevlerinin
mevcut ve f,(X,y)# 0 oldugunu varsayalim.

Eger & ve p fonksiyonlarini (X,,Y,) noktasindan gecen ve (1.30), (1.31)
denklemlerinin karakteristiklerine dokunmayan |, (i=1,2) egrileri boyunca degerini
versek, (1.30), (1.31) denklemlerinin @ =@ (X, y), (i=1,2) ¢o6ziimlerini elde ederiz.
Ayrica, eger |, (1=1,2) egrilerini ve bunlar ilizerinde verilmis fonksiyonlarmn gerekli
oldugu kadar piiriizsiiz oldugunu varsayarsak, bu durumda X ve y degiskenine gore
stirekli birinci ve ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevleri olan ¢, =@, (X,Y), (i =1,2)
¢Ozlimlerini elde ederiz. (1.33), (1.34) probleminin ¢éziimiinii

Y = (%o, Yo, X) (1.35)
ile gosterelim. Sarta gore X, degeri verildiginde Yy, da sabit kabul edilebilir, yani y, =c
olabilir. (1.35) kapal1 fonksiyonunu Y, a gére ¢dzelim ve bulunan ¢6ziimii

Yo =¥ (X X, Y) (1.36)

13



ile gosterelim.

Varlik ve teklik teoremine gore (X,,Y,) baslangic noktasinin verilmesi belli bolgede
¢oziimiin |, (i=1,2) egrileri lizerinde degisken (Xx,y) noktasin1 tek degerli olarak
tanimlayabilir. Bu (1.35) ifadesine denk gelir. Eger (X,y) ve (X,,Y,) noktalarinin rollerini
degistirirsek, yani (X,Yy) yi baslangic noktas1 kabul edersek, varlik ve teklik teoremine
gore (X,,Y,) noktasinda bir degerli tanimlanabilir. Bu ise (1.36) ya denk olur. y, =c¢
oldugunu g6z oniine alirsak

y = ¢(X,C) (1.37)
veya

c=p(xy) (1.38)
buluruz. Agiktir ki, (1.37) belli bir bolgede (1.33) denkleminin genel ¢6ziimii olmaktadir.
Burada w(x,y) Oyle fonksiyondur ki, genelde sabit olmayip (1.33) denkleminin her bir
integral egrisi lizerinde sabit deger almaktadir.
Tamm 1.5 (1.38) ifadesine (1.33) denkleminin birinci aralik integrali denilir. Goriildiigi
gibi, aramakta oldugumuz & ve 5 fonksiyonlart (1.30) ve (1.31) denklemlerinin
¢cozlimlerine bagimhidirlar.
Lemma 1.1 Eger (1.36) ifadesi (1.33) denkleminin integral egrisi ise, bu durumda
z=w(x,y) fonksiyonu (1.32) denkleminin ¢oziimiidiir ve tersine, eger z=(X,Y)
fonksiyonu (1.32) denkleminin ¢6ziimii ise, bu durumda (1.36) ifadesi (1.33) denkleminin
genel integrali olmaktadir.
Ispat. (1.36) da (1.33) denkleminin herhangi bir y=y(x) ¢bziimii yerine konursa
c =w(x,y) ifadesini aliriz. Buradan

%—l)/(/ + %//% =0
olur. (1.33) goz 6niine alinirsa

v, ov H,y() _
ox oy fi(xy()

veya

f(x, y(x»%—"x’ (% y(x))%” =0 (1.39)

olur. (1.39) denklemi integral egrileri boyunca saglandigindan (1.39) dan, heniiz sonucu

soylemek daha erkendir. (1.32) denklemi ise, zaten keyfi X, y ler i¢in saglanmaktadir.
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Varlik ve teklik teoremine gore tanim bolgesinin keyfi X, y noktasindan tek bir integral
egrisi gectiginden dolay1, az dnce sdylediklerimizin bolgenin tiim noktalari i¢in de gegerli
oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda z=w(X,y), (1.32) denklemini saglamaktadir.

Boylece lemmanin birinci tarafi ispatlanmis oldu. Ikinci tarafi ispatlamak igin farzedelim
ki, z=w(x,y) fonksiyonu (1.32) denkleminin sabitten Ozdes olarak farkli olan

¢Ozlimidiir, yani
oy oy
f,(x,y)—+ f,(x,y)—=0
(6 ¥)— -+ (0 Y) Y

dir. Ozel durumda, (1.33) ifadesinde keyfi y = y(x) ¢oziimii yerine konursa dzdes esitlik

elde ederiz ve sonug

d _

&[y/(x, y(x))]=0
veya

w(x,y)=c

seklinde yazilabilir. Boylelikle, w(x,y) fonksiyonu genelde sabit olmayip (1.33) iin tanim
bolgesinin keyfi integral egrisi boyunca sabit deger almaktadir. Bu ise w(X,y)=c

ifadesinin (1.33) denkleminin birinci integrali oldugu anlamina gelmektedir.
Simdi bu soylediklerimizi (1.30), (1.31) denklemleri igin uygulayalim. Onlara
karsilik gelen karakteristik denklemleri agsagidaki sekilde yazalim:

dx _ dy
ax,y) —b-+b>-ac’
dx _ dy
a(x,y) —b+vb®-ac
veya
dy _-b—+vb®-ac dy_-b+vb*-ac (1.40)
dx a " dx a '
(1.40) denklemlerinin birinci integrallarini sirasiyla
pxy)=c, yxy)=c, (1.41)

ile gosterelim.
Tammm 1.6 (1.41) ifadelerine (1.21) denkleminin karakteristikleri denilir. (1.40)

denklemlerine ise karakteristiklerin diferansiyel denklemi denir.

Tamm 1.7 D =b? —ac ifadesine (1.27) denkleminin diskriminant: ad1 verilir,
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b?>—ac >0 oldugu durumda (1.27) denklemine hiperbolik tiir denklem denir. Gériildiigii
gibi b?> —ac >0 oldugu durumda (1.21) denkleminin iki gesit karakteristikler ailesi vardir.
Tanim bdlgesinin keyfi noktasindan her ailenin bir karakteristik egrisi gegmis olur.

Genel olarak, (1.21) denklemi i¢in karakteristikler ailesinin diferansiyel denklemi
a(x, y)(dy)” —2b(x, y)dxdy +c(x, y)(dx)* =0 (1.42)
biciminde de yazilabilir. a(x,y)#0 oldugundan (1.30) ve (1.31) den goriildiigi gibi, eger

o9 #0 ve ov # 0 olursa, (X,,Y,) noktasinin komsulugunda

a(x, y)%0+(b+w/b2 —ac)%p =0,

a(x, y)%’/ﬂb—w/b2 —ac)%// =

buluruz. Buradan ise

op Oy b++/b*—ac dp oy
£t = —_F.-7 (1.43)
X OX pb-+b*-ac O Oy
% ¢
dir. b®>—ac>0 oldugundan J = ox oy # 0 olur. Yani
v ow
ox oy
S=o(xy), n=w(xy) (1.44)

olarak alinabilir. Bu doniisiimden sonra (1.27) denkleminde A=0, C=0 olmakta ve
boylece (1.27) denklemi
o’u ou ou

2B +F(,7,u,—,—)=0 1.45
oéon & oc a77) (1.45)

formunu almaktadir. Buradan
B? - AC = (b*—ac)J? (1.46)

oldugu kolayca goriiliir. Yani, (1.44) dontisiimiinden sonra (1.21) denklemi invaryant

kalmaktadir. Sonug olarak (1.46) dan B = 0 buluruz. Bu durumda (1.45) den

2
OU el emudd Mg (1.47)
o&on o0& on

elde ederiz. (1.47) denklemine (1.21) 2. mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemin

1. kanonik sekli denir. Eger (1.47) denkleminde
a=&+n, p=5-n (1.48)
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degisken doniistimii yapar ve (1.47) nin igerdigi tiirevleri yeni o ve S degiskenleri
cinsinden ifade edersek,
ou_oOuoda ouopf _ou ou

0E a0 OB OE da OB’

o%u _8 8a+ u 8,6’ o%u 80{+82u8ﬁ o’u  ou
0&on oa’ on 8a8ﬂ877 ofoa 0n 0Op* on oa’ aﬂz

buluruz. Sonuncu ifadeyi (1.47) de yerine yazarsak

2 2
ou Lo, ( ﬁua—“a—“j 0 (1.49)

oa®  0p? oa of
elde ederiz. (1.49) denklemine (1.21) denkleminin 2. kanonik sekli denir.

Ornek 1.13 u, —x°u, =0 dalga denkleminin tiiriinii belirleyiniz.

Coziim. a=1, b=0, c=-a® ve b®’—4ac=4x">0 oldugundan dalga denklemi her

—b++/b%*—4ac

yerde hiperboliktir. Karakteristik denklemi % = > =tk dir. Bu denklemin
a

¢oziimiinden x=+xt+c veya &E=x-—xt,7=Xx+xt elde ederiz. Buradan,

— - 2 . .
Uy =Ugz +2U, +U, , U, =k (U;—-2u, +U, ) olur. Bdylece dalga denklemi

—4K2U§U =0 bi¢imini alir. x¥#0 oldugundan u, =0 denklemi iki kez integre edilerek,

dalga denkleminin ¢6ziimii ¢ ve y keyfi fonksiyonlar olmak tizere
u(g.m) = p(S)+w ()
veya
u(x,t) = p(x—xt) +w(x+«t)
olarak bulunur.
Ornek 1.14 U —-2u,, —3u,, +u, =0 denkleminin karakteristiklerini bulunuz ve denklemi
kanonik sekle indirgeyiniz.
Cozim. a=1,b=-2,c=-3 ve b’-4ac=16>0 oldugundan denklem hiperbolik

tirdendir. Karakteristik denklemleri ve karakteristikleri

ay =2—1a(biM)-—( 2+/16)

dx
Buradan birinci aralik integrallerini sirastyla X—Yy =¢,; ve y+3X =C, olarak elde ederiz.

Simdi & =x-y, n7=y+3x olarak kabul edelim. Buradan

17



u, =u‘5§X+u,777x :u§+3u,7, u, :u§§y+u”77y =-U,+U,,
— 2 2 —
Uy =UzS, +2U, &m, +U, n +US, +U, 1, =U, +6U, +9Uu,

uxy = ug‘fgxgy + ufq (é:xny + gynx) + um777x77y + U§§Xy + uqnxy

= Uy —2ug, +3U,,,

— 2 2 —
Uy = uféegy + 2u§,7§y77y +u,,mny + ufegyy TU, 7y = Ug _Zufn +U,,

olur. Kismi tiirevlerin hesaplanan bu degerleri verilen denklemde yerine konulursa

U +6u§,7 +9u,7,7 —2(—u§§ —2u‘5,7 +3u,m)—3(u§§ —2u§,7 +u,7,])—u§ +u, = 0
olur ve buradan
16u§,7 —u, +U, =0
veya

—i(U§+U”):O

u
én 16

elde ederiz.

2 2
Ornek 1.15 x? ou_ y? ou_ 0 denklemini kanonik forma indirgeyiniz.
aXZ ayZ

Coziim. a=x*,b=0,c=-y* ve b*>—4ac=4x*y*>0 oldugundan denklem hiperbolik

turdendir. Karakteristiklerin denklemi

Y= L s —sac)=+

dx 2a

X |<

ifadesinden birinci aralik integralleri

clzl, ve ¢, = Xy
X

olarak bulunur. &(x,y) =xy, n(x,y)= Y kabul edersek
X

_ _ y _ _ 1
u, —u§§X +u,n, = yug—?u,], u, —U¢§y+u,777y = xu§+;un,
y’ y’ y
—_ 2 2 —
Uy = Ug&, +2U, &, +U, 17 U, +U 17, = Y U, —27% +Eu7m +2?uﬂ,

1
_ 2 2 — o2
Uy = uéééy + 2u§n§y77y U,y +u§§w TU, 7y = XUy + 2u§n +Furm

elde edilir. Bu ifadeler verilen denklemde yerine konulursa
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2 2

1
xz(yzu&f _pY Uy, +ygu,m +2X—y3u,7j—y2[x2u§§ +2u,, +7u’7”j =0,

XZ

-4y‘u,, +2lu,7 =0
X

olur ve buradan

u

én

1 1
+—u,=0veyau, +—u, =0
2xy " 2&

bulunur.

Il. Simdi varsayalim ki, diskriminant
b?-ac=0 (1.50)
olsun. Yukarida (1.21) denkleminin a(x,y), b(x,y) ve c(x,y) katsayilarinin ayni anda

sifir olmadigini varsaymustik. (1.50) sart1 ¢ercevesinde @ ve C katsayilarindan biri sifirdan
farkli olmalidir. a# 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda (1.30) ve (1.31) denklemleri ayni

olmaktadir, yani

aa—§+ba—§:0 (1.51)
OX oy

olur. Agiktir ki, (1.51) denkleminin her bir ¢6ziimii (1.50) kosulu ¢er¢evesinde

bl 1% - g (1.52)
ox

denkleminin de ¢6ziimii olmaktadir. Eger (1.22) degisken doniisimiinde & = ¢(X, y) olursa
A =0 olur, ama 7 = (X, y) doniisiimii hakkinda heniiz hi¢ bir bilgi yoktur.
(1.51) denklemine denk olan karakteristik denklemi yazalim:

Kby en W _DOY) (L53)

a b dx a(x,y)
Aciktir ki, (1.53) denkleminin birinci integrali ¢(x,y)=c cinsindendir ve

& = (%, y) fonksiyonu (1.51) i saglamaktadir. 7 = (X, y) fonksiyonu i¢in

99 O¢
_|ox oy
Tlow oy

ox oy

kosulunu saglayan siirekli diferansiyellenebilen herhangi bir fonksiyon ele alabiliriz.

Ornegin, ¢(x,y) = x kabul edebiliriz. (1.27) denkleminde A=0 oldugu aciktir. B

katsayisini da
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Op Oy Op oy Op oy

B =a(x, y) 6x +b(x )(6 Y 8y aX}Lc(x y)ay Y
:(aa_mb@_cf’j@_h(b@_mcﬁ_(/’j@_w
X oy ) ox ox oy ) oy

olarak buluruz. (1.51) ve (1.52) ifadeleri g6z oniine alinirsa B =0 olur. Boylelikle y (X, y)

o°u

fonksiyonunun nasil bulunacagindan bagimsiz olarak (1.27) de B=0 olur. Simdi, —

ifadesinin katsayisint hesaplayalim

2 2
Cza(a_ﬂ LopoW v, [ov :1( oy b@v’j
OX OX oy oy a\ oXx OX

Burada, J =0 olamayacagi i¢in C # 0 olmalidir. Bu durumda (1.27) denklemi

2
c oYU Fepu X M=o
on? o' on

veya
o°u

on? (1.54)

+F(§,77, L 8u}:

o¢'on
formunda yazilabilir. (1.54) denklemine parabolik tip denklemin kanonik sekli denir.

Eger F, fonksiyonu kendi argiimanlarina gore linear olursa

2
aLizAlﬁ—u+Bla—u+Clu+D (1.55)
on o5 on

aliniz. (1.55) denklemini daha basit bicimde yazmak i¢in u(&,7) = z(&,n)v(&,n7) degisken

dontigtimii yapalim. v(&,77) fonksiyonunu asagida belirtecegiz. Bundan dolayr (1.55)
denklemini s6yle yazacagiz

2
va§+-@fz-a—— L C,24D, (1.56)
on”  onon ‘on

(1.56) denkleminde biz yalmz z, 2—2, 88_2 ile iliskili ifadeleri tuttuk ve geri kalan
n

ifadeleri ise C, ile gosterdik. Simdi v(&,77) fonksiyonunu Oyle secelim ki, (1.56)
: oz . . :
denkleminde ™ nin katsayisi sifira esit, yani
n
ov

2——-Bv=0 (1.57)
on
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olsun. Bu durumda (1.56) denklemi

2
§§=A§—2+csz+D2 (1.58)
n
biciminde yazilabilir. Burada
2
= AN g Y ey, ¢,=%2, b2
on o¢ on Vv Vv

dir. (1.57) denkleminden v(&,7) fonksiyonunu

V(Em) = exp[% jbl(an)dnj

olarak buluruz.

Ornek 1.16 k? =sabit olmak iizere u,—k?u, =0 1s1 veya difiizyon denkleminin tiiriinii
belirleyiniz.

Coziim. Burada a=0,b=0,c=-k* ve b®’—4ac=0 olur, yani difiizyon denklemi
parabolik tiirdendir.

Ornek 1.17 u,, +2u,, +u,, =0 denklemini kanonik forma indirgeyiniz.

Céziim. Bu durumda a=1,b=2,¢c=1 ve b*>—4ac=0 oldugundan denklem parabolik

olur.

Karakteristiklerin denklemi

Y= Lo b? —dac)=1

dx 2a
olur ve integralleme ile birinci aralik integrali y = X+C veya X—Y =, olarak elde edilir.

Bu durumda, &(x,y)=x—y, n(X,Yy)=Xx olarak alinirsa
u, =u;g, +u,n, =U.+U,, U =U.8g +Un, =—U.,
Uy = Ul +2U, Empy +U,, 775 + UL +U, 77 = U +2U, +U,,
Uy = uééé:xéy +U,, (fxny JreEy77><) U, 01y + ufegxy TU, Ty = Uz —Ug,

— 2 2 —
Uy = uiégy + 2u§r7§y77y U7y +u§§yy tU Ty = Ug
bulunur. Hesaplanan bu degerler verilen denklemde yerine konulursa
u,+2u, +u, +2(-u,—u,)+u., =0

veya

elde edilir.
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I11. Son olarak, b?—ac <0 durumunu inceleyelim. Fakat bu durumda a,b ve ¢
katsayilarinin analitik fonksiyonlar oldugunu varsayalim. O halde (1.30) ve (1.31)

denklemlerinin katsayilar1 analitik fonksiyonlardir. Farz edelim ki,

P(%,Y) =@ (X, y)+ig~ (X,Y)

(1.30) denkleminin analitik ¢éziimidir ve g—q) + %9 #0 dir. (1.22) degisken
X
doniistimiinde
E=p (xy), n=¢ (xy) (1.59)
kabul edelim. (1.59) denklemleri X ve y degiskenlerine gore ¢oziilebilir, ¢linkii
5 o
_|ox oy
J= on on (1.60)
ox oy

Jakobiyeni tanim bolgesinde sifirdan farklhidir. Eger (1.30), (1.31) denklemlerini reel ve

sanal kisimlarina ayirirsak,

alt - —ba—é:Jr\/ac—b2 8—77
OX OX oy

a%:—b(fi—éﬂ/ac—bza—i7 (1.61)
OX OX oy
. . o¢ on . . .
elde ederiz. (1.61) denklemlerinden iy ifadeleri (1.60) da yerine konursa
X OX
Rh2 2 2
g = Yac=b® (%j {@j
a oy oy
. .. e 1 . . .. 0& _on _
ifadesini buluruz. Buradan goriiniir ki , determinantin sifira esit olmasi i¢in — = E =
g o0& _on _ . - N
saglanmalidir. O zaman, o ox 0 oldugunu da (1.61) den goriiriiz. Boyle noktalar,
X X

o5 _on

zaten tanim bolgesinde yoktur. Aksi halde =0 olurdu.

Simdi,

2 2
a(a—(pj +2ba—¢a—¢+c % =0
ox X oy oy

ifadesini reel ve sanal kisimlarina ayirirsak
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(%j 250 (5] {22 +2b0_ﬂ8_v+{8_ﬂ], (1.62)
OX OX oy oy OX OX oy oy

aa_e‘@_mb(%@_ﬂﬁ_f@ ]Hﬁ@_’?:o

X oy ox oy oy ox oy oy

aa_“_’ub(%@_’ua_@‘@ ]Hﬁ‘l’?:o (1.63)
OX OX ox oy oy oX oy oy

buluruz. Aciktir ki, ac® +2ba+cf® kuadratik formun (b? —ac < 0) tanimli oldugundan

dolayi (1.61) ifadesinin sag ve sol taraflarinin sifira esit olmasi i¢in

95 _05_ on_on_, (1.64)

esitlikleri saglanmalidir. Zaten ¢(x,y) fonksiyonu, (1.64) tanmim bolgesinin hi¢ bir

2

noktasinda sifira esit olmayacak sekilde segilmistir. O halde (1.27) denkleminde 2—; ve

2

g_uz ifadelerinin katsayilar1 esit ve sifirdan farkli olurlar; C katsayisi ise sifira esit olur.
n

Bu durumda (1.27) asagidaki
2u 82u ou
— =k n— ) (1.65)
8(5 877 08 on
formunda yazilabilir. (1.65) denklemine eliptik tip denklemin kanonik sekli denir.

Ornek 1.18 U + u,, =0 Laplace denkleminin eliptik oldugunu gosterelim.
Céziim. a=1,b=0, c=1 ve b® —4ac = —4 <0 oldugundan Laplace denklemi eliptiktir.
2 2 2
Ornek 1.19 0 f -2 0z +2 0 f =0 denkleminin Kkarakteristik denklemlerini ve
OX oxoy oy

karakteristiklerini bularak, kanonik sekle indirgeyiniz.

Cozim. a=1,b=-2,c=2 ve b’-4ac=-4<0 olup, denklem eliptik tiirdendir.

Karakteristik denklemleri

ﬂ:i(bi\/bz 4ac)——( 2+\/_)——1+I

dx
olmaktadir. Bu ifadelerin integrallenmesiyle aralik integralleri
y =(-1£i)x+c, veya C, = Y+ XFIiX

olarak buluruz. Burada,
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S Y)=o(Xy)=y+X, n(Xy)=w(XYy)=X
olarak alinirsa

oz _ oz 85 Ozon_or oz oz _oz 8§ 0z 0n _ oz

X 0FOX Onox oF on' oy ofdy omoy oOF

0%z 822 0%z
F——f Sl +——5 T + —5 i
X2 O&? o&on on oL an
0%z 0’z 0z
=—+2 +—,
o ogon  on
o’z o1 ,, . 01 o’z , oz oz 0z

& +2——<&n, +

N2 Ag2 oy Syt
oy o¢ ogon

R +— - =—,
8772 77)’ 85 yy 877 77)’}’ aé;Z

0°z 0°z 0z oz
+—E& +—
v 85255 aga (ény fﬂx) on —— Ky ageiy annxy
0’z 0z
REPYTI
o&”  0éon

bulunur. Hesaplanan bu degerler verilen denklemde yerine konulursa

2 2 2 2 2 2
0°z 282 0z Zaz 282 282_

st + 2 2 + 2
o0& o&on on o0& o&on o0&

veya
0°z 82
o&? a77

elde edilir. Asagidaki 6rneklerde, biraz daha zor problemler ele alinacaktir.

Ornek 1.20 XU, +U,, =x* denkleminin karakteristik denklemini ve karakteristiklerini

bularak, kononik sekle indirgeyiniz.
Coziim. Bu problemde a=x,b=0,c=1 ve b?>—4ac=—-4x dir. Denklem, x<0 ise

hiperbolik, x =0 ise parabolik, x>0 ise eliptik olur. Karakteristiklerin denklemini

dy 1 ; +J—4x _ +2/-x 1
Y == (B+/B?—4A
dx ZA( C) 2% % ix

seklinde yazalim. Buaradan birinci integralleri Yy = +2v—X+cC seklinde elde edilir. x <0

icin denklem hiperbolik olacagindan, denklemi kanonik sekle indirgemek i¢in
S Y)=y+2V=x, n(Xy)=y-2J-X

dontigiimlerini géz oniine alalim. Verilen denklemdeki kismi tiirevler
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TN Sy
gx - \/—_X’ é:y 1’ §xx 2(_X)3/2’ ‘fyy Oa

1
(_ X)s/z ' 71y =0

N -

1
T =—F—> ny =1, M =
V=X

ifadeleri yardimiyla

— 2 2
uxx - ugggx + 2u§q§x77x +u;71777x + ugé:xx + U7777xx7

U, =Uu [—1j+2u (1j+u (EJ—ELU +1Lu
xx & X én X m oy 2(_X)3/2 4 2(_)()3/2 n?

_ 2 2 _
Uy = uééégy + 2u§77§y77y Uy +u§§yy TU Ty = Ug + Zufri U,
olarak bulunur. Bu sonuglar verilen denklemde yerine konursa

o1 2

2%(“?7 —U{;): X

4u o

olur. Sonuncu denklemde

— 0 e E-n)
v P RT

idafeleri yerine yazilirsa verilen denklemin

_1(E-n)f 11
a4 162 25—77(u77 ué)

ﬂ: i_l
V=X

birinci kanonik ifadesi elde edilir. Diger taraftan, X >0 i¢in ifadesinden

integralleme ile y = +2iv/x +¢ elde ederiz. Bu durumda

E(x,y) = y+2iVx, n(xy)=y-2ivx
dontigiimlerini aliriz. Denklemi kanonik sekle indirgemek i¢in asagidaki sekilde

tanimlanan & ve 5 degiskenlerini

1 1
a=2(Esn)=y, p=Hen)=2x
kullanalim. Buradan

a, =0, a, =1, a, =0, a

X

1 11
ﬁx:ﬁ' IByzof ﬂxx:_awl IByy:0
oldugundan verilen denklemin kanonik sekli

2 2
X(Uaaax +2u, e B+ u,, B +u,a, +u 2 L )+
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4
+ (uaaaj +2u, 0,3, + uﬂﬁﬁy2 +U,a,, + uﬂﬂw): (g)
veya
11 (B
Uaa+uﬁﬂ—§—xuﬂ—(5j
olur.
1 _2
x B

oldugundan sonucu

olarak yazabiliriz.
Ornek 1.21 (/+X)u,, +2xyu y yzuyy =0 denkleminin ¢ ye bagh olarak hiperbolik,
parabolik ve eliptik tiir oldugu bolgeleri belirleyiniz .
Coziim. Bu 6rnek icin a(x,y)=/+x, b(x,y)=xy, c=y?,diskriminant ise
b® —ac = xy* + y?(£+X) = y*(X* + X+ ) (1.66)

dir. (1.66) y1 b*>—ac=y*(x —x)(X—X,) seklinde yazalim. Burada

Loclei-ar o -1-1-4
1= 5 72
2 2

olmaktadir.

i) Eger ¢ = % olursa, eliptiklik bolgesi kaybolur ve x, =X, = 1 olur. Bu durumda
X = —% noktasinda denklem parabolik olur.
i) ¢> % olursa denklem tanim bdlgesinin keyfi noktasinda eliptik tiire ait olur.

i) ¢ <% olursa, X, ve X, reel ve farkli olur. X, <X ve X> X, oldugunda denklem

hiperbolikdir. Ayrica X <X<X, eliptiklik bdlgesi, x =X ve X = X,ise denklemin
parabolik oldugu bolge olur.

Ornek 1.22 U + XU, =0 denklemini kanonik sekle doniistiiriiniiz.

Coziim. i) x<O0 oldugu durumu géz Oniine alalim ve b?—ac diskriminantin
hesaplayalim, a(x,y)=1, b(x,y)=0, C=X oldugundan b®*—ac=—x olur. Bu durumda

denklem hiperboliktir. Karakteristik denklemleri
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ady_ N W
dx " odx

dir. Karakteristik denklemlerin ¢dziimleri;
C =gy+(\/—_x)3, C :gy—(\/—_x)3
olmaktadirlar. Buradan,
§=gy+(\/—_x)3, nzgy—(\/—_x)g (1.67)

olarak ele alip denklemi kanonik sekle doniistiirelim. Bundan dolay1 denklemi (1.67) deki

yeni koordinatlarla

a_u___( )2 ( )Zéu 8_u_§8_u+38u
OX ag 2 on'dy 208& 20n’
o%u o%u 9 au L ou o
—2——( )—2 - —X —( )2———( )2——
OX 2 a(ga "4 on o0& 4 on ' oy?

_9d% 9 du 99U
—+2.—- +——
T4 0E? 20xon 40n

seklinde ifade edelim. Bu ifadeleri denklemde yerine yazarsak

Pu, 1 (8_u_6_uj 0
ooy 8E-mlog an)

(& > 1 oldugunda) kanonik denklemi elde ederiz.

i) Simdi X >0 oldugu durumu géz éniine alalim. Bu durumda b*—ac<0 dir ve

denklem eliptik tiire aittir, karakteristik denklem ise

——I\/_ dy__i\/;

olur. Birinci denklemin ¢oziimiiniinden C=gy—i(\/;)3 elde ederiz. Degisken

dontigiimiini
3
gzzy! 77:(\/;)3
biciminde yapalim ve denklemi yeni koordinatlarda ifade edelim.
a_u _( )E ou 8_u §8_u@ 0
X on' oy 20feyt
o’u o°u 9 o%u
g =20 5 eyt X - g 3 )2
ox 2 0fm 4 on oc 4
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Elde ettigimiz ifadeler denklemde yerine konursa

o'u du 1 au _
2 + 2 +
o0& on® 3non

alirz.

Ornek 1.23 U, + 2u,, +signyu, =0 denklemini kanonik sekle doniistiiriiniiz.
Coziim. b®-—ac hesaplayalim, a(x,y)=1, b(x,y)=1, c=signy oldugundan

b?—ac=signy dir. y>0 oldugunda denklem hiperbolik tiire aittir. Karakteristik

denklemi yazalim

dy _ —b+,/signy

dx a dx a
Karakteristik denklemlerin ¢ozlimleri y=-2x+c ve y=c oldugundan, degisken
dontisimiini

g=y-2x, n=y (1.68)
biciminde ele alalim. Denkleme dahil olan tiirevleri, (1.68) deki yeni degiskenlerle
asagidaki sekilde

a_u:_za_u au—au+a_u @:4@
X oE' oy o8& on’ ox2 &Y

do’u _ o ou % u _ _ou  o?
s = +2 +—, =-2
oy og ogon on®  oxoy

2

>+ u (-2+0)
o0& 0&on

bulunan bu ifadeler denklemde yerine konursa,

=0 alinz. Boylelikle denklemin
on

y > 0 oldugu bolgede kanonik seklini elde etmis oluruz.

Simdi, y <0 durumunu inceleyelim. Bu durumda karakteristik denklem

dy _
dx dx

olur. Degisken doniisiimiinii agagidaki gibi yapalim:
SEY=X n=X

ve denklemi yeni degiskenlerde yazabilmek icin asagidaki ifadeleri hesaplayalim;

—1+i

ou_ ou Ou ou_ou  ou_ o 5 ou o

+_| ’ 2 = 2 +c- + 21
ox  oc on' oy o ot o " afon on
u_odu du _ P . o%u
oy o0& oxoy o0& ofon
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Bu ifadeler denklemde yerine konursa denklemin kanonik seklini

o’'u o _
>t 2 0
0g§° 0n

biciminde elde ederiz. Boylelikle, y >0 oldugunda denklem hiperbolik, y <0 oldugunda

ise denklem parabolik tiire ait olur.

1.3. Genellestirilmis Fonksiyonlar ve Tiirevleri

Tammm 1.8 —oo< X <oo araliginda tamimli, reel degerli ve herhangi a<x<b sonlu
araliginda Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyonlara adi (ordinary) fonksiyon
denir, [7].

Tanimdan goriildigi gibi, her bir a< x<b sonlu araliginda siirekli (6l¢iilebilir)
fonksiyonlar adi fonksiyonlar olmaktadir. f (x) ve f,(x) adi fonksiyonlar1 hemen her
yerde f,(x)= f,(x) ise, bunlara esit fonksiyonlardir denir. Adi fonksiyonlar kiimesi E ile
gosterilecektir. Adi fonksiyonlarin toplam1 ve keyfi reel sabitle ¢arpimi da adi fonksiyon
olur; yani, E bir lineer uzay olusturmaktadir. E lineer uzayimda limit kavrami da verilebilir.

Eger f,(x), f,(X),..., f (X),... adi fonksiyonlar dizisi hemen her yerde f(x)
fonksiyonuna yakisak ve ayrica | f (X) |< f,(x) ise (burada f,(x) 6nceden bilinen adi

fonksiyondur), bu taktirde Lebesque teoremine gore f(x) limit fonksiyonu da adi fonksiyon
olur.

Diger taraftan, bilinen ve ¢ok gerekli olan diferansiyelleme islemlerini E de her
fonksiyon igin tamimlamak miimkiin degildir. Ornegin, analizden bilinen Weierstrass

fonksiyonu her yerde siirekli ama hicbir yerde diferansiyellenemeyen fonksiyondur. Ayni

sekilde, bazi adi fonksiyonlar i¢in tiirev mevcut olsa bile (y = ornegindeki gibi),

1
Vx|
onlarn tiirevi adi fonksiyon olmayabilir. Ayrica {fv (x)} adi fonksiyonlar dizisi igin f,(x)

tiirevleri mevcut olsa bile f, (x) — f(x) den her zaman f (x) = f'(x) olmasi da séz

konusu degildir. Bilindigi tizere analitik fonksiyonlar sinifinda yukarida sozii edilen
islemlerin her biri gergeklenir ama bu sinif uygulamalar i¢in ¢ok dardir. O halde uygulama
bakimindan arzu edilen durum, tiim adi fonksiyonlar1 igeren en azindan diferansiyelleme
islemlerinin yiiriiyecegi bir siif olusturmaktir. Ik bakista, tiirev alma islemleri
tanimlanilacak sinif dar olacak gibi goziikse de, aslinda bu sinif dar degil, tersine daha da

genisletilmis olacaktir.
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Bu bolimde E uzayi, lizerinde tanimlanan diferansiyel islemi limit islemine gore
stirekli olacak sekilde yeni bir sinifa genisletilmeden 6nce, ileriki iglerimizde gereken bazi
tamim ve kavramlar verilecektir. supp f(x)={x | f(x) =0} kiimesine f fonksiyonunun
destegi denir ve supp f ile gosterilir.

—0< X<oo araliginda tanimli,, reel degerli ve her mertebeden siirekli
diferansiyellenebilen ve kompakt destege sahip fonksiyonlar sinifina temel (test)
fonksiyonlar smifi ve bu sinifin keyfi elemanina ise temel (test) fonksiyon denir.

Ornek 1.24 (Sobolev sapkasi)

aZ

p(x;a) = e > |xla
0, | x > a

fonksiyonu bir temel (test) fonksiyondur, [20].

Temel fonksiyonlarin toplami ve keyfi reel sayiyla ¢arpimi yine temel fonksiyon
olur, yani temel fonksiyonlar sinifi lineer uzay olusturmaktadir. S6z konusu uzay: I ile
gosterelim (I uzay literatiirde bazen K ile de gosterilir), [7].

I uzayinda keyfi ¢(x) temel fonksiyonu ile sonsuz diferansiyellenebilen ve |x| in

yeteri kadar biiyilk degerlerinde keyfi artma hizina sahip olan g(x) fonksiyonu ile
(toplamaya gore distribiitiflik 6zelligine sahip olan) carpma islemi de tanimlanmaktadir.

I) uzayinda limit alma islemini tanimlayalim. Eger {gov (x) }, (v=12,..,n,..) temel
fonksiyonlar dizisinin tiim elemanlar1 ve onlarin keyfi mertebeden tiirevleri herhangi bir
[a,b] araligi disinda sifira esitseler ve {(pé”)(x) }, (n=0.2,...) dizileri sifira diizgiin

yakinsak olursa, bu taktirde, { @, (X) }, (n=021,2,...) dizisine sifira yakinsak dizi denir.

Simdi ¢, (X) = l(p(X; a), (v=12,...) dizisini géz Oniine alalim. {gov(x)}, (v=12..)
v

D de sifira yakimsaktir. ¢, (X) :l(p(i;a) dizisi ise tim tlirevleri ile birlikte sifira
vV

yakinsaktir; fakat 1) de sifira yakinsak degildir. Ciinkii, ¢, (X) lerin hepsinin ayn1 anda
disinda sifira esit oldugu bir [a, b] aralig1 yoktur.

D de {% (X)} dizisinin ¢(x) fonksiyonuna yakinsakligi {(pv(x)—(o(x)} dizisinin
sifira yakinsakligi anlamina gelmektedir.

Toplama, keyfi reel sayiyla carpma, sonsuz diferansiyellenebilen bir fonksiyonla

carpma islemleri yakinsaklik islemine gore siirekli islemlerdir. Yani 1) de ¢, — ¢ ve
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w, > ise, herhangi a ve g sayilarn icin D de a@, + Sy, > ap+ Py dir. Ayn
zamanda herhangi bir sonsuz diferansiyellenebilen g(x) fonksiyonu i¢in 1) de
a(xX)@,(x) > g(X)@(x) olmaktadir.

Uyan 1.1 D uzay1 metriklestirilemez. Diger bir ifade ile, bilinen standart 6zelliklere sahip

p(p,w) uzaklik fonksiyonu I) de tanimlanamaz. Clinkii, {gpv} dizisinin ¢ ye yakinsakligi
p(@,9,) = 0 bagintisinin saglanmasina denktir.

Eger D bir metrik uzay,

o @ 1 1
Q)l ,(Dé ),...,q)‘(/),... —> §0()

(m)

m m
) (m) (m)

05 e @ > o™

(m)

yakinsak dizilerin sistemi ve ayrica @'’ — @ olsaydi. O halde, her satirdan bir eleman

secmekle

@ @2
@, Py, ,...,goﬁr:),...

(m)

Vm

alt dizisi i¢in de {(p }—) @ olmak zorundaydi. Ancak I) de bdyle bir sonuca varilamaz.

Ornegin, ¢(x;m) drnek 1.12 deki fonksiyon olmak iizere,

v

™ = Loem), (v=12,.5m=12,..)
14

(m)

14

olsun. Her bir meN ic¢in ¢,” -0 dir. Ama {(oé:)} dizisi sifira yakinsak degildir.

Cilinki, gz)é:) lerin tiimiiniin diginda sifir oldugu ortak kapali bir aralik yoktur.

Cesitli yollarla verilebilen genellestirilmis fonksiyon kavrami ilk kez 1936 yilinda
Sobolev, S. L. tarafindan verilmistir [20]. Daha sonralar1 1950-51 yillarinda Schwartz, L.
genellestirilmis fonksiyon kavramini sistemlestirerek onu lineer topolojik uzaylarin
esaslandirilmasi problemlerine uygulamistir [15]. Bu yontem giiniimiizde ¢ok ilerlemis ve
bu konuda olduk¢a 6nemli bir ¢ok ¢calisma yapilmistir.

Genellestirilmis fonksiyonlar teorisinde ikinci yontem “dizisel yaklasim” yontemidir.
Bu yontemde herhangi bir genellestirilmis fonksiyon bir adi fonksiyonlar dizisinin limiti
olarak alinmaktadir. Bu yontem kolay olmanin yan1 sira, fizikgiler i¢in de bir o kadar dogal
olmaktadir. Yukarida sozii edilen iki yontemin disinda da genellestirilmis fonksiyon tanimi
mevcuttur.

I uzay: iizerinde herhangi bir f(x) adi fonksiyonuna karsilik gelen
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(f,0)= Tf(x)(p(x)dx L oeD (1.69)

lineer fonksiyoneli g6z 6niine alalim [7]. Burada dogal olarak, integralleme araligi supp ¢
tizerinde yogunlagsmaktadir.

Bu kavram fonksiyon taniminin genisletilmesine olanak saglamaktadir. Onceleri, bir
fonksiyonun tanim araliginin keyfi noktasinda (veya hemen her yerde) tanimhi ve tek
degerli olmasi isteniliyordu, ama simdi goz Oniline alinan adi fonksiyonun herhangi bir
temel fonksiyonla ¢arpiminin integralinin sonucu bizi ilgilendirmektedir. Eger bu integral
mevcut ise, biz onu genellestirilmis fonksiyon olarak isimlendirecegiz.

Bu arada, fonksiyonun ayri noktalarda degeri belli olmayip, genel ve temel
fonksiyonlarin g¢arpiminin integralinin nasil tanimlanilacagi sorusu akla gelebilir. Bu
sorunun cevabi ¢ok sadedir. Bu durumda biz integrali yapisal degil aksiyomatik olarak

tanimlayacagiz.
Diger yandan, V ¢, @, €D ve Vo, a, € R igin
(.0, +a,0,) = ou (T, ) + a0, (F,9,)
oldugundan (1.69) cinsinden tanimlanan fonksiyonel lineerdir. Ayrica (1.69) fonksiyoneli

asagidaki anlamda siirekli olmaktadir. Eger D de ¢,,¢,,...,¢,,...—~0 olan temel

fonksiyonlarm bir dizisi ise lim(f,¢,) =0 (integralin 6zelliginden) dir. Boylece, (1.69)

fonksiyoneli 1D de siirekli ve lineer bir fonksiyoneldir.
I de (1.69) cinsinden ifade edilemeyen diger fonksiyoneller de vardir. Her bir ¢(X)
temel fonksiyonuna ¢(0) sayisini karsilik getiren ¢ fonksiyonelini g6z 6niine alalim.
(0,0(x)) = p(0) fonksiyoneli lineer ve siireklidir [7]. Diger taraftan, her bir ¢(x) e
@(0) sayisim1 karsilik getiren (1.69) cinsinden fonksiyonel yoktur. Gergekten de,
varsayalim ki 1) de keyfi ¢(x) ve belli bir f(x) adi fonksiyonu igin

0

J £ (00(dx = 0(0) (1.70)

—00

olsun. Ozellikle @(X) = ¢(x;a) olarak drnek 1.24 deki fonksiyonu ele alirsak

T fF()e(xa)dx =¢(0;a) = %

elde ederiz. Fakat a—0 oldugunda (1.70) iin sol tarafi sifira yaklasir; bu ise (1.70)

gosterimi ile gelisir.
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Tanim 1.9 I) de taniml1 lineer, siirekli fonksiyonele, yani
(i) (f.a0 +ap,) = o (f.0) + o, (F,0,),
(ii) Dde ¢, > 0ise (f,p,) >0
kosullarini saglayan f fonksiyoneline genellestirilmis fonksiyon denir, [7].

(1.69) cinsinden ifade edilebilen fonksiyonele regiiler, edilemeyene de singiiler

fonksiyonel denir. Bu durumda, (,¢) = ¢(0) fonksiyoneli singiilerdir.

Keyfi adi fonksiyona (1.69) cinsinden genellestirilmis bir fonksiyon Kkarsilik
gelmektedir.
Ornek 1.25 f(X) =c olsun. Tanim 1.9 a gore

(f.9) = (c.p) = ¢ [p(x)lx
bigimindeki genellestirilmis fonksiyon sabit olarak isimlendirilecektir. Ozel olarak

genellestirilmis 1 fonksiyonu, (1,¢) = j @(x)dx anlamindadir [7].

Ornek 1.26 f(x)= 1 fonksiyonunun olusturdugu genellestirilmis fonksiyonu bulunuz.
X

Coziim. Tanim 1.9 a gore
1 T o(x
(—,qo(x)j = [2Xgy
X Jox

-ty [ 7 20

-0

X = —X doniisiimii uygularsak

- Iimﬁ (=) dx + T@dx}

-0 X

= Iim[— T ¢(;X) dx + T (/)E(X) dx}

>0

=lim

&0

o000 o,
A X

bulunur.

Ornek 1.27 f(X) genellesmis  bir  fonksiyon, ¢(x) reel degerli sonsuz
diferansiyellenebilen herhangi bir fonksiyon ve « kompleks olmak iizere of (x) in
genellesmis fonksiyon oldugunu gosteriniz.
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Cozim. (of (x),0)= Ta(x)f(x)go(x)dx = (£ (%), 2(X)@(x)) olur.

f, ve f, genellestirilmis fonksiyonlarinin ayni temel fonksiyonlar iizerinde
olusturdugu fonksiyoneller esit, yani (f,®) = (f,,p) ise bu taktirde f, ve f, ye esittir
denir.

Eger en az bir ¢, temel fonksiyonu igin (f,¢,) # (f,¢,) oluyorsa f, ve f,
fonksiyonlarina farkli genellestirilmis fonksiyonlar denir.

Ayrica farkli  f, (X) ve f,(X) adi fonksiyonlarina farkli genellestirilmis fonksiyonlar
karsilik gelir [7].

Toplama ve herhangi bir reel sayi ile carpma

(g fi+a,f,,p)=a,(f, p)+a,(f,, @)

ile tammlanir. ¢ f, + a, f, in belirledigi fonksiyonel de lineer ve siireklidir. Ustelik f,(X)
ve f,(x) fonksiyonlarna karsihk gelen f, ve f, fonksiyonelleri regiiler ise,
o, f,(X)+a, f,(x) fonksiyonuna tekabiil eden ¢, f, + «, f, fonksiyoneli de regiilerdir.

Sonsuz diferansiyellenebilen herhangi bir a(x) fonksiyonu ile genellestirilmis herhangi bir
f fonksiyonun a(x)f carpimi

(@) f,0)=(f,a(x)p)

ile tanimlanir.

Eger f(x) mutlak siirekli bir fonksiyon ise, onun f’(x) adi tiirevi mevcuttur. Bu

taktirde f'(x) igin

(f19) = [ F00p(0dx, peD

ifadesini olusturabiliriz. Simdi varsayali ki, ¢(X) de mutlak stirekli ve smrli ¢'(X)

tiirevine sahip fonksiyon olsun. Son integralden kismi integrasyon yardimai ile

(,0) = F(0e(0) |7, = [ 000/ (x)dx = = [ £ ()¢ (x)dx

elde edilir, yani
(f'.0) =—(f.9) (1.71)
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dir. Eger f’ fonksiyonu klasik anlamda mevcut olmazsa bile If(x)(p’(x)dx ifadesi keyfi

@(X) test fonksiyonlari i¢in mutlaka mevcut olmaktadir. Boylelikle elimizde f’(x) olmasa
da ve Kesinlikle bize f'(x) in sinirli tireve sahip, kompakt destegi olan smnirli bir
fonksiyonla ¢arpiminin integrali gerekmekte ise bu sonuca, f’(x) in mevcut oldugu var

sayilir gibi kabul ederek, (1.69) ifadesinin oniine eksi isareti koyarak ulasabiliriz.

Bu kavram, temel fonksiyonlarin iyi secilmesi durumunda keyfi genellestirilmis
fonksiyonun tiirevi var ve bu tiirevinde bir genellestirilmis fonksiyon olacagini
gostermektedir. Diger bir deyisle, herhangi bir genellestirilmis fonksiyon her mertebeden

tiirevlere sahiptir. Bu baglamda,
(f" o) =(f",—¢)=(f,¢")
ve benzer sekilde, herhangi bir q igin
(F9, 0)=(f, (D)= (1) (f, ¢'¥)
dir. Kolayca goriiliir ki, tiirev lineerlik 6zelligine sahiptir. f, ve f, iki genellestirilmis
fonksiyon ve a,, «, sabitler ise (o, f,+a,f,) =, f +a,f, dir. Ayrica, a(x) sonsuz
diferansiyellenebilen herhangi bir fonksiyonise (a f)' =a f'+a'f dir.
Eger f(x)ve f'(x) fonksiyonlar: siirekli ise, bu taktirde f' fonksiyoneli f'(x)

tiirevini verir. Burada, tiirevin belirlenmesine dair birka¢ 6rnek ele alalim.

Ornek 1.28 (Heaviside fonksiyonu)

0, x<0
o(x) =
1, x>0

adi fonksiyonunun tiirevini alalim. (1.71) formiiliine gére
(0'(x), (X)) = (6(x), — ¢'(X)) = —f @' (x)dx = (0) = (6, 9)
0

dir. Boylelikle, 6(Xx) fonksiyonunun tanimina gore 6'(X) = 5(X) oldugu elde edilir. Genel
olarak &'(x—X,) = o(X—X,) olur [7].
Ornek 1.29 y = Inx fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi

((Inx)", @)

—(Inx,¢")

- mﬁ In Xp'dx + ff In Xgp'dx:| + T In Xxg'dx
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= lim j@dx{f@dx}

-0

=0y .,
0 X

olmaktadir.

Ornek 1.30 f (X)) Xgy Xy ey X noktalarinda h;, h, ,...,h sigrayislarina sahip pargalt

niee nitee

mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f’(x) fonksiyonu sonlu x,,...,x, noktalari

disinda her yerde tanimli fonksiyon olmaktadir [7].

Asagidaki fonksiyonu goz oniine alalim.

f,(x)=f(x)- Zk:hka(x - %)

Bu fonksiyonunun genellestirilmis fonksiyonlar sinifinda tiirevi
f (0= F'(x)- Shatx-x)

olup
)= 1) - S hS(-x,)

dir.

Simdi ¢ok degiskene bagli genellestirilmis fonksiyonun kismi tiirevi kavramina
gecelim. Varsayalim ki, f fonksiyonu X = (X, X,,...,X,) degiskenlerine bagli fonksiyon
oldugunda f(x) fonksiyonunun x;, (i=12,..,n) degiskenine gore kismi tiirevleri

asagidaki formiil yardimi ile tanimlanir [7],

o Ll=[f-22] -
[a,¢j_( , aXi], (I 1,2,...,n).

Bilindigi gibi genellestirilmis fonksiyonun tiirevi de genellestirilmis fonksiyon
oldugundan f fonksiyonunun yiiksek mertebeden
o°f o f
OX;OX;  OX,0X,;0X,

tirevlerini de ayni yolla tanimlayabiliriz. Boylelikle tiim genellestirilmis fonksiyonlar
sonsuz diferansiyellenebilirdirler.

Ikinci mertebeden genellestirilmis tiirevi olan, fakat birinci mertebeden
genellestirilmis tiirevi olmayan fonksiyon gosterilebilir. f(X) genellestirilmis tirevi
olmayan fonksiyon olmak iizere asagidaki fonksiyonu géz oniine alalim.
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F(xy) =)+ f(y).
Bu taktirde F(x,y) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi yoktur [20]. Fakat f(x,Y)

nin ikinci mertebeden genellestirilmis tiirevi vardir. Gergekten de, gereken kosullar

saglayan w(X,Yy) fonksiyonu i¢in
o’y o’y oy
F(x,y)——dxdy = || f(X)——dxdy + || f(y)——dxdy
[reen S5 om - 1005 - 100 2%

dir. Diger taraftan

9,(x)
jj f(x)—‘/’dxdy jf(x)%!x)axg’ydxdy _[f(x) ‘/’gzggd -0

v (% @1 (X)) = w5 (X, 9, (X)) =0

burada ¢, (x) ve @,(X)Gnin y=¢,(x), Yy =@,(X) snirlarin1 gdstermektedir. Ayni yolla

ﬂ Oy dxdy =0
S OXoy

elde ederiz. Buradan

[[F y)g):—(;//ydxdy =0=[[0/(x, y)dxdy

yani
o°F
Oxoy

mevcuttur ve 6zdes olarak sifira esittir.

Uyari 1.2 Hemen her yerde tlirevin olmasindan genellestirilmis tiirevin olmasi ¢ikarilamaz.

1.4. Zayif Coziim Kavram

Dogadaki bir¢cok pratik problemlerin matematiksel modelleri, kismi tlirevli
diferansiyel denklem veya denklemler sistemi igin yazilmis baslangic ve sinir deger
probleminin ¢dziimiiniin bulunmasina indirgenilir. Cogu zaman problemin s6z konusu
verileri stireksiz fonksiyonlar olabilir. Bazi durumlarda ise matematiksel problemin
¢Ozlimiinde, diger deyisle fiziksel olayin dinamiginde siireksizlik ortaya ¢ikmaktadir.

Genel olarak nonlineer problemin ¢6ziimiinde bazi 6zellikler ortaya ¢ikmaktadir.
Nonlineer problemlerde ortaya ¢ikan yeni karakteristik 6zellikler (6rnegin, heyecanlanmis
cephenin sonlu hizla dagilimi, darbe dalgasi, kontakt sigrayislari vs. gibi fiziksel 6zellikler)

zayif ¢6ziim kavrami yardimiyla ifade edilebilirler.
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S6z konusu zayif ¢oziimii tanimlamak i¢in g6z oniine alinan diferansiyel denkleme
karsilik gelen integral gosterimi yazmak gerekmektedir. Genelde, kismi tiirevli diferansiyel
denklem igin zayif ¢6ziim kavrami farkli yollarla yazilabilir.

Kismi tlirevli diferansiyel denklemler i¢in zayif ¢oziim kavramini 1930 yillarinda

Sobolev’ in verdigine dnceden deginilmisti. Sobolev anlamindaki zayif ¢oziim, integral
esitlik yardimi ile tanimlanmaktadir. Bu tanimi agiklamak igin, Q, < R"" Euklid uzayinda
konveks bir bolge , u=u(x,X,,...X,,t) ve f(x,X,,...X,,t) Q; de dlciilebilir fonksiyonlar
olmak iizere operator bicimde verilmis

Lu=f (1.72)
lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemini g6z Oniine alalim. Burada L siirekli
diferansiyellenebilen katsayilara sahip self-adjoint (6z eslenik) diferansiyel ifadeyi
gostermektedir.
Tanim 1.10 Test fonksiyonlar sinifindan keyfi ¢(x;,X,,...X,,t) fonksiyonlari i¢in

[{uMg — o Jdxdt =0, x = (x,,....X,) (1.73)

Qr
integral esitligini saglayan u fonksiyonuna (1.72) denkleminin zayif (veya
genellestirilmis) ¢oziimii denir. Burada M =L" dir, yani M, L operatoriine karsilik
gelenadjoint operator olmaktadir [20].

Tanim 1.10 dan goriildiigi gibi (1.72) denkleminin herhangi bir klasik ¢6ziimii (1.73)
esitligini korumak zorundadir. Ama (1.73) esitligini saglayan u(x;,X,,...X,,t) fonksiyonlari
daha genis bir sinif olusturur. Ciinkii (1.73) iin i¢erdigi u fonksiyonlarinin klasik anlamda
tiirevlenebilir olmas1 gerekmiyor.

Zayif c¢oziimler gbéz oOniline alindiginda, denklem igin baslangic ve smir deger

kosullarinin hangi anlamda verilecegini 6zel olarak belirtmek gerekmektedir.
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2. NONLINEER ISI iLETIM DENKLEMININ YARI EKSENDE GERCEK
COZUMU VE OZELLIKLERI

Is1 dalgalarinin dagilimi, buzullardaki erime ve gbzenekli ortamda gaz filtrasyonu
gibi ¢ogu problem nonlineer parabolik tiir kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle izah
edilir. Tk kez G. 1. Barenblatt ile M. 1. Vishik, ideal gazin tabakali ortamda hareketini ifade
edebilen denklemin ¢oziimiinde lokallesme 6zelliginin mevcut oldugunu ispatlanmistir,
[5]. Daha sonralar1 non-linear denklemlerin de s6z konusu 6zellige sahip oldugu [2], [11]
gibi kaynaklarda detayli arastirilmistir. Bu tiir problemlerin 6zelliklerinden biri problemin
¢Oziimiiniin ve tanim bdlgesinin siirlarindan birinin veya bir kisminin bilinmeyen
olmasidir. Bu tiir problemlere serbest sinir problemi (free boundary problem) adi verilir.
Dolayistyla hareketi bilinmeyen sinirt problemin ¢éziimiiyle birlikte elde etmek gerekir.
Bu problemin analitik ¢6ziimiinii bulmanin yan1 sira sayisal ¢oziimiinii bulmada da bir ¢ok
zorluk olusur.

Analitik ¢oziimlerin bulunmasinda bazi 6zel durumlarda problemin ¢oziimiinii
kosan dalga seklinde elde etmek miimkiin olur. Fakat elde edilen kosan dalga seklindeki
¢ozlimiin diferansiyellenebilme o6zellikleri denklemin talep ettigi diferansiyellenebilme
mertebesinden diisiik olur. Bu taktirde problemin klasik ¢6ziimii s6z konusu olamaz. Bazi
durumlarda ise zayif ¢oziimiin de regulerligi bozulur.

Niimerik ¢Ozlimlerin bulunmasinda ise ¢oziimiin tanim bolgesinde sabit adimli
diizglin ag olusturulmasi sorunuyla karsilasilir. Bu sorun agin bazi noktalarinda zaman
degiskenine gore tiirevi bilinmeyen yon boyunca sonlu farklara ayriklastirmaya neden olur.
Literatiirde [1] gibi kaynaklarda serbest sinirli parabolik tiir denklemleri ¢ozerken farkli
yontemler kullanilmigtir.

Serbest sinira sahip problemlerin ¢oziimlerinin varlik ve teklik problemleri [9], [12]
gibi kaynaklarda incelenmistir. Olga A. Oleinik, Stefan probleminin genellestirilmis
¢Oziimiinliin varlik ve tekligini oOlgiilebilen sinirli fonksiyonlar sinifinda gdstermistir.
Kamenomostskaya ise a¢ik fark semasi kullanarak klasik kuazi-lineer 1s1 iletim
denkleminin genellestirilmis ¢6zlimiinii bulmustur.

Yukarida belirtildigi serbest sinira sahip problemler sahip olduklar1 o6zellikler
nedeniyle niimerik ¢6ziimlerinin olusturulmasinda literatiirde 1iyi bilinen niimerik
yontemlerin uygulamasina engel teskil ederler. Literatiirde problemin gercek ¢oziimiinde
bulunan bu 6zellikleri dikkate almaksizin diferansiyel problemi direkt olarak sonlu farklara

ayriklagtiran homojen sonlu fark semalar1 [1], [3], [6] gibi kaynaklarda mevcuttur.
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Bu boliimde serbest sinira sahip problemin niimerik ¢6ziimiinii bulmak igin [13],
[14] takip edilerek 6zel yardimer problem igerilecektir. Yardimci problemin avantajlari

kullanilarak problemin niimerik ¢6zlimiinii elde etmek i¢in etkin algoritmalar 6nerilecektir.

2.1. Esas Problemin Kosan Dalga Seklinde Coziimii

Asagidaki problemi basglangi¢ ve sinir kosuluyla goz 6ntine alalim

au d*p(u) c R2

PP (x,t) e R} (21)
u(x,0)=u,(x)=0, xel =[0,) (2.2)
u(0,t) =u,t = ,t”, t>0. (2.3)

Burada R? = 1x[0,T) dir; u, ve n ise bilinen reel sabitlerdir. Basitlik i¢in o bir

sabit olmak ilizere ¢(u)=u° durumunu goz Oniine alalim. ¢(u) ise asagidaki kosullart
saglayan bir fonksiyondur:

L plu)eC’(R)

2. u>0ve o>2 igin ¢'(u) >0 dir,

3. u(x,t) =0 oldugu boélgede u >0 icin ¢"(u)>0.

[18] ve [19] da (2.1)-(2.3) probleminin asagida yazildigi gibi kosan dalga seklinde

¢ozumi

1

o-1

o1 1
U(X,t): (DTJ (Dt—X)o—fl, O<x<Dt (24)
0, x > Dt

olarak elde edilmistir. Basit bir hesaplamayla

w(x,t) = —

ou’ (x,t)
v Du(x,t)

oldugu gosterilebilir. Gergekten de, (2.1)-(2.3) probleminin ¢dziimiini
u(x,t) = (&)= f(Dt—x) (2.4)
bi¢iminde oldugunu varsayarsak, &= Dt— X olmak tizere u fonksiyonunun t ve x e gore

tiirevleri sirastyla

%“ = Df (Dt —x)= Df (&)
ve

ou , Y

o=~ F(Bt=x)=-f)
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o

olur. Diger taraftan ifadesinin tiirevinden

OX
O|ou” | 010 (,)98|08_d di” .\
&{ oX }ag{ag(u )6x} ox dé{dg( 1)}( )

_d*f? _d[df° _i{da—lﬂ}
dg? dg[de | dg[ T de

elde ederiz. Elde ettigimiz bu ifadeleri (2.1) de yerine yazarsak

ot . 8]
dé dg dé

ifadesinden Df = of “% veya Dd& = of °?df buluruz. Buradan Dde=—2— df °*

c-1

veya Da—_ldf = df °* seklinde diizenlersek po-t £ = f°" aliriz. O halde f
o o

fonksiyonu i¢in

o (o}

1 1
~Noa L —1N\oa 1
f(é‘):(DO-_lj lgra—l = (Do-—lj l(Dt_X)g
ifadesini elde ederiz. f igin bulunan bu deger (2.4)’ de yerine yazildiginda (2.1)-(2.3)

probleminin ¢6ziimii

O
0, x > Dt
olur.

8_u:82u"
ot ox®

;t = f(ct - — =cf’ ,_=_f’ ,_:fn
u(xt)= flet—x) > S =cl (€)=~ 110) S5 = 1)
@:g[auv}:g{a_ug_la_u}jcf,:i(dG_lf,),
ot oX| ox OX OX dé:

—cf =of 71 +C,
—cf =of "'
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fl Cf Cfl—(o‘—l)zng—G:df _£f2—0':>J. df

:o‘f“"l_a o g_a f2e
o-2+1 _
=1 :34‘+C1:>1“”l:c-0—1(ct—xl)+cl
c-1 o o

1
_1\o 1
. (ca—lj “ct—x)ea, O<x<ct
- o
0,

X=0 oldugunda,

=Cc=,[——U;
o-1

elde ederiz. Simdi, a—u‘r tirevini inceleyelim:
X

u’(x,t)= (CUT_ljal(Ct—X)aa—l, O<x<ct

0, X > ct
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Gergektende,

u":[DJ—_ljg_l (Dt—x)oz , 0<x<Dt

olmaktadir.

ot oc-1 o
1
o’u  2-o o—1)\o1 3-20
= D Dt — X) o-
x> (0'—1)2( O'j ( X) 1
ou’

1. u(x,t) ve w(x,t) = - Fval Du(x,t) fonksiyonlari
X

Dy = {(x,t)| 0<x<Dt,0<t ST}
bolgesinde siireklidir, ancak u, ve u, tiirevleri o>2 oldugunda mevcut degildir.

Gergekten de,
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2
2. 0 =2 oldugunda u, ve u, tiirevleri sonludur. Gergekten de u, = —%, u, = %
olmaktadir.

3. 1< 06<3/2igin u,, u, ve u, tiirevleri mevcuttur.

4, 3/2 <0< 2 igin u, ve u, tirevleri mevcut, fakat u,, tirevi mevcut degildir.
Bunlara ek olarak, 0<o <1 igin sonlu T sinirinda ¢6ziim sonsuzluga yaklasir, yani
¢oziimde patlama (blow-up) olusur.

Bu nedenle, o > 2oldugunda (2.1)-(2.3) problemi i¢in sadece zayif ¢oziimii géz Oniine

almamiz gerekir. (2.1) denklemini,

o S 2 2
u_9o {au } 0 {ou"‘la—u}:a(a—l)u (a_uj +ou"‘16—u

o ox| ax | ox X ox ox’
2 2
N _ (o —1)(8—“J yourt Y (2.5)
ot OX OX
seklinde yazabiliriz. (5) den goriildiigii gibi u =0 oldugunda denklem dejenere olur ve
ou au)’
Ziolc-1) 2= = 2.6
~ ol )( axj (26)

sekline doniisiir, yani u >0 oldugunda (2.5) denklemi parabolik tiirden, u =0 oldugunda

birinci basamaktan nonlineer dalga denklemine doniisiir. (2.4) den gorildigi gibi

oldugunda ¢6ziim x = Dt noktasinda sifira esit olur, burada

D=+ |——ug?
o-1

hiziyla hareket eden dalganin 6n cephesini olusturur, yani

u(t()t)=0 (2.7)

77:0'—1

olur, burada ﬁ(t): Dt olmaktadir. (2.7) ve (2.4) den % = D oldugu kolayca goriiliir.

du_ou dx au_

—_— . +
dt ox dt ot

1 o—1)\o1 2-0
D—|D—= Dt — x)o-
dx a%t_ 0'—1( o J ( X) '

dt au/ N ]
o ! (DC’_lj"_l(Dt—x)2
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dx_D

i
Kolayca gosterebiliriz ki, (2.6) denkleminin genel ¢oziimii;
u(x,t) = —o(oc—1)a’x +at +b (2.8)

cinsinden olmaktadir. Burada a ve b herhangi bir sabitlerdir. S6z konunu sabitleri (2.2)
ve (2.3) kosullarindan a=b =0 olarak buluruz. Dolayisiyla (2.5) denkleminin dejenere
oldugu noktalarda (2.6) nin da ¢oéziimii sifirla esit olur,yani difuzupun terimin etkisi

kendini agik seklinde gostermektedir.

2
a—u+<7((7—1 8—“] =0
ot

—x

ou ou
= =__ A= _
p e q PVl 0'(0' 1)

—>Fp=1

F(p,g)=p+Aq®>=0
(Pa)=p+ha’=0 o n

P_aq
ox ot

X Fy :@+2Aqa—q:0
OX OX

t: F :@+2Aq8—q=0
ot ot

a—q+2Aq8—q:O
ot OX

dt_ dx _dp_dq

1 2Aq 0 O

@+2Aq@:0
ot ox
g=a F(p,a)=p+Ag®=0 p=-Ag’

du=p dt + q dx

du = — Aa’dt +adx
u(x,t)=—-Aa’t+ax+c

u(xt) = —o(o —1)a’ +tax +c

t=0, O0=u(x,0)=a x+c => ax+c=0

x=0,
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Ut” =u(0,t) = —o(o—1) a’t+c = -o(o-1) a’t+c=uyt”
u, :—0‘(0'—1)8.2

n=1

c=0

=a=0

u(t,x)=0

dejenere oldugu yerde ¢6ziim sifir olmalidir.

2.2. Problemin Zayif Coziimii
Simdi gosterelim ki , (2.4) formiilii ile tanimlanan ¢6ziim (2.9) integral esitligini korur,
yani, (2.1)-(2.3) probleminin zay1f ¢oziimiidiir.

I. o> 2durumu:

Yukaridaki soyledigimiz gibi o >2 oldugunda (2.1)-(2.3) ve (2.7) probleminin
yalniz zayif ¢6ziimii s6z konusu olmaktadir ve bu durum i¢in zayif ¢éziimii asagidaki gibi

tanimlayalim. Bunun i¢in D, ile asagidaki

D,y ={(x)|0<x<Dt0<t<T}
bolgesini gosterelim. f(x,t), D, bolgesinin sinirlarinda ve Xx=T de sifira esit olan
herhangi bir test fonksiyonu olsun.

0
Tammm 2.1 (2.2) baslangi¢c kosulu ile (2.3)-(2.7) smir kosullarin1 saglayan ve S(Dé(t))

sinifindan olan her bir f (X, t) test fonksiyonu i¢in

I J- {u(xlt)af(x,t)_ 8UU(X,t) ' of (X’t)}dxdt 0 2.9)

ol ot ox ox

integral esitligini koruyan, negatif olmayan u(x,t) fonksiyonuna (2.1)-(2.3) probleminin
zayif ¢oziimii denir.

Gergekten de,
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62 o
TUt) A2, & d _dV f_
L=[] aauz f(x,t)dxdt axg
oo X U v, £ =du
X
T o— (t) ﬂ(t
= j f(x [|t j "t dx [dt
0 © 9
T T T A o
- [ £(e(t)e) u”((t) )y [ 10022t [ Xt cv
0 J,X_, 0 00 X
Du((t)t) Du(0,t) N
T 4(t)
T2 (x bt
00 at
(Integralleme sirasini degistiriyoruz.)
T| Dt
1, =j[j f -utdx}dt
oLO
r U=f =dU = fdt
= | j fu,dt fdx
2| dvV =u, =V =u
Dt
= j ] - j uf dt |d
0 % %
Dt X X
= ! f(x,Tu(x,T)- f(x,Bju(x,Bj dx—jDz[(tl;- f dxdt
—.(.; f(x,%}u[x,%jdx

0<x<Dt %:t t — vy dersek

0<t<T x=Dy = ox=Ddy

- D} f(Dy, y)u(Dy, x)dy

0 u(Dt.x)

olmaktadir. Simdi
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1

o—1)\o1
U(X,t): (DT] , x < Dt
0, x> Dt

ifadesinin (2.1)-(2.3) probleminin zaylf ¢Oziimii oldugunu gosterelim, yani

/] { 7 )2 é))((’t)}dxdt o0

saglandigini ispatlayalim. Bunun i¢in denklemin icerdigi tiirevleri alirsak,

(e

1)\e o
07 (x,t) = (DGTJ (Dt—x)o1,  x<Dt

0, x > Dt

ou” (x,t) (Dc’_lj"_l 9 _(Dt-x)o1,x < Dt
ox = o2 c-1
0,x > Dt

1

_J-De -(G—_lja_l(Dt—x)al-l, x < Dt
- (el

0, x = Dt

_|=Du(xt), x < Dt
o, x > Dt

buluruz. Bulunan ifadeler yerine konulursa,

{u(x’t)af (xt) auT(x) A Y|y g
) ot OX OX

1
1 T Dt 7_181;

0= ATDt— 1—dxdt+AD” Dt — x &dxdt
0

Dt
(Dt- )_1@dt dx+ADj !Dt—x)f_l%dx dt

Il

>
O ey
UK!—,—!

I Iz
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1
L

T i of u = (Dt-x)ot :du:L(Dt— )zjdt
I = [(Dt-x) —-dt o-1
ot of
b dv=—dt=v="f
ot
2-0
_ (Dt=x)o3 F(x,1) |——j Dt—x) fot
% 015
1 T 2—70
L o1 D o-1
=(DT —x)o1 f (X, T) - [D——xj ( %D)——lj (Dt—x) fdt
b
: 2o
- —il [(Dt=x)"" fat
74
o0 1 dV=%dx:>V=f
o-1
Izzj(Dt—x) T i 1
X = 1 2-o
0 U:(Dt—xc—lJ:dU— (Dt—x)o-1dx
o-1
1 Dt E
:[Dt—x“ljf(x,t) [+——[(bt=x)"" f (x t)dx
o o-1y
1 1 1 7 20
= (Dt - Dt)o= f(Dt,t)— (Dt —0)ot f(o,t)+—l j (Dt —x)ot f(x,t)dx
o
Dt 2770—
l o-1
:G—_ll(ot—x) f (x,t)dx
2-o0
DT D ~ T I 9’
ozAj ——j (Dt—x)  f(xt)dt dx+A.DI[—I(Dt—x)Mf(x,t)dx}dt
0 1/ 0 (7_10
DT T 2;70 1 T Dt
=-AD—— ”Dt— f(x, t)dtdx+AD—” (Dt—x —1f(x,t)dxdt
0/ o-1

N
Q

;_x

O—.

(Dt—x)  f(x,t)dxdt

O L, —
ot—0

(2.18)
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0=1I,-1,

0=—j J'u(x,t)ftdxdt—[—_[.[mfx(x,t)dxdtJ
DI(t) o OX

of ou’ (x,t) of (x,t)
0= u(x,t)— dxdt — dxdt
DZf(t)I ot DZ[(t)I OX X

oldugu gortiliir.

0= l'ﬂa_” _ a;”” }f (x,t)dxdt = ﬁt—f (x,t)dxdt — ﬁ f (x, t)dxdt

ot
I I,
TDtazua |:D }
I, = f(x,t)dxdt =
=115 I\!
T o Dt
j{f(xt)au X-bt Jau X }dt
0 5 OX
)
=[x = pt, )M (Ot g jf(Ot) "t Ha“ D¢ (x tyat
0 OoX 0| OX

Dt

1=

_ju(x t)f (x,1) |/dx—j Iu(x,t)ftdtdx

De(t)

Q|

0

f (x,t)dxdt = j { |/ aat—“ f(x, t)dt}d

= E]‘T{U(X,T) f(x,T)- u(x,éj f (x,éﬂdx —I Iu(x,t) f dxdt
0 D D or(t)

x = Dt 1:'[ 0<t<T
D

=-D ] Mf (Dt,t)dt=0

=0
2.3. Yardime Problem ve Gerg¢ek Coziimii
Bu boliimde (2.1)-(2.7) probleminin ¢éziimiinii elde edip, ¢oziimiin diferansiyelenebilme
ozelliklerini inceleyelim.

Bunun i¢in (2.9) denklemini
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ree M?u° (2.10)
seklinde yazalim. Burada Mo:% operatorii olmaktadir. (2.10) denkleminin her iKki
X
tarafina M ™" uygulayarak
M—la—u =Mu® (2.11)
ot
oldugunu elde ederiz,
ou
M™ — =v(xt 2.12
2t (x,t) (2.12)

olarak gosterirsek (2.11) denklemini

N 3(@1 (2.13)
ot ox\ox
seklinde yazabiliriz. (2.13) denklemi i¢in baslangi¢ ve sinir kosulu
V(x,0) =v,(X) (2.14)
ov(0,1)
=u,t" 2.15
Py 0 (2.15)
: dvy(x) - e
olur, burada v, (x); fonksiyonu r =0 denkleminin herhangi bir ¢oziimii olmaktadir.
X

(2.13)-(2.15) problemini [13] i takip edecek yardimci problem olarak adlandiracagiz.
(2.13)-(2.15) probleminin kosan dalga seklinde ¢6ziimii

o

i_l o-1 o
Vx.t)= D (Tj(Dt—x)a_l, x < Dt (2.16)

0, X > Dt

olmaktadir, [19].

Not 2.1 (2.16) fonksiyonunun (2.13)-(2.15) problemini korudugunu kolayca ispatlanabilir.
(2.16) dan gortldigii gibi v(x,t) fonksiyonunun diferansiyellenebilme o6zelligi u(x,t)
fonksiyonunun diferansiyellenebilme 6zelliginden bir mertebe fazladir.

(2.12) den

ov(x,t)

u(x,t) = "

(2.17)

oldugu goriilmektedir.
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Teorem 2.1 Eger v(X,t) fonksiyonu (2.13)-(2.15) probleminin yumusak (soft) ¢6ziimii ise
(2.17) esitligi ile tanimlanan u(x,t) fonksiyonu (2.1)-(2.3) probleminin (2.9) anlaminda

zay1f ¢oziimii olmaktadir.

ot  ox\ ox

Ispat. Ajov_ofov dxdt =0
0)
De(t) X

oldugu kolayca goriilmektedir.

Il. 0<o <1 oldugu durum:

(2.4) formilinden gorildigi gibi O<o<1l oldugu takdirde (2.1)-(2.3)
probleminin ¢oziimii X = Dt ©On cephesi iizerinde sonsuzluga doniislir, yani ¢oziimdeki
singiilerlik daha fazla olmaktadir. Bu durumda (2.1)-(2.3) probleminin zayif ¢6ziimiini

asagidaki gibi tantyalim.

0
Tammm 2.2 (2.2) baslangi¢ kosulu ile (2.3) sinir kosullarini saglayan ve Cz,l(Dﬁ(t))

smifindan olan her bir f(x,t) test fonksiyonu i¢in

I >{“(X't)%x't)‘“6(x’t)azf—(zx’t)}dx‘“ =0 (2.19)

OX

integral bagmtisin1 koruyan u(X,t) fonksiyonuna (2.1)-(2.3) probleminin bir zayif
¢Oziimii denir.

o =0.5 oldugu durumda (2.4) formiilii

1

"D = D o

(2.20)

sekline dontisiir.  (2.20) den goriildiigii gibi x — Dt oldugundan u(x,t) fonksiyonu
sonsuzluga yaklasir, diger bir deyisle ¢6ziim sonlu zaman zarfinda sonsuz biiylik deger alir,
yani “blow-up” gibi 6zellik ortaya ¢ikar. (2.19) anlaminda zayif ¢6ziimi bulmak igin
asagidaki yardimecir problemi igerelim. Bunun igin (2.18) i dikkate alarak, (2.14)
denklemini

av(x,t)
OX

u(x,t) =

oldugunu dikkate alarak

a_v_g(a_v]"
ot ox\ ox

denklemini

52



6\/

= =MMv)’

seklinde yazalim ve bu denklemin her iki tarafina M ile uygularsak

M 8_1/ = (M v)‘y E(M’lv)= M? My
elde ederiz.

Mv(x,t) = w(x,t)
dersek, (2.21) den

Y vy

aliriz. (2.23) denklemi igin baslangi¢ ve sinir kosullar

‘//(X’O) =¥ (X)

M2y (0,t) = u,t"

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
(2.25)

(2.23)-(2.25) problemine 2.tiir yardimci problem diyecegiz. (2.23)-(2.25) probleminin

kosan dalga seklindeki ¢6ziimiiniin

— — GL_ x 20-1

W(x,t):(ff_lj(a_lj D (Dt—x)or
20-1\ o

seklinde oldugunu gosterelim:

w = f(Dt—x)

61// df v
X d§ ot d&

2 o
pd [0} gir
d& (d¢*

P(&)= :—; diyecek olursak, bu ifadeyi

olsun. Buradan

O halde

e v Di oldugu goriiliir. Ayrica (21/2/ =
X

d2f
d&?

(2.26)

dir.

DP(@Z ) = {dp—@)j seklinde yazabiliriz. Her iki tarafin }/G kuvveti

dg

alinirsa,

o' o )= ) Dz - (o) eple)
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D'7¢ =T P(¢) -

o-1

elde edilir. Diizenlemeyle

_ ety .
Tl pef E = (Llj pYrag%s _p(g)= I
o o d&

%71 o _ %‘71 _ 26—
df :(O-_lj D%—lgé—ldg:l//: f :(O- 1) D%l[ o 1}3 Yo
(o3

o 20-1

oldugu gortiliir.
Teorem 2.2. Eger w(x,t) fonksiyonu (2.23)-(2.25) ikinci tiir yardimci probleminin
yumusak (soft) ¢o6ziimii ise

M 2y (x,t) = u(x,t)

esas problemin (2.19) anlaminda zayif ¢oziimii almaktadir. Gosterelim ki, (2.26) ifadesi
(2.19) esitligini korumaktadir.

Zay1f ¢ozlimiin tanimina gore,

(I [a"’g’t) —(azgif’t)ja}xxdxdt

DI(t)

T Dt T Dt 2 o
=[5 ¢ (naddt-[ | [6 (Xz’t)J f_dxdt
00 at 00 ax
I, M
oy
My =—/=v
Vo

2

M2y = (ZXIZV U=y = ﬂu(x,t)dxdt

o

w(x,t) =— a(l;x

= Du(x,t)
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T Dt

f.dxdt — D [u(x,t)f,dxdt =0
00

o'—.—i

%’e’l%’

1]

(2.9) dan, Dy, nin smirlarindan ¢ kadar uzaklikta duran noktalarinin I, ile gdsterelim.
Diy = Drey /My
lim Dy =Dy
T oy 2
u=-—

= { j AN t)dx} dt du = ;at'/’ dx

0 dv = f,dx X
V=

_tl ow(xb) o 0%y (x1)
. l[—at ) |- [=2 o t)dx}

0%

TDt A2 DT| T 2 u=f du = fdt
= [ [ todt = [ | [ 1.2 Yt fox o o
0 o OXot 0| X oxot dv dt v=—
Vo oxot ox

0L O

TDt/ A2 \° T[ Dt - ou’
0 z//] { - } {U =Uu du = dx
I, = fdxdt = || [u’f,dx dt OX
? H[aﬁ Il av = fdx

o'-—,—!

bt Do o
{u"(x DIACOIE u” ¢ x}dt
OX

0
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O ey

{u”(DLt)@(DLt)—

}dt

T Dt o o
= [ [t et M _ pu(xt)
5o OX OX

gl

u(x,t) f, (x,t)dxdt

o'—,U

Simdi si¢rayis tizerindeki Rankine-Hugoniot kosulunu gésterelim.

0= J. {uf, + p(u)f, jdxdt

I{uf +o(u)f, }dxdt+J.uf +o(u)f Jdxdt =1, +1,

D1

1, = [{uf, +p(u)f, Joxdt = jufdxdt+[(p u)f dxdt

Dl 1

T y-0
Hufdxdu”q) u)f dxdt
Fibuni teoremine gore,

T y-0

jdxjufdt+”¢ u)f dxdt=1, +1,

U=u dU =u,dt U=p() dU=g,dx
av =fdt V=t dv=fdx V=F

T y—0 r70 T
ll:!dx[uf |- !futdt}:z[uf |Eé<—t{futdxdt

T 7-0 7-0 T
|12:j{(p(u)f | - If¢xdx}dt:I¢( u)f | dt—jfgoxdxdt
a a 0

0 D,

]
! fy| dx+j¢f | dt—j{u + ¢, } fdxdt

D,

Bu kosul si¢rayisin lizerinde ve arkasindaki parametreleri birlestiren bir (baginti) kuraldir.
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dx _ [¢]

dt [u]

Burada [p], ¢ deki sigrayisi, [u], ise u daki sigrayisi gosterir.
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3. SONLU FARKLAR YONTEMININ BiR BOYUTLU DEJENERE OLAN
PARABOLIK DENKLEM ICIN INCELENMESI

3.1. ikinci Mertebeden Nonlineer Filtrasyon Denkleminin Emici Ortamda Niimerik

Incelenmesi
Sicakligin dagildigi ortamda 1s1y1 yutan (veya emen) bir kaynagin oldugunu

varsayalim. Bu tiir problemlere yeralti gaz dinamiginin zayif kontakt tabakalar1 olan
filtrasyon problemlerinde, yanma problemlerinde, vs. rastlanir. D ile
D={a<x<b0<t<T}

bolgesini gosterelim ve D bolgesinde

u_d’p(u)

ol y(u) (3.1)
u(x,0)=u,(x), a<x<b (3.2)
u(at)=u, (), ubt)y=u, ), t>0 (3.3

problemini goz Oniine alalim. ¢@(u) ve w/(u) fonksiyonlarmin asagidaki kosullart
korundugunu varsayalim:

1. @(u) ve yw(u) fonksiyonlari u>0 oldugunda sinirli ve siireklidir,

2. o), (u),(u) ve y'(u) fonksiyonlar: u >0 i¢in pozitif fonksiyonlardir,

3. Negatif olmayan u>0ig¢in ¢'(0) =w(0)=0 ve ¢"(u) >0 dir.

w(u)=0

oldugu durum literatlirde 1y1 6grenilmistir. Boyle denklemlerin lokallesme etkisine sahip
oldugu, yani ¢oziimiin sonlu zaman zarfinda sonlu mesafeye kadar dagilabildigi
ispatlanmistir [11]. Bu 6zellik iyi bilinen niimerik yontemlerin denkleme uygulanmasinda

zorluk ¢ikarmaktadir. [11] de asagidaki denklemler incelenmistir:

20 u

Zt_uzaauz -cu, wu>0, ¢c>0
X

ou_ou_

p ?—cu, O<v<], c>0.
X

Bu denklemlerde de ¢6ziimiin piiriizsiizliigli bozulmaktadir ve bu durumda da

klasik ¢ozliimiin mevcut olmadig ispatlanmistir. [8] de ¢ ve y iizerine koyulan kosullar

gergevesinde ¢oziimiin varlik ve teklik teoremi ispatlanmustir.
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Zayf ¢oziimii asagidaki gibi taniyalim.

Tammim 3.1 Negatif olmayan siirekli baslangi¢ sinir kosullarin1 koruyan D bdlgesinde

Lebesque anlaminda integrallanebilen Z—f tirevine sahip ve D de siirekli
X

diferansiyellenebilen x=a, x=b, t=T de sifira doniisen herhangi bir f(x,t)

fonksiyonu i¢in

_[{u % _%a(g_iu) + fl//(U)}dth + .T f (x,0)u(x,0)dx = 0 (3.4)

integral esitligini koruyan u(x,t) fonksiyonuna (3.1)-(3.3) probleminin zayif ¢oziimii
denir.

Zayif ¢oziimii bulmak igin [13], [14] de oldugu gibi 6zel yolla kurulmus yardimci problem

icerelim. Bunun igin

yxt) o (oy(xt))
ek aX(p( 6x j w(x,t), (3.5)
ow(x,t)  (oy(xt) '
ox l//[ OX ) (35)
y(x,0) =y,(x), a<x<h, (3.6)
%| vea = Ua(o)s %| o =Uu,(t), t>0, wat)=0 (3.7)
problemini géz 6niine alalim. (3.5)-(3.7) problemine yardimci problem denir.
w(x,t) = [ (@& g (3.8)
ve
y(x1) = [u(£,t)og (3.9)

fonksiyonlarini dahil edelim. (3.9) dan
y(%,0) = [U(£,0)d& = [T, (£)dE =y, (x) (3.10)

elde ederiz. Goriildigi gibi, (3.5) denklemi (3.1) denklemine nazaran daha piiriizsiiz
¢ozlime sahiptir.

Not 3.1 Genelde 6nerilen yardimci problem ya Klasik ¢6ziime ya da regiiler zayif ¢o6ziime
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jaf(é,t)Jay(&t)a(p[ayé?t)j
L 0& | o .

(3.11)

+w(&, 1) pd&dt =0

regiiler zayif ¢6ziimiine sahip oldugunu varsayalim.

Teorem 3.1 Eger y(x,t) (3.5)-(3.7) probleminin klasik ¢oziimii ise, (3.9) ifadesi ile
tanimlanan U(X,t) fonksiyonu (3.1)-(3.3) probleminin (3.4) anlaminda zay1f ¢6ziimiidiir.

Ispat. Gercekten de, eger y(x,t) (3.5)-(3.7) nin klasik ¢oziimii ise s6z konusu denklemi
korumaktadir ve agiktir ki, yukarida tanimladigimiz f(x,t) fonksiyonu igin (3.11) ifadesi

korunmaktadir. Kiime parantezini agip elde edilen ifadeleri £ ye gore integrallersek

[t a“gf’t) - 52¢§§(Z§’t)) + W(U(f,t)j &t =0 (3.12)

elde ederiz. Buradaki tiirevlerden genellesmis tiirev anlamindadir. (3.12) ifadesinde birinci

integrale t ye gore, ikinci integrale & ye gore kismi integrasyon formiiliinii uygularsak
(3.4) ifadesini elde ederiz. Bu da, U(x,t) nin zayif ¢dzim oldugunu gostermektedir.
Problemin tek bir ¢oziimiiniin olmasindan u(x,t) nin u(x,t) ile hemen hemen her yerde

cakistig1 anlasilir. Simdi (3.1)-(3.3) probleminin sayisal ¢6ziimiiniin bulunmasi igin bir

algoritma tiretelim. Bunun i¢in D bolgesini asagidaki gibi tanimlanmis

o, ={x, =it =kr,i=012,..,n, k=012,..,h= b-a ,7 >0}
ag1 ile ortelim. (3.1)-(3.3) problemini

Ui =¢x —Ui1) —vUii) (3.13)

Ui,o :uo(ih)’ Uo,k :ua(tk )’ Un,k :ub(tk )' (3.14)

seklinde sonlu farklara ayriklagtiralim. Burada

PsUir) v, ,)=h" [pU11)-20U;)+0U,,)],.,
olmaktadir. Bundan sonraki islerimizde [16] da olan sembolleri kullanacagiz. Once (3.13)-
(3.14) probleminin bazi 6zelliklerini inceleyelim:
l.ozellik. (3.13)-(3.14) probleminin ¢dziimii sinirli, negatif olmayan ve asagidaki
esitsizlige sahiptir

0<U,,,, <m=max{u,(ih), u, (t,), u, ()}

Ispat. Ispat maksimum prensibinden kolayca gériiliir.
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Teorem 3.2 Asagidaki esitsizlikler ¢ercevesinde

max {u,, [u, | [(u,)], [(u,)|} < sabit,

max{|u | |ub| }_ sabit,

U, yaklasik ¢oziimii igin

du,
dt

dt

2
VI, ., * Vsl Lot < sabit, (3.15)
esitsizligi dogrudur.
Ispat. (3.13) denklemini
- X, —a
W =U; +U, (t) —U( )b

fonksiyonu ile garpip i,k indislerine gore toplarsak

ThZ( Wiy, U ) Z( ikl ¢ ( |k+1))_ThZ(Wi,k+1’l//( |k+1)) (3.16)

ik

elde ederiz. (3.16) esitligini
1
ala-p) =5[a2 ~ B +(a-p)} ap>0
ifadesini kullanarak

EZ(U U )i’l +m%(ux’¢x(ui,k+l))

S%Z(U,U)i’oJrzh%:{);__:(

[ 00 o) 0 )

ik

+ Tzk: (Wi,k+l’ Dy (U ikl ))

- Tzk: (Wi,k+l1 Px (U i+1 )) |i:0 + Th;(wi,kﬂ’{//(u i k41 )) (3.17)

i=n

seklinde yazariz.
(3.17) nin sag tarafindaki ifadeyi degerlendirirsek (3.15) esitsizliginin dogrulugu

ispatlamis oluruz.

3.2. Yardime1 Problemin Sonlu Farklara Ayriklastirilmasi

(3.5) ile (3.6) problemini asagidaki gibi sonlu farklara ayriklastiralim
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Y, =08, <O (3.18)

Yio = Yolih), Y[ xeo = (7). Y. | y=, (xc7) (3.19)
Burada

QO =ylU,,.,) (3.20)
bulunur, Y,(ih) ise

(Yo)x = Up(ih)

denkleminin herhangi bir ¢6ztiimii olmaktadir. (3.20) dikkate alinirsa (3.18) den herhangi
i, k icin

U=Y (3.21)

X

esitligini elde etmek miimkiindiir.

Op(u(xt) - dy(xt) o (1)
ot

, turevlerinin sonlu farklara
OoX OX

Aix Viy V€ O, sirastyla,

ayriklastirdigimiz zaman yaptigimiz hatalar, Y, ise y(x;,t,) ag fonksiyonunun yaklasik

degeri olsun. Bu durumda

Rik = Yik = Yik
i¢in,

R =o' )R], +7 (3.22)
cebirsel denklemler sistemini asagidaki

Rio =1, =0(n) R, |,=0R; |i.,=0, (3.23)

kosullar1 gergevesinde elde ederiz. Burada

ui € [ui U, ]v 1= i = Oisr T Mijorr iy =W, =,

dir. Kolayca gosterebiliriz ki, h — 0iken y — 0 dur. 2—¢ ve W(X,t) nin siirekli olmast
X

kosulundan z,h — 0 iken 4;, ve &,, — 0 olur.

Teorem 3.3 Herhangi 7z, h i¢in (3.13), (3.14) ve (3.18), (3.19) problemlerinin ¢6ziimii i¢in
asagidaki esitsizlik gegerlidir,

ly =Y, )+ [u =], (w,. )¢

< sabit 7Ly (w, ) ], (w, )+, ()} (3.24)

Burada
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*

m

L (Wr ) = ||771||L2 (Wr )’ ¢’(Uh )izn - ”771”._0 (WT)1 ¢’(Ui+1 )i=0’ =Yy —Yx

elde ederiz.

Ispat. (3.22) denklemini R, ,, ile arpip, i ve k iizerinden toplarsak
z-h;(Ri,kJrl’ Rt ) = mg(Ri,k‘Fl’ [(”'(U ) )Ri ]x )+ z‘hg(Ri,kﬂ ' ﬁ) (325)

aliriz. (3.25) esitligini bilinen yolla doniistiirerek enerjitik esitsizlik elde etmek miimkiindiir

Ki, bu esitsizlikten Y,

i,k+v

U, .. yaklasik ¢oziimlerinin y(X,t), u(x,t) gergek ¢oziimlerine

yakinsak oldugu goriilmektedir. (3.15) esitsizliginden daha kuvvetli olan bir esitsizlik elde
etmek miimkiindiir.

Teorem 3.4 Asagidaki esitsizlikler korundugu takdirde

max {u,, |u, |, |o(u, ) (U, )} < sabit,

o[22 )] [00lu ) | _
{ || ot |}_ bit,

| ot
2 .
Ju L) <sabit,
||w <sabit
Xl w,)

PO, ) Ssabit
asagidaki esitsizlik gegerlidir,
2 2 .
”%“Luz(wh) +||Ut||L2(Wh,) < sabit,
Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 3.2 nin ispatina benzer sekilde yapilir, ama Teorem 3.2

de bulunan w; ., in yerine

A ) B R I e

almak gerekir.

Rankine-Hugoniot Kosulu darbe dalgalarinin mevcut oldugu problemlerde ortaya ¢ikar. Bu
problemler genelde hiperbolik tiirdendir.

2 A
Ly (o)

< sabit. (3.26)

Ly (@n. )¢

1
E”U X
u = q)xi(u) —l//(U)

63



denklemini W ile carpip i, k iizerinden toplayalim.

thy W,U)=t> W,p,U)-h> W,pyU)) (3.27)
ik ik ik
Burada,
~ .~ X —Db X —b
W=U + bl_—aua(tk+l) _EUD (tk+l) (328)
olmaktadir.

a(a—b):%[az b? +(a—b)?]

formiiliinii ve (3.28) ile kullanarak (3.27) yi asagidaki gibi doniistiirelim,

th(\N,Ut)szL],Ut)+Il

:gZ(U,U)i,[T/r]_EZ(U,U)I',O_'_|1+Thz(lj——U)2’ (329)
1 i TK T

Burada
X —b, X;—a,
X =m§[b_a CHONTARNC: (ub(t),ut)}
(3.27) ye green formiiliinii uygularsak,
hy W0, 0) =ty U0, )] +1, +15, (3.30)
3 =mz{(%,(px(d)jub,(t)—[(xi i ,¢X<U>}ua(t)]
|3 :Z‘hZ(V\A/ |n’¢x(tj)|n—1)_TZOA7’¢x(U)) |0 (331)

olur. (3.30), (3.31) i (3.29) da yerine yazarsak

PY U+ U0, 0)

S%Z(U,U)t_o +2h> U@+l +1,+1,+1,
I I,K

elde ederiz. Burada
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Y Wy U)=hy UpU)+1,

simdi 1, (j=12,34) leri hesaplayalim. x; =a, X; =b noktalarinda W =0 oldugundan

I, =0 olur.

1, =3[0, 6% ~0) 0 (0))-u, (% ~ )5 0 D) b -2) |

<4T(b-a)" max{u,),|u,||@(u, | |o(u,)]j< sabit ;

X —b X, —a R
I, =1 —u, (t) ———u, (t),Q,
. ;(b_a L= U, ) j

< 2max{u,|,Ju,|} max y(u) mesD;

0<u<m

<t-a)u,|

hy (U.p(U)) =

hy (U,Q)

s\ux "2 (U)b-a)’T +(b;2‘3)

I, idegerlendirirken asagidaki esitligi kullanalim,

7D (9(®).U) =7 (g®U), -7 Ug, (1)
=gV [, 72 Ulg®)], (3.32)

(3.32) yi dikkate alarak 1, i¢in asagidaki degerlendirmeyi elde ederiz,
1] < (b—a)max{u U | —u,U | )+ M max{u, (T) -, (0)]
=2b-a)M*+M?
=M?(2(b—a) +1) = sabit.

Bu degerlendirmeleri dikkate alarak,

1 .
L+

L, (@h)

1 ) _
XU, (whe), e < E”Uo”,_z(wh) + sabit.

esitsizligini saglamis oluruz.
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4. SONUCLAR

Bu calismadaki elde edilen sonuglar1 asagidaki gibi ifade edebiliriz.

1. Dejenere olan parabolik tiir denklem i¢in yarim eksende yazilmis problemin
gercek ¢oziimili bulunmusg ve ¢oziimiin diferansiyellenebilme 6zellikleri incelenmistir.

2. Esas problemde bulunmayan avantajlara sahip yardimci problem onerilmis ve
s0z konusu problemin ¢oziimii ile esas problemin zayif gergek ¢coziimii elde edilmistir.

3. Bulunan ¢6ziimiin integral anlaminda zayif ¢oziim oldugu ispatlanmistir.

4. incelenen problemin ¢dziimiim igin sonlu farklar yontemi incelenmis ve yaklasik
¢ozlim i¢in bazi1 degerlendirmeler yapilmistir. S6z konusu esitsizlikler yardimi ile yaklasik

¢Oziimiin gercek ¢coziime yakinsakligi gosterilmistir.
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