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BiR BOYUTLU SKALER KORUNUM KURALI iICIN HAREKETLI CEPHENIN
IZLENMESI

Tezde iki fazli sivilarin tabakali ortamda akisini ifade edebilen denklemlerin gergek
¢Ooziimii elde edilmis, ¢Ozimiin Ozellikleri incelenmistir. Bu amagla tezin birinci
boliimiinde sikisabilir sivilarin ve iki fazli sivilarin tabakali ortamlardaki hareket

denklemleri ¢ikarilmistir.

Tezin ikinci kisminda birinci mertebeden nonlineer kismi tiirevli diferansiyel
denklem i¢in yazilmis baslangi¢ deger probleminin (baslangic fonksiyonu siirekli ve
pargal1 siirekli oldugu durumlar i¢in) gercek ¢oziimii yeni bir yontemle elde edilmis ve

¢Ozlimiin diferansiyellenebilme 6zellikleri incelenmistir.

Nihayet, tezin tg¢lincii boliimiinde ikinci boliimde incelenen yontem iki fazh
stvilarin hareketini ifade eden matematiksel modelin teorik incelenmesi i¢in uygulanmistir.
Ayrica, bir laboratuvarda yapilan bir deneyin modeli yazilmis ve petroliin siiziilme

stirecindeki susuz ve sulu periyotlar1 da incelenmistir.
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ABSTRACT

TRACKING OF MOVING FRONT ONE DIMENSIONAL SCALER
CONSERVATION LAW

In this thesis, the exact solution of the equation describing the motion of a two-
phase fluid in a porous medium is obtained, and its properties are investigated. To this end,
in the first section, the equations describing the motion of compressible fluids and two-

phase mixtures in a porous medium are derived.

In the second section, a new method to find the exact solution of the initial value
problem of a nonlinear partial differential equation with continuous and piecewise
continuous initial function is considered, and the differentiability properties of the solution

are investigated.

Finally, in the third chapter, the method discussed in the second chapter is applied
for the theoretical investigation of the motion of a two-phase mixture. Additionally, a
model has been developed for a laboratory experiment, and the waterless and dry periods

in the filtration process of oil have been investigated.
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1. GIRIS

Bu boliimde, sikisabilir sivilarin (6rnegin petroliin) ve iki fazli sivilarin esnek

plastik ortamda hareket denklemlerini ¢ikaracagiz.

1.1 Sikisabilir Sivilarin Esnek-Elastik Tabakalh Ortamdaki Hareket Denklemi

Yeralt1 hidrodinamik teorisinden bilindigi tizere (bkz. [4] ) stireklilik denklemi

gﬂmﬂ+dwgw}=0 (1.1)

olmaktadir. Burada m -tabakali ortamin gozenekliligi, p -stvinin yogunlugu, v - akigkanin

tabakal1 ortamdaki akis (siizlilme) hizin1 gostermektedir.

[4] de oldugu gibi Darcy kurali

v:—fgrad p (1.2)
y7;

seklinde ifade edilir. Burada x - gecirgenlik katsayisi, & - petroliin viskozitesi, p - basing

dir.
Sivinin zayif sikisabilir oldugunu varsayarsak, durum (hal) denklemi
£ =14 8,(p-p,)
Po
seklinde olur. Burada, g, -sikisabilme katsayisi, p,, p, ise sirastyla basing ve sivinin
baslangi¢ yogunlugunu ifade eder.
Tabakali ortamin da zayif sikisabilir oldugunu kabul edersek, gozeneklilik
katsayisini, deneylerin sonucuna dayanarak birinci yaklasimda o ya (gerginlik tensoriine)
bagldir, yani tabakali ortami etkileyen m=m(c) oldugu kabul edilmektedir. Tabakali

ortam esnek ise

.~ L Ailo a0 (13)

dir. Burada f, -tabakali ortamin sikigabilme katsayisi, o, ve m, yine de baslangictaki
gerginlik tensoriiniin ve gozenekliligin baslangi¢ degeri olmaktadir.

Derin katlardaki tabakali ortamlarda toplam gerginlik *’sivi-tabakali ortam’’
sisteminde sabit kaldigindan,

o+p=0o,+P,



esitligi korunur. Buradan
C—0y = _(p_ po)
olur. Bu ifadeler ve (1.2) ifadesi (1.1) denkleminde yerine konuldugunda ve £(p—p,)

blyiikligliniin etkisinin az olmasi kosulunu da dikkate alarak, sivilarin derin tabakali
ortamlardaki hareketini incelemek i¢in p(r,t) basing fonksiyonu i¢in

0

Ep — KA, (1.4)
elde ederiz. Burada, x klasik 1s1 denkleminde olan 1s1 gegirme katsayisina benzer olarak

pseudo gecirgenlik olmaktadir ve
k
K:;(mo iz +:Br)

dir. Diger taraftan, tabakali ortamin plastik olmasi nedeniyle deformasyon sonucu onceki

sekli olamaz. Bu durumda

om oo 0
= _moﬂr T~ moﬂr b

ot ot ot
ifadesi o nin artmasi ile (basincin azalmasi) hesabina sistemin toplam gerginlik durumu

degismemektedir ve

om oo 0
T=-mo T =mp D

burada g, = g, dir.

1.2 iki Fazh Sivilarin Tabakah Ortamda Birlikte Hareket Denklemi

Petrol ve suyun gozenekli ortamdaki eszamanli hareketinin matematiksel
modelinin, iki temel fizik kanununa dayandig bilinir, bunlardan biri petrol ve su kiitlesinin
korunumu kanunu, digeri ise Darcy kanunudur, [4]. Baz fiziksel varsayimlar dahilinde, iki

fazli sivinin gézenekli ortamdaki hareketi asagidaki denklemler sistemi ile tanimlanir

m9% | div(u,) = 0, (1.5)

u, = —M gradP,, (1.6)
Hy

Pp _PW = (O-w)1 (17)

o,+o,=1 ({=w,p). (1.8)



Burada o,, ve P, (¢ = w, p) sirasiyla su ve petrol ile doyma fonksiyonlar ile su ve petrol
fazlarinin basinglariin bilinmeyen fonksiyonlaridir. u,, su ve petrolin hareket hizi,
k,, (¢ =w, p) ise petrol ve suyun oransal gegirgenligidir, g, su ve petrol arasindaki kapiler
basing, m ve k ise sirasiyla gozeneklilik ve gegirgenliktir. Basitlik i¢in o, =o olsun.

Istismarin dogasma uygun olarak (1.5)-(1.8) denklemler sistemine baslangi¢ ve simir
kosullar1 eklenir.

(1.6) da (1.7) yi goz Oniine alarak,

k k
( Xul@) » () gradP, + » () grad g, (o) = -u
My, My e
elde ederiz. Burada u=u, +u, dir. Buradan
k, (o)
"~ gradp, (o)
gradP, = —U _ (1.9)
k kw(o-)+kp(o-) k kw(o')+kp(0')
Hy, J7 Hy, My
olur. Son ifadeyi suyun korunumu kanununun denkleminde yerine koyarak
_ () ;
5 k() ———gradp, (o)
m% 4 div] - w9 — __ =0 (110
Hu k kw(a)+kp(o-) k kW(G)+kD(O-)
My My Ay Hy o )]

elde ederiz. Asagidaki bigimde tanimlanan Buckley-Leverett fonksiyonlarini kullanarak

k, (o) k, (o)
_ Hy _ Hp
F,(o)= () ; (o)’ F, (o) = < (©) . K@)’
Hy U, Ly, U,

F.(0)+F,(0)=1

(1.10) denklemi

k, (o)

m%" +div(uF, (o)) + div[ F, (o)grad o, (U)J =0, (1.11)

Hp

seklinde yazilabilir, [1]. (1.3)-(1.8) problemi uygun baslangi¢ ve sinir kosullari ile kapiler
basincin goz oniine alindigir durumda [2] ve [4] de detayli calisilmustur.

3



Bir boyutlu durumda kapiler basing g, (c)=0 ise, (1.11) denklemi birinci

mertebeden nonlineer bir denkleme doniistir, [2]

oF (0)

+ (t) /=2 =0, (1.12)

Karakteristikler yontemi ile elde edilen (1.12) denkleminin ¢6ziimii asagidaki gibi

kapali bir forma sahip olur
o(xt) = f(x—m [u@nd 77]. (1.13)
m 0

Burada f tiirevlenebilir herhangi bir fonksiyondur. Ancak (1.13) den bilinmeyen

fonksiyona iliskin agik bir formiil elde etmek genellikle miimkiin degildir. Elde edilen

(1.13) fonksiyonel bagintisini (1.12) denkleminin alternatif bigimi olarak adlandiracagiz.

T= lJ.;u(n)dr] doniistimii yardimiyla, (1.14) denkleminin daha basit olarak
m

do  OF.(9) _,

1.14
ot OX ( )

seklinde yazilabilecegi kolaylikla gosterilebilir. (1.14) denklemi birinci mertebeden kismi
tirevli diferansiyel denklem olmaktadir. Burada F, (o) fonksiyonu asagidaki kosullari
saglamaktadir:

1. 020 i¢in, F, (o) >0 dir,

2. 020 i¢in F,(c)=0dur,

3. F/(o) isaret degistiren fonksiyondur, yani F, (o) fonksiyonun hem konveks

hem de konkav kisimlara sahiptir.

(1.6) denklemini asagidaki baslangi¢ kosulu ¢ercevesinde inceleyecegiz

0, X#0,
o(x,0) = o x=0 (1.15)
1 =V

(1.6), (1.15) problemini incelemeden once (1.14) denkleminin ¢6ziimiiniin 6zelliklerini
inceleyelim.



2. BIRINCi MERTEBEDEN KISMi TUREVLIi DIFERANSIYEL DENKLEMIN
COZUMUNUN OZELLIKLERININ INCELENMESI

Genelligi bozmaksizin asagidaki gibi bir problemi inceleyelim

uLFW .y, (2.1)
ot OX
u(x,0) = u, (x). (2.2)

Burada F(u), yukarda bahsedilen F,(u) icin sdyledigimiz ozelliklere sahip bilinen bir
fonksiyondur. u,(x) ise sistemin baslangi¢ durumunu ifade eden verilen bir fonksiyonu
gostermektedir. Ayrica, supp U,(X) in sonlu bir kiime olusturdugunu varsayalim.

(2.1) denklemindeki nonlineerligin etkisini incelemek igin, Once sdézkonusu

denklemi (2.2) baslangic kosulu cercevesinde inceleyelim. Bunun igin (2.1), (2.2)

probleminin siirekli u(x,t) ¢oziimiine sahip oldugunu varsayalim. (X,t) diizleminde ve
—=u (2.3)

esitligi ile tanimlanan x = x(t) egrisini gozdniine alalim. S6zkonusu egriyi Onceden
bulmak imkansizdir. Ciinkii (2.3) denklemi bilinmeyen u fonksiyonunun bu egri
tizerindeki degerini icermektedir. (2.3) egrisi lizerinde (2.1) denklemi

d_u:O
dt

seklinde yazilabilir. Sonuncu denklemden goriildiigi gibi u(x,t) fonksiyonu x = x(t)
egrisi lizerinde sabit deger alir, yani U = sabit =c dir. Boylelikle, (2.1) denkleminin genel
¢Oziimiiniin bulunmas1 (x,t) diizleminde tanimlanan ve egimi u(X,t) olan egriler ailesinin
bulunmasina indirgenilir. Bu egriler (2.1) denkleminin karakteristikleri olmaktadir. (2.1)
denkleminin karakteristikler ailesinin grafikleri Sekil 2.1 de gdsterilmistir.

Diger bir deyisle, (2.1) denkleminin ¢6ziimii ayn1 zamanda

dx
- = u
dt
(2.4)
du
= O,
dt

adi diferansiyel denklemler sisteminin de ¢6ziimii olmaktadir ve tersine (2.4) iin herbir

¢oziimii (2.1) denkleminin de ¢oziimii olmaktadir. (2.4) denklemler sistemine asagidaki



X|=0=¢, Ul==Uu($) (2.5)

baslangic kosullar1 ekleyelim. Burada & egimi u(x,t) olan herhangi bir dogrular ailesinin

ox ekseni ile kesistigi noktasinin apsisini gosterir.

(A3 o

(]

Sekil 2.1: u >0 icin karakteristikler

1)
1.5

0.5

Jl,ﬁ
fa

Sekil 2.2: Coziimiin zamana gore degismesi



(2.4), (2.5) probleminin ¢6ziimii
u(x,t) = uy(5), (2.6)
£=x—ut (2.7

2
olmaktadir. Olayin dinamigini detayl sekilde incelemek icin F(u) = u? 6zel durumunu ve

U, (X) igin de

1-x%, || <1,
Uy (X) = (2.8)
0, X >1

Fonksiyonunu g6z 6niine alalim. (2.8) dikkate alinirsa ¢6ziim igin son olarak

1-(x—ut)?®, |x-ut|<1l
u(x,t) = (2.9)
0, | x—ut>1

ifadesi elde edilir. (2.9) i hareket eden & koordinatinda

1-&%, |&|<1
u(x,t) = (2.10)
0, [S=1

seklinde de vyazabiliriz. (2.10) ifadesi (2.1), (2.2) probleminin stasyoner ¢oziimii
olmaktadir. Goriildigi gibi (2.9) ifadesi u(x,t) fonksiyonu igin kapali bir fonksiyon

olusturmaktadir ve sézkonusu kapali fonksiyondan u(x,t) ¢oziimii i¢in agik sekilde bir

ifade

(2xt —1) £ v1—4xt + 4t?
o , | x—ut|<1
u(x,t) = (2.11)

elde edebiliriz. u(x,t) fonksiyonunun zamanin gesitli degerlerinde X e gore degismesi

Sekil 2.2 de gosterilmistir.



Genelde, dalgalarin karakteristik 6zelligi herhangi bir sinyalin herhangi bir ortamda
sonlu hizla dagilmasidir. Hiperbolik tiir denklemlerle ifade edilen dalgalarda bu olay
karakteristikler ile bagl olmaktadir. (X,t) diizleminde herbir karakteristik X uzayinda bir
dalgay1 ifade eder ve c¢oOziimiin karakteristik iizerindeki degismesi ise dalganin fiziksel
dagilmasina karsilik gelir. Bu anlamda, (2.4) {in birinci denklemi $6yle yorumlanabilir: u
nun ¢esitli degerleri U hiz1 ile "dagilmaktadir". Dolayisiyla, problemin ¢dziimiiniin grafigi

herbir t i¢cin baslangic profilinin, yani u =u,(X) egrisinin herbir noktasinin ut kadar saga

kaydirilmasi ile elde edilmektedir dyle ki, bu mesafeler c¢esitli "u" lar i¢in farkli
olmaktadirlar. Sekil 2.2 den goriildiigii gibi, U >0 oldugu durumda U nun biiyiik degerleri,
U nun kiiciik degerlerine oranla daha hizli dagilmaktadir. Bu da ¢6ziimiin profilinde bir
bozulmaya neden olur. u<0 oldugu durumda ise U nun biiyikk degerleri kiigiik
degerlerine oranla daha zayif seklinde dagilmaktadir. Bu ise ¢dziimiin 0x ekseninin negatif
yoniinde bozulmasina neden olur. Boylelikle dalganin X e goére azalan fonksiyon oldugu
bolgelerde kirilmasi kacinilmazdir ve c¢oziimde c¢okdegerlilik ortaya cikar. Kirilma

(breaking) dalganin profilinde ilk kez dik tegetin olustugu t =T, aninda meydana cikar.
Sozkonusu T, degerini bulalim. (2.8) den goriildiigii gibi baslangi¢ profili hem negatif hem
de pozitif egime sahiptir. Ornegin, X =1 noktasinda baslangi¢ profili negatif egime
sahiptir. Gergekten de, u,(x,0)=-2x|_,=-2<0 dir. Aciktir ki, u(x,t) fonksiyonunun
X>1 degerlerinde ¢okdegerli olmamasi ic¢in u,(1,t)>0 esitsizliginin korunmasi
gerekmektedir. Bu esitsizligin olustugu minimum zaman degeri, aranan T, degeri
olmaktadir ve u,(1,t) nin negatif degerden pozitif degerlere doniismesi igin u, (1,t) =
noktasindan ge¢mektedir. (2.11) formiiliinden

1 2t
Ux(l,t) = Zt_Z‘:Zt imjl

elde ederiz. Buradan T,=0.5 olarak bulunur. Nonlineer hiperbolik denklemlerin
¢cozliimiinde olusan singiilerligin yapis1 [3], [6] da incelenmistir.

Cozliimiin ¢okdegerli olmasi fiziksel agidan kabul edilemez. Fiziksel agidan anlamli
olan bir degerli ve smirl ¢oziimlerdir. Baz1 fiziksel yaklasimlara gore ¢oziimde kirilma
noktalart olustugunda, (2.1) denklemi artik fiziksel olay1 gercek sekilde tam olarak ifade
etmemektedir. Bu durumda problemi fiziksel agidan bir daha incelemek, ek yaklagimlar

dikkate almak ve denklemi yeniden incelemek gerekmektedir. Ama, bazi durumlarda
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cokdegerli siirekli ¢oziimleri, silireksiz ¢ozlimlerin mevcut oldugunu varsayarak kurtarmak
miimkiindiir. Bu durumda siirekli ¢okdegerli ¢oziimler bir degerli, lakin 1.tiir siireksizlige
sahip c¢oziimlere dondstiiriiliir. Bu islevler ise matematiksel ¢6ziim kavraminin oyle
bicimde genisletilmesini gerektirir ki, siireksiz fonksiyonlar da bilinen anlamda ¢6ziim
olabilsinler. Bu tiir genigletilme genellestirilmis (veya zayif ¢oziim) kavrami icermekle
gerceklestirilebilir.

Baz1 fiziksel olaylarda rastlanan darbe dalgalari vardir ki, burada viskozite ve
sicaklik ¢ok 6nemli rol oynamaktadir. Darbe dalgalarinin haricinde s6zkonusu etkileri
dikkate almamak da miimkiindiir. Genellestirilmis teoride viskozite dikkate alinmadigi
durumda soziinii ettigimiz darbe dalgasi fiziksel olarak ¢oziimde bulunan sigrayisla ifade
edilmektedir. Bu ise kendi sirasinda sicrayis iizerinde akis parametrelerini birbiriyle
baglayan kosulun yazilmasini gerektirir.

Boylelikle, matematiksel agidan genellestirilmis ¢oziimii iki kisimdan, ilki stirekli
diferansiyellenebilen ve (2.1) denklemini saglayan, digeri ise Rankine-Hugoniot kosulunu
koruyan sicrayistan olusan fonksiyon olarak yorumlamak miimkiindiir.

Tamm 2.1 (2.2) kosulunu koruyan, (x,t) uzaymin st yart kisminda her iki degiskene
gore diferansiyellenebilen ve t+| x| nin biiylik degerlerinde sifir olan herhangi bir ¢(x,t)

temel fonksiyonlar1 i¢in

u®(x,t)
2

j ID{¢t (x, hu(x,t) + o, (x,1) }dxdt + fu(x,O)(p(x,O)dx =0 (212
integral esitligini saglayan u(x,t) fonksiyonuna (2.1), (2.2) probleminin zayif ¢oziimii

denir.

2
u(x,t) ve # fonksiyonlar1 siirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar

oldugunda (2.1) ile (2.12) denklemleri denk olmaktadir. Genelde ise, (2.12) denklemini
koruyan fonksiyonlar sinifi (2.1) denklemini koruyan fonksiyonlar sinifindan daha genis
siif olusturmaktadir. (2.12) denklemini koruyan fonksiyonlar siireksiz de olabilirler ve
hatta onlarin diferansiyellenebilir olmalar1 istenmeyedebilir. (2.12) denklemini koruyan
¢oziimlere (2.1), (2.2) probleminin genellestirilmis ¢oziimii de denir, [6], [7].

(2.1) denkleminin zayif ¢ézliimiiniin diger tanimini "suni viskotize" kavrami dahil
ederek gerceklestirebiliriz. Sozkonusu yaklasim olaymn fiziksel yapisina da uygun

olmaktadir. Bu durumda (2.1) denkleminin yerine kiigiik >0 parametresine bagli olan



Ltu,—£=u 8X2 , u#0, (2.13)

denklemi gozoniine alinir. Fizikte 4 >0 parametresine suni viskozite denir, [3].
Tamm 2.2. 1 — 0 iken u, (x,t) fonksiyonlarinin limitine (2.1) denkleminin zayif ¢6ziimii

denir.

(2.1) denkleminin zayif ¢Oziimiinin mevcut oldugunu varsayalim. u(X,t)
fonksiyonu D bolgesinin alt bolgeleri olan D, ve D, de siirekli ve D, ve D, nin sinir1
olan T" da 1. tiir siireksizlige sahip ¢oziim olsun. (2.1) denklemini test fonksiyonlar

siifindan olan ¢(x,t) fonksiyonuyla ¢arpip D = D, U D, bdlgesi iizerinden integrallersek

HD{ ( j}w(x tydxdt + || {—+%[%J}¢(x,t)dxdt
+]; { { qu(xt)ds- (2.14)

alinz. Burada, (¢,m) T egrisinin dis normalini, [f] ise herhangi bir f(x,t)

fonksiyonunun I" iizerindeki sigrayisini gostermektedir.

Sekil 2.3:
I egrisi boyunca egrisel integral, D, ve D, bdlgelerinde yapilan kismi integrasyon

sonucu ortaya c¢ikan terimlerden olusmustur, Sekil 2.3. (2.14) esitligi keyfi ¢(X,t) € C:

fonksiyonlar1 i¢in gergeklestiginden
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[u]dx+{%}dt =0 (2.15)

olmak zorundadir. (2.15) e sigrayis iizerindeki Rankine-Hugoniot kosulu denir. U = —%
oldugunu varsayarsak
U2
dx_Uz{Z}_ u’-u’> _u, +u_ (2.16)

dt ] 2w, -u) 2

buluruz. Burada u, ve u_ swrasiyla hizin sigrayisin Oniinde ve arkasindaki degerini

gostermektedir.

2.1 Yardimci Problem ve Coziimii

(2.1), (2.2) probleminin zayif ¢oziimiini elde etmek i¢in asagidaki yardimci
problemi

@ﬁ(@j -0, 2.17)
ot 2\ ox
Vv(X,0) = v, (x) (2.18)

ele alalim, [5], [6]. Burada, v,(x) fonksiyonu

M) _ () (2.19)
dx

denkleminin herhangi bir siirekli diferansiyellenebilen ¢6ziimii olmaktadir.
Teorem 2.1 Eger v(x,t) (2.17), (2.18) yardimc1 probleminin piiriizsiiz ¢6ziimii ise,

ov(x,t)

u(x,t) = P

(2.20)

esitligi ile bulunan u(x,t) fonksiyonu esas problemin yumusak (soft) ¢oziimii olmaktadir.
Teoremin dogrulugu direkt hesaplama yolu ile ispatlanabilir.
Yardime1 problemin avantajlar1 sunlardir:
1. Yardimci problemin ¢6ziimiiniin diferansiyellenebilme 6zelligi esas problemin
¢Oziimiiniin diferansiyellenebilme 6zelliginden bir mertebe daha fazladir.

2. Yardime1 problemin ¢6ziimii mutlak siirekli fonksiyon olmaktadir. Altini ¢izerek
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belirtelim ki, yardimci problemin ¢éziimii tek degildir. Gergekten de, eger (2.1) denklemini

X e gore integrallersek

0 1
— fu(x,t)dx+=u?(x,t)=c¢ 2.21
— Jutctdx+Zut () (2.21)
buluruz. Burada ¢ genelde t ye bagh keyfi bir fonksiyon olmaktadir, yani A(-) = ?
X
olmak iizere c(t) e ker A dur.
v(x,t) = Ju(x tydx+c (2.22)

olsun. (2.22) ifadesi (2.21) de yerine konulursa (2.17) denklemini elde ederiz. (2.21) den
goriildiigli gibi bu durumda u(x,t) siireksiz fonksiyon da olabilir. Bdoylelikle, (2.21)

denklemini saglayan fonksiyonlar sinifi (2.12) esitligini koruyan fonksiyonlar sinifi ile

ayni olmaktadir. Gergekten de, (2.17) denklemini 88_(0 carpip, D; bdlgesi iizerinden
X

integrallersek
2
[ a_¢@+1[@) dxdt = 0
Br Ox| ot 2\ 0oX

elde ederiz. Burada, ¢ € C1 ve (X, T) =0 kosuluna sahip herhangi bir test fonksiyonudur.

Sonuncu integrale x e gore kismi integrasyon formiiliinii uygularsak

2
j¢a—“+3“— dxdt = 0
o ot oxl| 2

buluruz. Bu integrali iki toplama dagitip, ilkine t ye, ikincisine ise X e goére kismi
integrasyon formiiliinii uygularsak (2.12) ifadesini elde ederiz.
Yardimct problemin diger bir avantaji esas problemin ¢oziimiinii hesaplarken

u(x,t) fonksiyonunun higbir degiskene gore tiirevlerinin kullanilmamasidir ki, zaten bu

tirevler genelde mevcut degildir. Gergekten de, (2.6) ve (2.7) den

ou_ u; Ou_ —uug

ox  1+tu)’ ot 1+tu)

tirevleri t>T :(;}j degerlerinde sonsuzluga yaklasir. Diger deyisle, (2.1), (2.2)
Uo min

probleminin klasik ¢6ziimii mevcut degildir.
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Simdi (2.17), (2.18) yardimci probleminin gercek ¢oziimiinii bulalim. Bunun i¢in,

—=p ? = g notasyonlarini kullanarak (2.17) yi
X

1
z(p,q) = |0+§q2 (2.23)

gibi yazalim. (2.23) ii X ve t ye gore diferansiyellersek,

Pqf=o P.qN-g

OX  OX ot ot

d_A

elde ederiz. oldugunu varsayarsak sonuncu denklemler

oq  oq

—+q—=0, 2.24
ot g OoX ( )
op op

—4+9g—=0 2.25

ot g OX ( )

seklini alir. (x,t, p,q,v) bilinmeyenleri i¢in asagidaki Charpit diferansiyel denklemler

sistemini

E:l %: %:O d_q:O, %: p+q2 (226)
ds ds ds ds ds

yazalim. (2.26) sistemindeki bilinmeyen (x,t, p,qvev) fonksiyonlarini S ye gore tek

olarak bulmak i¢in asagidaki baslangic kosullarini

1 ov

tls:0:01 Xls:0:§’ pls:OZ_E(a_)?)21 qlszoz_goi
Vo(X), [S1<1
Vo= (2.27)
0, [Sk1
ekleyelim, burada, s - parametreyi gostermektedir. (2.26) dan
p=c, g=C, t=s+C, X=CS+C, V=(c +C5)s+c, (2.28)

elde ederiz. (2.28) den c;, (j =1,2,3,4,5) sabitlerini
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1 0v 1 oV,
Clz_z(&o)zz_aug’ szao_um =0, ¢ =g
Vo(X), [S]<1
Co = Vo= (2.29)
0, [SR1

olarak buluruz. Buradan x,t,v i¢in asagidaki formiilleri

X=ut+¢&, &=x-ut, t=s,

V= %uzt+vo(§) (2.30)
elde ederiz. (2.8) i dikkate alirsak yardimci problemin ¢dziimii igin
_ 3
v(x,t) = Loy (x—ut) _(x=ut)” (2.31)
2 3
ov(xt) _ < ) .
alinz. (2.31) den Pt u(x,t) oldugunu gérmek zor degildir. Gergekten de,
X
N_ My (1_8_ut) —(x—ut)z(l—a—ut) Sy My Ny
OX OX OX OX OX OX

ou ou ou
—(Xx—=ut)® +(x—ut)> —=t=u—t—t—[1— (x—=ut)®]+1+ (x—ut)* = u(x,t
( )+ ( ) o x ax[ ( )] ( ) (x,t)

dir.

2.2 Sigrayisin Kurulmasi ve Genisletilmis Coziim
Bilindigi gibi

LI\ Sy, (2.32)

ot ox

cinsinden yazilabilen herbir denklem bir korunum kanununu ifade etmektedir. Burada T
korunan yogunluk, X ise akis fonksiyonu olup, yalniz u ve onun X ve t ye gore
tiirevlerini igeren polinomsal fonksiyonlar olmaktadir. (2.1) denklemi i¢in sonsuz sayida
korunum kanunlari mevcuttur. Agiktir ki, Hopf denkleminin kendisi de asagidaki sekilde

yazilmig
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2
Fals)e 233
X

korunum kanununu ifade etmektedir. Yukarida sOyledigimiz gibi diferansiyellenebilen
u(x,t) fonksiyonlar: i¢in tiim korunum kanunlar1 denk olmaktadir. Lakin onlarin integral
formlar1 farkli olduklarindan, s6zkonusu formlar sig¢rayis iizerinde farkli kosullarin
yazilmasina neden olurlar. Yukarida gordiigiimiiz gibi, (2.1) denkleminin (2.12) cinsinden
zayif ¢oziimi (2.15) seklinde sigrayis kosulunu olusturmustur. Diferansiyel seklinde

yazilmis (2.32) korunum kanununu

d Xo, X
— | “Tdx+ X [2=0 2.34
A [ (2.34)

olarak integaral formda da yazabiliriz. (2.34) ifadesinden '[Xxlzu(x,t)dx enerji integralinin

degerinin t ye bagli olmadig: goriiliir.

Simdi siirekli oldugu bolgede (2.1) denklemini saglayan ve sigrayis egrisi lizerinde
ise (2.15) kosulunu koruyan siireksiz ¢oziimiin elde edilmesi problemi ile ugrasalim.
Yukarida soziinii ettigimiz gibi, bu tiir ¢dziimlerin elde edilmesi i¢in ¢okdegerli ¢éziimden,
g0zoniine aldigimiz problemin fiziksel 6zelligini gergek gosterebilen bir degerli, fakat 1.
tiir sigrayisa sahip ¢oziim elde etmek gerekmektedir. S6zkonusu sigrayisin gercek yerini
asagidaki yontem ile belirleyelim.

Agiktir ki, (2.34) cinsinden olan korunum kanunlarin1 hem siirekli, hem de siireksiz

fonksiyonlar saglamaktadir. Boylelikle, E(t) = J. X2u(X,'[)dX cinsinden olan enerji
il

integralinin degeri her iki fonksiyonlar i¢in aynmi kalmaktadir. Aradigimiz sigrayis
noktasinin gergek geometrik yeri dalganin herhangi bir t=T anindaki profilinin
olusturdugu alandan, alami enerji integralinin degerine esit olan bir alan kesmek
zorundadir. Onemle belirtelim ki, bu tanim yeteri kadar genel bir tanim olmaktadir.

Sicrayis noktalarinin bulunmasi i¢in ciddi bir matematiksel yontem olusturalim.

15



Asagidaki enerji integralini
E(t) = [ u(xt)dx (2.35)

g6zoniine alalim. Yukarida sdyledigimiz gibi, dalganin olusturdugu alan, yani fu(x,t)dx

nin degeri zaman degiskenine bagl degildir ve bu deger f U, (X)dX e esit olmaktadir.

Tammm 2.3 (2.35) esitligi ile tanimlanan E(0) sayisina herhangi bir t igin v(x,t)
fonksiyonunun kritik degeri denir.

Tanmm 2.4  v(x,t) fonksiyonunun kritik E(0) degerini aldig1 noktalarin apsislerinin
geometrik yerine sigrayis veya front (cephe) noktasi denir.

Front noktasmi X, (t) ile gosterelim. Teorem 2.1°e ve verdigimiz tanimlara

dayanarak,
v(x, (). = [ u(xdx = E(0) (2.36)

buluruz.

Tamm 2.5 Asagidaki esitlikle tanimlanan v__ (x,t) fonksiyonuna

gen

v(x,t), v(x,t)<E(0),
Vgen (X, 1) = (2.37)
E(0), v(xt)>E(0)
(2.17), (2.18) probleminin genisletilmis ¢6ziimii denir.

Teorem 2.1°e gore u_, (X,t) icin agagidaki formiilii aliriz

gen

u(x,t), v(x,t)<E(0),
Ugen (X, 1) = (2.38)
0, v(x,t) > E(0).

Onerilen bu teoriye dayanarak (2.1) denkleminin (2.2) baslangic kosulu

cergevesinde genisletilmis ¢oziimiini arastiralim. Bu amagcla, dnce E(0) 1 hesaplayalim.

(2.8) den
_ [ ! 4
E(0) = [ u(x0)dx= Luo(x)dx =2

alinz.
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Tamm 2.6  u(x,t) fonksiyonunun kirildig1 noktanin apsisine kirilma (doniim) noktasi
denir.
Kirilma noktasint x (t) ile, u™ ve u" ile ise swrastyla u(x,t) fonksiyonunun

kirilma noktasina kadar ve ondan sonraki kisimlarini, yani

ut = ?12[(2xt —1) +/1—4xt + 4t? ]
u = %[(m —1)—V1-4xt +4t2]
gosterelim. O halde, X, (t) noktas1 u” =u~ denkleminin ¢6ziimii olur ve

1+4t2
4t

X, (t) = (2.39)

olarak bulunur.

Simdi, ABC (Sekil 2.4) egrisel bolgesinin S,z. alanini hesaplayalim. Sekilden
goriildigi gibi,

aas)

0.5

0 - x

Sekil 2.4: ABC egrisel bolgesi

Xp (t)

%M - 4
Spec = Saep —Scep = J:lb u (X,t)dX—J:l u (x,t)dx = 3

E@0) =S, = % oldugunu dikkate alirsak, (2.37) yi
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v(x,t), v(xt)< g
Vgen (X, 1) = (2.40)

4 4
—, v(x,t)>—
3 (Xt 3

seklinde yazabiliriz.

Teorem 2.1 ve (2.38) ifadesine dayanarak (2.1), (2.2) probleminin ¢éziimii

u(x,t), u(xt)< g
Ugen (X, 1) = (2.41)
0, u(x,t) 2%

olarak elde edilir. Boylelikle, u(x,t) fonksiyonu igin front noktas: dyle x, (t) ler olur ki,

bu noktanin saginda u(x,t) sifira esit olur.

(2.36) ifadesinden x, (t) icin

2

u
51
[u

o
x
e
—
~
—

Tl :%[u(xf f0nHux, —0]  (242)

buluruz. Bu da literatiirdeki Rankine-Hugoniot kosulunun aynisidir.

Boylelikle, (2.41) formiilii ile bulunan ug, (x,t) (2.1), (2.2) probleminin zayif
¢oziimii olur. Uy, (x,t), L.tir siireksizlige sahip bir degerli fonksiyondur. Onemle

belirtelim ki, u,,, (x,t) ¢oziimiinde bulunan 1.tiir siireksizlik fiziksel olarak darbe dalgasi

gen
olarak nitelendirilir.

Onerilen yardimer denklemle iliskili olan ilging bir 6zellige de dikkat ¢ekelim.
Gosterelim ki, (2.1) ile ifade edilen mekanik sistemin (yani, (2.1), (2.2) probleminin)

¢Oziimii, yardimer denklem araciligiyla ve 6zel bir yolla olusturulan L(p,q) Lagrange

fonksiyonunun ekstremumlar1 olmaktadir. 7z(p,q) fonksiyonu yardimi ile yazilan

L(p.a) =q,7(p.q) (2.43)

Lagrange fonksiyonunu dikkate alip, bu fonksiyon i¢in Euler- Lagrange

o, L,
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denklemini yazalim. (2.43) den L, =q,, L, = qq, elde ederiz. Bu ifadeler (2.44) de yerine

konursa (2.1) denklemini elde etmis oluruz.

2.3 Siireksiz Baslangi¢c Kosul

Onceki boliimde Hopf denklemi icin Cauchy problemini incelerken, baslangig
profilinin hem negatif, hem de pozitif e§ime sahip siirekli bir fonksiyon oldugunu
varsaymistik. Bunun yani sira dyle bir T, degerinin de mevcut olup, t>T, durumunda
problemin ¢éziimiiniin yeri 6nceden belli olmayan si¢rayis noktalarina sahip oldugunu da
gostermistik. Limit durumu, yani dalganin baslangi¢c dagiliminin 1.tiir siireksizlik noktasina
sahip oldugu durumlarin incelenmesi ayrica 6nem tasimaktadir.

(2.1) denklemini (2.2) baslangi¢ kosulu gergevesinde inceleyelim. (2.1), (2.2)
Riemann problemindeki nonlineerligin olusturdugu ozellikleri gorebilmek icin, bu
problemin gercek ¢cézliimiinii bulup uygun lineer problemin ¢ézlimii ile karsilastiracagiz.

(2.1) denkleminin (2.2) baslangic kosulu gergevesinde ¢oziimii U =u,(X—ut)
bi¢iminde olmaktadir. Sezgisel olarak u>0 oldugunda U nun biiyiik degerleri kiigiik
degerlerine oranla daha hizli hareket ettigi anlasilmaktadir. Buna gore de u, >u,
oldugunda dalganin dagilim siirecinde baglangic profili bozulur ve ¢éziimde ¢cokdegerlilik
ortaya ¢ikar. U, <U, oldugunda ise ¢okdegerlilik s6zkonusu degildir. Simdi bunlar1 detayli
sekilde inceleyelim.

Once U, <U, durumunu inceleyelim. Karakteristikler metodunun genel prensibine

gore (2.1) denkleminin ¢dziimii igin

u, &<0

U(x,1) = U, (&) = (2.45)
U, £>0

elde ederiz, burada & = x—ut olmaktadir.
Ayrica U, <U<U, oldugundan, X =ut ve X=u,t 1smlarmin olusturdugu sektoriin
icerisinde yerlesen tiim karakteristiklerin yalmiz bir ortak noktast £ =0 olmaktadir.

Dolayisiyla, (2.1) denkleminin tiim ¢oziimleri X =ut cinsinden olmaktadir ve ¢6ziim
sozkonusu karakteristikler tizerinde sabit kalir. (2.1) denkleminin (2.2) baslangi¢ kosuluna

karsilik gelen karakteristikleri Sekil 2.5 de gosterilmistir.
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Sekil 2.5: Karakteristikler

Boylelikle (2.1), (2.2) probleminin u(x,t) ¢oziimii i¢in

X<
U, ?_Ul
X X
u(x,t) =<=, u <=<u
1 2
t t
X
u,, ?Zuz

(2.46)

ifadesini elde ederiz. Bu ifade fiziksel acidan tam yararli ve parcali siirekli ¢oziim

olmaktadir.

Ornek 2.1 Asagidaki problemin

ot OX

ou ou
u—:

0,
u(x,0) = uy(x) =
1,
¢Oziimiinii bulunuz.
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Sekil 2.6: u(x,t) fonksiyonu, u, <u,

Coziim. Bu durumda u, =0, u, =1 olmaktadir. (2.45) formiilii ile bulunan ¢6ziim

0, ¢<0
u(x,t) =
1, £>0
olmaktadir.
Simdi, u=u;, uU=u, ve X=ut dogrularm baslangic kosulunun korumasini

saglayarak birlestirelim
Q) £<0=u=0=x<0,

b) £>0=u=1=x-t>0=x>t,
c) §:O:>x—ut:>u:?

Boylelikle problemin ¢oziimiinii

0, Xx<0

u(x,t)=<—, 0<x<t

1, x>t

21
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seklinde elde ederiz. u(x,t) fonksiyonunun evrimi Sekil 2.6 da gosterilmistir.
Simdi gosterelim ki, elde ettigimiz (2.48) fonksiyonu (2.1) denkleminin (2.2)
kosulunu saglayan zayif ¢6ziimii olmaktadir.

¢(Xx,t) temel fonksiyon oldugundan sonlu tasiyiciya sahip olmaktadir, yani dyle
a>0 ve T sayilann vardir ki, supp(¢) c[-a,a]x[0,T] olmaktadir. Zayif ¢6ziimiin

tanimina gore,

u®(x,t)
2

j:ji(u(x,t)sot (x,t) + o, (x,t)jdxdt + [ Uy (p(x,0)dx

=[ j;(% 2. (%,t) +2X—t22(px(x,t)dedt ] a((ot (x,t) +%(px(x,t)jdxdt +
[[o(x0)dx = jOT [ %(ot (x,t)dtdx + jOT [ ZXTZZ(pX (x,t)dxdt

+[ [l (x e + fjg(pt(x,t)dtdx% [[[ o (x et

+ [0y =[] {% P DI - jj[— té}o(x,t)dt}dx

+[) {ZXT P D15 - j;té(p(x,t)dx}dt + [ (00x, )~ 0(x,0)dx

+ ) (px.2) - 00Tk + [ (p(a )~ ot D)t + 000k

= [ [ Foty =000 o [ %ot +3 [ott oot

[ j:tlz(p(x,t)dtdx [ x0dx— [ o(x,0)ex

17 1,7 a
=3 Letandt - [o.ndt+ [p(x0)dx =0

olmaktadir.
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Gosterebilir ki,

u(x,t) =

1, X>—

fonksiyonu da gbzoniine aldigimiz denkleminin zayif ¢oziimiidiir. Gergekten de,

( t)

_H (u(x t)e (X, 1)+ o, (X, t)jdxdt+j Uy (X)(x,0)dx

j j (u(x ), (X, 1) + —2 ( ) o, (X, t)jdxdu j Uo ()@ (x,0)dx

= .Ejta((”t (x,t)+ % o, (X, t)jdxdt + j:go(x,O)dx = I(}IOZX§0t (x, t)dtdx

s Jg;¢t(x,t)dxdt % [ E‘cot(x,t)dxdt + ['p(x,0)dx

T

= [2(p(x2%) ~ p(x,0)Jdx+ [+ (p(x,T) ~ o(x,0) x

+= j( (at)- qo( Ddt+'fqo(x0)dx
= [2o(c2x)0x- oy 2y)2dy =0

esitligi korunmaktadir. Dolayisiyla (2.1) denklemi i¢in yazilmis Cauchy probleminin zayif
¢Oziimii tek olmamaktadir.

Simdi 2. durumu inceleyelim, yani u, >u, olsun. Bu durumda u, <u<u,, dir ve
Xx=ut ve x=u,t sektoriiniin igerisinde yerlesen herbir karakteristigin egimi u, den
biiyiikk olmaktadir. Boylece, diger karakteristikler ile kesisirler, Sekil 2.7. Bu nedenle
¢Ozlimiin profilinde ¢okdegerlilik hemen baglar. Sekil 2.8 den goriildiigli gibi ¢oziimiin
profilinde geriye donme olusur. U, >U, oldugu durumda (t,x) diizlemindeki
karakteristikler yelpazesi donmeye baslar ve dalganin yeniden ileri donmesini saglar.

Cozumiin geriye ve ileriye donme noktalarmni sirasiyla X, (t) ve X (t) ile gosterelim.
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T T T
Ll a=Ur

a=u I
/

hunl

Sekil 2.7: u, >u, durumunda karakteristikler

ulxth

0.8

0.8

0.7k

0.6

0.5

Sekil 2.8: u, > u, durumunda ¢6ziimiin profili

Sicrayis noktasinin yerini belirlemek i¢in (2.48) formiilii ile elde ettigimiz, drnegin

t =T, zaman degerine karsilik gelen ¢dziimlerden birisini g6zoniine alalim (Sekil 2.9).
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Sekil 2.9: A'BDD’ bolgesi

u(x,T,) fonksiyonunun grafigi ile sinirlanan S, blgesinin alani S g0 = E(ul2 —ud)t
olmaktadir. Sicrayrs noktasinin yerini Oyle segelim ki, S,gp = (U —U,)X; (L)
dikddrtgeninin alan1 S, . ye esit, yani %(ul2 —u2)t = (u,—u,)x, (t) olsun. Sonuncu

esitlikten sicrayis noktast icin

u,+u
X, (t) == 5 2t
denklemini elde ederiz. Buradan
dx; (t
AP (2.49)
dt 2
olur. (2.49) u dikkate alarak (2.1), (2.2) problemin zayif ¢6ziimii i¢in
U, % <u,
u(x,t) = (2.50)
X
u,, ? >U

formiiliinii elde ederiz. Boylelikle, cokdegerli ¢oziimden bir degerli, ama birinci tiir
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stireksizlige sahip ve ayni zamanda enerji integralini koruyan fiziksel yararli ¢éziimii elde
etmis oluruz.

S6zkonusu zayif ¢oziimiin grafigi Sekil 2.10 da gosterilmistir.

ufx, 1)

1.1F

L1 R:] o

08

0.7

0.6

0.5

0.4 1 ! ! 1 ! ! %

Sekil 2.10: Zayif ¢6ziim

Ornek 2.2 Asagidaki problemi

ou ou
—+u—=0,
ot OX
1, x<0
u(x,0) =u,(x) =
0, x>0

¢ozunuz.
Coziim. Problemin kosullarina gére u, =1, u, =0 olmakta ve bu problemin de ¢oziimii

(2.7) formiiliine gore

1, £<0
u(x,t) =
0, £>0

olur. Bu durumda problemin karakteristikleri kesisir ve ¢oziimiin profilinde ¢okdegerlilik

hemen bagslar. Dolayisiyla inceledigimiz problemin klasik ¢éziimii mevcut degildir. Simdi
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de u=1, u=0 ve x =ut dogrularin1 baslangi¢c kosulunu koruyacak seklinde birlestirelim.
Q) £{<0=u=1l=x-t<0=x<t,
b) £>0=u=0=>x>0

olur. Boylelikle aradigimiz ¢6ziim

0, %>0
u(x,t) = % 1<%<0
1, %<1

elde ederiz. Sekil 2.8 den de goriildiigi gibi elde ettigimiz fonksiyonun grafigi ti¢ degerli
olmaktadir. Bu ise fiziksel ac¢idan kabul edilemez. Zayif ¢6ziimii yukarida gosterdigimiz

yolla (2.50) seklinde yazabiliriz. (2.50) formiiliinden gorildigii tizere ¢oziimdeki

stireksizlik X =% dogrusu iizerinde U =% hiziyla hareket etmektedir ve inceledigimiz

problemin fiziksel gercek ¢coziimii

u(x,t) = t (2.51)

olmaktadir.
Sonuncu ifadenin ele aldigimiz problemin zayif ¢éziimii oldugunu gosterelim.

Zay1f ¢ozlimiin tanimina gore

u®(x,t)
2

f IZ(U(XJ)@ (x,t) + o, (x,t)]dxdt + f;uo (X)(x,0)dx

= J-()Tra[u(x,t)(l?t (x,t)+ u2(;<,t) (/,X(x,t)jdxdt +fau0(x)go(x,0)dx

= [ atr0+ 30,000 ot ot
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= [ [0 (x.tydtdx + j} [ ¢ (x tydtex +% [ 'qux(X,t)dth +[ p(x0)dx
= [ (p(x. )~ p(x,0) Jix + LTZ((p(x,T)—q)(x,Zx))dx

+% E((o(% H-o(-a tht + [ p(x.0)dx

= _I}go(x,Zx)dx + % J.OTgo(% ,tjdt =0

olur.
Ornek 2.3 Asagidaki Cauchy problemini

ou ou
+u

u(x,0)=<1-x, 0<x<1

¢ozunuz.
Coziim. Baslangic profilinin grafigi Sekil 2.11 de gosterilmistir. Bu problemin

karakteristikler yontemi ile bulunan ¢oziimii

1,  £<0

u(x,t) =uy,(&) =41-¢&, 0<é6<1

0, ¢&£>1

dir. Karakteristikler ailesinin grafiklerini (t,x) diizleminde gorelim:
a) & <0 oldugunda u =1 olur. Buradan & =x-t <0, yani x<t;
b) £>1 oldugunda u=u, =0=><&=x>1=x>1;
) 0<£<1 oldugunda u=1-&=1-x+ut dir. Buradan u(-1-t)=1—x veya

u(x,t) = 11_—1( olur.
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Bunlarn dikkate alarak problemin ¢oziimiinii

1, x<t<l1
u(x,t) = 11_—: t<x<1
0, x>1

seklinde yazabiliriz. Bu fonksiyon t<1 oldugunda siirekli fonksiyon olur; u=1-¢&,
0<£<1, t=1 oldugunda karakteristikler kesismeye baslar ve ¢6ziim cokdegerli

fonksiyona doniisiir. Cok degerli c¢oziimlerden bir degerli ama siireksiz ¢oziimler

olusturalim. Bunun i¢in, dnce (2.42) den front noktasinin hareket hizin1 U =% bulalim,

sonra ise u=1, u=0 ve x=ut dogrularmi baslangic kosulunu koruyacak seklinde
birlestirelim.

Aciktir ki, U sayist da bir karakteristigin egimi olmaktadir ve dalga t>1

oldugunda U = % hiz1 ile hareket eder, yani darbe dalgalari ile olusan

veya
x=1-1"t =1 1y
2 T

dogrusu elde edilir. Boylelikle, problemin global ¢éziimiinii

1, x <1+%(t—1)
u(x,t) = (2.52)
0, x >1+%(t—l)

seklinde elde ederiz.
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Sekil 2.11: Baslangi¢ Profilinin Grafigi ve Karakteristikler

Yardimecr Problem ve Coziimii: Simdi (2.1), (2.2) problemini yardimci problem
araciligryla ¢ozelim. Yukarida gordiik ki, U, <u, oldugu durumda problemin ¢dziimiinde,
baslangi¢ profilde bulunan sigrayis zamanin artan degerlerinde kaybolur ve t nin biiyiik
degerlerinde ¢oziim pargali siirekli fonksiyona doniistir. Lakin, u, >u, oldugunda
baslangi¢c profilde cok degerlilik olusturur, yani klasik ¢oziimii mevcut degildir. Bu
durumda zayif ¢6ziimii agagidaki gibi tanimlayalim.

Tamim 2.7 Negatif olmayan, (2.2) kosulunu saglayan, temel fonksiyonlar sinifindan ve

@(x,T) =0 olan herhamgi bir ¢(x,t) test fonksiyonu i¢in

u?(x,t)
2

j L{u(x,t)@(x,t) +, (X,1) }dxdt + fwuzq)(x,O)dx+ jo “Up(x,0)dx = 0 (2.53)

integral esitligini koruyan u(x,t) fonksiyonuna (2.1), (2.2) probleminin zayif ¢oziimi
denir.

Simdi, (2.1), (2.2) probleminin zayif ¢oziimiinii ve sigrayis noktasini elde etmek
icin yardimer problemi kullanalim. Bu durum i¢in de yardimci problem (2.17), (2.18)

seklinde olmaktadir. Burada, v,(x) fonksiyonu
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ux, x>0

Vo(X) =
u,x, x<0.

olarak tanimlanir. S6zkonusu yardimci problemin gercek ¢oziimiini

. X
VvV, ? > U,
v(x,t) = (2.54)
v, X<u
1 t 2

seklinde yazabiliriz. (2.30) formiiliinii dikkate alarak
1,
Vo= Eult +u, (Xx—ut),

1
V= Eu§t+u2(x—u2t)

yazabiliriz. Basit hesaplamalarla

ov(x,t)

o =u(x,t)

oldugunu goérmek zor degildir.

Simdi sigrayis noktasini yerini belirleyelim. Tanim 2.4’e gore V(X (t),t) = E(t)
oldugundan X (t) front noktasinin koordinatlart v* =v~ denklemini korumak zorundadir.

Sonuncu esitlikten X, (t) i¢in

Uy +Uy

X (t) = 5

elde ederiz.

Asagidaki esitlikle tanimlanan fonksiyona

Vgen (X, 1) = (2.55)
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(2.17), (2.18) yardimci probleminin genisletilmis ¢6ziimii denir. Teorem 2.1 i kullanarak

esas problemin u_,(X,t) ¢6ziimiini elde ederiz. u,, (x,t) fonksiyonunun grafigi Sekil

gen gen

2.10 da gosterilmistir. Sekilden gorildigi gibi (2.1), (2.2) probleminin baslangig
profilinde bulunan sigrayisin korunarak % hiz1 ile saga dogru hareket ettigi

goriilmektedir. Boylelikle (2.1), (2.2) probleminin fiziksel yapisini gergek ifade eden

¢Ozlimiinii elde etmis bulunmaktayiz.
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3. TABAKALI ORTAMDA PETROLUN SU iLE CIKARILMASI PROBLEMININ
CcOZUMU

Bu boliimde yukarida inceledigimiz yontemi iki fazli sivilarin tabakali ortamda
birlikte akis probleminin dinamiginin teorik incelenmesine uygulayacagiz. Bu amagcla

(1.16) denkleminin ¢éziimiinii asagida verilen

o(x,0) = o, () (3.1)

kosulu ¢ergevesinde ele alacagiz. Burada o,(X) petroliin tabakali ortamda t =0 anindaki

su ile doyma oranini1 gostermektedir.

Baslangic fonksiyonu hem pozitif hem de negatif egimlere sahip ya da parcali sabit
oldugunda, genel olarak, o(x,0)eL, (R?) ve F. (c)>0 (ya da F,(c)<0) ise, bu
taktirde Cauchy probleminin ¢ok degerli ¢6ziimlerinin oldugu bilinmektedir. Cok degerli
coziimlerden entropi denilen kosul uygulanarak fiziksel olarak yararli bir ¢éziim elde
edilebilecegi de belirtilmektedir, [3], [6], [8]. Oleinik, F, (c)niin isaret degistirmedigi
varsayimi altinda, entropi kosulunu karsilayan zayif ¢6ziimii elde etmek igin bir yontem
Onermistir.

Zayif ¢oziim kavramini dahil ettigimizde, siireksizlik noktalarinin yeri ve zamani
gibi ek problemler ortaya ¢ikmaktadir. Nonlineer diferansiyel denklemler i¢in tanimlanan
bir zayif ¢oziimiin, sigrayis kosulu otomatik korundugu agiktir. Ancak bu ifade soft ¢6ziim
icin gecerli degildir.

Bu ¢aligmada, F, (o) alternatif isaretlere sahip oldugunda, siireksiz fonksiyonlar

sinifinda gergek ¢oziimii elde etmek i¢in bir boyutlu birinci mertebeden nonlineer dalga

denklemi i¢in yazilmis baslangi¢ ve sinir deger problemlerini inceleyecegiz.

3.1 Cauchy Problemi

R*(x,t) ile (x,1) noktalarinin Euclid uzayini gosterelim ve
Q; ={x e (~x,x),0<t <T}<= R*(x,t) olsun.
o,(x) fonksiyonunun hem pozitif hem de negatif egime sahip, kompakt destekli bilinen
stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon oldugunu farz edelim. Ayrica, F,(o)nin bilinen bir

fonksiyon oldugunu asagidaki kosullar1 gercekledigini varsayalim.
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(i) smirh o i¢in, F, (o) iki kez siirekli diferansiyellenebilir ve smirli bir

fonksiyondur.
(i) 020 i¢in F, (o) >0dur.
(iii) F, (o) alternatif isaretleri olan bir fonksiyondur, yani F, konveks ve konkav

kisimlara sahiptir.

(1.16), (3.1) problemi igin bir ¢oziim karakteristikler yontemi ile kolaylikla

olusturulabilir ve

o (x1) = 0,(S) 3.2)

biciminde olur. Burada
E=x-F, (o), (3.3)

F, (o) hiziyla hareket eden uzaysal koordinattir.

(3.2) ve (3.3) ten
da(xt) _ o3 (&) do(xt) _  oh(&)F.(0)
x  (L+oy©)Flon) a  (A+op(E)FioN)

elde ederiz. Birinci baginti, baslangi¢ profilinin (x = &,t =0) daki egim agisina gore,

(x,t) noktasinda o(x,t) profilinin egimini ifade eder. o, <0 ve F,. >0, (yada o; >0 ve

F, <0) ise, bu taktirde t= icin o,(x,t) =ccelde ederiz. Bu noktalarda

-1
o5($)Fy (o)
o,(x,t) de sonsuz olur. Bu nedenle (1.16), (3.1) probleminin klasik bir ¢dztimii yoktur.
Tamm 3.1 (3.1) baslangi¢ kosulunu saglayan, yeterince biiyiik t + | x| ler i¢in sifir olan ve

iist yar1 diizlemde taniml1 ve iki kez diferansiyellenebilir her bir ¢(X,t) fonksiyonu i¢in

| jQT . ()X 1) + 9, (X OF, ((x D) dxdt + [~ o(x,0)p(x,0)dx = 0 (3.4)

integral bagmtisini koruyan o(X,t) fonksiyonuna (1.16), (3.1) probleminin zayif ¢oziimi

denir.

3.2 Yardimci Problem

(1.16), (3.1) probleminin zayif ¢oziimiinii tespit etmek amaciyla [5] ve [6] yi
dikkate alarak
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ov(x,t) . FW(aV(X’t)j _o, (3.5)
ot OX

V(x,0) =V, (X) (36)
yardimci problemini 6nerelim. Burada, v, (x),

N0 _ ) 3.7)
dx

denklemi saglayan mutlak siirekli herhangi bir fonksiyondur.

(3.5), (3.6) probleminin ¢6ziimii
v(x,t) = [JF\;V(J)—FW(G)} Vo (E)E=X-Fy(o)t (3.8)

ov(x,t)

biciminde kolayca elde edilir. Hesaplama yoluyla, o(x,t) = oldugu kolaylikla

gosterilebilir. Integrallenebilen bir soft ¢dziimiin (1.16) nin zayif bir ¢6ziimii oldugu, yani
asagidaki teoremin gegerli oldugu da kolaylikla goriilebilir.
Teorem 3.1 (3.5), (3.6) yardimci probleminin ¢6ziimii v(x,t) ise, bu taktirde

1°. Asagidaki sekilde tanimlanan o(x,t) fonksiyonu

ov(Xx,t)

o(x,t)= 6X

3.9)

esas problemin zayif ¢oziimiidiir;
2°. v(x,t) mutlak siirekli bir fonksiyondur.

Yardimc1 problemin avantajlar sunlardir:
(i) v(x,t)fonksiyonu,u(x,t) den aha diizgiindiir;
T . oo do . .
(i) stireksizlik noktalarmin civarinda tanimli olmayan > ve — tiirevlerini
X

kullanmaksizin o(x,t) belirlenebilir.

3.3 On Cephenin Bulunmasi (Front Tracking)

Esas problemin ¢oziimiinde ortaya cikan siireksizlik noktalarinin konumunu elde
etmek igin f o(x,t)dx = sabit olmas1 ger¢eginden ve bu integralin yalnmz ¢ok degerli ve

stirekli fonksiyonlar i¢in degil, ayn1 zamanda da tek degerli parcali siirekli fonksiyonlar
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icin de var oldugu ger¢eginden faydalanacagiz. Bu gerceklik, kiitle korunum kanununu

ifade eden (1.16) denkleminin bir sonucudur. E(t) ile El(t):J'Ra(x,t)dx integralini

gosterelim.
Tamm 3.2 E,(0) = jRG(X,O)dX ile tanimlanan E,(0) sayisina v(x,t) fonksiyonunun kritik
degeri denir.

Simdi, o(x,t) fonksiyonunun siireksizlik noktalarinin yerini ve bu noktalarin
zamana gore evrimini arastiracagiz. Daha oOnce belirtildigi gibi, yardimci problemin
¢Oziimii tek degildir. Tek ve fiziksel olarak anlamli bir ¢6ziim bulabilmek i¢in bazi ilave
kosullar gereklidir.

Tamim 3.3 Her t i¢in, v(X,t) nin kritik bir deger aldig1 noktalarin geometrik konumuna 6n
egri (front curve) denir.

X; = X (1), v(Xt) nin siireksizlik egrisinin denklemi olsun. Tanim 3 ile (3.9)
ifadesini géz Online alirsak,

V(X, (t),t) = j:a(x,t)dx = E,(0)

buluruz. Son bagitidan

dx, (1) _ [F, ()]

(3.10)
dt [G] |x=><f (t)

elde ederiz. Burada [f], bir x=X,, noktasinda f fonksiyonunun sokunu gésterir, yani
[f]1=f(x,+0)—f(x,—0) dir.
Tanim 3.4
v(x,t), v<E/0),
Ve (X,1) = (3.11)
E(0), v>E ()
ile tanimlanan fonksiyona (3.5), (3.6) probleminin genisletilmis ¢6ziimii denir.
Teorem 3.1 den, (1.16), (3.1) esas probleminin zayif ¢ozimi igin

aVext (X’t)
OX

O (X, 1) = elde ederiz. Bu su anlama gelir: o(X,t) ye iliskin bir siireksizlik

noktast, (1.16), (3.1) probleminin ¢éziimiiniin sifira esit oldugu sagdaki noktadir.

(3.10) dan kolaylikla
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{= J-xf(t) dx
° F,(o)

elde edebiliriz. Dolayisiyla, o(x,t) i¢in bir sigcrayisin varligina iliskin gerekli ve yeterli

dx
I:w’ (O_)

. . Xg (1)
kosul integralin J:)f <oo olmasidir.

v(x,t)—v(x—a,t)

Simdi herhangi bir a >0 igin bagintisini degerlendirelim:

v(x,t)—v(x—a,t) _

a iﬁ[':(“(x’ 7)) -F(u(x-a,7))ldz (3.12)

< 1f[F(u(x,r)) —F(u(x-a,7))]dr < E,
ao t

Burada E, = ESuqu(u) dur. Bu, karakteristiklerin dagilim oranmni gosteren entropi
a

kosuludur. Dolayisiyla v(x,t) fonksiyonu (3.5), (3.6) probleminin entropi ¢6ziimiidiir.

3.4 Baslangi¢c-Sinir Deger Problemi

Onceki béliimde, birinci mertebeden nonlineer hiperbolik tip denklem igin yazilmig
probleminin gercek c¢oziimiinii bulduk. Ancak, gozenekli bir ortamda suyla akiskanin
yerinden c¢ikarilmasi, trafik akis problemi vb. gibi bir¢ok pratik problem, bahsedilen
denklemler i¢in baslangig-sinir deger problemi ile ifade edilir, [6].

D= {X>O, t> 0} de belli bir sinyalin dagilimini agiklayan tipik baslangig-sinir

deger problemi
9o OR.(9) _ (3.13)
ot OX
o(x,0) = o,(x), (3.14)
c(0,t) = o, (t) (3.15)

olarak ifade edilir. Burada o, (x) ve o,(t) verilen fonksiyonlardir ve o,(0) > o,(0) dur.
F, (o) >0 oldugunda, 2. béliimde bahsedilen kosullart saglayan F, (o) fonksiyonu
igin, (3.13)-(3.14) probleminin ¢oziimii iki Cauchy probleminin ¢oziimiiyle

iliskilendirilebilir. O halde, asagidaki
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6_0 + —aF‘N (O-) =

P P 0, (3.16)

o(x,0) = o,(x); (3.17)
ve

9o [ OR.(9) _ (3.18)

ot OX

o(0,t) = oy (t). (3.19)

Cauchy problemlerini dahil edelim.

(3.13)-(3.15) esas probleminin gergek ¢oziimii [7] de bulunmus olup,

) §> Fl(oy),
o(xt) = G(%), F/(o,) < ?X <F!(o,), (3.20)
o, (7), % <F(0y)

formundadir. Burada G(&), [o,,0,] iizerinde F.(c) fonksiyonunun tersidir. Bilindigi

gibi, (3.20) ¢6ziimii herhangi bir x>0 ve t >0 igin ¢ok degerli bir fonksiyondur.
(3.13)-(3.15) probleminin zayif ¢6ziimii asagidaki sekilde tanimlanir:
Tammm 3.5 (3.14), (3.15) Kkosullarin1 saglayan ve f(x,T)=0 olan keyfi f(x,t) test

fonksiyonlar1 i¢in
j jD{ft (x,t)o+ f (%, t)F, (o) jdxdt + jo“’a(x,O) f (x,0)dx

+[ R (0O f(0,)dt =0 (3.21)

integral bagintisint koruyan u(x,t) fonksiyonuna (3.13)-(3.15) probleminin zayif ¢6ziimi

denir.
(3.13)-(3.15) probleminin (3.21) anlaminda zayif ¢6ziimiinii elde etmek igin, [6] ve

[7] yi izleyerek ikinci tip yardimci problem olarak bilinen agagidaki

ov(x,t) F [av(x,t)j —0 (3.22)
ot "\ ox ' '
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v(x,0) = v, (x), (3.23)

NOY _ ) (3.24)
OX

yardimc1 problemi géz Oniine alalim.

Yukarida belirtildigi gibi, (3.22)-(3.24) problemini

ov(x,1) +F [W(x,t)] 0
ot " ox ’

V(x,0) = v, (x);

ve
vxt) | [W(x,t)j _o
ot " ox '
ov(0o,t) _
T oy (t)

seklinde iki Cauchy problemine ayiracagiz.

(3.22)-(3.24) probleminin ¢6ziimii, bu problemlerin ¢oziimleri kullanilarak

W(&) + @ OF () - Fulen@)) > Filoy),

V(x.1) = [, Fien) < T <Fi(y). (3.25)

(—%+ Gl(f)]q(r)x—J:FW (oy(r)dz)), % <F.(0,)

seklinde elde edilir.

3.5 Hareket Eden Cephenin Gelistirilmesi
Coziimde goriinen sigrayisi gelistirmek i¢in, (3.22) yerine
O rx
S b6 0dE = F(0,0) - F, (o(x.1) (3.26)

ikinci tiir yardimce1 denklemini kullanacagiz. (3.26) denkleminden anlasildigi tizere, bu

durumda o(x,t) fonksiyonu da siireksiz olabilir. Ote yandan,
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voot) = [ ‘o(m,t)dn +o(0,t) = o, (t) + joxa(n,t)dn (3.27)

elde ederiz. Sivinin sikigtirllamaz olmasi sebebiyle, gozenekli ortama pompalanan su

miktari
X
Vgozenek(x) = 01 (O) + -[0 O-O (U)d 77
ifadesine esittir. V... (X) sayisi, v(X,t)fonksiyonunun kritik bir degeri olsun. Ayrica,

v(x,t) fonksiyonunun kritik deger aldig1 noktayr X, (t) 6n (front) (ya da sok) noktasi

olarak adlandiracagiz. Bdylece,

V(x, ). = 0,0+ [ 607,087 = Vg (X) (3.28)

olur. Tanim 3.4 ve Teorem 3.1’ i gz 6niine alarak,

V(X!t)! V(X,t) < Vgozenek(x)!
Vo (X, 1) = (3.29)

Vgozenek(x)! V(X!t) > Vgozenek(x)!

elde ederiz ve buradan

(3.30)

_ oV, (X,1)
o, (X,1) = “ox

oldugu goriiliir. (3.30) da goriildiigii tizere 6n nokta, artik su satiirasyonunun saginda bir

yerde o, a esit oldugu bir noktadir.

(3.28) den x; (t) igin

dt lo2 o

dx, (1) :(al(t) ) Fw(a>j

X=X¢ (t)

elde ederiz. (3.26) y1 ve (3.9) da goz 6niine alarak , t >0ve a >0 deger igin

v(x,t)-v(x—a,t) 1

=~ [[F.(u(x~a1) - F,(u(x,7))ldz
a a’

<2 ['[F, (u(x—a, 7))~ F, (u(x, )ldr < E
a t
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yazabiliriz. Burada E, = 2sup, FW dir. Dolayistyla (3.13)-(3.15) probleminin ¢6ziimii
a

entropi ¢oziimiidiir

3.6 Laboratuvar Deneylerinin Modellenmesi

Petroliin su ile ¢ikarilmasini taklit eden laboratuvar deneylerini modellemek igin,
petrol-su bagil gegirgenlik fonksiyonlarini belirlemek gereklidir. S6z konusu fonksiyonlar
genel olarak deneyleme yoluyla tespit edilir. Saha 6l¢ekli analiz yapmak i¢in bu parametre
degerleri esastir. Bununla birlikte elde edilen fonksiyonlarin incelenen problemin fiziksel
niteliklerini ne kadar dogru bir sekilde agiklamasi ilgi ¢ekicidir.

Deney yapmak i¢in petrol yataklarindan silindirik sekilde bir parca izole etsek bile,
numunenin kimyasal niteliklerinde degisiklikler meydana gelir. Bu durumda matematiksel
model sonuglari, fiziksel olguya denk olmayabilir. Ote yandan laboratuar deneyleri
esnasinda yalniz sululuk siiresi gozlemlenir. Ancak, petrol-su bagil gegirgenlik
fonksiyonlarin1 daha gergek elde etmek suretiyle susuzluk siiresinin de goz oniine alinmasi
gereklidir.

Genel olarak, suyla petroliin yerinden ¢ikarilmasina iliskin hem sululuk stiresi hem
de susuzluk siiresini goz Oniine alarak petrol-su bagil gecirgenlik fonksiyonlarini
belirlemek basit bir problem degildir. Bir deneyi dogru olarak modellemek i¢in filtrasyon
slirecinin tamamin1 kapsayan petrol-su bagil gecirgenliklerini belirlemek gereklidir.

Bu bélimde k, (o), k, (o), F, (o) VveF, (o) fonksiyonlarin1  saglamasi gereken
dogal kosullardan yararlanarak, k,(c), k,(c) y1 elde etmek i¢in kuramsal bir yontem

Onerelim.

S6z konusu kosullar sunlardir:
k,(0:)=1,k,(05)=0, Fu(o,)=0, (3.31)
k,(c,)=1,k,(c,)=0, Fu(c,)=0. (3.32)
(3.31) ve (3.32) kosullarini1 koruyabilen kp(a) ve kw(a) fonksiyonlarini
ko,(c)=a,+a0+a, 0%, k,(0)=b,+bo+b, o’ (3.33)

seklinde arayacagiz. Burada a, ve b, (i =O,1,2) heniiz bilinmeyen sabit degerlerdir.
Bilinmeyen sabit degerleri elde etmek i¢in (3.32), (3.33) kosullarin1 g6z Oniine alarak
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asagidakilere ulasirz:

a,+a,0,+a, 0, =0,
a,+a,0,+a, 0,” =1,
a, +2a,0, =0;

ve
b, + bo, +b, 0, =1,

b, +bo, +b, 5,” =0,
b, + 2b,0, = 0.

Elde edilen cebirsel denklem sistemlerini ¢ozersek, elde edilen degerleri (3.33) de yerine
koymak suretiyle elde ederiz:

k, () = % K, (o) =% (3.34)
1 — Oy O, — 0y

elde ederiz.
Simdi yukarida Onerilen yontem yardimi ile asagidaki deneyi modelleyelim.

Gozenekli ortam olarak filtresiz kuvars kumu ile doldurulan silindir seklinde bir boru
kullanildi. Boru uzunlugu ve kesiti, sirastyla | =1.2m ve S =9.6-10*m?olarak verilmistir.
Gegirgenlik katsayis;, k, 2.22um°ve gozeneklilik (m)0.298.. Sivi modeli olarak

viskozitesi 47.9sP olan transformator yagi kullanildi ve su ile sivi arasindaki yiizey

gerilimi 37 4N/m idi. Boru bir ugtan basing farki Ap = 0.03mPa olan bir su kaynagina
baglandi. Tabakali ortama bagl su satiirasyonu o, =0.23 idi. Deneyin siiresi 27 saat oldu.

Deneyde susuzluk siiresi yaklasik 14 saat ve siirenin tamami ise 14 saate eristi. Susuzluk
stiresi i¢inde verimlilik katsayisi #suiledoyma = 0.32 olarak hesapland1 ancak toplam

verimlilik katsayist 7,,.,, = 0.51 e esitti.

Buckley-Leverett modeline gore bu deney asagidaki baslangi¢c kosullari ve sinir

kosullar ile (1.14) denklemi ile modellenmistir
o(x,0) =0, =0.23,
o(0,t) =0, =0.77.
(3.34) goz 6niine alinarak k(o) ve k, (o) fonksiyonlari su sekilde elde edildi:
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-0.77)°

k,(0) = (o . k(o) :M_

0.54 0.54

k,(0), k, (o) ve F,(o) fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 3.1 de gosterilmistir.

Kk, F
w e k. k_F
11— W oE W
1 S
0.9 -
F o) - asf E o)
0.8 Nk (o)
/ 0.8 \\J Y
0.7 h /
07t ;
08 LT3 \
k (o) A \
0.5 \\‘J - a5 /
5, / e g s d
. / ko) - \ Y, Vs
04 04t kel
\‘\_ '." _," ., f.'
0.3 ~ - /
03t S .
/ - #
0z A 02 A
a1 ey e — a1k s B
~ - — e -
T o o T . . . — a
025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075 05 055 06 065 OF 075 08 085 09
a) by

Sekil 3.1: Deneyle ilgili k,(0),k,(c) ve F (o) fonksiyonlar:

(3.20) ile elde edilen fonksiyon grafiklerine Sekil 3.2 de yer verilmistir. Herhangi bir t i¢in
(3.13)-(3.15) yardimci problemin ¢6ziimiinden yararlanilarak suyla petrolii yerinden
¢ikarma cephesi tespit edilmistir. Goriildigi gibi bu ¢éziimiin grafiginde ¢ok degerlilik

olusur. Bu da fiziksel agidan anlamsiz olur.

Sekil 3.2: Aymi t zamanlarindaki (soft ¢6ziim) G(X,t) fonksiyonunun gercek ¢oziimii
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(3.11) formiilii kullanilarak bulunan ¢oéziimiin grafigi Sekil 3.3 de gosterilmistir.

[ik:]

datai
& data?
085 data3
0.8 2y
075 ™,
0.7
1 2, g
065
0.6
055
X
05 b [
0 0.2 0.4 06 0.8 1 12 14

Sekil 3.3: Su satiirasyonlar1 1) T =10°sn, 2) T =1.5-10°sn, 3) T =2-10°sn

o, =0.406 ve F, (o) =0.69 oldugu icin, susuzluk ve sululuk dénemlerinde kuramsal

verimlilik katsayis1 agagidaki sekilde degerlendirilmistir:

- _9i 0o  1- F..(90) =0.331=33
wieoma 1 _ 6, F,(05)—F,(0,) |
(6-09+' 1
ntotaI: 1_0 B 051
0

Burada &, model sonundaki satiirasyon degeridir.

Esas olarak, boyle bir ¢alismanin petrol ve gaz rezervlerinden en uygun bi¢cimde

istifade edilmesine yonelik ilerideki bir ¢calisma i¢in 6n ¢alisma olmasi amaglanmistir.

44



4. SONUCLAR

Elde edilen sonuglar sdyledir:

1. Baslangi¢ dagilimi siirekli ya da pargali siirekli bir fonksiyon oldugunda,
konveks olmayan hal fonksiyonlu ve baslangig deger probleminin gergek ¢oziimii elde
edilmistir.

2. Coziimde ortaya ¢ikan sicrayisinin yerinin tespit edilmesine yonelik 6zgiin bir
yontem gelistirilmistir.

3. Gozenekli bir ortamda iki fazli sivinin makroskopik akisini ifade edebilen
Buckley-Leverett probleminin gergek ¢oziimii bulunmustur. Bir laboratuvar modeli
incelenmistir. Bu deneyleri modellemek amaciyla, petrol ve su fazlarmin bagil

gecirgenligini ifade eden fonksiyonlarin belirlenmesi i¢in bir yontem Onerilmistir.
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