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ONSOZ

Trafik denklemini ilk gordiigiim andan itibaren, bu denklem iizerine ¢alismay1 ve daha
fazla bilgi 6grenmeyi ¢ok istedim. Anlasilmasi ve algilanmasi zor olan bu denklem
lizerine ¢alismaya bagladigim ilk giinden, bu asamaya kadar sevkimi kirmadan biitiin
ictenligiyle bilgi birikimini benimle paylasan, yiiksek lisans 6grenimim boyunca her
tiirlii destegi ve kolayligi saglayan tez danismanim degerli hocam Sayin Prof. Dr.
Mahir RESULOV’ a ve ¢ok sevdigim Boran ailesine en igten saygilarimi sunar,

tesekkiir ederim.

[stanbul, 2016 Emine BORAN



Adi1 ve Soyadi : Emine BORAN

Danismani : Prof. Dr. Mahir RESULOV
Turd ve Tarihi : Yiksek Lisans, 2016
Alani : Uygulamali Matematik

Anahtar Kelimeler  : Trafik Akis, Anisotropik Model, Sayisal Coziimii

0z

TRAFIK AKIS PROBLEMININ ANISOTROPiK MODELININ SUREKSIZ
FONKSIYONLAR SINIFINDA SAYISAL COZUMU

Ug esas bolimden olusan tezin birinci béliimiinde otobanda arabalarin
hareketini ifade edebilen nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemin siireksiz
fonksiyonlar smifinda sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi igin orijinal bir yOntem
gelistirilmistir. Once mikroskobik model cercevesinde akis dinamigi incelenmis ve
gercek ¢ozlimiin bulunmasi i¢in esas probleme denk olan ve esas problemde
bulunmayan, bazi 6zelliklere sahip yardimei problem onerilmistir. Yardimcei problem
vasitasiyla esas problemin ¢dziimleri elde edilmistir. Onerilen yardimci problemin
avantajlarim1 da kullanarak siireksiz fonksiyonlar smifinda sayisal ¢oziimlerin
bulunmasi i¢in algoritmalar onerilmistir. Tezin ikinci boliimiinde birinci basamaktan
kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi icin karakteristikler ve Riemann
invaryantlar1 incelenmistir. Ugiincii béliimde otobandaki akis dinamigi, siiriiciilerin
refleksi de dikkate alinarak incelenmistir. Ikinci bdliimdeki teorik sonuglar1 kullanarak
problemin Riemann invaryantlar1 bulunmus. Ayrica, akis siirecini ifade eden
denklemler sistemi icin siireksiz fonksiyonlar sinifinda sonlu farklar yontemi

incelenmistir.
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTION OF DISCONTINUOUS FUNCTIONS OF
ANISOTROPIC YEAR MODEL OF TRAFFIC FLOW PROBLEM

Numerical Solution of the Anisotropic Model of Traffic Flow Problems in a
Class of Discontinuous Functions In the first section of this thesis for obtaing the
numerical the nonlineer partial equation which describe the motion of on highway in
a class of diseontinnous function the original method is suggested. In the first section
of this thesis the original method for obtaning the numerical method in a class of
diseontinnous nonlineer partial equation which describe of motion of vehicle on
highway is suggested. For this, at first on the basis of the microscopik modell the
dynamical behaviour of motion is investigated and for finding of the exact solution the
auxiliary problem is praposed. Using of advantagies the exact solution of the main
problem is constructed. Besides, using of the auxiliary problem a new algorithm for
finding of a numerical solution is suggested.

In the second section the some important notions of the theory of 1.order
partical system of egnaons are investigated. Finally, in there section according into
consendration of reflecs of drivers the system of differention equations which deserebe
of the motion consedered. For this system the chracteristics and Riemann's invaryants
ar found. The numerical algorithms for numerical solution in a class of discotinuoun

functions is also developed.
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GIRIS

Bilindigi iizere otobanlarda arabalarin akiginin incelenmesi ve idare edilmesi
glinimiiziin en aktiiel problemlerinden biridir. Trafikteki tikaniklik problemini
minimuma indirgemek veya ¢6zmek igin sadece fiziksel gozlemler yapmakla ve
enstriimantal yollarla miidahale yeterli degildir. Bu tiir problemleri ¢c6zmek i¢in bir
matematiksel modellerinin olusturulmasina ihtiyag vardir. Bu alanda ilk ve dnemli
arastirmalar [4] ve [16] de yapilmistir.

Fiziksel olaylarin modelleri yazilirken bazi fiziksel yaklasimlar1 kabul etmek
gerekir. Trafik akisindaki yaklagimlar asagidaki gibi siralanabilir:

1. Otobanda araba akisinin yeteri kadar yogun oldugu varsayilir.

2. Arabalarin yogun oldugu bolgede otobandan araba ¢ikisi ve giriginin

olmadig1 varsayilir (yani, akisin konservatif oldugu varsayilir).

3. Arabalarin otobanda bir seritte seyir ettikleri kabul edilir.

Bu yaklasimlar ¢ergevesinde otobanin herhangi bir [a, b] kismindaki araba akisinin
At =t, —t; zaman zarfindaki degisimini inceleyecegiz ve bu bolgedeki denge
kuralin1 yazacagiz.

Sonunda ise elde edilen denklemin ¢6ziimiinii kullanarak akis dinamigini

inceleyecegiz. Bu amagla Once akis parametrelerini tahmin edecegiz.



1. KINEMATIK DALGALAR

Arabalarin otobandaki hareket denklemini ¢ikarmak i¢in asagidaki kavramlari

dahil edelim.
1. p(x,t) ile yogunluk fonksiyonu ile otobanin birim uzunlugundaki araba
say1sin,
2. q(x,t) ile akis fonksiyonu, yani otobanin herhangi bir noktasindan

birim zamanda gegen araba sayisini tanimlayalim.

Kinematik teoriye gore akis hizi
V(p)=3 1.1
(p) = (1.1)
yo,

olmaktadir. Ortamin konservatif olmasi kosulu ¢ergevesinde, toplam araba miktarinin
herhangi bir x; > X > X, araligindaki degisim hizi, X, ve X, noktalarindan gecen araba

sayilari ile asagidaki
d’t
5 ] PO+ a06, 1)~ a(x;, ) =0 (1.2)

denge denklemi ile ifade edilmektedir. p(x,t) yogunluk fonksiyonunun her iki
degiskene gore siirekli diferansiyellenebilen oldugunu varsayarak (1.2) ifadesinde

X; = X, olmak suretiyle limite gecersek

ot ox

korunum denklemini elde ederiz.

En basit dalga problemi, q(x,t) akis fonksiyonunun p(x,t) yogunluk

fonksiyonuna direk bagli oldugu durumda ortaya ¢ikar. Bu baglantiy1

q=Q(p) (1.4)
seklinde ifade edebiliriz. Bu takdirde (1.1) esitligini dikkate alarak (1.3) denklemi

op(x,t) op(x,t)
T+C(p)T—O (1.5

bi¢iminde yazabiliriz. Burada c(p) =Q’(p) olmaktadir.



1.1. Akis Parametrelerinin Bulunmasi

GOz Oniine aldigimiz [a, b] araliginda arabalarin tampon-tampona dizildigini

varsayalim. Bu durumda arabalarin hareketi Sekil 1 de gosterildigi gibidir.

Aciktir ki, A(O, Vpax) V€ B(Pmax,0) noktalarindan gecen dogrunun denklemi

U(,D) = Vmax — Zmaxp (16)

Pmax

olur. (1.1) ifadesinden

Q(p) = pr(p) = Vmax (p —-2) (L)

Pmax

aliriz. Otobandaki reel sayilar onu gosterir ki, bir seritli yollarda

araba araba araba

Pmax = 225W1 pj =80———  gmax = 1500

mil

saat

olmaktadir, [16]. Otoban da bir serittir bu sayilar birinci yaklagim olarak kabul
edilebilir ve bu yaklasim tiim otobandaki araba sayilarinin seritlerin sayisina

carpilmasi ile elde edilir.

'E_'J

k)
T’?‘J‘IEI

Pmﬂx

Sekil 1



Otobandaki reel deneylere dayanarak akis maksimum degerini diisiik hizlarda

mil <
= dmax _ 5o ML degerinde alir.
Pmax saat

Qfp)
gm
c-egimi
v-egimi
p
Pi
Sekil 2
Dalganin dagilim hizi
c(p) =Q'(p) =v(p) + pv'(p) (1.8)

olur. ' () < 0 oldugundan ¢() hiz1 arabalarin hareket hizindan kii¢iik olmaktadir,

dalga trafik akisinin aksine hareket ederek siiriiciilere ileride bir problemin oldugu

hakkinda bilgi verir. ¢(p) mzi @(p) egrisinin egimine esit olur, yani dalga p < o;
oldugunda ileriye dogru, p > p; oldugunda ise geriye dogru hareket ediyor. p = p;
oldugunda, yani p = p; maksimum deger aldifinda dalga yola nazaran hareketsiz

kalir. p = p; civarinda basit tepki siiresi igin biz kaba taslak bir degerlendirme
yapabiliriz.

Eger varsayarsak ki, siiriicii ve onun araci ilerideki degismeyen ¢ siiresinde
tepki verirse arabalarin emniyeti i¢in mesafe § olarak tutulmalidir. Birbirini izleyen

arabalar arasindaki h-kat edilen yol, L ise tipik araba uzunlugu oldugu takdirde
h—1

)

olur.



h =% == oldugundan V(p) = —(p’ —1) ve Q(p) = (p] p) olur. Biiyiik bir

olasilikla bunu Q(p) niin egrisinin, Q(p)’nun p’ya bagl olmasimin yerine, p;’deki
egimi olarak yorumlayabiliriz. Herhalde bu hiz dagilimi i¢in ¢; = —% iligkisini verir.
Trafik akis problemlerinde, genelde & siiresi 0.5-1.5 saniye araliginda degisirken, fakat

baz1 kosullarda insan tepki siiresi daha hizl olabilir. Ornegin, L=6.1m, § = 1 saniye

oldugunda cj~6.25% olur.

1.2. Yiiksek Mertebeli Tiirevlerin Etkileri, Dagilma ve Tepki Siiresi

Kinematik dalga teorisinin birgok problemlerinde q(x,t) akis fonksiyonuna
daha iyi yaklasim, p(x,t) fonksiyonu ile p,(x,t), yogunluk gradyanin lineer
birlesimi seklinde, yani

q=Q(p) —vp, (1.9)
bigiminde olmaktadir, [16].
Burada v katsayisi siiriiciilerin olaylara tepki verme zamaninin dl¢iistidiir.
Yukarida sozii edilen § biiyiikliigline yakin bir say1 olmaktadir.
Trafik problemlerinde (1.8) ifadesi, siiriiciilerin ilerideki araba yogunluguna bagli
olarak hizlarini artirip veya azaltmalari gibi yorumlana bilir. Bu hikkiim v sabitinin
pozitif oldugu durumda Onerilmektedir, fakat sonralar onun isaretinin Onemi
aciklanacaktir. Eger v sabiti yeteri kadar kiigiik olursa, uygun boyutsuz 6lgiide, (1.4)
ifadesi yeteri kadar iyi yaklagim olabilir. Kirtlma durumunda p, (X,t) biiyiik deger
alir ve hatta v sabiti yeteri kadar kiigiik oldugunda bile eklenmis terim kritik olur. Bu
kosullar gergevesinde (1.5) denklemi

ap(x,t) t) re(p )ap(x t) azp(x,t)
ot ox?

(1.10)

seklinde yazilabilir. (1.10) denklemindeki C(p) P terimi ¢ozliimde kirilma ve
oX

3*p(x,1)
a 2

diklesme olaylarina neden olmaktadir. Diger taraftan ise v
X

terimi  (1s1

dagilim probleminde oldugu gibi) difiizyon etkisi yaratmaktadir.

Trafik akis problemi teorisinde apagik goriilen iki etkiyi inceleyelim. Yukarida



soyledigimiz gibi birinci 6nemli etki q(X,t) niin p(Xx,t) ve p, (x,t)den bagimh
olmasidir ki, bu durumda siirticiiler ilerideki kosullarin farkindadir ve dalgalarin

diflizyonuna neden olur. Bu varsayim asagidaki gibi
1%
qZQ(p)_Vpx’ V:V(p)_;px (111)

ifade edilir.
Ikinci etki, akis kosullarindaki herhangi bir degisime siiriiciilerin verdikleri
reaksiyon siiresidir. Bu anlamda (1.11) ifadesindeki v nin ifadesi hiz i¢in arzu edilen

bir formiildiir ki, siirticii ivmesini uyumlu sekilde se¢ebilir. Bu taktirde

@.,.V@:_l V—V(,O)+pr (1.12)
ot OX T yo,

denklemi ivme i¢in kullanila bilir. (1.12) denklemi asagidaki korunum kural denklemi

dp(xt) | Apx)v(xt))
~ + ™ = (1.13)

ile birlikte ¢oziilmelidir. v, 7 kii¢iikk oldugunda (1.12) denklemi v = V(p) ifadesine

dontisiir.

Once otobanda arabalarin hizin1 belirlemek igin bir formiil olusturalim. Fakat
bu formiiliin olusturulmasi teorik ve deneysel verilere dayanarak elde edilebilir. Bu
formiilleri araba hizin1 ifade etmek i¢in birinci yaklasim olarak kabul
edebiliriz.(1.12),(1.13) modelinin teorik incelemesi [4],[7],[8],[12],[14] detayli

sekilde incelenmistir.

1.3. Mikroskopik Model ve Coziimii

Yukarida soyledigimiz gibi, trafik akisini ifade eden denklemler spesefik
Ozelliklere sahip olan nonlineer kismi tlirevli diferansiyel denklemler sistemi
olusturmaktadir. Bu denklemler genelde Korunum Kurallarinin hiperbolik

denklemleri olur.

1.3.1. Onerilen Metodun Genel Yapisi

Bilindigi tlizere nonlineer hiperbolik denklemlerin ¢dziimleri yeri 6nceden

bilinmeyen sigrayis noktalarina (darbe dalgalari) sahip olur. Bu ozellik ise sistemin



¢ozlimiinlii elde etmek icin literatiirde iyi bilinen klasik yoOntemlerin direk

uygulanmasina engel ¢ikarir.

Bu nedenle de olayin fiziksel 6zelliklerini diizgilin ifade edebilen ¢6ziimlerin

bulunmasina, etkin ¢6zliim algoritmalarinin kurulmasina ihtiyag vardir.

Fiziksel problemi ifade eden denklemler sistemini asagidaki gibi vektorel

ou
S +lu=F (1.14)

sekilde ifade edelim. Burada

u = (uy,uy, ..., upn), F =1, fo, -, fn) veL ise bilinmeyen  fonksiyonlarin
tiirevlerinden olusan bir diferansiyel ifade olmaktadir. (1.14) problemini sonraki

boliimlerde biz esas problem olarak adlandiracagiz.
Varsayalim ki, L operatoriinii M ve N operatorlerinin faktorizesi seklinde, yani
L =MN (1.15)

gibi yazabiliriz. Burada, genelligi bozmadan M’in tersinin mevcut, N¢’nin ise tanim
bolgesinde siirekli oldugunu varsayalim. Bu durumda (1.14) denklemini

=+ MNu = f (1.16)
bi¢iminde gosterebiliz.

(1.16) denkleminin her iki tarafina M~ uygularsak

16u

m + M~*MNu = M~1F

M-
alinz. M~1 % = % M1 esitliginin gergeklestigi takdirde sonuncu denklemi

oM~y
ot

+ Nu=M"'F (1.17)
seklinde yazabiliriz. Burada

f=M"1F veya Mf =F (1.18)
denklemini koruyan, dolayisiyla F € ker M olan herhangi bir fonksiyondur.
M lu=v (1.19)

olarak gosterelim. Buradan



u=Mv (1.20)

olur. (1.20) ifadesini dikkate alirsak (1.17) denklemini
ov
E+N(Mv) =f (1.21)

yazabiliriz.

(1.21) problemine yardimeci problem denir ve bu problemin asagidaki gibi avantajlari

vardir;

1. (1.21) denkleminin ¢o6ziimiiniin diferansiyellenebilme o6zelligi, (1.14)

denkleminin diferansiyellenme 6zelliginden fazladir,

2. Esas problemin ¢dziimiinii bulurken u(x, t) fonksiyonunun higbir degiskene

gore tlirevlerinden kullanilmamaktadir, zira bu tiirevler mevcut olmaya da bilir.

Esas problemin ¢oziimii ile yardimci problemin ¢dziimii formel olarak (1.20)

esitligi ile gerceklestirilir.

Not 1. Altin1 gizelim ki , M~ tersinin mevcutlugu ve lineer operatdr oldugu halde
bile dzel olarak ispatlanmas: gerekir. Ikincisi , M~ tersi tek olmayada bilir. Aciktir ki,

zay1f ¢oziimlerin tekligi i¢in ek kosullarin (entropi) gosterilmesi de gerekmektedir.

1.3.2. Baslangi¢ Fonksiyonunun Siireksiz Oldugu Durum

Trafikteki akis dinamigini incelemek i¢in

ap(xt) | 2QUp(,1) _ 122
ot OX
denkleminin agagidaki baslangi¢
P, x <0
p(x,0) = (1.23)
Pr, x>0

kosul ¢ercevesinde ¢ozmemiz gerekir.

Once p; > p, olan durumu goz niine alalim.

Literatiirden bilindigi iizere Q (p) fonksiyonu konkav fonksiyon oldugunda, problemin
¢Oziimiinde p, < p, oldugu durumda,

2 vmax

<0

Q"(p) = -

max



koordinat baslangicindan itibaren hemen sigrayis meydana gelir [1],[2],[13],[16].
pe > pr oldugunda ¢6ziim monoton pargali stirekli fonksiyona doniisiir.

Kolayca gosterilebilir ki, (1.22) , (1.23) probleminin ¢6ziimii

Pe S; <0
p(x,t) = (1.24)
prr §>0
olmaktadir. Burada
§=x—-Q'(p)t (1.25)

seklinde yazilabilir. (1.25) ifadesi ile tanimlanan karakteristikleri inceleyelim. Bunun

icin 6nce ¢ fonksiyonunu bulalim

2
sz_vmax(l_ p>t

p max

ve karakteristikleri (1.24) baslangi¢ kosulunu koruyacak sekilde birlestirelim:

a) & < 0oldugunda p = p,

% < Umax (1 - pt’)'

b) & > 0 oldugunda p = p,

X 2
? > Umax (1 - pr>'

p max

c) & = 0 oldugunda

2
O=x—vmax(1— p)t,

pmax

olur. Buradan

_ pmax 1 pmax
Vmax 2t 2

p:

elde edilir. Bu ifadeleri dikkate alarak problemin ¢oziimiinii asagidaki sekilde aliriz.

Bu durumun karakteristikleri Sekil.3 de gosterilmistir.



( Pe; < Umax (1 P‘rjax #)
plot) =izt y (12 p ) <Zcm, (1-2p)  (L26)
\ Pr % > Umax (1 - P‘rjax pr)

Genel teoriden bilindigi iizere p, > p,, oldugunda ¢oziimde ¢ok degerlilik
olusamaz, dolayistyla normal seyirlerine devam ederler.

Yukaridaki teorigi trafikteki yesil 151k problemine uygulayalim. Varsayalim
Ki, pp = pmax V€ pr = 0 0lsun. Bu durum fiziksel olarak x = 0 noktasinda kirmizi
151k yandiktan sonra trafigin durmasmi ifade etmektedir. Goriildigli gibi araba

yogunlugu x = 0 noktasinda sigrayisa sahip olur. S6z konusu arabalarin dagilim

durumu (baslangic durum ) Sekil.4 de gosterilmistir. Trafik 15181 kirmizidan yesile

o

degistiginde arabalarin dagilim dinamiginin bulunmasi talep olmaktadir.

Genel teoriye gore,

% =c(p) = Q'(p) = Vimax (1 - ,0),

Pmax

karakteristikler {lizerinde sabit kaldigi goriilmektedir. Goriildiigii gibi ox eksenini

pozitif yoniindeki herhangi bir x = x;, > 0 noktasinda kesen karakteristigin egimi

dx
2= c(p) = Q'(P) = e (1~ ——p(5,0)) = Ve

dt

max

olur. Bu tiir karakteristikler ailesinin denklemleri x = v,4,t + X, Olur.

Diger yandan ox eksenini negatif yoOnilindeki noktalarla kesisen

karakteristiklerin egimi ise,

dx
- = C(,D) = Q,(p) = Umax (1 - p(x, O)) = “VUmax

dt max
olmaktadir.
Aciktir ki, bu tiir karakteristikler ailesinin denklemi x = —v,,,4,t + X gibi

—Vmaxt < X < Upaet bolgesinde yerlesen karakteristiklerin hepsinin bir ortak
noktas1 olmaktadir, yani d—’; = % olur. Bu durumda karakteristikler ailesinin denklemi

Sekil 5 de gosterildigi gibi olur. Bu bilgiler ¢cergevesinde otobanda araba akisi dinamigi
Sekil 6 da gosterilmistir.
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t X =pt

X = p,t
X
Sekil 3
Sx0) |
pﬂ‘lﬂx
p=0 X
Sekil 4

Simdi arabalarin baslangi¢ dagiliminin Sekil 7 de gosterildigi bigcimde oldugu,
yani p, < p, durumunu inceleyelim. Bu durumda (1.22) , (1.23) probleminin yerine

ou(x,t) ou(x,t))
o +Q( P j_o (1.27)

PeX, x <0

u(x,0) = { (1.28)

DOrX, x>0

11



X = "Vmpx

t
4 xX= t’"ﬂﬂl’t
t ma:
X
P = Pmax p=0
Sekil 5
problemi ¢6zmemiz gerekir. S6z konusu ¢oziim
u_, £€<0
u(x,t) = (1.29)
uy, >0

olmaktadir. (1.27), (1.28) problemi [9]-[11] de incelenmistir ve

__ dulxt)
P [:_'?C, t:] T Ax

ifadesinin (1.22), (1.23) probleminin ¢éziimii oldugu ispatlanmistir. Burada

max 2
U= =202 pyl = U (1= 25 )]t (1:30)
ve
max 2 T
Uy = _ijprzt + pr[x ~ Umax (1 - i)]t (1-31)
seklinde yazilabilir.

Hiperbolik tlir denklemlerin teorisine gore bu durumda ¢dziinde sigrayis olusur.

Sigrayisin yerini u_ = u, denkleminden
X

T = Vmax — 2 (pp +p) = U (1.32)

olarak buluruz. Sonuncu ifadeyi dikkate alarak (1.22), (1.23) probleminin ¢oziimiinii
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Pe, <U

p(x,0) = (1.33)
pr,  T>U

plx,t)

X = Vgl

Vv

Sekil 6

seklinde yazabiliriz. Bu duruma karsilik gelen ¢oziim ve Karakteristikler ailesinin
grafikleri Sekil.8 de gosterilmistir.

p(x,0)

Pmﬂ:r

Sekil 7
Bu sonuglar ¢ercevesinde trafik 1siklarini diizenlemek miimkiin olur. Bunun
icin (x,t) diizleminde karakteristikler ailesinin grafiklerini kurmak yeterlidir. Bunlar

sabit yogunluklu dogrulardir, dyle ki, onlarin c(p) egimi p(x,t) nun bu dogrular
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tizerinde aldig1 sabit degerlerini belirlemektedir. Trafik 1siklart 6niinde agir hareket

eden trafik akis dinamigi Sekil.9 dan kolayca anlasila bilir.

t x=10t

x=p.t

Pr

Sekil 8

1.3.3. Baslangi¢ Fonksiyonunun Siirekli Olan Durum

Bu boliimde biz varsayacagiz ki, arabalarin baslangic dagilimi kompakt sekildedir.
Yani,

p(x,0) = f(x) (1.34)

suppf (x) = {x| f(x) # 0}

baslangi¢ kosulundaki f(x) fonksiyonunun tasiyicisi sonludur. f(x) fonksiyonunun
grafigi arabalarin otobanda dagilim yogunlugunu gosterir. ( Sekil 10 )
[10],[12],[16] ispatlandig1 gibi (1.19),(1.34) probleminin ¢6ziimii belli bir T, anindan
sonra siireksiz fonksiyona doniisecektir. S6z konusu T, sayisinin bulunmasi [12] de
oldugu gibi gerceklesir.

Dolayistyla (1.19),(1.34) probleminin klasik ¢6ziimii mevcut degil ve zayif ¢oziimii
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/

kirmizi vesil /' kirmizi yesil

Sekil 9

asagidaki gibi tanimlayalim.
Tanim.1:
Negatif olmayan ve (1.34) baslangi¢ kosulunu ve @(x,T) = 0 6zelligine sahip keyfi

test fonksiyonlart i¢in asagidaki integral

[y, £0ep + 0xQ(p)}dxdt + |7, u(x, 0 (x, 0) dx = 0 (1.35)

esitligini koruyan u(x, t) fonksiyonuna (1.19),(1.34) probleminin zayif ¢oziimii denir.
f(x) fonksiyonunun bulunmasi i¢in 1.1 boliimiindeki fiziksel verileri kullanarak
asagidaki islemleri yapalim.

Genelde ara¢ uzunlugu = 4 metre, arabalar arasi bosluk = 1 metre, oldugundan

yani toplam 5 metre her arag i¢in yer gerekli oldugunu varsayalim.

1
Port = = 0.2 Ayzuniuk = 0.2.2000 = 400 arag sayist
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p(x,0)

pmax

pmin pmlTLA A

\

Sekil 10

2e
E(0) = 3 [20max — Pmin] = 400

2000

szmax =400
1200

pmax - 4000 -

Sekil 10’ da ifade edilen baslangig¢ profilin denklemini ¢ikaralim. Bunun igin p(x, 0)
fonksiyonunu asagidaki,

p(x,0) = f(x) =ax?+bx +c
seklinde arayalim. Burada a, b ve ¢ simdilik bilinmeyen sabitler olsun. S6z konusu

sabitleri Sekil.10 da gosterilen 6zellikten bulacagiz, yani

(al? = bL+ ¢ = ppin

C = Pmax

\al2 +bL + ¢ = Prmin -

Buradan
2aL? + 2pmax = 2Pmin
veya,
_ —(Pmax — Pmin)
a = 12
elde ederiz.
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_(pmax B pmin) ]2

= bL + pmax = Pmin

12
—Pmax + Pmin = DL + Pmax = Pmin
b=0;
Boylelikle buldugumuz sabitler yerine konursa,
(Pmax— min)
p(x,0) = —%.xz — bL + Prax (1.36)

alinz.

(1.36)’1 dikkate alirsak E (0) kritik sayisini

l — ,
E(0) = j [pmax B (pmaxlz pmm)_xz Dy =
-1

l l _ .
_ f b dx— f (pmaxlz pmm)_xz dy =
-1 -1

3
Pmax — Pmin X~ | _

= Pmaxl —ll_l—z 3 -1~

oy Pmax = Pmin 20
Pmax 12 "3
2
= 2lpmax - (pmax - pmin)-gl =
2 2
= 2lpmax — Pmax §l + pmin-gl =
4 2 2
= § lpmax + § lpmin- = § l(2pmax + pmin)
seklinde buluruz.
Yani
2
E(O) = 3 l(zpmax + pmin) (1-37)
olur. Yukaridaki fiziksel verileri kullandigimizda,

araba sayisi

Pyoguniuk = yolun uzunlugu
300 _3 _ .
2000 20
yani
Pmax = 0.15
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olur. Buradan

2000 2000
E(0) = T(Z.O.lS) = T.0.3

veya
E(0) = 200

olarak bulunur.

Boylelikle p(x, t) fonksiyonu i¢in baglangi¢ dagilimi

Pmax—Pmin .2
—_— x4+ , < 1000
p(x,0) = { ) x Pmax » |l (1.38)
0 , |x| > 1000

alinz. (1.38) fonksiyonunun grafigi Sekil.11’de gosterilmistir.

0.35 B R —

) \
0.2 / \
//

0.1 / \
/

G 1500
1500 -1000 -500 0 500 1000

Sekil .11
Baslangi¢ profil hem pozitif, hem de negatif egime sahip oldugu i¢in denklemin
¢oziimiinde belli bir Ty zamanindan sonra ¢ok degisiklik olusacaktir [12],[16] . Bunun

icin [12],[16] takip ederek asagidaki yardimei problemi,
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ov(x,t) o\ _
o T 0 (E) =0 (1.39)

v(x,0) = vy(x) (1.40)
igerelim.
Burada v, (x) fonksiyonu
ov(x)
o Po (x)

denklemini koruyan keyfi bir fonksiyon olmaktadir. [12] takip ederek E(0) kritik

sayisini i¢erelim.

[0e]

E(0) = jp(x)dx =200

— 00

olmaktadir. Dolayisiyla E(0) otobanin (-L,L) kismindaki arabalarin toplam sayisina
esittir.

Simdi v, (x) fonksiyonunu ele alalim.

X

x o x
vo(x) = f po(x)dx = —f (’Dmaxlz Pmin) x%dx +] PrmaxdX
0 0 0

Pmax — Pmi
_ maxgl2 mm-x3+pmaxx

Genellestirilmis vy (x) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlayalim

—200, x < —1000
Vo (x) = { =PRI X3 4 Py |x| < 1000 (1.41)
\ 200, x > 1000

[12]’1 takip ederek genellestirilmis ¢6zlimii yazalim,
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—Z—muZ(x, )t +vo(&), V < E(0)
vgen(x: t) = "
E(0), V> E(0)

Esas teoreme gore

0Vgen (x,t)

ugen(x: t) = 9x

olur.

20
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2. BIRINCi BASAMAKTAN KISMi TUREVLIi DIFERANSIYEL
DENKLEMLER SiSTEMIi

Bu bolimde 1. Basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi i¢in
karakteristikler yontemini inceleyecegiz. Bunun i¢in Once hidrodinamikte

karsilasan model sistemi goz ontine alalim.

2.1 Hidrodinamik Model ve Coziimii

Asagidaki nonlineer denklem sistemini goz oniine alalim;

( Ou ou 0 21
j a+u&— , ( . )
d0p dpu
| S+ =0 @2
u(x,0) = f(x), (2.3)
p(x,0) = g(x) (2.4)

burada u(x,t) ve p(x,t) sirasiyla hiz ve yogunluk fonksiyonlarini gostermektedir.
(2.1) denklemi sistemin diger denkleminden bagimsiz oldugu i¢in, dnce bu denklemi

¢ozelim. (2.1) denklemini (2.3) baslangi¢ kosulu ¢ergevesinde ¢ézliimiinii bulmak igin

dx

= U (2.5)
denklemi ile tanimlanan x = x(t) egrisini igerelim. O zaman

du

e 0 (2.6)

t = 0 oldugu durumda baslangi¢ kosullarin1 yazalim

Xlg=o =a ult=o = up(a) = f(a)
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(2.6)’dan sonra u = sabit oldugunu goriiriiz.
x=ut+a (2.7)
veya

a=x—ut (2.8)
elde ederiz. (2.1),(2.3) probleminin gergek ¢ozimii
u(x,t) = f(a) = f(x — ut)
olur.

Simdi (2.2) denkleminin ¢oziimiinii bulmak icin (x,t) koordinat sisteminde

jakobiyani sifirdan farkli olan ve agagidaki gibi tanimlanabilen degisken doniistimii

a=a(xt)=x—ut

2.9
ot (2.9)
yapalim. Bu doniisiimiin jakobiyani
ou
_D(a,r)_ D(X,t) -1 __ _t+1 0 _ a_u — !
J= Dt = (—D(a,r)) = |da . 1’ =1+ Pl 1+ f,t (2.10)
olur.
(2.9)’dan wu, tiirevinin ifadesini bulalim.
Bundan dolay,
u=ulxt) =ulx(ar),7) =1u(ar1)
olsun. Buradan
Uy = Ugly = Ug (1 — uyt)
veya
g fal@)
Ux = 1+t 1+tf)(a) (2.11)
elde ederiz.
(2.10) ifadesi  (2.11)’ de dikkate alinirsa
4 1a
Uy = =0 (2.12)
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buluruz. Simdi (2.2) denklemini

ap op _
5 Tus. = —puy (2.13)

seklinde yazip, (2.12) ifadesini (2.13)’de yerine yazarsak

ap _ _,1U _ g (2.14)
dt ] dt
oldugunu elde ederiz. (2.14) denklemini
dp 1
Lo _Z4
p J /

seklinde yazip, sonuncu denklemi t’ye gore 0’dan t’ye kadar integrallersek, buradan

p(x, )] (x,t) = p(a,0)](a,0)

elde ederiz. J(a, 0) = 1 oldugundan (2.1)-(2.4) probleminin ¢6ziimiinii

_p@0) _  gl-ut)
J(@t) ~ 1+tf! (x—ut)

p(x,t)
J (2.15)
L u(x, t) = f(x —ut)

seklinde buluruz. Kolayca gostere biliriz ki, zamanin dyle degeri vardir ki,

du OJu dp O0p
—, — =00, ve = .=
at’ ox at’ ox

Burada acikga goriiliir ki, (2.1),(2.4) probleminin belli bir Ty zamandan sonra ¢oziimii

olmayabilir. Boyle durumlarda ¢6ziimii zayif ¢6ziim anlaminda kullanmamiz gerekir.

2.2. Birinci Basamaktan Diferansiyel Denklemler Sistemi I¢in Genel
Bilgiler

Skaler denklem igin gelistirilmis karakteristikler yonteminin mantigini direkt
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olarak 1.basamaktan kismi tlirevli diferansiyel denklemler sistemine uygulamak

miimkiin degildir.

Ciinkii sistemin her bir denklemi farkli bilinmeyen fonksiyonlarin ¢esitli
yonlerde tiirevlerini icermektedir. Karakteristikler yontemini diferansiyel denklemler
sistemine uygulayabilmemiz i¢in 6zel seklinde karakteristik egriler bulunur ki, bu
karakteristikler {izerinde invaryant kalan ifadeler elde etmek miimkiin olsun. Bunlara
Riemann invaryantlar1 denir. Riemann invaryantlar1 dikkate alinarak g6z Oniine
aldigimiz sistemin her bir denklemini uygun karakteristikler iizerinde tam diferansiyel
seklinde ifade etmek miimkiindiir. Dolayisiyla, yine de 1.basamaktan kismi tiirevli
diferansiyel denklemler sistemi adi diferansiyel denklemler sistemine indirgenebilir.
S6z konusu adi diferansiyel denklemler sistemini ¢ézerek verilmis problemin gergek

¢Oziimlerini elde ederiz.

Giintimiizde birgok fiziksel problemler skaler diferensiyel denklemden ziyade
birinci basamaktan kuazi lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi seklinde
ifade edilmektedir. Boyle denklemler bilinmeyen fonksiyonlarin tiirevlerine gore
lineer olup, katsayilar1 ise bilinmeyen fonksiyonlara ve serbest degiskenlere bagh
olabilir. Eger boyle denklemler dalgalarin dagilim durumlarini ifade ederse, bircok

problemin ¢oziimiine dalga denklemlerini ¢ozerek ulasabiliriz.

Bu béliimde de yukarida oldugu gibi iki boyutlu problemleri g6z oniine alacagiz.
Degiskenlerden birisi x yer eksenini, digeri t ise zaman degiskenini gostermektedir.
Eger bilinmeyen fonksiyonlar u;(x,t),(i = 1,2,...,n) olursa birinci mertebeden
kuazi lineer diferensiyel denklemler sisteminin genel yazilim formu

n ouj(x,t)

ouj(x,t)
j=1 (aif ot '

+ b;j "

J+c=0, (i=12..n) (2.16)

bi¢ciminde olmaktadir. Burada, aij,bij,cij (i,j =12, ...,n) katsayilar1 x,tveu ya

bagli bilinen fonksiyonlardir.

Oncelikle (2.16) sisteminin hiperbolik sistem olmas1 i¢in bir kosul bulalim.
Birinci mertebeden skaler kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii ararken

oncelikle bu denklemin karakteristiklerini bulup s6z konusu denklemi adi diferansiyel
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denklemler sistemine doniistiriyorduk. Bazi durumlarda elde ettigimiz adi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii bulabiliyorduk. En azindan ele aldigimiz
diferansiyel denklemler sistemini sayisal olarak ¢ozmek miimkiindiir. Her iki durumda
da goz ontinde bulunan kismi tiirevli diferansiyel denklem "yerel" olarak ¢6ziiliir. Bu
ise genelde dalgalarin dagilim durumlarina denk gelmektedir. Gergekten de kiigiik bir
zaman diliminde herhangi bir noktanin hareketine o noktaya yakin olan noktanin etkisi
olabilir. Dogal olarak karsimiza soyle bir soru ¢ikar. (2.16) denklemler sistemi i¢in de
boyle bir yerel hesaplama islemleri yapilabilir mi? Eger bu islemleri yapmak miimkiin

ise 0 zaman sistem hiperbolik tiire ait olur.

Hiperbolik sistemin tanimini vermeden Once bazi bilgilere géz atalim, [3] .

Genelde (2.16) sisteminde her bir denklem keyfi u; fonksiyonlarmin yani sira

ou;j ou;j .. . . . .
% ve % tiirevlerinin keyfi kombinasyonlarin1 da icermektedir. Bu su anlama gelir,

denklemler herhangi bir u; fonksiyonlarmin gesitli yonlerdeki degisim hiz1 hakkinda
bilgi verir, fakat bu denklemlerden herhangi bir u; fonksiyonunun s6z konusu degisim

hizlarinin bilinen bir yonde degismesi hakkinda herhangi bir bilgi almak miimkiin
degildir. (2.16) denklemler sistemi {izerinde c¢esitli donilisiimler yaparsak acaba
yukarida bahsettigimiz bilgileri elde edebilir miyiz? Bunu arastiralim.

(2.16) denklem sistemini
t=2.(x, t,u),€,(x, t,u),.. ,£,(x, t,u)), (2.17)
vektori ile carpip toplayalim

n

n
ou;(x,t) ou;(x,t)
505 fes 250 00,250 )
j=1

i=1

Acaba (2.16) sistemini

ou; ou;

sekline doniistiirebilen ve ¢ vektoriinii bulmak miimkiin miidiir? Bu tiir doniisiimiin
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miimkiin oldugu takdirde (2.18) denklemi w; nin tiim tiirevlerini tek bir (a,p)

yoniindeki iligkileri gosterebilir. Bu durumda (x, t) diizleminde («, ) vektor alani ile
tanimlanan egrinin bulunmasi1 gerekir. Varsayalim ki, bu tiir egrilerden birinin

parametrik denklemleri x = x(n) ,t = t (n) olmaktadir. Bu takdirde

ou; au] ,_j

ow _ 0y
am ot o

olur. Genelligi bozmadan a = x'(n), B = t'(n) alabiliriz ve (2.18) denklemini
n ou;
j=1 mjﬁ + lel' =0 , (219)

seklinde yazabiliriz. (2.18) denkleminin (2.19) seklinde yazilabilmesi kosulu
n n
Z tia;; = myT', z £ibjj = miX'
i=1 i=1

olmaktadir. Sonuncu ifadelerden m; leri yok edersek

n
z& (al-jX' — bUT’) =0
i=1

elde ederiz. Boylelikle ¢; carpimlar1 ve (X', T") yonii i¢in n tane denklem aliriz. S6z
konusu denklemler ¢; lere gore homojen lineer cebirsel denklemler sistemi

oldugundan trivial olmayan ¢6ziimiin varligi i¢in gerekli ve yeterli kosul

|AX' = BT'| =0 (2.20)

olmasidir.
(2.20) kosulu yukarida soziinii ettigimiz egrinin yoniini belirler ve bu tiir egrilere

karakteristik egriler denir. (2.19) denklemine ise karakteristik seklinde yazilmis
denklem karakteristik denklem denir. Karakteristik formda yazilmig denklemin her
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biri u;, (j = 1,2,...,n) fonksiyonlarinin iki tiirevleri arasindaki yalniz bir baglantry
gostermektedir. ileride gorecegiz ki, problemin lokal ¢dziimiiniin bulunmas: igin
karakteristik formda yazilmis iki denklem gerekmektedir. Bu kosul sistemin

hiperbolik olmas1 kosuludur.

(2.20) ifadesindeki A ve B matrislerinden birisi veya her ikisi dejenere olabilirler.
|A| = 0 oldugu taktirde T' = 0 (2.20) nin ¢6ziimi, x yonii ise karakteristik olur. Eger
|B| = 0ise X'=0 (2.20) nin ¢dziimii, t yonii ise karakteristik olur. Ozel durumlarda her
iki koordinat ekseni de karakteristik yon olabilir. Lakin bu durumu 6zel olarak

incelemek gerekir.

Her iki matrisin dejenere oldugu durumlarda sistem Oyle kuvvetli dejenere olur
ki bu durumu incelemeye ihtiya¢ kalir. Bu iki durumu koordinat eksenlerini
donderdikten sonra sdylediklerimiz 6zelliklerin aradan kalkip kalkmamasini kontrol
ederek cesitlendirebiliriz. Eger baslangicta eksenler karakteristik yon ise koordinat
eksenlerini doniisimii dejenere olmayan matrislere sahip yeni sisteme doniisiir.
Eksenlerin doniisimii  (2.16) deki matrisi onun lineer kombinasyonlar1 sekline

doniistirir.

Boylelikle aradigimiz kosul ikisi de ayn1 zamanda sifira esit olmayan herhangi
bir A ve u igin
|AA+ uB| # 0 (2.21)

olmasidir.

Bu sinirlamani da dikkate alarak asagidaki tanimi verebiliriz.

Tamm 2. (2.21) kosulunu koruyan, a®° + B®* % 0 olmak suretiyle, herhangi bir k

i¢in
Z ’Bi {Al-ja(k) - Bl]ﬁ(k)} =0
Lj
sistemini koruyan ve {a®, 8%} karakteristiklerin reel olan, lineer bagimsiz 1¢9,
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(k=1,2,..,n) vektorler sisteminin mevcut oldugu taktirde (2.16) sistemine
hiperbolik sistem denir.

Bu tanmimda 6nemli olarak alti gizilen lineer bagimsiz I®ektérler sisteminin var
olmasidir, uygun {a®), )} yonlerin ise farkl1 ve reel olmalari talep edilmemektedir.
Bu yonlerin birinin digerinden farkli oldugu durumlarda n farkli karakteristikler

mevcut olur ve bu durumda (2.16) sistemine ciddi hiperbolik sistem denir.
Ozel, A;j = 6;j durumunu inceleyelim, burada &;; Kroneeker semboliidiir. Bu

takdirde (2.16) sistemi

2

ou; .
T2+ b =0, (i=12..,n)

(2.22)

sekline diiser, yani A birim matris olur. (2.21) dan goriildiigi gibi bu durumda T’ # 0
olur, yani karakteristikler hi¢ bir zaman ox ekseni yoniinde olamaz. Buna gore onlari

t ye bagimli x = X(t) denklemleri ile ifade edebiliriz.

lineer kombinasyonu

oldugu taktirde Z—f = c egrileri lizerinde
Sic1 i Tl £ib; =0 (2.23)
seklinde karakteristik formda yazilabilir. Boylelikle karakteristik ¢ hizi
|JA—CcE| =0

denkleminden elde edilebilir, yani (2.24) denkleminin c kokii A matrisinin 6z

degerleri, I vektorleri ise bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorler olmaktadir. Burada
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E birim matrisi gostermektedir. (2.24) denkleminin n tane reel bir birinden farkli
koklerinin oldugu takdirde (2.22) sistemi hiperbolik tiir sistem olur.
Karakteristik formda yazilmis her bir denklem kendi tlirevlerinin lineer

kombinasyonlarini igerir. Ornegin (2.23) denkleminde sz konusu lineer kombinasyon
Yiti % seklindedir. Lineer teoride I vektorii u dan bagimli olmadigindan r = Y; ;u;

degisken doniisiimii denklemi sade
dr

dt+f(x,t,u) =0

sekline dontstiirir. Nonlineer teoride ise 1 vektori u dan bagimli oldugundan

denklemi yukarida oldugu gibi sade sekle doniistiirmek zorlasir. Bu durumda

z ¢,du; = Adr
i

esitligini koruyan A ve r nin dahil edilmesi gerekir.

Hiperbolik sistemler i¢in n sayida karakteristik formda yazilmis denklem ¢ok basit
sekil aldigindan her bir Zifi(k) du; diferansiyel formu igin 73, degiskenlerini dahil
etmek miimkiin olur. Bu takdirde r;, degiskenleri u; lerin yerine yeni degisken olarak

kabul edilebilir ve karakteristik denklemleri

dx

I = ¢, (x,t, 1)
uzerinde

di

P fi(x, t,7)

seklinde yazabiliriz. 73, degiskenlerine Riemann invaryantlari denir.

2.3 Karakteristikler ve Riemann Invaryantlari

Yukarida sdylediklerimi n = 2 olan durum i¢in uygulayalim. Genelligini bozmadan

asagidaki sistemi
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6u1 6u2 aul

A (x, t) + App(x, t) + By1(x, t) + Bya(x, t) = fi(x, 1),
(2.25)
a a
Az (x, t) + Agp(x t) 2 + By (%, t) Ly By, (x, t)% = fa(x, t)
g0z Oniine alalim. (2.25) sistemini
u ou
AE'FBE—]C(X,t) (226)
matris seklinde yazalim. Burada A, B, u ve f
A A B B
A=(11 12),B=<11 12)’
A1 Ay By1 By
_ (M _ f1>
u=(0).r= (% (2.27)

olmaktadir.

(2.25) sisteminin herhangi bir Dy bélgesinde herhangi bir (x, t) noktasinda piiriizsiiz
(tiirevlenebilir) ¢6ziimiiniin  oldugunu varsayalim. Dy bolgesinde bulunan bir
(x9, to) noktasini ve bu noktadan gecen bir y egrisini géz Oniline alalim. Bu egri
tizerinde olan (x,, ty) noktasindaki kiigiik kaydirma vektoriinii (dx, dt) ile gosterelim.
Varsayalim ki, (2.25) sisteminin ¢oziimleri y egrisi lizerinde verilmistir. Amacimiz
y egrisi lizerinde verilen u; ve u, nin degerlerine ve sagladiklar1 (2.25) sistemine

gore ¢coziimli y egrisinin civarinda bulmaktir.

Verilmis degerlere gore y egrisinin etrafinda (2.25) sisteminin ¢6ziimiiniin

bulunmasina Cauchy problemi (veya baslangi¢c deger problemi) denilir.

u, ve u, fonksiyonlar1 y egrisi iizerinde bilindikleri i¢in bu egri {lizerinde onlarin
tirevleri de bilinmektedir. Dolayisiyla

du, ou, ou, ou,
ot ’ ot ’ ox’ o0x

normal tiirevlerinin varlig1 egrinin tiim noktalarinda herhangi bir yon boyunca tiirevini
bulmaya imkan saglamaktadir. Tersine, bu dort tiirev biliniyorsa, keyfi yon ve normal

boyunca tlirevleri de bulabiliriz. Bu takdirde problemi soyle ifade edelim: u
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. e e e e ]
fonksiyonunun yegrisi iizerinde bilindigini varsayarak bu egrinin tiim noktalarinda 6—1: ,
ou .. ..
P tiirevlerini bulunuz.

S6z konusu tiirevleri u fonksiyonunun (x,, t,) noktasinda ve onlarin (dx, dt)

vektorii boyunca tam diferansiyelerinin de bilindigini varsayarak hesaplamaya

calisacagiz. du diferansiyellerini tiirevler yardimiyla

24 gt + 22 dx = duy, Z2dt + 22 dx = du, (2.28)

olarak yazalim. (2.28) ifadelerini (2.25) denklemler sistemine eklersek

ou; 0uq; Ou, ou
—1 1 2 —2b111nmeyen fonksiyonlar i¢in

at * ax ' ot ’

ou ou ou
( Aqq 1‘|‘1‘112 2'*‘B11 1'*‘312 Y ‘=11,

a a ) )

A21 -1 +A22 uz +Bz1 1 +Bzz -2 —f2:
< (2.29)
dt 2+ dx 22 = duy,

\ dt 22+ dx 22 = du,

denklemler sistemini elde ederiz. Bu sistemi

ou ou
(2.30)
dtE 2% + dxE 2 = du
at ox

matris seklinde yazalim. Burada E birim matris olmaktadir. (2.30) sisteminin

bilinmeyenlerini bulmak i¢in gerekli ve yeterli kosul

A B

det (th dxE

)#0 (2.31)

olmasidir. Burada
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A11A12B11B12

A B \ _ |A21422B21B2
det ( e de)_ o it (2.32)
0 dt 0 dx
olmaktadir.
Asagidaki esitligi
A B\ _
det ( e de)_o (2.33)

saglayan egrilere (2.25) sisteminin karakteristikleri denir.

Varsayalim ki, y egrisinin kendisi karakteristik egridir. (2.30) sisteminin
determinantinin  sifira esit olmasina ragmen bu sistemin ¢ozimi vardir.
Varsayimimiza gore (2.30) sisteminin y egrisi lizerinde tanimlanan bir ¢6ziimii vardir.

Bu ise

A B
(th dxE c{u)

genisgletilmis matrisin rankinin

(ar axe)

dejenere olan matrisin rankina esit olmasi anlamina gelir. Boylelikle du vektorii

karakteristikler boyunca keyfi olamaz ve asagidaki kosulu

rank(de de c;cu):rank(d?E diE)

saglamak zorundadir. (2.33) ifadesine karakteristiklerin kosulu denir. Karakteristikleri

daha iyi anlayabilmek i¢in bir 6rnegi inceleyelim.

Gaz dinamiginde ortaya ¢ikan nonlineer kismi tiirevli denklem sistemini

Ju ou _ 0, (2.34)

—_— u—=
at dx
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9 | 0w 00 _

L TP Tus-=0, (2.35)
g0z Oniine alalim.
Once bu denklem sisteminin Rimann invariantlarim1 bulalm. Bundan dolay:

(2.30),(2.35) denklemler sistemini matris cinsinden yazalim. Bilinmeyenler (u, p)

( Ju ap Ju ap

PO tug 05 =0
Ju dp Ju dp
0&4‘1% pa‘f‘Ua—O
]
o402+ M40~y
ot ot | ox ox ¢
O i+ 9Pt 10 g + P =
\ 9t ot ox ox X T 4P
1 0 Uu 0
(0 1 p u
A= dt 0 dx 0
0 dt 0 dx
1 0 u 0
p
detd =1, dx 0
0 dt 0 dx
1 p u 0 u O
=10 dx O0|+dt|l p u
dt 0 dx dt 0 dx

= dx? — udxdt + dt[u?dt — udx] = dx? — udxdt + u?dt? — udxdt;
detA = 0 denkleminden

dx? dx dx

—_—= + 2 2=
dt dt dr LEvwmuwr =

— —2u—+u*=0

(2.30),(2.35) sisteminin iki tane karakteristikler vardir ve bunlar birbirine esit
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olmaktadirlar.

Simdi (2.30),(2.35) Rimann invariantlarin1 bulalim. Bundan dolayi genisletilmis

matrisi,

o &or
S oro
ISH
o g os

QU

Soro

QU
T
S~—

yazalim.

Genisletilmis matrisin ranki A matrisinin rankina esit olmalidir.

Ornegin;
1 0 u 0
_{0 1 p Of
detB=10 0 dx dul°
0 dt 0 dx
olmalidir.

Buradan yukarida oldugu gibi Riemann invaryantlar1 kolayca elde edilir.
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3. ANISOTROPIK MODELININ SUREKSiZ FONKSIYONLAR
SINIFINDA SAYISAL COZUMU

3.1. Yiiksek Mertebeli Terimlerin Etkisi Difiizyon Ve Refleks (Yanit)
Siiresi

Trafik akis teorisine, pratikte apacgik goriilen daha iki etkiyi de dahil etmek
gerekmektedir. Bunlardan birincisi yukarida da bahsedildigi tizere g nun p nun
disinda, p,’den de bagimli olmasidir. Bu yaklasim kabaca siiriiciilerin 6ndeki
kosullardan bilgili olmasini ifade eder ve buda dalgalarin diflizyonunu saglar. Bu iki

basit kosulu dikkate alarak g niin kalitatif davranisini

q=Q(p) — upx, (3.1)

v=V(p) = px (3.2)

seklinde ifade edebiliriz.
Ikinci etki, siiriiciilerin refleksindeki zaman1 ve arabalarin akis kosullarina gore
herhangi bir degismeden olugmaktadir. Bu etkiyi dikkate alma yolundan birisi (3.2)

ifadesindeki arzu edilen v hizini uygun ivme denkleminden

1
VetV = =2 {v = V(p) + 5} (3.3)

denkleminden bulunmasidir.
Burada 7 katsayisi refleks zamani ve onunla yakin olan ve yukarida bahsettigimiz &

ile olgtilebilen bliytikliikdiir. Buna gore de (5) denklemi

prt+(pv)x =0 (3.4)
denklemi ile birlikte ¢oziilecektir.

3.2. Riemann invaryantlar

Bu boliimde biz (3.3), (3.4) sistemi i¢in Riemann invaryantlarini ¢ikaralim.

Bunun i¢in
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v v _ 1 u
F“’a- —Hr-v@ e

ap |, d(pv) _
k at ax 0
sistemini
Wy, YO
6t+v8x+‘rppx+ T =0,

ap ov op _
6t+p8x+v8x_0

seklinde yazalim.

(v, p) bilinmeyen fonksiyonlar ise

A= 9 o= )

olur.

Bu durumda (3.6) denklemler sistemi

ou du
AE+B5—F,

dtEZ + dxE % = du
at dx

seklinde diiser. Burada

u=(v), E=(1 O) ve [F=-""2

P 0 1
olmaktadir.

Sistemin karakteristikleri (2.33)

1 0 v i
0
c=(o 1 p wv|=0
dt 0 dx O
0 dt 0 dx
denkleminden bulunur. Burada
1 0 v 0 v Ti
0=dx|0 1 p|+dt|, 5
dt 0 dx dt dx 0
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=axly Ll vla oll+eellg ol +ecl” w

g

= dx[dx — vdt] + dt [—vdx +dt (vz - %)]

::(dx)2—-vdxdt-—vdxdt-+(dt)2(v2_.%)

= (dx)? — 2vdxdt + (dt)? (v2 - %) =0

aliriz. Her tarafi (dt)?’e bolersek,

(%)2 — 2vdxdt + (vz — %) =0

olur. Buradan karakteristikleri

%zvi\/vz—(vz—ﬁ)zvi— a

seklinde elde ederiz.
Simdi sistemin Riemann integrallerini bulalim. Bunun i¢in genellestirilmis matrisi

yazalim.

1 0 v ﬁ_v—V(p)
wp T
D=10 1 1 0

0 dt 0 dx dp

Yukarida yazdigimiz teoriye gore D matrisinin ranki C matrisinin rankina esit
olmalidir.

Karakteristikler lizerinde korunan kosullart bulalim. Bunun i¢in

10 v L vV
p T
detD=(0 1 p v 0 =0

dt 0 dx 0 dv
0 dt 0 dx dp

determinantini hesaplayalim.
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kK v-V(p)
1 0 — v—V
v . 1 p 0 0 3 (p)
0={0 1 p v 0 =10 dx dv|+dt|, T
p 0
dt 0 dx 0 dv a0 dp dt 0 dp
0 dt 0 dx dp
v—V(p)
_ldx dv p 0 p v v ——
-1 dp|+dt|dx o]+t dp|+dtp K

_ p(_v-Vip)
= dxdp + dtpdv + dt (T( s ))

d
) Z=v-— \/% olsun. Buradan

dx=<v— E)dt

T

olur ve,
v—V
0= <v - \/g) dtdp + dtpdv + pdtdp + dt (g <— #));

Her tarafi dt’ye bolersek,

U p v=V(p)\ _
(v - \/;) dp + pdv + pdp + ;(— —) =0. (3.7)

T
. .od . .
imdi Z=v— [£ durumunu inceleyelim.
dt T

Bu durumda

_v
dtdp + dtpdv + pdtdp + dt <§ (— UT(’”)) ~0

T

(v — \/%) dtdp + dtpdv + pdtdp + dt (g (— w)) =0.

Her tarafi dt’ye bolersek,

u P v=V(p)\ _
(v—\/?)dp+pdv+pdp+;(—7) =0 (3.8)

aliriz.
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(3.7), (3.8) deklemleri, yani

(v+\/g)dp+pdv+pdp+§(v—V(p))=0

Ik(v—\/%)dp+pdv+pdp+§(v—V(p)) =0

veya

(v+\/%+p)dp+pdv=—§(v—V(p)) ,

(v—\/%+p)dp+pdv= —g(v—V(p))

Riemann invaryantlarini elde ederiz.

Eger u ve 7 her ikisi birimsizlestirilmis ortamda kiigiik sayilarsa (3.3) denklemi
v =V (p) ifadesine doniisiir ve biz basit bir teori elde ederiz. Fakat biiyiik tertipli
sayilar i¢in (3.3) denkleminde si¢rayis beklenir ve hemen. Bu olay prensipce dogrudur,
fakat bir az zor olmaktadir.

Bu boliimde biz (3.3), (3.4) denklemler sistemini siireksiz baslangig

pp, x <0

plx,t) = { (3.9)
Pr, x>0
Vp, X <0

v(x,t) = { (3.10)
v, x>0

kosullar cercevesinde sayisal ¢oziimii elde etmek icin bir yeni yontem Onerecegiz.
Bunun i¢in 6nce u ve t yeteri kadar kiigiik olan durumu inceleyelim. Burada amag

elde edilen sayisal ¢6ziimleri yukarida elde ettigimiz gergek ¢oziimlerle kiyaslamaktir.

3.3. Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sonlu Farklar

Yukaridaki boliimlerde gosterildigi gibi hiperbolik tiir denklemler sisteminin
¢Oziimiinde yeri dnceden bilinmeyen sigrayis noktalarinin oldugunu gostermistik.
Siireksiz fonksiyonlarla ¢alismak zorunlugu g6z 6niine alinan sistemin ¢oziimii igin
stireksiz fonksiyonlar sinifinda ¢6ziim yontemleri liretmeyi zorunlu kilar.
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3.3.1. pwvet ‘un Kiiciik Oldugu Durum, Yardimci Problem

Bu kisimda biz (1.14),(1.15) problemi i¢in bir niimerik yontem gelistirecegiz
ve niimerik ¢6zlimiin 6zelliklerini inceleyecegiz. Yukaridaki boliimde gosterdigimiz
gibi s6z konusu problemin ¢ézlimiiniin yeri dnceden bilinmeyen siireksizlik noktalari
vardir. Gergek ¢oziimde bulunan bu 6zellik (1.14),(1.15) problemine iyi bilinen klasik
yontemlerin uygulanmasina engel ¢ikarir. Bu nedenle de yukarida oOnerdigimiz
yardime1 problemin avantajlarini kullanarak bir yontem Onerecegiz.

Bu nedenle ¢6zlimiin tanim bolgesinin asagidaki gibi

wpe ={(x te) | % =ihty = kt,i=0,%1,%2,..,k=0,12,..; A > 0,7 > 0}

diizgiin ag ile ortelim. Burada h ve t sirasiyla x ve t degiskenlerine gore olusturulmus
agin adimlarimi gdstermektedir. Once (1.19),(1.20) problemini wy, , agmin herhangi

bir (i, k) noktasinda asagidaki gibi

Vik=Vi-1,
Vigrr = Vig — 7F (%), (3.11)
Vio = vo(x:) (3.12)

sonlu farklara ayriklagtiralim. Burada v, (x;) fonksiyonu

(Vo) £ = uo(x) (3.13)

sonlu farklar denkleminin herhangi bir ¢6ziimiidiir. Kolayca ispatlaya biliriz ki

Upiay =~k (3.14)
Burada U;j ve V; swrastyla u(x, t) ve v(x,t) fonksiyonlarmin (i, k) noktasindaki
yaklagik degerini gostermektedir. (3.14) ispatlamak i¢in (3.11) denklemini (i — 1, k)
noktasinda yazip elde edilen denklemi (3.11) denkleminden ¢ikarip 2 ‘ye bolmek
yeterlidir.

(3.14) dikkate alirsak U; j ag fonksiyonu
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Uiks1 = Ui — % (F(Uix) = F(Ui-10)) (3.15)
denklemini korumaktadir.
Teorem 1.
Ei(ty) =hXiUp , (3.16)

ifadesi zamana baglh degildir.

Ispat. E;(ty,,) ifadesini goz oniine alalim. Yani

El(tk+1) =h Z Ui,k =h z Lk+1 - i-1,k+1

l=—00 l=—00

—h i (T2 100 — Qs = i U

i=—oo i=—oo
olur. Elde ettigimiz esitlik gosterir ki, teoremin iddiast dogrudur.
Tanmm 3. Asagidaki ifadeyle tanimlanan
E1 (0) = hY; Uio (3.17)
E1(0) sayisina V;, fonksiyonunun kritik degeri denir.

Tamm 4. Asagidaki esitlikle tanimlanan

Vik »Vik < E1(0)
vext = (3.18)
E1(0),Viy = E1(0)

Ve fonksiyonuna (1.19),(1.20) probleminin genisletilmis ¢oziimii denir.
1. teoremden
Ui' = (Vi Dx (3.19)
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elde ederiz. Ve bu ifade esas problemin zayif ¢oziimii oluyor. Boylelikle esas
problemin (3.10) enerji integralini koruyan ¢oziimiinii elde etmis olduk. Gorildigii

gibi (3.11)-(3.13) algoritmasi etkin ve bilgisayar agisindan ise ekonomik bir algoritma

olmaktadir. u = g—x ifadesini dikkate alarak

dv(x,t) _
— T Q(u(x,t))=0 (3.20)

(2.6) bu sekilde yazabiliriz. Sonuncu denkleme Ornegin Runge-Kutta metotlarini
uygulayarak zamana gore daha yiiksek mertebeden sonlu fark semalari yazmak

mumkuindiir.

3.3.2. pwvet ‘un Biiyiik Oldugu Durum

Simdi pvet ‘niin Olglisii ortamda yeteri kadar biiylik olan durumunu

inceleyelim.

Bunun i¢in (1.12) denklemini

Vet 3 (V) =L = — v~ V()
veya
Vet vy +E(np)e = —2 (v~ V()
seklinde yazalim.

[10],[12] dikkatte alarak (1.12) ve (1.13) denklemler sistemini asagidaki bigimde
yazalim.

A() =2 operatoriini dahil edelim.

Bu rotasyonda (1.12) ve (1.13) denklemler sistemi

v+ A (V?z + uln px) = —%{v —-V(p)}, (3.21)
pr +A(pv) =0 (3.22)

olur. Denklemler sisteminin her iki tarafii A~71 ile etkilersek
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-1
A" v,

+ A4 (V; + %lnpx) =

A7lp,+ A"A(pv) = h

veya

2
(A"W), + V; + %lnpx =H,

(A7'p)ctpv="h

aliriz. Burada h ve H fonksiyonlari sirasiyla

Ah =0,

AH = —~{v=V(p)},

denklemlerinin ¢oziimleri olmaktadir.

(3.25) denkleminden

h = h(t)

H(t) = == 5 (v = V(p))d§ + hy (t)

elde ederiz. Burada h(t), h,(t) € kerA olan herhangi bir fonksiyonlardir.

ifadeleri (3.17) de yerine konursa

H,

J (A7 + RO+ 5 +Enp, = 2 [ v = V(o)

k [A™p + Ry (D] +pv =0

aliriz.

Asagidaki rotasyonlart icerelim

(3.30) ve (3.31) ifadelerinden

A"y + R(t) = z(x, 1),

Alp 4+ hi(t) = w(x,t)
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0z(x,t)

v(x,t) = Az(x, t) = F (3.32)
plx,t) = Aw(x, 1) = 220 (3.33)
olarak buluruz. Bu durumda (3.29) sistemi
0z(x,t) 2 1
% + V; + %ln Py = —;fox(v —V(p))d¢,
(3.34)
ow(x,t) _
\ o tpv=0

integro-diferansiyel denklemler sistemi seklinde yazilabilir. (3.34) denklemler sistemi

icin baslangi¢ kosullar

vix, x<0

z(x,0) = { (3.35)
vpx, x>0
pix, x<0

w(x,0) = { (3.36)
prx , x>0

gibi olur. (3.34)-(3.36) problemine yardimci problem diyecegiz.

Gorildiigii gibi yardimci problemin ¢ézlimiiniin diferansiyellenebilme 6zelligi
esas problemin diferansiyelle ne bilme 6zelliginden bir birim fazladir. Ayrica v(x, t)
fonksiyonu mutlak siirekli bir fonksiyondur. Bu 6zellikler (3.34)-(3.36) probleminin
niimerik ¢oziimii bulmak icin daha etkin ve olayin tiim fiziksel 6zelliklerini diizgiin

aks ettirebilen sonlu farklar semas1 yazmaga imkan saglamaktadir.

Yardimct problemin diger bir avantaji da odur ki, bilinmeyen u(x,t)
fonksiyonunu bulmak igin u(x, t) ve p(x,t) ‘ nun higbir degiskene gore tiirevlerinin
kullanilmamasidir.

Cilinkii, genel teoriye gore soz konusu fonksiyonlar, yeri 6nceden bilinmeyen sigrayis

noktalarinda mevcut olmamaktadir.
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3.4. Sayisal Coziim

(3.34)-(3.36) problemine wy, agmin herhangi bir (x;, t;) noktalarinda sonlu
farklara ayriklastirilmak igin, 6nce wp, agmn iginde adim hg =% olan diger bir
diizgilin ag kuralim. Bu agm diigiim noktalar1 £, , (u = 0,m.n) olsun, ve onu Whr
olarak gosterelim. Acgiktir ki, Wher € Why.

Simdi, 6nce (3.34)’nin 1. denklemler sistemini sonlu farklara ayriklastiralim.

Zi, -Zj 1 1 ;
k+;; k4 EVi,kz + %ln Py = ;f(jc (Vi,k - V(Pi‘k))d,f , (3.37)
U L PV = 0 (3.38)

t

ayriklastiralim. (21) denkleminin igerigi

1 (%
;fo (Vi — V(Pii))dé

integraline, dikdortgenler yontemiyle yaklasalim, yani

1 i N i,k

= Wik = V(Pi))dE = he ST (Vi — V(Bi) + ™ (3.39)
olarak yazalim.
Bilindigi iizere agin adimlart sifira yaklastikca el(i'k) - 0.

(3.39)’11 dikkate alirsak

m.i

7. —Z; 1
M+—Vik2 +Elnpik = hfz(vjk _V(l:}k)'
h, 2" p ' i , |
j=1
Wikt1=Wik +PiVik =0

he

elde ederiz. Sonuncu cebirsel denklemler sistemi

h h ,
Zigs1 =Zig — fVi,kz + %ln Py + hehe X720 (Vig — V(Px) (3.40)

Wiks1 = Wik — hePiVig (3.41)
(i=12,..,m;k=0,1,..), seklinde yazabiliriz. (3.41)-(3.42) denklem sistemini
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ViXi , x; < 0
Ziog= (3.42)

pixi, x <0
Wio = { (3.43)

PrRXi » X >0

baslangi¢ kosullari ¢ergevesinde bulacagiz (3.41)-(3.42) denklem sistemi agik sistem
olusturur.
Kolayca gosterebiliriz ki,

Zik+1—Zi—1k

=V
n i,k+1

(3.44)
Wikt1=Wi-1k _ p
h - l,k+1

(3.44) esitliklerini (3.31) — (4.32) denklemlerini (i — 1,k) noktasinda yazip,
elde edilen denklemler sistemini (4.31) ve (4.32) ¢tkarip h'a bolmekle elde ederiz.
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SONUCLAR

Tezden elde edilen sonuglar asagidaki gibi siralanabilir:

Makroskopik model ¢ercevesinde otobanda arabalarin hareket dinamigini ifade eden
nonliner kismu tirevli denklemin hareket dinamigi incelenmistir. Siireksiz
fonksiyonlar sinifinda gercek ve niimerik ¢6ziimiin bulunmasi i¢in yeni algoritmalar

Onerilmistir.

Otobanda siiriiciilerin reflekslerini dikkate alabilen Payne Whitham modeli

incelenmistir.

Mikroskobik model g¢ergevesinde trafik akisini ifade eden nonliner kismi

diferansiyel denklemler sisteminin

a) Riemann invaryantlar1 bulunmustur,

b) S6z konusu sistemin niimerik ¢oztimlerini elde etmek igin, siireksiz

fonksiyonlar sinifinda yeni algoritma {iretilmistir.
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