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IKi BOYUTLU RIEMANN PROBLEMI iCiN UC PARCALI BASLANGIC
FONKSIYONLU CAUCHY PROBLEMININ SAYISAL COZUMU

Bu tez, iki boyutlu uzayda skaler koruma kanunu i¢in Riemann tiiriinden baslangi¢
deger problemlerinin ¢6ziimiiniin incelenmesine adanmistir. Spesifik 6rnekleri kullanarak
hiperbolik korum kanunlarinin c¢oziimlerinde olusan yeni fenomenler incelenmistir.
Literatiirde viskozite yontemine dayanan ¢ok boyutlu skaler korum kurallarinin ¢oziimii
icin 1yi varlik ve teklik teorileri bulunmaktadir, fakat bu yontem siireksiz ¢6ziimlerin kalite
yapist hakkinda az bilgi vermektedir. Bir boyutlu uzayda, meydana gelen nitel darbe
olgusu Oleinik, Lax, Kruzkov, Volpert, Smoller, Gelfand ve Ballou tarafindan
aciklanmistir ve sonuclar regulerlik kuramlar1 ¢ercevesine uyum saglamaktadir. Olayin
fiziksel ozelliklerini diizglin ifade edebilen sayisal ¢oziim algoritmalar1 Onerilmis ve
onerilen algoritmalar yardimiyla bir sira bilgisayar testleri yapilmistir. Burada ¢oziilen
ornekler, iki boyutlu uzaydaki denklemlerin ¢6ziimiinde meydana gelen serpilme ve

sigrayis olaymin yeni tipleri gostermektedir.
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ABSTRACT

THE NUMERICAL SOLUTION OF THE CAUCHY PROBLEM FOR TWO-
DIMENSIONAL RIEMANN PROBLEM WITH THREE-PIECE INITIAL
FUNCTION

This is a note about the solution of Riemann-type initial value problems for a single
conservation law in two space dimensions. By using specific examples we exhibit new
phenomena in the qualitative structure of solutions of hyperbolic conservation laws. There
are good existence and uniqueness theories for the solution of a single conservation law in
several spacedimensions based upon the viscosity method , but the method gives one little
insight into the qualitative structure of the discontinuity set of solutions. In one space
dimention , the qualitative shock phenomena which occur have been described by Gelfand
and Ballou and fit into the framework of regularity theorems . The examples which we
calculate here display new kinds of “rarefaction” phenomena which occur in the solution

of equations in two space dimentions.



ICINDEKILER

................................................................................................................. i

ABSTRACT ettt e et ettt e a e sttt ettt et et eneenees 1
GIRIS ettt 1
HIPERBOLIK TUR DENKLEMLER ICIN KARAKTERISTIKLER YONTEMI..... 3

1.1 Riemann Problemi  .....cooiiiiiiii e 3

1.2 Siireksizligin Mevcut Olma Kosulu .o, 7

1.3 Suni VisKozite YONIEMI  oeoeiiiiiiiiiie ettt 9

IKi BOYUTLU KORUNUM KURALLARI ICIN RIEMANN PROBLEMI............ 27

2.1 Entropi KOSUIU oot et s 27

2.2 Uc Parcali Sabit Riemann COZUMIETT  .ovveueeeeeceeeeeeeeeeeeee e 30
NUMERIK ALGORITMA ve BILGISAYAR TESTLERI.......ccccccovoviiieieierecn. 33

3.1 Adapte Olunabilen Ag ve Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sonlu Farklar ...... 33

3.2 Bilgisayar DENEYIETT ....cccveeciiiiiiiiecie ettt s 36
SONUGCLAR et ettt e b e sttt ettt e e et enaeenbeenaesaea 41
KAYNAKLAR ettt et e ettt 42
OZGECMIS oottt 44



GIRIS

R3(x,y,t) ={(x,y,t), (x,¥) € R? t € [0,)} uzaym gosterelim ve R3(x,y,t)

de asagidaki sekilde yazilmis korunum kurali denklemini

ou

0 0
9t +6_x1(f1(u)) +6_xz(f2(u)) =0 (1.1)

gz Oniine alalim. Burada, f = (fi, f2): R —» R? ’nim baz1 6zelliklere (bu dzellikler daha
sonra aciklanacaktir) sahip dogrusal olmayan fonksiyondur. Bu fonksiyona tezin sonraki
kisimlarinda akis veya durum fonksiyonu diyecegiz. (1.1) cinsinden olan denklemler
hidrodinamik, mekanik, geometrik vs. gibi bilim dallarinda sik¢a kullanilmaktadir.
Sonuncu on yillarda s6z konusu denklem bilgi teknolojilerinde ve android telefonlarin
isleme mekanizmlerinde genisce kullanilmaktadir. (1.1) denklemi f = (f;):R - R?!

oldugu durumunda literatiirde hidrodinamigin model denklemi olarak anmilmistir. Sadelik

2
. . u . .
icinf; =f, = Y olan durum incelenecektir.

Konservatif kanunlarin hiperbolik sistemleri, bir kural olarak nonlineer
denklemlerden olustugundan onlarin gergek (analitik) ¢6ziimlerini elde etmek zor olmakta
ve ¢ogu zaman da miimkiin olmamaktadir. Bilindigi gibi hiperbolik tiir denklemlerle ifade
edilebilen problemlerde nonlineerlik ¢ok degerlilik, "blow-up" (rraksama) vb. 6zellikler
olusturmaktadir. C6ziimde olusan ¢ok degerlilik fiziksel a¢idan anlamsiz oldugundan bu
tiir ¢coziimleri, zayif ¢oziim kavramlari icermekle siirekli ¢ok degerli ¢oziimiin yerine
siireksiz fakat tek degerli ¢oziim haline getirmek miimkiin olur. Bu islem ise, siireksizlik
noktalarin1 ne zaman ve nerede dahil etmek ve onun zaman evrimini incelemek gibi ek
sorunlar yaratmaktadir. Bu tiir 6zellikler, yani ¢oziimde yeri 6nceden bilinmeyen sigrayis
noktalarinin varlig1 sayisal ¢oziimlerin bulunmasi i¢in de geleneksel klasik yontemlerin

direkt uygulanmasinda zorluklar ¢ikarir.

Bu nedenle de olaym fiziksel ozelliklerini diizgiin ifade edebilen ¢oziimlerinin
bulunmas: i¢in hassas niimerik yontemlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Siireksiz fonksiyonlarla
calisma zorunlulugu ve ayrica problemin fiziksel 6zelliklerini tam olarak ifade edebilen
cOzlimleri elde etme ihtiyaci, problemin dogasindan olusan 6zellikleri diizglin yansitabilen
ve ¢oziimiin dogal piiriizsiizliik derecesini de dikkate alabilen genellestirilmis fonksiyonlar

simifinda yeni ve daha hassas ¢6ziim yontemlerinin liretilmesine neden olmustur.



(1.1) denklemi i¢in yazilmis baslangic deger probleminin ¢oziimiinde cok 6nemli
sonuglar kronolojik olarak O. A. Oleinik, A. N. Tikhonov, A.A. Samarskii, P. Lax, O. A.
Ladyjenskaya, I. M. Gelfand vs. tarafindan elde edilmistir.

Bu boliimde kisaca olarak once birinci mertebeden bir boyutlu denklem i¢in mevcut
olan teorik bilgiler hatirlatilacaktir. Ciinkii iki boyutlu denklem i¢in olusturulmus teoriler
bir boyutta olanlarin genellesmesi olmaktadir.

Kolaylik adina oOnce literatiirden bazi (bir boyutlu denklem i¢in) kavramlari

inceleyelim.



1. HIPERBOLIK TUR DENKLEMLER iCiN KARAKTERISTIKLER YONTEMIi
1.1. Riemann Problemi

Asagidaki dalga denklemi g6z 6niine alalim

ou N ou .

u v ou (1.2)
denklemine

u(x.0) = uy(x) (1.3)

baslangi¢ kosulunu ekleyelim. Burada uy(x) tanim bolgesinde Slciilebilen sinirli bilinen

fonksiyon olmaktadir.
Adi diferansiyel denklemler teorisinden belli oldugu tizere (1.2) denklemi

dx B du i
FTA T (1.4)

denklemler sistemine denktir [14]. Karakteristikler yontemini kullanarak (1.2), (1.3)

probleminin ¢ézimiinii
u(x, t) = ug(x — ut) (1.5)

seklinde elde ederiz. (1.5) tiirlinden olan c¢oziimlere yumusak ¢6ziim denir. Kolayca
gosterile bilir ki, (1.5) kapali fonksiyonu (1.2), (1.3) probleminin ¢oziimiidiir fakat klasik

¢Ozlimii deyildir.

(1.2), (1.3) probleminin ¢oziimiinii dinamigini incelemek i¢in iki durumu goz Oniine

alalim:

1-x2%2, |x|<1

up(x) = (1.6)
0 , lx]l =1
u, x<0

U (x) = (1.7)
u,, x>0

Goriildigi gibi (1.6) baslangi¢ profili hem negatif, hem de pozitif e§ime sahiptir.



Genelde, dalgalarin karakteristik 6zelligi herhangi bir sinyalin herhangi bir ortamda
sonlu hizla dagilmasidir. Hiperbolik tiir denklemlerle ifade edilen dalgalarda bu olay
karakteristikler ile bagl olmaktadir. (x,t) diizleminde her bir karakteristik x uzayinda bir
dalgay1 ifade eder ve coziimiin karakteristik tizerindeki de§ismesi ise dalganmn fiziksel
dagilmasina karsilik gelir. Bu anlamda, (1.4) in birinci denklemi, s6yle yorumlanabilir: u
nun ¢esitli degerleri u hiz1 ile "dagilmaktadir”. Dolayisiyla, problemin ¢oziimiiniin grafigi
herhangi bir ¢ i¢in baglangi¢c profilinin, yani uy(x) egrisinin herhangi bir noktasinin ut
kadar saga kaydirilmasi ile elde edilmektedir 6yle ki, bu mesafeler ¢esitli ”u” lar i¢in farkl
olmaktadirlar. # > 0 oldugu durumda u nun biiyiik degerleri, # nun kiiciik degerlerine
oranla daha hizli dagilmaktadir. Bu da ¢oziimiin profilinde bir bozulmaya neden olur. u <0
oldugu durumda ise u nun biiylik degerleri kiiciik degerlerine oranla daha zayif, seklinde
dagilmaktadir. Bu ise ¢oziimiin ox ekseninin negatif yoniinde bozulmasina neden olur.
Boylelikle dalganin x’e gore azalan fonksiyon oldugu bolgelerde kirilmasi kagmilmazdir
ve ¢oziimde ¢ok degerlilik ortaya ¢ikar. Kirilma (breaking) dalganin profilinde ilk kez dik
tegetin olustugu t = T, aninda meydana ¢ikar.

Klasik ¢0ziim kavramimi genisletmekle siirekli ¢ok degerli ¢oziimiin yerine bir
degerli fakat sigrayisa sahip ¢oziim icermekle bu durumu kurtarmak miimkiindiir.
Matematiksel genellestirme S. L. Sobolev tarafindan onerilmis genellestirilmis veya zayif
¢Ozlim yardimi ile gergeklestirilir.

Tanim 1.1. (1.3) kosulunu koruyan, (x, f) uzaymin iist yar1 kisminda her iki degiskene gore
diferansiyellenebilen ve ¢ +| x |” nin biiyiik degerlerinde sifir olan herhangi bir @(x, t)temel

fonksiyonlart i¢in,

u?(x,t)

ﬂ {(pt(x,t)u(x,t) + @ (%, 1) 5 }dxdt + jwu(x, 0)p(x,0)dx=0
D —00

(1.8)
integral esitligini saglayan u(x, f) fonksiyonuna (1.2), (1.3) probleminin zayif ¢éziimii

denir.

2
u(x,t) ve % fonksiyonlar1 siirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar oldugunda

(1.2), (1.3) ile (1.8) denklemleri denk olmaktadir. Genelde ise, (1.8) denklemini koruyan
fonksiyonlar smifi (1.2), denklemini koruyan fonksiyonlar smifindan daha genis smif
olusturmaktadir. (1.8) denklemini koruyan fonksiyonlar siireksiz de olabilirler ve hatta
onlarin diferansiyellenebilir olmalar1 istenmeyedebilir. (1.8) denklemini koruyan

coziimlere (1.2), (1.3) probleminin genellestirilmis ¢6ziimii de denir.



(1.8) anlaminda herhangi bir zayif ¢oziimiin siirekli oldugu noktalarda (1.2)
2
korunum kanununu korur. Dolayisiyla (u, F(u) = u?) vektor alaninin - u(x,t)

fonksiyonunun siirekli oldugu bolgeyi smirlayan herhengi bir (x,t) diizlem egrisinden
gegmekte olan akisi sifira esit olmaktadir. S6z konusu egri u(x,t) fonksiyonunun
siireksizlik egrilerini de igerisine aldig1 takdirde, genelde bu tiir korunum kanunu gecerli
olamaz. Fakat (1.2) denkleminin herhangi bir parcali siirekli ve pargali piirlizsiiz zay1f
cOzlimleri i¢in (1.8) anlaminda integral esitlik korunmaktadir. Zira (1.8) anlaminda zayif
¢cOziimiin herhangi bir sitireklilik egrisi iizerinde Rankine-Hugoniot kosulu korunmaktadir
ve bu da (1.8) denkleminin herhangi bir parcali siirekli ¢6ziimiiniin (1.2) nin de korunmasi

icin hem gerek hem de yeter kosul olusturmaktadir.

u(x,t) fonksiyonu (1.2) denkleminin D € R? bolgesinde koruyan herhangi bir
parcali siirekli ¢oziimii olsun. Daha net olarak sOylersek I' egrisi D bdlgesini iki alt
bolgeye boler ve her iki bolgede u(x, t) fonksiyonunun I' egrisi lizerinden gegtiginde u_

ve u, sol ve sag limitleri mevcut olmaktadir. Bu tiir siireksizlige 1. tiir siireksizlik denir.

u(x,t) fonksiyonu D; ve D, de piiriizsiiz zayif ¢6ziim oldugundan bu bolgelerde
(1.2) denklemini de korumaktadir yani klasik ¢6ziim olmaktadir. u(x, t) fonksiyonunun I'

egrisi tizerinde hangi kosulu korudugunu belirleyelim.

Zayif ¢dziimiin tammma gore herhangi bir (x,t)e G,, G € D  noktalar1 i¢in

@(x,t) = 0 olan ve herhangi bir ¢(x, t) € C5°(D) test fonksiyonu igin

u? u?
0= ﬂ {uqol + —qox} dxdt = ﬂ {uqot + —qox} dxdt
D 2 D1NG 2
u2
+ ﬂ {uqot + 7%} dxdt

2
olmaktadir. u(x,t), u? ve @(x,t) fonksiyonlar1 D; N G ve D, N G bolgelerinde siirekli

olduklarindan yukaridaki integrallerin her ikisine de kismi integrasyon formiiliinii
uygulayabiliriz. S6z konusu bolgelerin sinirlari dD ve T, ayrica ¢(x,t) fonksiyonu

(x,t)e 0G sifira esit oldugundan 0D iizere integraller de sifira esit olmaktadir. Bu
takdirde,



0=-— HD nG{utqo + F.(uw)}dxdt — HD nG{utqo + E.(u)@}dxdt

+ j {u_ cos(n, ) + F(u_)cos (71, x) }pdS
InGg

+ {u, cos(—n,t) + F(uy) cos(—n, %) }pdS

rng

= | {(us +FW)e}dxdt — | {u, + E.(w)p}dxdt

D1 DZ

- J {(uy —u)cos (1, t) + (F(uy) — F(u_))cos (1, x)}pdS
r

olur. u(x,t) fonksiyonunun her iki D; ve D, bolgesinde klasik ¢dziim oldugundan

sonuncu ifade,

j {[u] cos(n,t) + [F(u)]cos (n,x)} ¢dS = 0
r

(1.9)
seklini alir. Burada 7 = (cos(#,t), cos(7,x)) olmaktadur.
dx  cos (ii,t)
dt  cos (7, x)
ve [' keyfioldugunu dikkate alirsak sonuncu esitlikten,
dx _[F@] _Fu,) - Fau)
dt [u] Uy — U_ (1.10)

elde ederiz. Bu esitlige Rankine-Hugoniot kosulu denir.

Goriildigi gibi Rankine-Hugoniot kosulu darbe dalgalarinin x = % hareket hizini

f(u) durum fonksiyonunun limit degerleri olan u_ ve u, ile iliskilendirmektedir.

(1.10) kosulunda uy — u oldugunda T = {(x, t)|x = x(t)} zayif siireksizlik egrisi

tizerinde limit alirsak,



dx ,
7 = Fux0) (1.11)

elde ederiz yani zayif siireksizlik karakteristik {izerinde dagilmaktadir.

Goriildigii gibi baslangic fonkiyonu siirekli oldugu halde bile ¢oziimde yeri
onceden bilinmeyen sigrayis mevcut olur. Baslangic profilde si¢rayisin oldugu durumunda
¢Oziimiin dagilim dinamigi nasil olacak. Bu soruyu cevaplamak i¢in asagidaki durumu

inceleyelim, yani (1.2) denklemini (1.7) kosulu ¢ercevesinde ¢ozelim.
(1.2), (1.7) problemine Riemann problemi denir. Burada iki durum olabilir:
() ug <uy,
(i) uy > u,

Bilindigi tizere (1.2), (1.3) probleminin birden fazla da ¢éziimii olabilir. Fiziksel gergek
¢Oziimii bulmak i¢in ek kosulun bulunmasi1 gerekmektedir. Boyle kosula entropi kosulu

denir.
1.2 Siireksizligin Mevcut Olma Kosulu
(1.2) denklemini,
h(x), Ixl<d
u(x,0) = uo(x) =
0, lx| > d
baslangic kosulu ¢ercevesinde inceleyelim. Varsayalim ki,

F'(u) >0, F(u) € C}. ve ug(x) € C?

olsun. Simdi sirf matematiksel diislincelere dayanarak (1.2) denkleminin ¢t < T degerleri
icin siirekli olan ¢oziimiiniin 6zelliklerini arastiralim ve bu ¢oziimiin hangi t = T kritik

degerlerinde bozuldugunu bulalim.
Z = U, (t, x) olsun ve (1.2) denklemini x’e gore diferansiyelleyelim

d (du F,,()au2 F,()azu_o
ax(ax)+ " (ax) THwEe =

Z = u, oldugunu dikkate alirsak,



0z 0z
1 2 / —
PP + F"(uw)z? + F'(u) EP 0

veya

O>62+F’ 0z
z 5 TFWas

buluruz. x = x(t) karakteristikleri {izerinde % = F'(u) oldugundan,

O>62+dx62_dz dz<0
=9t dtox _dt _dt—

dir. Yani z=(t,x) karakteristikler iizerinde artmayan fonksiyondur. Boylelikle

herhangi bir (¢t,x) € Dy i¢in,
z(t,x) = u(t,x) < supu’y(x) =K, x€€R (1.12)

olur. u,(t,x) fonksiyonunun t =T degerleri igin x ‘in tim degerlerinde taniml1

olmadig1 durumda (1.12) ifadesini,

u(t, x,) —u(t, x;)
<K, V
Xp—%, =% VX (1.13)

seklinde yazalim. (1.13) denklemi x; < x, olan durumlar i¢in ,
u(t,x,) —u(t,x)) < Kg(x, —x1) ve x;, >x*+0 , x; > x*—0 olmak lizere limite

gecersek (burada x*,u(x,T) fonksiyonu igin siireksizlik noktasidir) u = u(t,x)

fonksiyonunun,
u, =ult,x*+0) <u(t,x*—0)=u_ (1.14)

parcali siirekli fonksiyon oldugunu gorebiliriz. (1.14) tiirlinden olan esitsizli§e si¢rayisin

mevcut olma kosulu veya Oleinik kosulu denir, [12].

F'"(u) < 0 oldugu durumda u = —v degisken doniisiimii ile (3) denklemini
v, + (F(v)), = 0 seklinde yazabiliriz. Burada F(v) = —F(—v) dir.Ayrica F"(v) =

—F"(—v) > 0 dir. Bu durumda siireksizligin mevcut olma kosulu 1, > u_ olur.



Sonug olarak F(u) biikey fonksiyonu i¢in ¢dziimde sigrayisin mevcut olma kosulu

asagidaki gibi olmaktadir:

2
1. F(u) fonksiyonu asagi biikey (konkav) ise (6rnegin ; F(u) =u7,e”,...) (1.2)

denkleminin ¢oziimiinde u_ > u, oldugunda u_ den wu, ya dogru sigrayis mevcut

olur.

2. F(u) yukar: biikey (konveks) fonksiyon ise (6rnegin  F(u) = —u?,lnu,..) sicrayis

u_ < uy oldugunda u_ den u, ya dogru mevcut olur.
Durum fonksiyonu konveks olmadigi durumunda asagidaki yontem kullanilir.
1.3 Suni Viskozite Yontemi

Bu tartismalar dogrultusunda s6z konusu bilgileri biikeyligi olmayan fonksiyonlar
icin gelistirebiliriz. Bu olay1 detayl bir sekilde inceleyebilmek i¢in ideal ve reel gazlarin

ozelliklerine dayanarak fiziksel (daha dogrusu hidrodinamik) kavramlardan yararlanalim.

Eger x = x(t) herhangi bir boruda hareket eden parcacigin yoriingesi u(t,x)

fonksiyonu ise t zamanda x noktasindaki pargacigin hizi oldugu takdirde

d
(6) = d—’: = u(t, x(1))

veya

. du
X(t) = E

olmaktadir. Eger sabit hizli akislar1 incelersek Z—l; = 0 olur. Buradan Hopf denklemini elde

ederiz.

Ideal gaz teorik olarak mevcut olmaktadir.Yani reel gazlarda vizkozite dikkate
almmazsa bu gaza bir ideal gaz gibi bakabiliriz. € ile reel gazin genlesme katsayisini
gosterelim. Bu durumda viskozitedeki siirtiinme kuvvetini , birim kiitlede bulunan x(t)
noktasinda ki pargacig etkileyen (belirli kosullar ¢ercevesinde) eu,, (t, x) olarak alabiliriz.

Bu durumda,

, du
¥(t) = 7p = St



olur ve buradan Burgers denklemi olarak adlandirilan,
U; + UUy = EUygy (1.15)
denklemini elde ederiz.

Hopf denkleminin kabul goren tiim zayif ¢oziimleri u,(t,x) ¢oziimiinin &€ - 0
iken limit durumu olmaktadir.

Once Burgers denkleminin lineerlestirilmesi i¢in bir yontemi hatirlayalim. (1.15)

U =\ euy — —=
2 X

olarak gosterebiliriz. U(t, x) ile asagidaki sekilde tanimlanan,

denklemini,

(tx) u?
U(t,x) = j udx + (eux — —) dt
0.0) 2

potansiyel fonksiyonunu gosterelim. Kolayca gosterilebilir ki, U(t,x) potansiyel

fonksiyonu,
U +5 U2 = Uy, (1.15)

denklemini korur ve burada u = U, olmaktadwr. (1.15) denkleminde U = —2¢&lnz

degisken doniisiimii uygularsak,

1 1 Zy
U, = —ZEEZt U, = —ZEsz Uyx = —2¢ (—) = —2(

buluruz. Bu ifadeler (1.15) de yerine yazilirsa;

z. 1 Zo\ 2 77 72

—28—t+—(—28—x) =282 2422
z 2 VA 72 72
vA 72 77 72

—2e 4262 X = g2 X 4 pe2 X
VA 72 72 72

olur ve buradan,
Zy = E€Zyy (1.16)

10



elde edilir. (1.16) denklemi z(t,x) fonksiyonuna gore lineer 1s1 dagilim denklemi

olmaktadir. Buradan u = U, = —ZEZ;X oldugu goriiliir. Simdi

u X < wt
u; —u_ A

u(t,x) =u, — [1+ sgn(x—wt)] =

u_ , x>wt (1.17)
fonksiyonunun (1.2) denkleminin zayif ¢6ziimii oldugunu varsayalim, burada w-sabit
t > 0 olmaktadir. Bunun i¢in gerek ve yeter kosul x(t) = wt sigrayis egrisi tizerinde

Rankine-Hugoniot,

dx F(u,)—F(u.)
dt  uy —u_

kosulunun korunmasidir.

Simdi (1.2) denkleminin ¢6ziimiiniin yapisini inceleyelim. Bunun i¢in varsayalim

ki, u®(t, x),
uf + (F(u®)), = eul, (1.18)

denkleminin x # wt olmak lizere noktasal ¢oziimii olsun. (1.18) denkleminin u®(t,x)
¢Ozumiinu

X — wt
€ (1.19)

kosan dalga seklinde arayacagiz. (1.19) ifadesi (1.18) de yerine konursa ve

uf(tx) =v(®), §=

uf = v 5 =vE (-7)
1
ux=V(E)g

n 1
UG = v'(®)
oldugu dikkate alinirsa,
w 1 1
v (-2) + W) =5

11



veya
—wv'(®) + (f(v)) = v" (1.20)

sonucu elde edilir.

Diger taraftan da u® = U(th) nun (1.18) esitligiyle tanimlanan ¢6ziime

noktasal olarak (x # wt olmak iizere) yaklasabilmesi yalniz ve yalniz v fonksiyonunun

asagidaki kosullar1
V(=) =u_, v(+o) =u, (1.21)
sagladig1 takdirde gerceklesebilir. (1.20) y1 integrallersek;
—wt+Fw)=v'+C
veya
v =pW)+C (1.22)
olarak elde ederiz.Burada,
) =—-wv+F()
ve C herhangi bir sabit olmaktadir.

(1.22) otonom denkleminin (1.21) kosulunu korumasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

asagida verilmistir:
1. u_ ve uy 6zel noktalarinda (1.22) dekleminin sag tarafi sifira doniisiir, yani
pu)+C=pu)+C=0
olur. Boylece go(u_) = g (u,) kosulu
Flu_) —wu_ = F(u,) —wu,
olup bu ifade Rankine-Hugoniot kosuluyla ¢akisir.
2. u_ ve u, arasinda bagka 6zel nokta yoksa , sz konusu aralikta
PW) —pu) = pw) - pu,)

12



1fadesi,
a) u_ < u, olursa pozitiftir. Bu durumda v(§) artar yani

W) —pu_)>0 Vve (u_,uy), u_<u, (1.23)
b) u_ > u, oldugunda negatiftir. Bu durumda v(§) azalir yani

W) —pu_) <0 Vve (u_,uy), u.>u, (1.24)

Bu kosullar korundugu takdirde bizi ilgilendiren ¢6ziim,

j” dv .
P —pay T

Uy—uU—

seklinde yazilir ve burada vy = olmaktadir. (1.23) ve (1.24) kosullar1 sigrayisin

varlik kosullarmin analitik yazilim formudur.
Simdi bu kosullarin geometrik anlamini verelim. Bunun i¢in,
g (v) = F(v) — wt ifadesini (1.23) ve (1.24) de yerine yazarsak
) —pu)=Fw)—wt—(F(u_) —wu_) >0, v E (u_,uy)
yani, u_ < u, oldugu takdirde
Fw)—Fu.)>wlw-u_), Vve (u_,uy)
elde ederiz. u_ > u, oldugu durumda ise
Fw)—F(uy) >wlw-—uy), VveE (u,u)

aliriz. Rankine-Hugoniot kosulunu dikkate alirsak, u; < u, olduguda,

F(u)—F(u-) _ F(uy) —F(u)
w—u 7 uy —u_ vu € () (1.25)

olur veya u; > u,

F(u) — F(uy) F(uy) —F(u.)
— T cw=
u_u+ u+_u_

’ Vu € (u+r u—)

13



buluruz. Rankine-Hugoniot kosulunun geometrik anlamini gosterebilmemiz i¢in F(u)

fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

fw

fuy)

fuo)

Sekil 1

(1.25) kosulunun anlami sudur: Ch kiriginin egim agist (u_,F(u.)) ve (uy, F(uy))
noktalarini birlestiren dogrunun egim agisindan kiiglik olmaktadir. Boylelikle F(u)

fonksiyonunun (u_,u, ) araligindaki grafigi Ch kirisinin tizerinde olmaktadir, Sekil 1.

Benzer sekilde (1.26) kosulunun anlami da F(u) fonksiyonunun (u,,u_)

araligindaki grafigi Ch kiriginin altinda olmasidir, Sekil 2.

Sonug olarak, (1.2) denkleminin u(t, x) ¢éziimiinde u_ den u, ya dogru sigrayisin

olmasi i¢in (x’in artan tarafinda), asagidaki sicrayisin mevcut olma kosullarmni elde ederiz.

a) u_ < u, oldugunda F(u) fonksiyonunun [u_,u,] araligindaki grafigi (u_, F(u_)) ve

(uy, F(uy)) noktalarini birlestiren kirigin Gistiinde yerlesmesi gerekmektedir.

b) u_ > u, oldugunda ise F(u) fonksiyonunun [u,,u_] araligindaki grafigi (u,, F(u,))

ve (u_, F(u_)) noktalarini birlestiren kirigin altinda yerlesmesi gerekmektedir.

14



fw

fu-)
f(uy)
u
Us Uu_
Sekil 2
Ornek 1. Kolayca gosterilebilir ki,
ou N ou _0
ot T tox T
0, x<0,
u(x,0) = up(x) =
1, x>0
orneginin,
0, x <0,
X
u(x,t) = m 0<x<1,
1 x>t

¢Oziimii i¢in entropi kosulu bozulur ¢lnkii F'(u_) =0, U =% ve F'(up)=1

oldugundan (1.25) kosulu korunmamaktadir. Fakat,

ou ou B

E+ua—0,

1, x<0,

u(x,0) = up(x) =
0, x>0

15



ornegindeki problemde F'(u_) =1, U= % ve F'(u;) = 0 oldugundan entropi kosulu

saglanmaktadir.

Yukarida (1.25) ve (1.26) kosuluna neden entropinin artma kosulu denmektedir.
Bilindigi gibi nonlineer denklemlerle ifade edilebilen fiziksel siirecler zaman bakimindan

geriye donemezler.

ou ou B

E+ua—0

Hopf denklemi herhangi bir hortumda akan gazin hareketini ifade edebilen en basit
bir model olmaktadir. Daha detayli modellerde basing fonksiyonu , gazin sikistirilabilirligi
varsayiminda ise yogunluk fonksiyonlar1 da yer almaktadwr. Gazin durumunu ifade
edebilen bu biyiikliikler yardimiyla S entropi fonksiyonu olusturulur ki, sézkonusu

fonksiyon darbe dalgasindan gectiginde zamana gore azalmamaktadir yani;

S, =S(x,t+0)=S_=S(t—0) (E)

~ 29

dir. Tersinmezligi ifade edebilen bu esitsizliklere “Entropinin artma esitsizligi” denir.

Ornegin Hopf denklemiyle ifade edilebilen hidrodinamik modellerde entropi

fonksiyonu olarak kinetik enerji,
1
S(x,t) = Euz (x,t)

kabul edilebilir.

Gosterelim ki, gergekten de darbe dalgasindan gectiginde (E) kosulu

korunmaktadir

6u+ Ou_o
ot Yox

denklemi i¢in Rankine-Hugoniot kosulu

u_ —u, dx

2 dt

olur.

16



Sekil 3

Sekil 4
asag1 biikkey hal fonksiyonlar1 i¢in ise sigrayisin mevcut olma kosulu,
u_—uy >0

olmaktadir.

dx 9 . u? u? o e el U_—
e 0 oldugu takdirde S_ = ve Sy = oluyor. Sonuncu esitsizligi

carparsak,

u?-u?
2

> 0 veya S_ < S, oldugunu elde ederiz. Benzer yolla % < 0 oldugunda ise

17
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u?  u?
S_ = 7 < 7 =S,
oldugunu gorebiliriz.
u+F,(uw)=0 (1.27)
denkleminin geriyedonmezligini gosterebilen diger bir fonksiyon da fiziksel sistemin
toplam kinetik enerjisi,

E(t) = jw %uz(x, £)dx

olabilir.

Yukarida ispatlandigi gibi (1.27) denkleminin piiriizsiiz baslangic verileri
cercevesinde (Ornegin sonlu tasiyiciya sahip olan) [0,T;) zaman araliginda klasik ve
herhangi bir t < T, ler i¢inse sonlu tasiyiciya sahip u(x,t) ¢oziimii mevcut olmaktadir.

(1.27) denklemini u 1ile garparsak,

0 uz 0 u(x,t)
wlz) o) o)<

elde ederiz. Sonuncu denklemin x € (—o0, ) olmak lizere integrallersek,

dE ju(x,t) F,( )d x = +oo 0
dt - . nro\njan X = —00

(0]

aliriz. Dolayisiyla t < T, oldugu siirece E(t) = sabit = E(0) olur, yani ¢6ziimde higbir

ozellik olusmadig: siirece toplam kinetik enerji sifira esit olur.
Simdi varsayalim ki t > T, olsun ve (1.27) nin zay1f ¢oziimiinii
ug + (F(uf))x = eltzy

denkleminin (1.2) baslangi¢ kosulu ¢ergevesinde L,(R) anlaminda € — 0 limit olarak

¢ ile carparak ve te[0,T) araliginda u®, uf, ué,

diistinelim.Sonuncu denklemi u
fonksiyonlarmin x — oo oldugunda diizgiin sifira yaklasti§1 varsayimi cercevesinde

integrallersek,

18



d j"" @) j“sW) Fonan|F =) 4
at) . 2 77\, TNy = e
[e] 1 us(xrt) X = +00
ELO [E((UE)Z)xx - (ui)z] dx < — (jo nE'(mdn |  _ _oo> +
£ N
= (ué =0
2( )x Y= —co

elde ederiz. Nihayet € — 0 icin limit alirsak,

dE<O
dt —

oldugunu elde ederiz.

Dolayisiyla darbe dalgalarmin mevcut oldugu durumda toplam kinetik enerji ciddi
olarak negatif olur, yani kinetik enerji disipatif etkisini gosterir (kinetik enerji darbe
dalgasi tizerinde kismen 1s1 enerjisine doniisiir) Bundan dolay1 da bu tiir fiziksel olaylarda

geriyedonmezlik (tersinmezlik) s6zkonusu olmaz.

Entropi kosulu tanimlamanimn ikinci yolu biraz daha zor olmaktadir, ¢ilinkii bu
yaklasim korunum kanunlar1 ve fiziksel sistemin ¢oziimleri ile iligkili iki tane entropi
fonksiyonu segilmesiyle bagli olmaktadir. Sozkonusu c¢ifti swrasiyla S = S(u) entropi
fonksiyonu ve @ = ®(u) entropi akig fonksiyonu olarak gosterelim. Amacimiz (1.27)

denklemini koruyan piiriizsiiz u(x, t) fonksiyonu igin,

S(u) D)
ot T ax O (1.28)

denklemini koruyan S = S(u) ve @ = ®(u) fonksiyonlarmnin bulunmasidir. Varsayalim

ki, S >0 Bu yaklagimin dahil edilmesi ve gereklilikligi sonra daha iyi anlasilacaktir.
Boylelikle eklenilen korunum kanununun da entropinin korunmasi kosulunu saglayacagini

gorecegiz.

(1.28) denklemini konservatif olmayan

du du

seklinde yazalim. (1.28) denkleminin piiriizsiiz ¢oziimii de ;
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6u+F,( )Ou_o
ot Wox =

denklemini korumaktadir. Sonuncu denklemi S'(u) ile ¢arparsak ;

ou ou
/ - / F' -~
S’ (u) 5t + S"(WF'(u) 9% 0 (1.30)
elde ederiz. (1.29) ve (1.30) denklemlerinden S = S(u) ve @ = ®(u) fonksiyonlarinin
asagidaki

®'(u) =S (WF'(uw) (1.31)
esitligini sagladigr goriilmektedir. Skaler korunum kanunlari i¢in (1.31) denkleminin

birden fazla ¢oziimii olmaktadir.

Not 1. H(u) (1.27) denkleminin F(u) durum fonksiyonu ile F(u) = H'(u) seklinde
bagli olan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde entropi fonksiyonlari olarak S, (u) = % |u?| ve

@, (u) = uF(u) — H(u) alabiliriz. Boylelikle (1.27) korunum kanunu S;(u) entropi
fonksiyonu ve @, (u) entropi akis fonksiyonlarini olusturmaktadir. Sade hesaplama yolu
ile

@' (u) =S"(WF'(u)
oldugu da goriilmektedir. Ornegin,

ou ou

- — =0
ot T “ox

3 3
Hopf denklemi i¢in H(u) = u? oldugundan entropi akis fonksiyonu ®;(u) = u? olur.

Amacimiz entropi ve entropi akis fonksiyonlarmi inceledigimiz baslangic deger

probleminin dogru ¢dziimiiniin se¢ilebilmesi i¢in kullanmaktir.

Teorem 1. Varsayalim ki (1.27) korunum kurai S>0 ve S konveksi ile ilgili
herhangi bir entropinin korunum kuralina sahiptir. Eger u modifiye olunmus (1.18)

denkleminin & — 0 oldugundaki limit fonksiyonu ise s6zkonusu u,

aS(w) 9d(w)
ot T ax =0 (1.32)

esitsizligini saglamaktadir.

Ispat. (1.32) esitsizligini ispatlamak i¢in yalniz pozitif test fonksiyonlarmi kullanacagiz.

Bu nedenle (x,t) e R X R* olmak iizere herhangi bir
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p(xt) e {C&,+ =CyU{p:p(x,t) 2 0}}

fonksiyonu i¢in asagidaki

j‘” jm{S(u(x, t))qot(x, t) + @(u(x, t))(Dx(x, t)} dxdt + ij(u(x, O))qo(x, 0)dx =0
0 — 0o

_ (1.33)
esitsizliginin korunmasini isteyelim. (1.18) denklemini S'(u?) ile ¢arparsak,
S'wug + 5 (W) F )y — S'(wHeuzy =0
veya
S;(uf) + S"(WeF' (u®)uf — eS" (wf)ué, =0 (1.34)

elde ederiz. S ve ® fonksiyonlar1 igin @' (u?) = S'(u®)F'(uf) ve ®'(W)ué = &, (u)
oldugundan (1.34) denklemini,

Se(uf) + @, (uf) —eS" (Uf)uy, =0 (1.35)
seklinde yazabiliriz.
' (Wuzy = (8" (u))x — 5" W) (uz)? (1.36)
olarak yazabiliriz.

Simdi (1.36) denklemini ¢(x,t) € Cj, ile ¢arpip R X [0,00) bdlgesi iizerinde

integrallersek,

j ) j " oG D[S ), + D), ] ddt =
L

joo joo qu(x, t) [(S’(us)x)x — S”(ue)(u;)z] dxdt
—o0 Y0

elde ederiz. ¢(x,t) fonksiyonu kompakt tasiyictya sahip oldgundan yukaridaki ifadeyi

j ’ j 0 (e, DISE), + d ), dxdt =
-av0
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| [ c0eols @), - s" @
-avo

seklinde yazabiliriz. Sol taraftaki integrallerden birincisine t ye gore , ikincisine ise x €

gore kismi integrasyon formiiliinii uygularsak,

ja @ (x, 0)S(u(x,0))dx — ja j @¢(x, t)S(u®)dxdt —
-avo

—-a

ja jTﬁl’x(X, t) ®(uf)dxdt = eja quoxx(x’ £) S(u)dxdt —
—a-o —a’o

ej:jo @ (x,£)S" (u®) (us)?dxdt

buluruz.

a T
—ej J o (x,£)S" (u®) (uf)?dxdt < 0
—avo

esitsizligini elde ederiz. Simdi entropi ¢oziimii i¢in ikinci tanimi verelim.
Tanmim 2.

u?(x, t)

ﬂ {qot(x, ulx, t) + @, (x,t) 5 }dxdt + jwu(x, 0)p(x,0)dx =0

integral esitligini ve herhangi bir S entropi ve @ entropi akis fonksiyonu ic¢in (1.32)
denklemini klasik anlamda ((1.33) ise zayif anlamda) koruyan u(x, t) ¢ozliimiine 2. entropi

kosulunu koruyan ¢6ziim denir.

Bu tanimi kullanarak yukarida inceledigimiz korunum kanunu i¢in yazilmisg
baslangi¢ deger probleminin fiziksel yararli ¢oziimiiniin elde edilmesi i¢in entropi ve

entropi akis fonksiyonlarmin nasil sekillenecegini gosterelim.

Durum fonksiyonu F(u) konveks ve c¢oziimiinde zayif sigrayis olan (1.2)

denklemini g6zoniine alalim.

Teorem 2. S entropi fonksiyonunun ciddi konveks ve u(x,t) ¢Oziimiiniin 2. entropi

kosulunu korudugunu varsayalim. Bu takdirde u(x,t) fonksiyonu (1.2) denkleminin 2.
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entropi kosulunu koruyan tek bir ¢Oziimii olmaktadir ve bu ¢6ziim kaybolan suni
viskoziteye sahip ¢6ziim olmaktadir.

3
Entropi S; (u) = % |u?| ve entropi akis fonksiyonlar1 ®, (u) = = olmak iizere;

ou N ou _0
ot “ox
denklemini,
1, x<0,
uo(x) =
0, x>0

baslangi¢ kosulu ¢ercevesinde gézoniine alalim.Yukarida gosterildigi iizere bu problemin
¢ozumi,

X
1, —<U,
ulx,t) = fc

0, =>U

t (1.37)
formiilii ile tanmimlanan u(x,t) fonksiyonunun 2. entropi kosulunu koruyan ¢oziimii

oldugunu gosterebilmek i¢in asagidaki ifadeyi gdzoniine alalim.

j‘x’j‘x’ @ (x, t)S; (u)dxdt + jij @, P, (w)dxdt + jooq)(x, 0)S; (u(x, 0))dx
0 J-oo 0o Jooo .

@(x,t) nin sonlu tastyiciya sahip fonksiyon oldugunu dikkate alirsak sonuncu ifadeyi

T ra ME T a3 1 ra
j j @ (x, t) dedt + j j O dedt + EJ @ (x,0)uddx
0 Y-a 0 Y—-a -a

seklinde yazabiliriz. (1.37) formiili ile tanimlanan u(x,t) nin ifadesi sonucu esitlikte
yerine konursa,

T3 1 Tzt 1(°
j j qot(x,t)—dxdt+j j qox—dxdt+—j @(x,0)dx
0 Y—a 2 0 Y—-a 6 2 a

elde edilir. Elde edilen ifadede 1. integrali,

170 1 (7 (2
—j j qot(x,t)dxdt+—j jqotdxdt
2Jy Jg 2Jo Jo
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seklinde yazip , integralleme sirasini degistirir ve integralleme islemlerini gergeklestirirsek,

1

T
- : dx + = ,t| d —j Jt 2 dt
zjaq’(“) t=0 x+2j0 PO, _ 5 Xt Oq’(x My St

T

1 (° 1 (° 1 (° 1(z
—j @(x,0)dx = —j @(x, T)dx ——j @(x,0)dx +—j @(x, T)dx —
2)_, 2], 2)_, 2,

T

T
1jf(z)d +1j (tt)dt 1]
2 ), e TE ) P\ 6J,

1jo(o)d 1ﬁ(2)d le L b)d
5 _aqo X, X_E , o(x, 2x x+g , qo(z,t) t+

T

0
p(—a,t)dt +j o(x,0)dx =
-a

1j0 (O)d—1 y ttdt
Z_aq)x’ x_lzoqo(z’)

elde ederiz.

Yukarida gosterildigi gibi u(x,t) problemin zayif ¢oziimii olmaktadir ve f(x,t)
lerin pozitif oldugu durumlarda sonuncu ifadenin sag tarafi da pozitif olmaktadir.

Dolayisiyla teorem ispatlanmis olur. Simdi

ou N Ju _0
ot T Yox
denkleminin,
0, x<0,
u(x,0) =
1, x=0
baslangi¢ sartini saglayan,
t
0, x< >
ulx, t) = :
1 <=
y X >
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¢Ozlimiiniin 2. entropi kosulunu koruyup korumadigini kontrol edelim. Bu durum i¢in de

3
entropi ve entropi akis fonksiyonlarini sirasiyla S; (u) = % |lu?| ve ®;(u) = u? olsun ve

asagidaki,

j‘x’j‘x’ @ (x, t)S; (u)dxdt + jij @, P, (w)dxdt + jooq)(x, 0)S; (u(x, 0))dx
0 J-oo 0o Jooo .

ifadesini gézoniine alalim.

@(x,t) nin sonlu tastyiciya sahip oldugunu ve u(x,t)’ nin ifadesini dikkate alirsak

sonuncu ifadeyi,

T ra , t 2 T ra 3 , t
j j 0. (x,1) M dxdt + J j @, (x,t) W) dxdt +
0 Y—-a 2 0 Y—-a

3

1 a
EJ o(x,0)uidx
a

seklinde yazabiliriz. u(x, t) nin ifadesi yerine konulursa,
1 T ra 1 T ra 1 a
—j j @ (x, t)dxdt +—j j @, dxdt +—j @(x,0)dx
2J) JL 3Jo JL 2Jo

elde edilir. Birinci integrali iki integrale ayiralim.

T
1 (7 (2 1 (7 ¢
—j j qot(x,t)dxdt+—j j @ dxdt +
2), Je 2), Jr

2 2

1 T ra 1 a
gj jt @ (x, t)dxdt +§j @(x,0)dx
0 5 0

1. integralde integralleme smirlariin yerini degistirirsek,
1 3 (2 1 re (T 1 (T (e
—j j qot(x,t)dxdt+—j jqotdxdt+—j j @, (x,t)dxdt +
2J Jo 2 g 0 3Jo %

T
1 (¢ 12 t =2x 1 (° t=T
- - _ — d
2L¢(x,o)dx ZJO q)(x,t)|t=0dx+2jT40(x,t)|t=0 x +
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%Lqu(x.t)

N+ Q

X
X

T
1 1(2
dt +§j o(x,0)dx = Ejz[qo(x, 2x) = ¢(x,0)]dx +
0 0

%j;[q;(x, T) — o, 0)]dx + %LT ot - (% e +%j0aqo(x, 0)dx =

T T

T
1F(z)d 1] (tt)dt— 1] 2x)d
Zoqox,xxgoqoz, —6Oqo(x,x)x

olur. Goriildiigl gibi bu durumda teorem gegerli olmamaktadir.
F (u) fonksiyonunun konveks oldugu durumda,
uy =ult,x*+0) <u(t,x*—0) =u_
sigrayisin mevcut olma kosulu,

ulx +a,t) —ulx,t) ¥ E

a

kosuluna denk olmaktadir. Burada E, x, t, a ya bagl olmayan bir biiyiikliikk olmaktadir.

Gergekten de u'y(x) = 0 oldugunda

u'y
=—— F" <0
e = Trgrf W
oldugu takdirde u'(x) < 0ve F"(u) > 0 ise
u'y 1 E
X 1" < -
uoF'"t F't t

1
infFn

olmaktadir. Burada E =
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2. IKi BOYUTLU KORUNUM KURALLARI iCiN RIEMANN PROBLEMIi
2.1 Entropi Kosulu

Bu boliim bir boyutlu problemde oldugu gibi bazi kavramlar igerir. Bir boyutlu
Burgers denkleminde oldugu gibi (1.1) denklemini,

u + £ () + gy (u) = s(uXX + uyy) (2.1)

seklinde yazalim. € - 0 + Altin1 ¢izelim ki bizim amacimiz (2.1) denklemini ¢6zmek

degil onun genel 6zelliklerini incelemektir.

¢ (u) herhangi bir fonksiyon olsun ve (2.1) denklemini ¢'(u) ile ¢carpalim.

¢ Wi + ¢' (W) W) + ¢' W gy W) = e’ (W) (Uax + Uyy)

, dp(u)
[ (u)ut = at
oldugundan,
a(P(u) I} r ! ! ! !
5 T (W' (Wuy + @' (Wg'(Wuy = e@'uxy + e@'uyy (2.2)

F(u) = jqo’(u)-f’(u)-du

G(u) = jqo’(u)g’(u)du
isaret edelim.
(@' Wuy)x = @ xuy + @' (U Uy
1fadesini dikkate alarak,
@' Wiy, = (9" W), — " (WuZ
@' Wy, = (' Wuy)y — ¢" W
olur. Buradan,

dp(u) OJ0F(u) aG(u)
ot T Tax T oy

= £(p' Wux)y — 0" Wy + e(¢' Wuy) | — 9" W3
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veya

0@ (u) N oF(u) N 0G(u) %@ 62(p>

_ " 2 2 _ _
ot T ax T oy = e (ui+ul)+ S(axz *oy? 2.3)

olur. Simdi (2.3) denklemini m(x,y,t) € C°((0,0) X R?) fonksiyonu ile carpip

integrallersek,

dp(w) OF(w) 9G(u) e
jn( T + ox + 3y dxdydt—ejnq) (ux+uy) dxdydt —

& [ o) (@xx + @yy)dxdydt

aliriz.

ué(x,t) (2.1) denkleminin ¢oziimleri ise ve L' de wu(x,t) limitine sahipse

herhangi bir konveks m fonksiyonu i¢in sonuncu esitlikten € = 0 + ya limit alirsak,

(] p)m, + F(Wm, + G(u)ny)) >0

olur.
Siireksizlik yiizeyinin denkleminin S(&,7) = 0 oldugunu varsayarsak,
a = (ay,az, a3) = (§S: — 1S, 8¢, Sy)

olur,
HW) =S:f(v) + S,g(v)
dahil edelim. Bu durumda entropi kosulu,
a(k—u, fk) = fw),g(k) — g@w)) = 0
(=&Se =nSy)(k —u™) + S (f(K) = f(w)) + S, (gk) — gw™)) =
(—€Se = nSy) (ke = u™) + Sef (k) + Sy g(k) = Sef (™) = Spg(u™) =
= (=S¢ —nS,)(k —u) +H(k) —H@u™) >0

H(k)—H(u™)
(k—u")

= §S: + 1S, = axé +asy,
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Hu*)—-Hu")
ut—u-

(—&Se = nSy))w™ —u") +Se(f@w) — fFWh) +S,(gw) — gwh)) =0,
—({”Sse + nS,,)(u‘ —ut)+Hu)—-Hw") =0,

Hu ) —-H{")
(u= —ut)

= a,¢ + aszm,

H(k) —H(u") - Hwu ) —-H@")
k—u" —  (u—u")

olur. Bu kosula si¢rayis kosulu denir.
S(¢&,m) = 0 ylizeyinin denklemi (¢, 1) diizleminde & = % n= % olursa S (%,%) =0
olur. (x,y,t) diizleminde grad alirsak (S, Sy, S, ) normal vektor olur.

_ 0S5 0§ 0S 0On x y

1
=t actanar - ek TS = TS +nSy)
1 1 1
Sx=?5§; Sy=?577' ?(—555—175",5‘5’5")

Buldugumuz normal vektorii kullanarak Rankine-Hugoniot kosulunu,
a(ut —u™, f@h) - fF), gw*) — gw)),
(—&Se —nS,) (w* — u™ + Se[f1 + S, lg] — &Se[ul —nS, [ul + S¢[f1+ S, [g]) = 0
veya
Se([f1 — &[ul) + S, ([g] — nlul) = 0

seklinde buluruz. Buradan,

OS([f1 = &MuD _  95(g] —nlul)

d¢§ d¢§
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veya

9. —n n—-g,._

fl,_—¢& &—f",_
olur.
g _n-g',_
a §—f',_ (2.4)
Burada,
, gt —gu)
e (2.5)
, _fW)=fw)
= — (2.6)
olmaktadir.

2.2 Uc Parcah Sabit Riemann Coziimleri

Asagidaki problemi gz oniine alalim

ue + f,(w) + g, (w) =0 (2.7)
Baslangic kosulu,
(u,, 0<6<Z
| *1 2
ug(x,y) = {uz, §+ a<< %ﬂ (2.8)
Us, T<cp<om
2

olsun. Burada uq,u,,u; swasiyla (1,2,3) degerlerini alir ve 0 < a < % herhangi bir

acidir. (2.7) tiirtindan olan denklemlerin gergek ¢oziimlerinin bulunmasi [2], [5], [6], [18],
[19] gibi kaynaklarda incelenmistir. Problemin ¢dziimiintin varlik ve tekligi [3], [4], [7],
[17], [9] ve [10]°da incelenmistir.

S6z konusu problemlerin sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in [3], [9] vs. gibi
kaynaklarda sonlu farklar yontemi incelenmistir. Bilindigi {izere hatta bir boyutlu Riemann
probleminin baglangi¢ fonksiyonu yeteri kadar piiriizsiiz oldugu taktirde bile problemin
¢Ooziimii yeri dnceden bilinmeyen sicrayis noktalarma sahip olur. Yer degiskenlerinin

sayisinin iki oldugu durumda sigrayis noktalarmin sayist sonsuz sayida olabilir. Bu
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sigrayislardan hangisinin fiziksel anlamli oldugunu bilmek i¢in 6zel arastirmalar yapmak
gerekir. Boylelikle ¢ozlimde siireksizlik noktalar1 olan problemleri direkt sonlu farklara
ayriklagtirmak ¢oziimdeki sicrayisin bir ka¢ noktaya dagilmasina neden olabilir. Fakat,

sigrayis ¢Ozlimiin bir noktadaki ani degisimi olmaktadir.

Stireksiz fonksiyonlarla ¢alisma zorunlulugu ve olaym fiziksel 6zelliklerini diizgiin
ifade edebilen niimerik ¢6ziimiin bulunmasi i¢in makalede orijinal bir yontem Onerilmistir.
Bu amacla esas problemin ¢dziimiinde bulunmayan avantajlara sahip ve esas problemle
bilinen anlamda denk olan yardimci problemin sayisal ¢Oéziimiiniin bulunmasi icin
literatiirde 1y1 bilinen yontemlerin uygulanmasinda hi¢ bir sorun ¢itkmamaktadir. Yardimci
problemin niimerik ¢oziimii kullanilarak esas problemin de niimerik ¢dziimii kolaylikla

elde edilebilir.

Yukarida soyledigimiz gibi, (2.7), (2.8) probleminin siirekli ve tiim bagimsiz
degiskenlere gore diferansiyellene bilen klasik ¢6ziimii mevcut olmayabilir. Bu durumda

zayif ¢oziimii agagidaki sekilde tanimlanlayalim.

Tamm 3. R? X R* - R de tanimly, (2.7) kosulunu saglayan ve C* dan olan herhangi bir

@:R? X R* > R test fonksiyonu igin,

dp(x,y,t)  u*(x,y,t) (0p(x,y,t) 0p(x,y,t)
LZXR+{”(x’y’t) ot T 2 ( x| ay )dXdy

+ jR , o(x,y,0)ulx,y,0)dxdy =0 2.9)

integral esitligini koruyan u(x, y,t) fonksiyonuna (2.7), (2.8) probleminin zayif ¢6zimii

denir.

Zayif ¢oziimii elde etmek i¢in [13] - [16] takip edilerek (2.7) denklemini,
D,y = {—00 <& <x,—00 <7 <y}cR?

bolgesi lizerinde integrallersek,

o rx v 1 y x
| | wenodsans 5[ wenoan+ [ weyo)

— 00

1((” *
=§<_I uz(—oo,r,,t)dr/+j Lﬂ({j—oo,t)d{”)

— 0o

(2.10)
elde ederiz. Asagidaki fonksiyonu dahil edelim,
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X y
w(x,y,t)=j_ j_u(f"?'t)dfd” (2.11)

Kolayca gosterebiliriz ki,

Mw(x,y,t) = u(x,y,t) (2.12)
2
esitligi korunur. Burada M(.) = aax_;i seklinde diferansiyel operatordiir. (2.11) ve (2.12)

notasyonunda (2.1) denklemini,

w(x,y, 1/ (Y x
%-FE(]_OOUZ(X’)?J)CH,-'—j_oouz(g’y't)d$> _

1((” ¥
E(j uz (—OO, n, t)dT[ + j uz(g’ Fc t)d$>

_ (2.13)
seklinde yazabiliriz. (2.13) denklemi i¢in baslangi¢ kosulu,
w(x,y,0) = wy(x,y) (2.14)
olur. Burada w(x,y) fonksiyonu,
Mw, (x,y) = uo(x,y) (2.15)

denkleminin siirekli diferansiyellenebilen herhangi bir ¢6ziimii olarak tanimlanir. (2.13),

(2.14) problemine yardimc1 problem diyecegiz.

Yardimci problemin asagidaki avantajlar1 vardir:
e (2.13) denkleminin ¢oziimii olan w(x,y,t) fonksiyonunun diferansiyellenebilme
ozelligi u(x, y, t) fonksiyonunkinden fazladir.
e u(x,y,t) nin bulunmast icin onun hi¢ bir degiskene gore tiirevi
kullanilmamaktadir, zaten s6z konusu tlirevler mevcut da degildir.
Ayrica, (2.13) denklemi kullanilarak ¢ ye gore yiiksek dereceden sonlu farklar semasi
(6rnegin, Runge-Kutta yontemi) yazilabilir.
Simdi, (2.13), (2.14) probleminin niimerik ¢éziimiinii bulmak i¢in sonlu farklar

algoritmasini tiretelim. Bu amagla D, bélgesinin lizerine asagidaki gibi bir ag kuralim.
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3. NUMERIK ALGORITMA ve BILGISAYAR TESTLERI
Yukarida tiretilmis algoritma kullanilarak asagidaki bilgisayar testleri yapilmistur.
3.1 Adapte Olunabilen Ag ve Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sonlu Farklar

Problem (2.7), (2.8)’in niimerik ¢6ziimlerini bulmak i¢in simdi sonlu farklar

yontemini diizenleyelim.Bu amagla D,.,, domaini lizerinde bir ag yaratalim.

L herhangi pozitif yeterince biyiik bir sayr olmak sartiyla, D,y domaini

lizerinde uyarlanmis ag olustururuz. Bunun igin 6ncelikle oy ekseninde [—#,f] segmenti

iizerindeki ag1 belirleyelim.

] 24 .
yj=_g+]hy’hy=z, j=012,.... ,m}

Wp, = {y]'

Ondan sonra asagidaki gibi baslangi¢ fonksiyonuyla ox ekseni iizerinde bogum noktasi

uyarlayalim.

hy

Sekil 5

OAB dik iiggeninden A\ = h,ctanx alabiliriz. Simdi A" ‘y1 esit araliklarla

[—2,¢] arasin1 n alt araliklara bolelim.
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wh;a) { 1| = —f +]h(a), i=01,2, ...,n}

Wy @, = {(xi,yi)|xie Wp@,  Yj € why}

Simdi biz swrasiyla p ve q esit dilimlerinin iginde [x;,X;41] ve [V, Vi)

boliimlerine ayiralim.

Yukarida belirtilen hususlarda bahsedilen noktalarin semasi

Qi) — {& =x; + vhe, my =y +uhy; v=012,..,np, ©r=01.2,..,mq}

(hge.hy)
dir. Burada,
(@) h
_ _ _ _ My
Xy =$P Yu =Mud he = h, = L
Q(xlyl) r ( £,0)
(hghy) (hx'hy)
olmaktadir.

Once yardime1 problemin niimerik ¢dziimiinii bulalim. Bunun igin &nce (2.10)

esitligine dahil integraller asagidaki gibi dortlii formiille yazilmis olabilir.

X pi
j_gg(U( §,y,0))dé = hse;g (U(fv,yj, tk)),

| ai
jy;f(u(x,n, t))dn ~ h, Z f (U(xi,n,u tk)),
. L

[ utenvazan =, ZZU(xv,y,utk)

v=0 u=0

(2.10) esitligindeki bu ifadeler yerine yazilir, esitligin sonlu farklar sistemini asagidaki gibi

aliriz.
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i
0 Z Z (U0 Yo tisn) = Uy )] +
q.] p.l q.j
thy Y FUCT ) + he Y gUGE Y60 —hy Y FU(=o0,1m,,60) =
=1 v=1 u=1

p.i
he Y g(U(G,—e0,6)) = 0 o

Sistemdeki son esitlikten sunu aliriz,

i
Z Z U(xv'y;u tk+1)

v=1u=1

ZZ U0y ti) - glz £ (UG te) gzzgwm,y,.tk))

v=1u=

q.j p.i
+01 ) F(U(=20m06)) + 92 ) 9WU(E,=0,6))
=1 v=1

Burada,

91 = &,
y

Herhangi bir a;; sayilar1 igin,

i

j , . ,
Z Z i+ aw + avj + aiﬂ

esitligi gecerlidir. Bu esitligi kullanirsak,

i-1J-1 i-1

Ui,j,k+1 = - Z Z U(XU, y;u tk+1) - Z U(xv' yj' tk)
=1

v=1lpu v=1

i

j-1 .
Z U(xl,yﬂ te) + Z Z]: U(xv,y,u ty) _glqz:f(U(xi’mu tk))
V=1 =1 =1

u=1
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p.i q.j

p.i
~0: (V& t)) +ar Y £ (U(-mut)) + g2 Y. g(U (&, —o0,t))

v=1 p=1 v=1 (3.2)

elde ederiz.

Goriilityor ki, (3.2) agik bir semadir. Sayisal semanin sabitligi i¢in

<1

, T LT
max f'(u) @ t maxg (w) .
h,, y

ifadesini saglamalidir.
3.2 Bilgisayar Deneyleri

1. Baslangig¢ olarak asagidaki durumu ele alacagiz.
2
f(u)=g(u)=u7 Veu1=1r U, =2r u3=3

Bu durumda algoritma (3.2),

-1 J- i-1
l] k+1 = Z Z U(xv' Yu tk+1) - Z U(xv' Vi tk)
v=1p=1 v=1
Jj-1 i J q.i
Z U(xuyu t) + Z Z (xv,yﬂ, tx) %Z Uz(xun;u tk))
u= v=1p=1 =1

pi q.j
-5 2,0(0 i)+ 3 ) 1 (V=)
v=1 u=1

p.i
2 —_
+%Zg(U i oo’tk)), (i=12,..,n j=12,..,m)
(3.3)

seklini alir. (3.3) i¢in baslangi¢ kosullari,
U(&,nw8) =u;(§m)(v=12,..,np; u=12,..,mq) (34)

olur. Burada,
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ul OSQS?,

ui(x,y) =< 27T<9<4n

1 ’y uZ 3— —3r
4r

(U3 ?<9<2n

Boylece dikkat edilmesi gereken 6 durum vardir. Sekil 6 da verilmis olan (3.3) ve

(3.4) probleminin ¢éziimlerinin grafikleri elde edilmistir.

(1,2,3)
0.5 -
> Ot
-0.5 :
-0.5 0 0.5
X
Sekil 6 (a)
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(1,3,2)

0.5
O L
-0.5 :
-0.5 0 0.5
X
Sekil 6 (b)
(2,1,3)
0.5 -
0 /\\
-0.5 :
-0.5 0 0.5
X
Sekil 6 (c)
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-0.5 :
-0.5 0 0.5

X

Sekil 6 (d)

(3,1,2)
0.5 -
O L
-0.5 :
-0.5 0 0.5

X

Sekil 6 (¢)
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(3,2,1)

0.5
> Ot
-0.5 '
-0.5 0 0.5
X
Sekil 6 (f)

a) t =1 deki (1,2,3) baslangic kosullar1 ile iki sok bir seyrelti
b) t = 1deki (1,3,2) baslangic kosullar1 ile 3 sok

c) t =1 deki (2,1,3) baslangic kosullari ile bir sok iki seyrelti
d) t =1 deki (2,3,1) baslangi¢ kosullar ile iki sok bir seyrelti
e) t =1 deki (3,1,2) baslangic kosullar1 ile ii¢ seyrelti

f) t =1 deki (3,1,2) baslangic kosullari ile bir sok iki seyrelti
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4. SONUCLAR

1. Birinci basamaktan kuazi lineer denklem ic¢in yazilmis Cauchy probleminin tek

¢Ozlimiiniin varlig1 i¢in sigrayisin mevcut olma ve entropi kosullar1 incelenmistir.

2. Entropi ve Rankino-Hugoniot kosulu iki boyutlu korunum kurallar1 denklemi i¢in de

elde edilmistir.

3. Skaler korunum kurallar1 i¢in yazilmis kuazi lineer denklemin sayisal ¢oziimiiniin

bulunmasi i¢in siireksiz fonksiyonlar sinifinda orijinal algoritma tiretilmistir.

4. Onerilmis algoritmay1 kullanarak bilgisayar deneyleri de yapilmustir.
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