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ÖZ 

İKİ BOYUTLU RIEMANN PROBLEMİ İÇİN ÜÇ PARÇALI BAŞLANGIÇ 
FONKSİYONLU CAUCHY PROBLEMİNİN SAYISAL ÇÖZÜMÜ 

Bu tez, iki boyutlu uzayda skaler koruma kanunu için Riemann türünden başlangıç 

değer problemlerinin çözümünün incelenmesine adanmıştır. Spesifik örnekleri kullanarak 

hiperbolik korum kanunlarının çözümlerinde oluşan yeni fenomenler incelenmiştir. 

Literatürde viskozite yöntemine dayanan çok boyutlu skaler korum kurallarının çözümü 

için iyi varlık ve teklik teorileri bulunmaktadır, fakat bu yöntem süreksiz çözümlerin kalite 

yapısı hakkında az bilgi vermektedir. Bir boyutlu uzayda, meydana gelen nitel darbe 

olgusu Oleinik, Lax, Kruzkov, Volpert, Smoller, Gelfand ve Ballou tarafından 

açıklanmıştır ve sonuçlar regulerlik kuramları çerçevesine uyum sağlamaktadır. Olayın 

fiziksel özelliklerini düzgün ifade edebilen sayısal çözüm algoritmaları önerilmiş ve 

önerilen algoritmalar yardımıyla bir sıra bilgisayar testleri yapılmıştır. Burada çözülen 

örnekler, iki boyutlu uzaydaki denklemlerin çözümünde meydana gelen serpilme ve 

sıçrayış olayının yeni tipleri göstermektedir.  
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ABSTRACT 

THE NUMERICAL SOLUTION OF THE CAUCHY PROBLEM FOR TWO-

DIMENSIONAL RİEMANN PROBLEM WITH THREE-PIECE INITIAL 

FUNCTION  

This is a note about the solution of Riemann-type initial value problems for a single 

conservation law in two space dimensions. By using specific examples we exhibit new 

phenomena in the qualitative structure of solutions of hyperbolic conservation laws. There 

are good existence and uniqueness theories for the solution of a single conservation law in 

several spacedimensions based upon the viscosity method , but the method gives one little 

insight into the qualitative structure of the discontinuity set of solutions. In one space 

dimention , the qualitative shock phenomena which occur have been described by Gelfand 

and Ballou and fit into the framework of regularity theorems . The examples which we 

calculate here display new kinds of  “rarefaction”  phenomena which occur in the solution 

of equations in two space dimentions. 
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GİRİŞ 

ܴଷ(ݔ, ,ݕ (ݐ = ,ݔ)} ,ݕ ,ݔ)			,(ݐ (ݕ ∈ ܴଶ, ݐ ∈ [0,∞)} uzayını gösterelim ve ܴଷ(ݔ, ,ݕ  	(ݐ

de aşağıdaki şekilde yazılmış korunum kuralı denklemini 

ݑ߲
ݐ߲ +

߲
ଵݔ߲

൫ ଵ݂(ݑ)൯ +
߲
ଶݔ߲

൫ ଶ݂(ݑ)൯ = 0 (1.1) 

göz önüne alalım. Burada,  ݂ = ( ଵ݂, ଶ݂):ℝ → ℝଶ ’nın bazı özelliklere (bu özellikler daha 

sonra açıklanacaktır) sahip doğrusal olmayan fonksiyondur. Bu fonksiyona tezin sonraki 

kısımlarında akış veya durum fonksiyonu diyeceğiz. (1.1) cinsinden olan denklemler 

hidrodinamik, mekanik, geometrik vs. gibi bilim dallarında sıkça kullanılmaktadır. 

Sonuncu on yıllarda söz konusu denklem bilgi teknolojilerinde ve android telefonların 

işleme mekanizmlerinde genişçe kullanılmaktadır. (1.1) denklemi ݂ = ( ଵ݂): ℝ → ℝଵ 

olduğu durumunda literatürde hidrodinamiğin model denklemi olarak anılmıştır. Sadelik 

için ଵ݂ = ଶ݂ =
௨మ

ଶ
 olan durum incelenecektir. 

Konservatif kanunların hiperbolik sistemleri, bir kural olarak nonlineer 

denklemlerden oluştuğundan onların gerçek (analitik) çözümlerini elde etmek zor olmakta 

ve çoğu zaman da mümkün olmamaktadır. Bilindiği gibi hiperbolik tür denklemlerle ifade 

edilebilen problemlerde nonlineerlik çok değerlilik, "blow-up" (ıraksama) vb. özellikler 

oluşturmaktadır. Çözümde oluşan çok değerlilik fiziksel açıdan anlamsız olduğundan bu 

tür çözümleri, zayıf çözüm kavramları içermekle sürekli çok değerli çözümün yerine 

süreksiz fakat tek değerli çözüm haline getirmek mümkün olur. Bu işlem ise, süreksizlik 

noktalarını ne zaman ve nerede dahil etmek ve onun zaman evrimini incelemek gibi ek 

sorunlar yaratmaktadır. Bu tür özellikler, yani çözümde yeri önceden bilinmeyen sıçrayış 

noktalarının varlığı sayısal çözümlerin bulunması için de geleneksel klasik yöntemlerin 

direkt uygulanmasında zorluklar çıkarır. 

Bu nedenle de olayın fiziksel özelliklerini düzgün ifade edebilen çözümlerinin 

bulunması için hassas nümerik yöntemlere ihtiyaç duyulmaktadır. Süreksiz fonksiyonlarla 

çalışma zorunluluğu ve ayrıca problemin fiziksel özelliklerini tam olarak ifade edebilen 

çözümleri elde etme ihtiyacı, problemin doğasından oluşan özellikleri düzgün yansıtabilen 

ve çözümün doğal pürüzsüzlük derecesini de dikkate alabilen genelleştirilmiş  fonksiyonlar 

sınıfında yeni ve daha hassas çözüm yöntemlerinin üretilmesine neden olmuştur. 
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(1.1) denklemi için yazılmış başlangıç değer probleminin çözümünde çok önemli 

sonuçlar kronolojik olarak O. A. Oleinik, A. N. Tikhonov, A.A. Samarskii, P. Lax, O. A. 

Ladyjenskaya, I. M. Gelfand vs. tarafından elde edilmiştir.  

Bu bölümde kısaca olarak önce birinci mertebeden bir boyutlu denklem için mevcut 

olan teorik bilgiler  hatırlatılacaktır. Çünkü iki boyutlu denklem için oluşturulmuş teoriler 

bir boyutta olanların genelleşmesi olmaktadır.  

Kolaylık adına önce literatürden bazı (bir boyutlu denklem için) kavramları 

inceleyelim. 
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1. HİPERBOLİK TÜR DENKLEMLER İÇİN KARAKTERİSTİKLER YÖNTEMİ 

1.1. Riemann Problemi 

Aşağıdaki dalga denklemi göz önüne alalım 

ݑ߲
ݑ߲ + ݑ

ݑ߲
ݑ߲ = 0 (1.2) 

denklemine  

.ݔ)ݑ 0) =  (1.3) (ݔ)ݑ

başlangıç koşulunu ekleyelim. Burada ݑ(ݔ) tanım bölgesinde ölçülebilen sınırlı bilinen 

fonksiyon  olmaktadır. 

Adi diferansiyel denklemler teorisinden belli olduğu üzere (1.2) denklemi 

ݔ݀
ݐ݀ = ,ݑ

ݑ݀
ݐ݀ = 0 (1.4) 

denklemler sistemine denktir [14]. Karakteristikler yöntemini kullanarak (1.2),  (1.3) 

probleminin çözümünü  

,ݔ)ݑ  (ݐ = ݔ)ݑ −  (1.5) (ݐݑ

şeklinde elde ederiz. (1.5) türünden olan çözümlere yumuşak çözüm denir. Kolayca 

gösterile bilir ki, (1.5) kapalı fonksiyonu (1.2),  (1.3) probleminin çözümüdür fakat klasik 

çözümü deyildir. 

(1.2), (1.3) probleminin çözümünü dinamiğini incelemek için iki durumu göz önüne 

alalım: 

(ݔ)ݑ  = ቐ
1 − ,ଶݔ |ݔ| < 1

0										, |ݔ| ≥ 1
� (1.6) 

(ݔ)ݑ  = ൝
,ଵݑ ݔ < 0

,ଶݑ ݔ > 0
� (1.7) 

Görüldüğü gibi (1.6) başlangıç profili hem negatif, hem de pozitif eğime sahiptir. 
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Genelde, dalgaların karakteristik özelliği herhangi bir sinyalin herhangi bir ortamda 

sonlu hızla dağılmasıdır. Hiperbolik tür denklemlerle ifade edilen dalgalarda bu olay 

karakteristikler ile bağlı olmaktadır. (ݔ,  düzleminde her bir karakteristik x uzayında bir (ݐ

dalgayı ifade eder ve çözümün karakteristik üzerindeki değişmesi ise dalganın fiziksel 

dağılmasına karşılık gelir. Bu anlamda, (1.4) in birinci denklemi¸ şöyle yorumlanabilir: u 

nun çeşitli değerleri u hızı ile "dağılmaktadır". Dolayısıyla, problemin çözümünün grafiği 

herhangi bir t için başlangıç profilinin, yani ݑ(ݔ) eğrisinin herhangi bir noktasının ut 

kadar sağa kaydırılması ile elde edilmektedir öyle ki, bu mesafeler çeşitli ”u” lar için farklı 

olmaktadırlar. u > 0 olduğu durumda u nun büyük değerleri, u nun küçük değerlerine 

oranla daha hızlı dağılmaktadır. Bu da çözümün profilinde bir bozulmaya neden olur. u < 0 

olduğu durumda ise u’nun büyük değerleri küçük değerlerine oranla daha zayıf¸ şeklinde 

dağılmaktadır. Bu ise çözümün ox ekseninin negatif yönünde bozulmasına neden olur. 

Böylelikle dalganın x’e göre azalan fonksiyon olduğu bölgelerde kırılması kaçınılmazdır 

ve çözümde çok değerlilik ortaya çıkar. Kırılma (breaking) dalganın profilinde ilk kez dik 

teğetin oluştuğu ݐ = ܶ anında meydana çıkar. 

Klasik çözüm kavramını genişletmekle sürekli çok değerli çözümün yerine bir 

değerli fakat sıçrayışa sahip çözüm içermekle bu durumu kurtarmak mümkündür. 

Matematiksel genelleştirme S. L. Sobolev tarafından önerilmiş genelleştirilmiş veya zayıf 

çözüm yardımı ile gerçekleştirilir. 

Tanım 1.1. (1.3) koşulunu koruyan, (x, t) uzayının üst yarı kısmında her iki değişkene göre 

diferansiyellenebilen ve t +| x |’ nin büyük değerlerinde sıfır olan herhangi bir φ(ݔ,  temel(ݐ

fonksiyonları için, 

ඵ ቊφ୲(x, t)u(x, t) + φ୶(x, t)
uଶ(x, t)
2 ቋ dxdt + න u(x, 0)φ(x, 0)dx = 0	

ஶ

ିஶୈ
 

(1.8) 

integral eşitliğini sağlayan u(x, t) fonksiyonuna (1.2), (1.3) probleminin zayıf çözümü 

denir. 

,ݔ)ݑ  ve ௨ (ݐ
మ(௫,௧)
ଶ

 fonksiyonları sürekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar olduğunda  

(1.2), (1.3) ile (1.8) denklemleri denk olmaktadır. Genelde ise, (1.8) denklemini koruyan 

fonksiyonlar sınıfı (1.2), denklemini koruyan fonksiyonlar sınıfından daha geniş sınıf 

oluşturmaktadır. (1.8) denklemini koruyan fonksiyonlar süreksiz de olabilirler ve hatta 

onların diferansiyellenebilir olmaları istenmeyedebilir. (1.8) denklemini koruyan 

çözümlere (1.2), (1.3) probleminin genelleştirilmiş çözümü de denir. 
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(1.8) anlamında herhangi bir zayıf çözümün sürekli olduğu noktalarda (1.2) 

korunum kanununu korur. Dolayısıyla (ݑ, (ݑ)ܨ = ௨మ

ଶ
) vektör alanının ݔ)ݑ,  (ݐ

fonksiyonunun sürekli olduğu bölgeyi sınırlayan herhengi bir (ݔ,  düzlem eğrisinden (ݐ

geçmekte olan akışı sıfıra eşit olmaktadır. Söz konusu eğri ݔ)ݑ,  fonksiyonunun (ݐ

süreksizlik eğrilerini de içerisine aldığı takdirde, genelde bu tür korunum kanunu geçerli 

olamaz. Fakat (1.2) denkleminin herhangi bir parçalı sürekli ve parçalı pürüzsüz zayıf 

çözümleri için (1.8) anlamında integral eşitlik korunmaktadır. Zira (1.8) anlamında zayıf 

çözümün herhangi bir süreklilik eğrisi üzerinde Rankine-Hugoniot koşulu korunmaktadır 

ve bu da (1.8) denkleminin herhangi bir parçalı sürekli çözümünün (1.2) nin de korunması 

için hem gerek hem de yeter koşul oluşturmaktadır. 

,ݔ)ݑ ܦ fonksiyonu (1.2) denkleminin (ݐ ∈ 	ܴଶ bölgesinde koruyan herhangi bir 

parçalı sürekli çözümü olsun. Daha net olarak söylersek Γ eğrisi ܦ		bölgesini iki alt 

bölgeye böler ve her iki bölgede ݔ)ݑ,  ିݑ  eğrisi üzerinden geçtiğinde		fonksiyonunun  Γ (ݐ

ve  ݑା sol ve sağ limitleri mevcut olmaktadır. Bu tür süreksizliğe 1. tür süreksizlik denir. 

,ݔ)ݑ  de pürüzsüz zayıf çözüm olduğundan bu bölgelerde			ଶܦ	  ve			ଵܦ fonksiyonu (ݐ

(1.2) denklemini de korumaktadır yani klasik çözüm olmaktadır. ݔ)ݑ,  		fonksiyonunun Γ (ݐ

egrisi üzerinde hangi koşulu koruduğunu belirleyelim. 

Zayıf çözümün tanımına göre herhangi bir 		(ݔ, ௫ܩ	߳(ݐ 	,  noktaları için  	ܦ	߳		ܩ̅

,ݔ)߮ (ݐ = 0		olan ve herhangi bir ߮(ݔ,   test fonksiyonu için (ܦ)ஶܥ	߳	(ݐ

0 =ඵ ቊ߮ݑଵ +
ଶݑ

2 ߮௫ቋ ݐ݀ݔ݀ = ඵ ቊ߮ݑ௧ +
ଶݑ

2 ߮௫ቋ
భ∩ீ

 ݐ݀ݔ݀

+ඵ ቊ߮ݑ௧ +
ଶݑ

2 ߮௫ቋ
మ∩ீ

 ݐ݀ݔ݀

olmaktadır.		ݔ)ݑ, ௨				,(ݐ
మ

ଶ
		 ve ߮(ݔ, ଵܦ fonksiyonları (ݐ ∩ ଶܦ ve ܩ ∩  bölgelerinde sürekli 	ܩ

olduklarından yukarıdaki integrallerin her ikisine de kısmi integrasyon formülünü 

uygulayabiliriz. Söz konusu bölgelerin sınırları 	߲ܦ ve Γ, ayrıca ߮(ݔ,  fonksiyonu (ݐ

,ݔ)  üzere integraller de sıfıra eşit olmaktadır. Bu		ܦ߲  sıfıra eşit olduğundan ܩ߲		߳(ݐ

takdirde, 
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0 = −ඵ ௧߮ݑ} + {(ݑ)௫ܨ
భ∩ீ

ݐ݀ݔ݀ −ඵ ௧߮ݑ} + ݐ݀ݔ݀{߮(ݑ)௫ܨ
మ∩ீ

 

+න ൛ିݑ cos൫݊, ሬሬሬሬሬሬ⃗ݐ ൯ + )	cos(ିݑ)ܨ ሬ݊⃗ , ൟ߮݀ܵ(ݔ
∩ீ

 

+න ൛ݑା cos൫−݊, ሬሬሬሬሬሬ⃗ݐ ൯ + (ାݑ)ܨ cos(−݊, ሬሬሬሬሬሬ⃗ݔ )ൟ߮݀ܵ
∩ீ

 

= න ௧ݑ)} + ݐ݀ݔ݀{߮((ݑ)௫ܨ − න ௧ݑ} + ݐ݀ݔ݀{߮((ݑ)௫ܨ
మభ

 

−න ାݑ)} − )	cos(ିݑ ሬ݊⃗ , (ݐ + (ାݑ)ܨ) − )	cos((ିݑ)ܨ ሬ݊⃗ , ܵ݀߮{(ݔ


 

olur.  ݔ)ݑ,  bölgesinde klasik çözüm olduğundan		ଶܦ  ଵ  veܦ   fonksiyonunun her iki (ݐ

sonuncu ifade,  

න {[u] cos(nሬ⃗ , t) + [F(u)]cos	(nሬ⃗ , x)}


φdS = 0 
(1.9) 

şeklini alır. Burada  ሬ݊⃗ = (cos( ሬ݊⃗ , (ݐ , 	cos( ሬ݊⃗ ,  .olmaktadır ((ݔ

ݔ݀
ݐ݀ = −

)	ݏܿ ሬ݊⃗ , (ݐ
)	ݏܿ ሬ݊⃗ ,  (ݔ

ve   Γ		 keyfi olduğunu dikkate alırsak sonuncu eşitlikten,  

ݔ݀
ݐ݀ =

[(ݑ)ܨ]
[ݑ] =

(ାݑ)ܨ − (ିݑ)ܨ
ାݑ − ିݑ

 (1.10) 

elde ederiz. Bu eşitliğe Rankine-Hugoniot koşulu denir. 

Görüldüğü gibi Rankine-Hugoniot koşulu darbe dalgalarının ̇ݔ = ௗ௫
ௗ௧

 hareket hızını 

 .ile ilişkilendirmektedir		ାݑ ve 		ିݑ durum fonksiyonunun limit değerleri olan (ݑ)݂

(1.10) koşulunda ݑ± → olduğunda Γ ݑ = ,ݔ)} ݔ|(ݐ =  zayıf süreksizlik eğrisi {(ݐ)ݔ

üzerinde limit alırsak, 
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ݔ݀
ݐ݀ = ,ݔ)ݑ൫′ܨ  ൯ (1.11)(ݐ

elde ederiz yani zayıf süreksizlik karakteristik üzerinde dağılmaktadır. 

Görüldüğü gibi başlangıç fonkiyonu sürekli olduğu halde bile çözümde yeri 

önceden bilinmeyen sıçrayış mevcut olur. Başlangıç profilde sıçrayışın olduğu durumunda 

çözümün dağılım dinamiği nasıl olacak. Bu soruyu cevaplamak için aşağıdaki durumu 

inceleyelim, yani (1.2)  denklemini (1.7) koşulu çerçevesinde çözelim.  

(1.2),  (1.7) problemine Riemann problemi denir. Burada iki durum olabilir: 

 (i) uଵ < uଶ, 

 (ii) uଵ > uଶ  

Bilindiği üzere (1.2), (1.3) probleminin birden fazla da çözümü olabilir. Fiziksel gerçek 

çözümü bulmak için ek koşulun bulunması gerekmektedir. Böyle koşula entropi koşulu 

denir. 

1.2 Süreksizliğin Mevcut Olma Koşulu 

(1.2) denklemini, 

,ݔ)ݑ 0) = (ݔ)ݑ = ൝
ℎ(ݔ), |ݔ|	 < ݀

0,							 |ݔ| > ݀
� 

başlangıç koşulu çerçevesinde inceleyelim. Varsayalım ki, 

 Fᇱᇱ(u) > (u)ܨ			,0 	∈ 		 C୪୭ୡଷ    ve   u(x) 	∈ 	 Cଶ 

olsun. Şimdi sırf matematiksel düşüncelere dayanarak (1.2) denkleminin ݐ < ܶ değerleri 

için sürekli olan çözümünün özelliklerini araştıralım ve bu çözümün hangi ݐ = ܶ kritik 

değerlerinde bozulduğunu bulalım. 

ݖ = ,ݐ)௫ݑ  e göre diferansiyelleyelim’ݔ olsun ve (1.2)  denklemini (ݔ

∂
∂x ൬

∂u
∂x൰ + Fᇱᇱ(u) ൬

∂u
∂x൰

ଶ

+ Fᇱ(u)
∂ଶu
∂xଶ = 0 

ݖ =  ,௫ olduğunu dikkate alırsakݑ



8 
 

ݖ߲
ݐ߲ + ଶݖ(ݑ)ᇱᇱܨ + (ݑ)ᇱܨ

ݖ߲
ݔ߲ = 0 

veya 

0 ≥
ݖ߲
ݐ߲ + (ݑ)′ܨ

ݖ߲
 ݔ߲

buluruz.			ݔ = karakteristikleri üzerinde  ௗ௫ (ݐ)ݔ
ௗ௧
=   ,olduğundan  (ݑ)′ܨ

0 ≥
ݖ߲
ݐ߲ +

ݔ݀
ݐ݀

ݖ߲
ݔ߲ ≡

ݖ݀
ݐ݀ ⇒

ݖ݀
ݐ݀ ≤ 0 

 

dır. Yani 				ݖ = ,ݐ)  karakteristikler üzerinde artmayan fonksiyondur. Böylelikle  (ݔ

herhangi bir (ݐ, (ݔ ∈  ,için ்ܦ

	 z(t, x) = u୶(t, x) ≤ supuᇱ(x) = K			x ∈ R	 (1.12)	

olur.	ݑ௫(ݐ, ݐ					   fonksiyonunun   (ݔ = ܶ			değerleri için x ‘in tüm değerlerinde tanımlı 

olmadığı durumda (1.12)  ifadesini, 

,ݐ)ݑ (ଶݔ − ,ݐ)ݑ (ଵݔ
ଵݔ−ଶݔ

≤ ,ܭ ∀ ,ଵݔ  ଶݔ
(1.13) 

şeklinde yazalım. (1.13) denklemi			ݔଵ <  , ଶ olan durumlar içinݔ

,ݐ)ݑ (ଶݔ − ,ݐ)ݑ (ଵݔ ≤ ଶݔ)ܭ − ଶݔ ଵ) veݔ → ∗ݔ + ଵݔ			,  0 → ∗ݔ − 0 olmak üzere limite 

geçersek (burada ݔ∗, ,ݔ)ݑ ܶ) fonksiyonu için süreksizlik noktasıdır)				ݑ = ,ݐ)ݑ    (ݔ

fonksiyonunun,  

 uା = u(t, x∗ + 0) < ,t)ݑ x∗ − 0) = uି (1.14)	

parçalı sürekli fonksiyon olduğunu görebiliriz. (1.14) türünden olan eşitsizliğe sıçrayışın 

mevcut olma koşulu veya Oleinik koşulu denir, [12]. 

(ݑ)′′ܨ < 0 olduğu durumda ݑ =  değişken dönüşümü ile (3) denklemini			ݒ−

௧ݒ + ௫((ݒ)෨ܨ) = 0 şeklinde yazabiliriz. Burada ܨ෨(ݒ) ≡ (ݒ)ᇱᇱܨ dir.Ayrıca (ݒ−)ܨ− =

(ݒ−)ᇱᇱܨ− > 0   dır. Bu durumda süreksizliğin mevcut olma koşulu 			ݑା >  .olur ିݑ
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Sonuç olarak (ݑ)ܨ bükey fonksiyonu için çözümde sıçrayışın mevcut olma koşulu 

aşağıdaki gibi olmaktadır: 

(ݑ)ܨ	; fonksiyonu aşağı bükey (konkav) ise (örneğin (ݑ)ܨ .1 = ௨మ

ଶ
, ݁௨ , … )		 (1.2) 

denkleminin çözümünde  ିݑ >  ା  ya doğru sıçrayış mevcutݑ   den  	ିݑ ା  olduğundaݑ

olur. 

(ݑ)ܨ   yukarı bükey (konveks) fonksiyon ise (örneğin (ݑ)ܨ	.2 = ,ଶݑ− ln ݑ , … )  sıçrayış 

ିݑ	 <  .ା ya doğru mevcut olurݑ  den 	ିݑ		 ା olduğundaݑ	

Durum fonksiyonu konveks olmadığı durumunda aşağıdaki yöntem kullanılır. 

1.3 Suni Viskozite Yöntemi 

Bu tartışmalar doğrultusunda söz konusu bilgileri bükeyliği olmayan fonksiyonlar 

için geliştirebiliriz. Bu olayı detaylı bir şekilde inceleyebilmek için ideal ve reel gazların 

özelliklerine dayanarak fiziksel (daha doğrusu hidrodinamik) kavramlardan yararlanalım. 

Eğer ݔ = ,ݐ)ݑ herhangi bir boruda hareket eden parçacığın yörüngesi (ݐ)ݔ  (ݔ

fonksiyonu ise ݐ zamanda x noktasındaki parçacığın hızı olduğu takdirde 

(ݐ)ݔ̇ =
ݔ݀
ݐ݀ = ,ݐ)ݑ  ((ݐ)ݔ

veya 

(ݐ)ݔ̈ =
ݑ݀
ݐ݀  

olmaktadır. Eğer sabit hızlı akışları incelersek ௗ௨
ௗ௧
= 0 olur. Buradan Hopf  denklemini elde 

ederiz. 

İdeal gaz teorik olarak mevcut olmaktadır.Yani reel gazlarda vizkozite dikkate 

alınmazsa bu gaza bir  ideal  gaz gibi  bakabiliriz.		ߝ		ile reel gazın genleşme katsayısını 

gösterelim. Bu durumda viskozitedeki sürtünme kuvvetini , birim kütlede bulunan 	(ݐ)ݔ 

noktasında ki parçacığı etkileyen (belirli koşullar çerçevesinde) ݑߝ௫௫(ݐ,  .olarak alabiliriz (ݔ

Bu durumda, 

(ݐ)ݔ̈ =
ݑ݀
ݐ݀ =  ௫௫ݑߝ
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olur ve buradan Burgers denklemi olarak adlandırılan, 

 u୲ + uu୶ = εu୶୶	 (1.15)	

denklemini elde ederiz. 

Hopf denkleminin kabul gören tüm zayıf çözümleri ݑఌ(ݐ, ߝ çözümünün 	(ݔ → 0 

iken limit durumu olmaktadır. 

Önce Burgers denkleminin lineerleştirilmesi için bir yöntemi hatırlayalım. (1.15) 

denklemini, 

௧ݑ = ቆݑߝ௫ −
ଶݑ

2 ቇ
௫
 

olarak gösterebiliriz.	ܷ(ݐ,  ,ile aşağıdaki şekilde tanımlanan (ݔ

,ݐ)ܷ (ݔ = න ݔ݀ݑ + ቆݑߝ௫ −
ଶݑ

2 ቇ
(௧,௫)

(,)
 ݐ݀

potansiyel fonksiyonunu gösterelim. Kolayca gösterilebilir ki, ܷ(ݐ,  potansiyel (ݔ

fonksiyonu, 

U୲ +
ଵ
ଶ
U୶ଶ = εU୶୶  (1.15) 

denklemini korur ve burada ݑ = ௫ܷ 		olmaktadır. (1.15) denkleminde  ܷ =  	ݖ݈݊ߝ2−

değişken dönüşümü uygularsak, 

௧ܷ = ߝ2−
1
ݖ ௧ ௫ܷݖ = ߝ2−

1
ݖ ௫ ௫ܷ௫ݖ = ߝ2− ቀ

௫ݖ
ݖ ቁ௫

= −2ቆ
௫௫ݖݖ − ௫ଶݖ

ଶݖ ቇ 

 

buluruz. Bu ifadeler  (1.15) de yerine yazılırsa; 

−2ε
z୲
z +

1
2 ቀ−2ε

z୶
z ቁ

ଶ
= −2εଶ

zz୶୶
zଶ + 2εଶ

z୶ଶ

zଶ	

−2ε
z୲
z + 2εଶ

z୶ଶ

zଶ = −2εଶ
zz୶୶
zଶ + 2εଶ

z୶ଶ

zଶ	

olur ve buradan,  

			z୲ = εz୶୶  (1.16)  
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elde edilir. (1.16) denklemi 	ݐ)ݖ,  fonksiyonuna göre lineer ısı dağılım denklemi 	(ݔ

olmaktadır. Buradan ݑ = ௫ܷ = ߝ2− ௭ೣ
௭

 olduğu görülür. Şimdi 

 

u(t, x) = uା −
uା − uି

2
[1 + sgn(x − wt)] = ൝

uା			,				x < ݐݓ

uି			,			x > ݐݓ
� 

(1.17) 

fonksiyonunun  (1.2) denkleminin zayıf çözümü olduğunu varsayalım,  burada w-sabit 

ݐ > 0  olmaktadır. Bunun için gerek ve yeter koşul 			(ݐ)ݔ =  sıçrayış eğrisi üzerinde ݐݓ

Rankine-Hugoniot, 

ݓ =
ݔ݀
ݐ݀ =

(ାݑ)ܨ − (ିݑ)ܨ
ାݑ − ିݑ

 

koşulunun korunmasıdır. 

Şimdi (1.2) denkleminin çözümünün yapısını inceleyelim. Bunun için varsayalım 

ki, 				ݑఌ(ݐ,   ,(ݔ

 u୲க + (F(uக))୶ = εu୶୶				க  (1.18) 

denkleminin 		ݔ ≠ ,ݐ)ఌݑ olmak üzere noktasal çözümü olsun. (1.18) denkleminin		ݐݓ  (ݔ

çözümünü  

uக(t, x) = v(ξ),				ξ =
x − wt
ε  (1.19) 

koşan dalga şeklinde arayacağız. (1.19) ifadesi (1.18) de yerine konursa  ve 

u୲க = vᇱ(ξ)ξ୲ = vᇱ(ξ) ቀ−
w
ε ቁ,	 

u୶க = vᇱ(ξ)
1
ε 

	u୶୶க = 	v′′(ξ)
1
εଶ 

olduğu dikkate alınırsa, 

vᇱ(ξ) ቀ−
w
ε ቁ +

1
ε
(f(v))ᇱ = εv′′

1
εଶ	
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veya 

 −wvᇱ(ξ) + ൫f(v)൯
ᇱ
= vᇱᇱ (1.20) 

sonucu elde edilir. 

Diğer taraftan da 				ݑఌ = ݒ ቀ௫ି௪௧
ఌ
ቁ nun (1.18) eşitliğiyle tanımlanan çözüme 

noktasal olarak (ݔ ≠  fonksiyonunun ݒ		 olmak üzere) yaklaşabilmesi yalnız ve yalnız ݐݓ

aşağıdaki koşulları  

 v	(−∞) = uି		, 	v(+∞) = uା (1.21) 

sağladığı takdirde gerçekleşebilir. (1.20) yı integrallersek; 

ݐݓ− + (ݒ)ܨ = ᇱݒ +  ܥ

veya  

 vᇱ = ℘(v) + C (1.22) 

olarak elde ederiz.Burada,  

(ݒ)℘ = ݒݓ− +  (ݒ)ܨ

ve ܥ herhangi bir sabit olmaktadır. 

(1.22) otonom denkleminin  (1.21) koşulunu koruması için gerekli ve yeterli koşul 

aşağıda verilmiştir: 

  ା özel noktalarında (1.22) dekleminin sağ tarafı sıfıra dönüşür, yaniݑ ve ିݑ			.1

(ିݑ)℘ + ܥ = (ାݑ)℘ + ܥ = 0 

olur. Böylece ℘(ିݑ) =   koşulu (ାݑ)℘

(ିݑ)ܨ − ିݑݓ = (ାݑ)ܨ −  ାݑݓ

olup bu ifade Rankine-Hugoniot koşuluyla çakışır. 

  ା arasında başka özel nokta yoksa ,  söz konusu aralıktaݑ  ve  ିݑ		 .2

(ݒ)℘ − (ିݑ)℘ = (ݒ)℘ −  (ାݑ)℘
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ifadesi, 

a)		ିݑ <  artar yani  (ߦ)ݒ ା  olursa pozitiftir. Bu durumdaݑ

 ℘(v) − ℘(uି) > ݒ∀			0 ∈ (uି, uା),					uି < uା (1.23) 

b) 		ିݑ >  azalır yani   (ߦ)ݒ ା olduğunda negatiftir. Bu durumdaݑ

 ℘(v) − ℘(uି) < ݒ∀			0 ∈ (uି, uା),					uି > uା (1.24) 

Bu koşullar korunduğu takdirde bizi ilgilendiren çözüm, 

න
ݒ݀

(ݒ)℘ − (ିݑ)℘
= ߦ − ߦ

௩

௩బ
 

şeklinde yazılır ve burada 				ݒ =
௨శି௨ష

ଶ
   olmaktadır. (1.23) ve (1.24)  koşulları sıçrayışın 

varlık koşullarının analitik yazılım formudur. 

Şimdi bu koşulların geometrik anlamını verelim. Bunun için, 

(ݒ)℘ = (ݒ)ܨ −   ifadesini (1.23) ve (1.24) de yerine yazarsak ݐݓ

(ݒ)℘ − (ିݑ)℘ = (ݒ)ܨ − ݐݓ − (ିݑ)ܨ) − (ିݑݓ > 0, ݒ ∈ ,ିݑ)  (ାݑ

yani, 		ିݑ <   ା  olduğu takdirdeݑ

(ݒ)ܨ − (ିݑ)ܨ > ݒ)ݓ − ݒ∀				,(ିݑ ∈ ,ିݑ)  (ାݑ

elde ederiz. 		ିݑ >    olduğu durumda ise	ାݑ

(ݒ)ܨ − (ାݑ)ܨ > ݒ)ݓ − ݒ∀				,(ାݑ ∈ ,ାݑ)  (ିݑ

alırız. Rankine-Hugoniot koşulunu dikkate alırsak, 		ݑଵ <  ,ା olduğudaݑ

(ݑ)ܨ − (ିݑ)ܨ
ݑ − ିݑ

> ݓ =
(ାݑ)ܨ − (ିݑ)ܨ

ାݑ − ିݑ
ݑ∀				, ∈ ,ିݑ)  ା) (1.25)ݑ

olur veya 		ݑଵ >  ାݑ

(ݑ)ܨ − (ାݑ)ܨ
ݑ − ାݑ

< ݓ =
(ାݑ)ܨ − (ିݑ)ܨ

ାݑ − ିݑ
ݑ∀				, ∈ ,ାݑ)  (ିݑ
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buluruz. Rankine-Hugoniot koşulunun geometrik anlamını gösterebilmemiz için  (ݑ)ܨ 

fonksiyonunun grafiğini çizelim. 

 

 Şekil 1  

 (1.25) koşulunun anlamı şudur: ܥℎ kirişinin eğim açısı 		(ିݑ, ,ାݑ) ve ((ିݑ)ܨ  ((ାݑ)ܨ

noktalarını birleştiren doğrunun eğim açısından küçük olmaktadır. Böylelikle 		(ݑ)ܨ 

fonksiyonunun (ିݑ,  .ℎ kirişinin üzerinde olmaktadır, Şekil 1ܥ ା) aralığındaki grafiğiݑ

Benzer şekilde (1.26) koşulunun anlamı da 	(ݑ)ܨ	fonksiyonunun (ݑା,  (ିݑ

aralığındaki grafiği ܥℎ kirişinin altında olmasıdır, Şekil 2. 

Sonuç olarak, (1.2) denkleminin ݐ)ݑ,  ା ya doğru sıçrayışınݑ den ିݑ		 çözümünde (ݔ

olması için (x’in artan tarafında), aşağıdaki sıçrayışın mevcut olma koşullarını elde ederiz. 

a)		ିݑ < ,ିݑ] fonksiyonunun  (ݑ)ܨ		 ା olduğundaݑ ,ିݑ) ା] aralığındaki grafiğiݑ  ve ((ିݑ)ܨ

,ାݑ)  .noktalarını birleştiren kirişin üstünde yerleşmesi gerekmektedir ((ାݑ)ܨ

b)		ିݑ > ,ାݑ]  fonksiyonunun (ݑ)ܨ ା olduğunda iseݑ ,ାݑ) aralığındaki grafiği  [ିݑ  ((ାݑ)ܨ

ve (ିݑ,  .noktalarını birleştiren kirişin altında yerleşmesi gerekmektedir  ((ିݑ)ܨ

 ݑ

 (ݑ)݂

 (ݑ)݂

 ℎܥ

 (ାݑ)݂

 (ିݑ)݂

 +ݑ −ݑ
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Şekil 2 

Örnek 1. Kolayca gösterilebilir ki, 

ݑ߲
ݐ߲ + ݑ

ݑ߲
ݔ߲ = 0, 

,ݔ)ݑ 0) = (ݔ)ݑ = ൝
ݔ				,			0 < 0,

ݔ				,				1 > 0
� 

örneğinin, 

,ݔ)ݑ (ݐ = ൞

0, ݔ							 < 0,
ݔ
ݐ 0 < ݔ < 1,
1, ݔ								 > 	ݐ

� 

çözümü için entropi koşulu bozulur çünkü ܨᇱ(ିݑ) = 0,			ܷ = ଵ
ଶ
 ve 		ܨᇱ(ݑା) = 1 

olduğundan (1.25) koşulu korunmamaktadır. Fakat, 

ݑ߲
ݐ߲ + ݑ

ݑ߲
ݔ߲ = 0, 

,ݔ)ݑ 0) = (ݔ)ݑ = ൝
ݔ							,1 < 0,

ݔ								,0 > 0
� 

 ݑ

 (ݑ)݂

 (ݑ)݂

 ℎܥ
 (ିݑ)݂

 (ାݑ)݂

 ାݑ ିݑ
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örneğindeki problemde ܨᇱ(ିݑ) = 1,				ܷ = ଵ
ଶ
 ve 		ܨᇱ(ݑା) = 0 olduğundan entropi koşulu 

sağlanmaktadır. 

Yukarıda (1.25) ve (1.26) koşuluna neden entropinin artma koşulu denmektedir. 

Bilindiği gibi nonlineer denklemlerle ifade edilebilen fiziksel süreçler zaman bakımından 

geriye dönemezler. 

ݑ߲
ݐ߲ + ݑ

ݑ߲
ݔ߲ = 0 

Hopf denklemi herhangi bir hortumda akan gazın hareketini ifade edebilen en basit 

bir model olmaktadır. Daha detaylı modellerde basınç fonksiyonu , gazın sıkıştırılabilirliği 

varsayımında ise yoğunluk fonksiyonları da yer almaktadır. Gazın durumunu ifade 

edebilen bu büyüklükler yardımıyla ܵ entropi fonksiyonu oluşturulur ki, sözkonusu 

fonksiyon darbe dalgasından geçtiğinde zamana göre azalmamaktadır yani; 

 ܵା = ,ݔ)ܵ ݐ + 0) ≥ ܵି = ,ݔ)ܵ ݐ −  (ܧ) (0

dır. Tersinmezliği ifade edebilen bu eşitsizliklere “Entropinin artma eşitsizliği” denir. 

Örneğin Hopf denklemiyle ifade edilebilen hidrodinamik modellerde entropi 

fonksiyonu olarak kinetik enerji, 

,ݔ)ܵ (ݐ =
1
ݑ2

ଶ(ݔ,  (ݐ

kabul edilebilir. 

Gösterelim ki, gerçekten de darbe dalgasından geçtiğinde (ܧ) koşulu 

korunmaktadır  

ݑ߲
ݐ߲ + ݑ

ݑ߲
ݔ߲ = 0 

denklemi için Rankine-Hugoniot koşulu 

ିݑ − ାݑ
2 =

ݔ݀
ݐ݀  

olur. 
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Şekil 3 

 

Şekil 4 

aşağı bükey hal fonksiyonları için ise sıçrayışın mevcut olma koşulu, 

ିݑ − ାݑ > 0 

olmaktadır. 

ௗ௫
ௗ௧
> 0  olduğu takdirde ܵି =

௨శమ

ଶ	
 ve ܵା =

௨షమ

ଶ	
 oluyor. Sonuncu eşitsizliği ௨షି௨శ

ଶ
 ile 

çarparsak,  

௨షమି௨శమ

ଶ
> 0 veya ܵି < ܵା olduğunu elde ederiz. Benzer yolla ௗ௫

ௗ௧
< 0  olduğunda ise  

 ݔ

 ݐ

ܵି 

ܵା 
 ିݑ

 ାݑ

ݔ݀
ݐ݀ < 0 

 ݔ

 ݐ

ܵି 

ܵା 
 ିݑ

 ାݑ

ݔ݀
ݐ݀ > 0 
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ܵି =
ଶିݑ

2 <
ାଶݑ

2 = ܵା 

olduğunu görebiliriz. 

 u୲ + F୶(u) = 0 (1.27) 

denkleminin geriyedönmezliğini gösterebilen diğer bir fonksiyon da fiziksel sistemin 

toplam kinetik enerjisi, 

(ݐ)ܧ = න
1
ݑ2

ଶ(ݔ, ݔ݀(ݐ
ஶ

ିஶ
 

olabilir. 

Yukarıda ispatlandığı gibi (1.27) denkleminin pürüzsüz başlangıç verileri 

çerçevesinde (örneğin sonlu taşıyıcıya sahip olan) 		[0, ܶ) zaman aralığında klasik ve 

herhangi bir ݐ ≤ ܶ ler içinse sonlu taşıyıcıya sahip ݔ)ݑ,  .çözümü mevcut olmaktadır  (ݐ

(1.27) denklemini ݑ  ile çarparsak, 

߲
ݐ߲ ቆ

ଶݑ

2 ቇ +
߲
ݔ߲ ቆ

න ߟ݀(ߟ)ᇱܨߟ
௨(௫,௧)


ቇ = 0 

elde ederiz. Sonuncu denklemin 		ݔ	߳	(−∞,∞)	  olmak üzere integrallersek, 

ܧ݀
ݐ݀ = −ቌቆන ߟ݀(ߟ)ᇱܨߟ

௨(௫,௧)


ቇ ቮ

ݔ = +∞
ݔ = −∞ = 0ቍ	 

alırız. Dolayısıyla ݐ ≤ ܶ olduğu sürece 			(ݐ)ܧ = ݐܾ݅ܽݏ =  olur, yani çözümde hiçbir (0)ܧ

özellik oluşmadığı sürece toplam kinetik enerji sıfıra eşit olur. 

Şimdi varsayalım ki ݐ > ܶ olsun ve (1.27) nin zayıf çözümünü  

௧ఌݑ + ௫((ఌݑ)ܨ) = ௫௫ఌݑߝ  

denkleminin (1.2) başlangıç koşulu çerçevesinde  ܮଶ(ܴ)  anlamında ߝ → 0  limit olarak 

düşünelim.Sonuncu denklemi 		ݑఌ ile çarparak ve 	߳ݐ	0], ܶ)		aralığında ݑఌ ௫ఌݑ			, ௫௫ఌݑ			,  

fonksiyonlarının 		ݔ → ±∞ olduğunda düzgün sıfıra yaklaştığı varsayımı çerçevesinde 

integrallersek, 
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݀
ݐ݀
න

ଶ(ఌݑ)

2

ஶ

ିஶ
ݔ݀ = −ቆන ߟ݀(ߟ)ᇱܨߟ

௨ഄ(௫,௧)


ቤ
ݔ = +∞
ݔ = −∞ቇ + 

ߝ න 
1
2
௫௫(ଶ(ఌݑ)) − ଶ൨(௫ఌݑ) ݔ݀ ≤ −ቆන ߟ݀(ߟ)ᇱܨߟ

௨ഄ(௫,௧)


ቤ
ݔ = +∞
ݔ = −∞ቇ +

ஶ

ିஶ
 

ߝ�
2 ݑ)

ఌ)௫ଶቚ
௫ୀିஶ

௫ୀஶ
= 0 

elde ederiz. Nihayet ߝ → 0  için limit alırsak, 

ܧ݀
ݐ݀ ≤ 0 

olduğunu elde ederiz. 

Dolayısıyla darbe dalgalarının mevcut olduğu durumda toplam kinetik enerji ciddi 

olarak negatif olur, yani kinetik enerji disipatif etkisini gösterir (kinetik enerji darbe 

dalgası üzerinde kısmen ısı enerjisine dönüşür) Bundan dolayı da bu tür fiziksel olaylarda 

geriyedönmezlik (tersinmezlik) sözkonusu olmaz. 

Entropi koşulu tanımlamanın ikinci yolu biraz daha zor olmaktadır, çünkü bu 

yaklaşım korunum kanunları ve fiziksel sistemin çözümleri ile ilişkili iki tane entropi 

fonksiyonu seçilmesiyle bağlı olmaktadır. Sözkonusu çifti sırasıyla ܵ =  entropi (ݑ)ܵ

fonksiyonu  ve 		Φ = Φ(ݑ)  entropi akış fonksiyonu olarak gösterelim. Amacımız (1.27) 

denklemini koruyan pürüzsüz  ݔ)ݑ,  ,fonksiyonu için		(ݐ

∂S(u)
∂t +

∂Φ(u)
∂x = 0 (1.28) 

denklemini koruyan ܵ = Φ		 ve (ݑ)ܵ = Φ(ݑ) fonksiyonlarının bulunmasıdır. Varsayalım 

ki,				ܵᇱᇱ ≥ 0		 Bu yaklaşımın dahil edilmesi ve gereklilikliği sonra daha iyi anlaşılacaktır. 

Böylelikle  eklenilen korunum kanununun da entropinin korunması koşulunu sağlayacağını 

göreceğiz. 

(1.28) denklemini konservatif olmayan 

Sᇱ(u)
∂u
∂t + Φᇱ(u)

∂u
∂x = 0 (1.29) 

şeklinde yazalım. (1.28)  denkleminin pürüzsüz çözümü de ; 
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ݑ߲
ݐ߲ + (ݑ)ᇱܨ

ݑ߲
ݔ߲ = 0 

denklemini korumaktadır. Sonuncu denklemi 			ܵᇱ(ݑ)	  ile çarparsak ; 

ܵᇱ(ݑ)
ݑ߲
ݐ߲ + ܵᇱ(ݑ)ܨᇱ(ݑ)

ݑ߲
ݔ߲ = 0 (1.30) 

elde ederiz. (1.29) ve (1.30) denklemlerinden  ܵ = Φ		   ve  (ݑ)ܵ = Φ(ݑ)  fonksiyonlarının 

aşağıdaki  

(ݑ)ᇱߔ = ܵᇱ(ݑ)ܨᇱ(ݑ) (1.31) 

eşitliğini sağladığı görülmektedir. Skaler korunum kanunları için  (1.31) denkleminin 

birden fazla çözümü olmaktadır. 

Not 1. (1.27) (ݑ)ܪ  denkleminin (ݑ)ܨ durum fonksiyonu ile 	(ݑ)ܨ =  şeklinde  (ݑ)′ܪ

bağlı olan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde entropi fonksiyonları olarak ଵܵ(ݑ) =
ଵ
ଶ
 ଶ| veݑ|

Φଵ(ݑ) = (ݑ)ܨݑ − 			 alabiliriz. Böylelikle (1.27) korunum kanunu (ݑ)ܪ ଵܵ(ݑ) entropi 

fonksiyonu ve   Φଵ(ݑ)		entropi akış fonksiyonlarını oluşturmaktadır. Sade hesaplama yolu 

ile 

Φᇱ(ݑ) = ܵᇱ(ݑ)ܨᇱ(ݑ)						 

olduğu da görülmektedir. Örneğin, 

ݑ߲
ݐ߲ + ݑ

ݑ߲
ݔ߲ = 0 

Hopf denklemi için (ݑ)ܪ = ௨య


 olduğundan entropi akış fonksiyonu Φଵ(ݑ) =

௨య

ଷ
 olur. 

Amacımız entropi ve entropi akış fonksiyonlarını incelediğimiz başlangıç değer 

probleminin doğru çözümünün seçilebilmesi için kullanmaktır. 

Teorem 1. Varsayalım ki (1.27)  korunum kuralı  		ܵ ≥ 0		ve  ܵ		 konveksi ile ilgili 

herhangi bir entropinin korunum kuralına sahiptir. Eğer  ݑ		modifiye olunmuş (1.18)  

denkleminin  ߝ → 0		olduğundaki limit fonksiyonu ise sözkonusu  ݑ,	 

(ݑ)߲ܵ
ݐ߲ +

߲Φ(ݑ)
ݔ߲ ≤ 0 (1.32) 

eşitsizliğini sağlamaktadır. 

İspat. (1.32) eşitsizliğini ispatlamak için yalnız pozitif test fonksiyonlarını kullanacağız. 

Bu nedenle  (ݔ, ℝ	߳	(ݐ × ℝା  olmak üzere herhangi bir  
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,ݔ)߮ 		߳	(ݐ ቄܥ,ାଵ = ଵܥ ∪ ,ݔ)߮:߮} (ݐ ≥ 0}ቅ 

fonksiyonu için aşağıdaki 

න න ൛ܵ൫ݔ)ݑ, ,ݔ)൯߮௧(ݐ (ݐ + ,ݔ)ݑ൫ߔ ,ݔ)௫ߔ൯(ݐ ൟ(ݐ
ஶ

ିஶ

ஶ


ݐ݀ݔ݀ +න ܵ൫ݔ)ݑ, 0)൯߮(ݔ, ݔ݀(0 ≥ 0

ஶ

ିஶ
	

  (1.33) 

eşitsizliğinin korunmasını isteyelim. (1.18) denklemini ܵ′(ݑఌ) ile çarparsak, 

௧ఌݑ(ఌݑ)′ܵ + ௫((ఌݑ)ܨ)(ఌݑ)′ܵ − ௫௫ఌݑߝ(ఌݑ)′ܵ = 0 

veya 

 ௧ܵ(ݑఌ) + ܵᇱ(ݑఌ)ܨᇱ(ݑఌ)ݑ௫ఌ − ௫௫ఌݑ(ఌݑ)ᇱܵߝ = 0	 (1.34)	

elde ederiz. ܵ ve Φ fonksiyonları için 			Φᇱ(ݑఌ) = ௫ఌݑ(ఌݑ)ve Φᇱ (ఌݑ)′ܨ(ఌݑ)′ܵ = Φ௫(ݑఌ) 

olduğundan (1.34) denklemini, 

 ௧ܵ(ݑఌ) + (ఌݑ)௫ߔ − ௫௫ݑ(ఌݑ)ᇱܵߝ = 0 (1.35) 

şeklinde yazabiliriz. 

 ܵᇱ(ݑఌ)ݑ௫௫ఌ = (ܵᇱ(ݑఌ)௫)௫ − ܵᇱᇱ(ݑఌ)(ݑ௫ఌ)ଶ (1.36) 

olarak yazabiliriz.  

Şimdi (1.36) denklemini ߮(ݔ, ,ାଵܥ	߳	(ݐ  ile çarpıp ℝ × [0,∞) bölgesi üzerinde 

integrallersek, 

න න ,ݔ)߮ ௧(ఌݑ)ܵ](ݐ + Φ(ݑఌ)௫]
ஶ



ஶ

ିஶ
ݐ݀ݔ݀ = 

න න ,ݔ)߮ߝ (ݐ ቂ൫ܵᇱ(௨ഄ)ೣ൯௫ − ܵᇱᇱ(ݑఌ)(ݑ௫ఌ)ଶቃ
ஶ



ஶ

ିஶ
 ݐ݀ݔ݀

elde ederiz.			߮(ݔ,   fonksiyonu kompakt taşıyıcıya sahip oldğundan yukarıdaki ifadeyi (ݐ

න න ,ݔ)߮ ௧(ఌݑ)ܵ](ݐ +Φ(ݑఌ)௫]݀ݐ݀ݔ
்





ି
= 
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න න ߝ
்





ି
,ݔ)߮ ௫(௫(ఌݑ)ᇱܵ)](ݐ − ܵᇱᇱ(ݑఌ)(ݑ௫ఌ)ଶ]݀ݐ݀ݔ 

şeklinde yazabiliriz. Sol taraftaki integrallerden birincisine  ݐ  ye göre , ikincisine ise ݔ		 e 

göre kısmi integrasyon formülünü uygularsak, 

න ,ݔ)߮ 0)ܵ൫ݑఌ(ݔ, 0)൯݀ݔ −න න ߮௧(ݔ, ݐ݀ݔ݀(ఌݑ)ܵ(ݐ −
்





ି



ି
 

න න ߮௫(ݔ, (ݐ
்





ି
Φ(ݑఌ)݀ݐ݀ݔ = නߝ න ߮௫௫(ݔ, (ݐ

்





ି
ݐ݀ݔ݀(ఌݑ)ܵ − 

ߝ න න ,ݔ)߮ ݐ݀ݔଶ݀(௫ఌݑ)(ఌݑ)′′ܵ(ݐ
்





ି
 

buluruz. 

නߝ− න ,ݔ)߮ (ఌݑ)′′ܵ(ݐ
்





ି
ݐ݀ݔଶ݀(௫ఌݑ) ≤ 0 

eşitsizliğini elde ederiz. Şimdi entropi çözümü için ikinci tanımı verelim. 

Tanım 2. 

ඵ ቊ߮௧(ݔ, ,ݔ)ݑ(ݐ (ݐ + ߮௫(ݔ, (ݐ
,ݔ)ଶݑ (ݐ

2 ቋ


ݐ݀ݔ݀ + න ,ݔ)ݑ ,ݔ)߮(0 ݔ݀(0 = 0		
ஶ

ିஶ
 

integral eşitliğini ve herhangi bir 	ܵ entropi ve Φ			entropi akış fonksiyonu için (1.32) 

denklemini klasik anlamda ((1.33) ise zayıf anlamda) koruyan ݔ)ݑ,  çözümüne  2. entropi (ݐ

koşulunu koruyan çözüm denir. 

Bu tanımı kullanarak yukarıda incelediğimiz korunum kanunu için yazılmış 

başlangıç değer probleminin fiziksel yararlı çözümünün elde edilmesi için entropi ve 

entropi akış fonksiyonlarının nasıl şekilleneceğini gösterelim. 

Durum fonksiyonu (ݑ)ܨ		 konveks ve çözümünde zayıf sıçrayış olan (1.2) 

denklemini gözönüne alalım. 

Teorem 2. ܵ		 entropi fonksiyonunun ciddi konveks ve ݔ)ݑ,  çözümünün 2. entropi		(ݐ

koşulunu koruduğunu varsayalım. Bu takdirde ݔ)ݑ,  .fonksiyonu (1.2) denkleminin 2		(ݐ
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entropi koşulunu koruyan tek bir çözümü olmaktadır ve bu çözüm kaybolan suni 

viskoziteye sahip çözüm olmaktadır. 

Entropi ଵܵ(ݑ) =
ଵ
ଶ
(ݑ)ଶ| ve entropi akış fonksiyonları Φଵݑ| =

௨య

ଷ
		 olmak üzere; 

ݑ߲
ݐ߲ + ݑ

ݑ߲
ݔ߲ = 0 

denklemini, 

(ݔ)ݑ = ൝
1, ݔ < 0,

0, ݔ > 0
� 

başlangıç koşulu çerçevesinde gözönüne alalım.Yukarıda gösterildiği üzere bu problemin 

çözümü,  

,ݔ)ݑ (ݐ = ൞
1,

ݔ
ݐ < ܷ,

0,
ݔ
ݐ > ܷ

� 
(1.37) 

formülü ile tanımlanan ݔ)ݑ,  fonksiyonunun 2. entropi koşulunu koruyan çözümü		(ݐ

olduğunu gösterebilmek için aşağıdaki ifadeyi gözönüne alalım. 

න න ߮௧(ݔ, (ݐ ଵܵ(ݑ)݀ݐ݀ݔ + න න ߮௫Φଵ(ݑ)݀ݐ݀ݔ + න ,ݔ)߮ 0) ଵܵ(ݔ)ݑ, ݔ݀((0
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ



ஶ

ିஶ

ஶ


 

,ݔ)߮  nin sonlu taşıyıcıya sahip fonksiyon olduğunu dikkate alırsak sonuncu ifadeyi  (ݐ

න න ߮௧(ݔ, (ݐ
ଶ|ݑ|

2 ݐ݀ݔ݀ + න න ߮௫
ଷݑ

6



ି
ݐ݀ݔ݀ +

1
2
න ,ݔ)߮ ݔଶ݀ݑ(0


ି

்





ି

்


 

şeklinde yazabiliriz. (1.37) formülü ile tanımlanan  ݔ)ݑ,  nin ifadesi sonucu eşitlikte		(ݐ

yerine konursa, 

න න ߮௧(ݔ, (ݐ
1
2 ݐ݀ݔ݀ +

න න ߮௫
1
6

ଵ
ଶ

ି
ݐ݀ݔ݀ +

1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(0


ି

்



ଵ
ଶ

ି

்


 

elde edilir. Elde edilen ifadede 1. integrali, 

1
2
න න ߮௧(ݔ, ݐ݀ݔ݀(ݐ +

1
2
න න ߮௧

ଵ
ଶ


ݐ݀ݔ݀

்





ି

்
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şeklinde yazıp , integralleme sırasını değiştirir ve integralleme işlemlerini gerçekleştirirsek, 

ቌ
1
2
න ,ݔ)߮ (ݐ


ି
ቮ
ݐ = ܶ
ݐ = 0 ݔ݀ +

1
2
න ,ݔ)߮ (ݐ ฬ

ݐ = ܶ
ݐ = ݔ2

�
்
ଶ


ݔ݀ +

1
6
න ,ݔ)߮ (ݐ ቮ

ݔ = 1
2

ݔ = −ܽ ݐ݀ +
�

்


ቍ 

1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(0 =

1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(ܶ −

1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(0 +

1
2



ି



ି



ି
න ,ݔ)߮ ݔ݀(ܶ −
்
ଶ


 

1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(ݔ2 +

1
6
න ߮ ൬

ݐ
2 , ൰ݐ ݐ݀ −

1
6
න ߮(−ܽ, ݐ݀(ݐ + න ,ݔ)߮ ݔ݀(0 =



ି

்



்



்
ଶ


 

−
1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(0 −

1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(ݔ2 +

1
6
න ߮ ൬

ݐ
2 , ൰ݐ

்



்
ଶ





ି
ݐ݀ + 

1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(0 =

1
12

න ߮(
ݐ
2 , ݐ݀(ݐ

்





ି
 

elde ederiz. 

Yukarıda gösterildiği gibi ݔ)ݑ, ,ݔ)݂ problemin zayıf çözümü olmaktadır ve 		(ݐ  	(ݐ

lerin pozitif olduğu durumlarda sonuncu ifadenin sağ tarafı da pozitif olmaktadır. 

Dolayısıyla teorem ispatlanmış olur. Şimdi  

ݑ߲
ݐ߲ + ݑ

ݑ߲
ݔ߲ = 0 

denkleminin, 

,ݔ)ݑ 0) = ൝
0, ݔ < 0,

1, ݔ ≥ 0
� 

başlangıç şartını sağlayan, 

,ݔ)ݑ (ݐ = ൞
0, ݔ ≤

ݐ
2 ,

1, ݔ <
ݐ
2

� 
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çözümünün 2. entropi koşulunu koruyup korumadığını kontrol edelim. Bu durum için de 

entropi ve entropi akış fonksiyonlarını sırasıyla ଵܵ(ݑ) =
ଵ
ଶ
(ݑ) ve Φଵ		ଶ|ݑ| =

௨య

ଷ
		 olsun ve 

aşağıdaki, 

න න ߮௧(ݔ, (ݐ ଵܵ(ݑ)݀ݐ݀ݔ + න න ߮௫Φଵ(ݑ)݀ݐ݀ݔ + න ,ݔ)߮ 0) ଵܵ(ݔ)ݑ, ݔ݀((0
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ



ஶ

ିஶ

ஶ


 

ifadesini gözönüne alalım. 

,ݔ)߮ ,ݔ)ݑ nin sonlu taşıyıcıya sahip olduğunu ve (ݐ  nin ifadesini dikkate alırsak ’(ݐ

sonuncu ifadeyi, 

න න ߮௧(ݔ, (ݐ
,ݔ)ݑ| ଶ|(ݐ

2



ି

்


ݐ݀ݔ݀ + න න ߮௫(ݔ, (ݐ

,ݔ)ଷݑ (ݐ
3



ି

்


ݐ݀ݔ݀ + 

1
2
න ,ݔ)߮ 0)


ି
 ݔଶ݀ݑ

şeklinde yazabiliriz. ݔ)ݑ,  ,nin ifadesi yerine konulursa (ݐ

1
2
න න ߮௧(ݔ, ݐ݀ݔ݀(ݐ +

1
3
න න ߮௫݀ݐ݀ݔ +

1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(0






௧
ଶ

்





௧
ଶ

்


 

elde edilir. Birinci integrali iki integrale ayıralım. 

1
2
න න ߮௧(ݔ, ݐ݀ݔ݀(ݐ +

1
2
න න ߮௧݀ݐ݀ݔ +



்
ଶ

்



்
ଶ

௧
ଶ

்


 

1
3
න න ߮௫(ݔ, ݐ݀ݔ݀(ݐ



௧
ଶ

+
்



1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(0



 

1. integralde integralleme sınırlarının yerini değiştirirsek, 

1
2
න න ߮௧(ݔ, ݐ݀ݔ݀(ݐ +

1
2
න න ߮௧݀ݐ݀ݔ +

்





்
ଶ

ଶ௫



்
ଶ



1
3
න න ߮௫(ݔ, ݐ݀ݔ݀(ݐ



௧
ଶ

+
்


 

1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(0



=
1
2
න ,ݔ)߮ (ݐ ฬ

ݐ = ݔ2
ݐ = 0 ݔ݀ +�

்
ଶ



1
2
න ,ݔ)߮ (ݐ ฬ

ݐ = ܶ
ݐ = 0 ݔ݀ +

�


்
ଶ
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1
3
න ,ݔ)߮ (ݐ อ

ݔ = ܽ
ݔ = ݐ

2
ݐ݀ +�

்



1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(0



=
1
2
න ,ݔ)߮] (ݔ2 − ,ݔ)߮ ݔ݀[(0 +
்
ଶ


 

1
2
න ,ݔ)߮] ܶ) − ,ݔ)߮ ݔ݀[(0 +

1
3
න ߮(ܽ, (ݐ − ߮ ൬

ݐ
2 , ൰൨ݐ ݐ݀ +

்





்
ଶ

1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(0



= 

1
2
න ,ݔ)߮ ݔ݀(ݔ2 −

1
3
න ߮ ൬

ݐ
2 , ൰ݐ ݐ݀ = −

1
6
න ,ݔ)߮ ݔ݀(ݔ2
்



்



்
ଶ


 

olur. Görüldüğü gibi bu durumda teorem geçerli olmamaktadır. 

  ,fonksiyonunun konveks olduğu durumda (ݑ)ܨ 

ାݑ = ,ݐ)ݑ ∗ݔ + 0) < ,ݐ)ݑ ∗ݔ − 0) =  ିݑ

sıçrayışın mevcut olma koşulu, 

ݔ)ݑ + ܽ, (ݐ − ,ݔ)ݑ (ݐ
ܽ ≤

ܧ
ݐ , ܽ > 0, ݐ > 0 (1.38) 

koşuluna denk olmaktadır. Burada ܧ, ,ݔ ,ݐ ܽ ya bağlı olmayan bir büyüklük olmaktadır. 

Gerçekten de  ݑᇱ(ݔ) ≥ 0	 olduğunda  

௫ݑ =
ᇱݑ

1 + ݐᇱᇱܨᇱݑ
, (ݑ)′′ܨ ≤ 0 

olduğu takdirde  (ݔ)′ݑ ≤ 0 ve (ݑ)′′ܨ > 0 ise 

௫ݑ ≤
ᇱݑ

ݐᇱᇱܨᇱݑ
=

1
ݐ′′ܨ ≤

ܧ
ݐ  

olmaktadır. Burada ܧ = ଵ
ிᇱᇱ

 dir. 
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2. İKİ BOYUTLU KORUNUM KURALLARI İÇİN RIEMANN PROBLEMİ 

2.1 Entropi Koşulu 

Bu bölüm bir boyutlu problemde olduğu gibi bazı kavramlar içerir. Bir boyutlu 

Burgers denkleminde olduğu gibi (1.1) denklemini, 

 u୲ + f୶(u) + g୷(u) = ε൫u୶୶ + u୷୷൯ (2.1) 

şeklinde yazalım. ߝ → 0 + Altını çizelim ki bizim amacımız (2.1) denklemini çözmek 

değil onun genel özelliklerini incelemektir. 

 .ile çarpalım  (ݑ)′߮  herhangi bir fonksiyon olsun ve (2.1) denklemini (ݑ)߮

௧ݑ(ݑ)′߮ (ݑ)′߮+ ௫݂(ݑ) + (ݑ)௬݃(ݑ)′߮ = ௫௫ݑ൫(ݑ)′߮ߝ +  ௬௬൯ݑ

߮ᇱ(ݑ)ݑ௧ =
(ݑ)߲߮
ݐ߲  

olduğundan, 

∂φ(u)
∂t + φᇱ(u)f ᇱ(u)u୶ + φᇱ(u)gᇱ(u)u୷ = εφᇱu୶୶ + εφ′u୷୷ (2.2) 

(ݑ)ܨ = න߮ᇱ(ݑ). ݂ᇱ(ݑ).  ݑ݀

(ݑ)ܩ = න߮ᇱ(ݑ)݃ᇱ(ݑ)݀ݑ 

işaret edelim. 

(߮ᇱ(ݑ)ݑ௫)௫ = ߮′௫ݑ௫  ௫௫ݑ(ݑ)′߮+

ifadesini dikkate alarak, 

߮ᇱ(ݑ)ݑ௫௫ = (߮ᇱ(ݑ)ݑ௫)௫  ௫ଶݑ(ݑ)′′߮−

߮ᇱ(ݑ)ݑ௬௬ = (߮ᇱ(ݑ)ݑ௬)௬  ௬ଶݑ(ݑ)′′߮−

olur. Buradan,  

(ݑ)߲߮
ݐ߲ +

(ݑ)ܨ߲
ݔ߲ +

(ݑ)ܩ߲
ݕ߲ = ௫(௫ݑ(ݑ)ᇱ߮)ߝ −߮ᇱᇱ(ݑ)ݑ௫ଶ + ௬൯௬ݑ(ݑ)൫߮ᇱߝ − ߮ᇱᇱ(ݑ)ݑ௬ଶ 
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veya 

∂φ(u)
∂t +

∂F(u)
∂x +

∂G(u)
∂y = −εφᇱᇱ(u)൫u୶ଶ + u୷ଶ൯ + εቆ

∂ଶφ
∂xଶ +

∂ଶφ
∂yଶቇ 

(2.3) 

olur. Şimdi (2.3) denklemini 			ݔ)ߨ, ,ݕ (ݐ 	 ∈ ଵ((0,∞)ܥ	 × ܴଶ)  fonksiyonu ile çarpıp 

integrallersek, 

නߨቆ
(ݑ)߲߮
ݐ߲ +

(ݑ)ܨ߲
ݔ߲ +

(ݑ)ܩ߲
ݕ߲ ቇ݀ݐ݀ݕ݀ݔ = ߝ න߮ߨᇱᇱ൫ݑ௫ଶ + ௬ଶ൯ݑ ݐ݀ݕ݀ݔ݀ − 

ߝ ௫௫߮)(ݑ)߮∫ + ߮௬௬)݀ݐ݀ݕ݀ݔ  

alırız. 

,ݔ)ఌݑ ,ݔ)ݑ		 ଵ deܮ		 denkleminin çözümleri ise ve (2.1) (ݐ  limitine sahipse  (ݐ

herhangi bir konveks 		ߨ  fonksiyonu için sonuncu eşitlikten ߝ → 0 +  ya limit alırsak, 

൬න߮(ݑ)ߨ௧ + ௫ߨ(ݑ)ܨ + ௬)൰ߨ(ݑ)ܩ ≥ 0 

olur. 

Süreksizlik yüzeyinin denkleminin  ܵ(ߦ, (ߟ = 0  olduğunu varsayarsak, 

ߙ = ,ଵߙ) ,ଶߙ (ଷߙ = కܵߦ) − ఎܵߟ , ܵక , ܵఎ) 

olur. 

(ߥ)ܪ = ܵక݂(ߥ) + ܵఎ݃(ߥ) 

dahil edelim. Bu durumda entropi koşulu, 

൫݇ߙ − ,ିݑ ݂(݇) − ,(ିݑ)݂ ݃(݇) − ൯(ିݑ)݃ ≥ 0 

൫−ܵߦక − ݇)ఎ൯ܵߟ − (ିݑ + ܵక൫݂(݇) − ൯(ିݑ)݂ + ܵఎ൫݃(݇) − ൯(ିݑ)݃ = 

൫−ܵߦక − ݇)ఎ൯ܵߟ − (ିݑ + ܵక݂(݇) + ܵఎ݃(݇) − ܵక݂(ିݑ) − ܵఎ݃(ିݑ) = 

= ൫−ܵߦక − ݇)ఎ൯ܵߟ − (ିݑ + (݇)ܪ − (ିݑ)ܪ > 0 

(݇)ܪ − (ିݑ)ܪ
(݇ − (ିݑ ≥ కܵߦ + ఎܵߟ = ߦଶߙ +  ,ߟଷߙ
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(ାݑ)ܪ − (ିݑ)ܪ
ାݑ − ିݑ , 

൫−ܵߦక − ିݑ)ఎ൯ܵߟ − (ାݑ + ܵక൫݂(ିݑ) − ൯(ାݑ)݂ + ܵఎ൫݃(ିݑ) − ൯(ାݑ)݃ = 0, 

−൫ܵߦక + ିݑ)ఎ൯ܵߟ − (ାݑ + (ିݑ)ܪ − (ାݑ)ܪ = 0, 

(ିݑ)ܪ − (ାݑ)ܪ
ିݑ) − (ାݑ = ߦଶߙ +  ,ߟଷߙ

(݇)ܪ − (ିݑ)ܪ
݇ − ିݑ ≥

(ିݑ)ܪ − (ାݑ)ܪ
ିݑ) − (ାݑ  

olur. Bu koşula sıçrayış koşulu denir. 

,ߦ)ܵ (ߟ = 0 yüzeyinin denklemi (ߦ, ߦ düzleminde (ߟ = ௫
௧
ߟ	 = ௬

௧
 olursa ܵ ቀ௫

௧
, ௬
௧
ቁ = 0 

olur. (x,y,t) düzleminde grad alırsak ( ௧ܵ , ܵ௫ , ܵ௬) normal vektör olur. 

௧ܵ =
߲ܵ
ߦ߲ .

ߦ߲
ݐ߲ +

߲ܵ
ߟ߲ .

ߟ߲
ݐ߲ = −

ݔ
ଶݐ ܵక −

ݕ
ଶݐ ܵక = −

1
ݐ కܵߦ) +  (ఎܵߟ

ܵ௫ =
1
ݐ ܵక 	,						ܵ௬ =

1
ݐ ܵఎ , 

1
ݐ కܵߦ−) − ,ఎܵߟ ܵక , ܵఎ) 

Bulduğumuz normal vektörü kullanarak Rankine-Hugoniot koşulunu, 

ାݑ൫ߙ − ,ିݑ (ାݑ)݂ − ,(ିݑ)݂ (ାݑ)݃ −  ,൯(ିݑ)݃

൫−ܵߦక − ାݑఎ൯൫ܵߟ − ିݑ + ܵక[݂] + ܵఎ[݃] − [ݑ]కܵߦ − [ݑ]ఎܵߟ + ܵక[݂] + ܵఎ[݃]൯ = 0 

veya 

ܵక([݂] − ([ݑ]ߦ + ܵఎ([݃] − ([ݑ]ߟ = 0 

şeklinde buluruz. Buradan, 

߲ܵ([݂] − ([ݑ]ߦ
ߦ݀ = −

߲ܵ([݃] − ([ݑ]ߟ
ߦ݀ , 

ߟ݀
ߦ݀ =

[݃] − [ݑ]ߟ
[݂] − [ݑ]ߦ =

൬[݃][ݑ] − ൰ߟ [ݑ]

൬[݂][ݑ] − ൰ߦ [ݑ]
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veya 

݃ᇱାି − ߟ
݂ᇱାି − ߦ =

ߟ − ݃ᇱାି
ߦ − ݂ᇱାି

 

olur. 

ߟ݀
ߦ݀ =

ߟ − ݃ᇱାି
ߦ − ݂ᇱାି

 
(2.4) 

Burada, 

݃ᇱାି =
(ାݑ)݃ − (ିݑ)݃

ାݑ − ିݑ  (2.5) 

݂ᇱାି =
(ାݑ)݂ − (ିݑ)݂

ାݑ − ିݑ  (2.6) 

olmaktadır. 

2.2 Üç Parçalı Sabit Riemann Çözümleri 

Aşağıdaki problemi göz önüne alalım 

௧ݑ  + ௫݂(ݑ) + ݃௬(ݑ) = 0 (2.7) 

Başlangıç koşulu, 

,ݔ)ݑ	  (ݕ =

⎩
⎪
⎨

⎪
,ଵݑ⎧ 0 ≤ ߠ ≤ గ

ଶ
+ ܽ	

,ଶݑ
గ
ଶ
+ ܽ < ߠ ≤ ଷగ

ଶ

,ଷݑ
ଷగ
ଶ
≤ ߠ ≤ 					ߨ2

� (2.8) 

olsun. Burada ݑଵ, ,ଶݑ ଷ sırasıyla (1,2,3) değerlerini alır ve 0ݑ < ߙ <	 గ
ଶ
 herhangi bir 

açıdır.	(2.7) türündan olan denklemlerin gerçek çözümlerinin bulunması [2], [5], [6], [18], 

[19] gibi kaynaklarda incelenmiştir. Problemin çözümünün varlık ve tekliği [3], [4], [7], 

[17], [9] ve [10]’da incelenmiştir. 

 Söz konusu problemlerin sayısal çözümlerinin bulunması için [3], [9] vs. gibi 

kaynaklarda sonlu farklar yöntemi incelenmiştir. Bilindiği üzere hatta bir boyutlu Riemann 

probleminin başlangıç fonksiyonu yeteri kadar pürüzsüz olduğu taktirde bile problemin 

çözümü yeri önceden bilinmeyen sıçrayış noktalarına sahip olur. Yer değişkenlerinin 

sayısının iki olduğu durumda sıçrayış noktalarının sayısı sonsuz sayıda olabilir. Bu 
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sıçrayışlardan hangisinin fiziksel anlamlı olduğunu bilmek için özel araştırmalar yapmak 

gerekir. Böylelikle çözümde süreksizlik noktaları olan problemleri direkt sonlu farklara 

ayrıklaştırmak çözümdeki sıçrayışın bir kaç noktaya dağılmasına neden olabilir. Fakat, 

sıçrayış çözümün bir noktadaki ani değişimi olmaktadır. 

 Süreksiz fonksiyonlarla çalışma zorunluluğu ve olayın fiziksel özelliklerini düzgün 

ifade edebilen nümerik çözümün bulunması için makalede orijinal bir yöntem önerilmiştir. 

Bu amaçla esas problemin çözümünde bulunmayan avantajlara sahip ve esas problemle 

bilinen anlamda denk olan yardımcı problemin sayısal çözümünün bulunması için 

literatürde iyi bilinen yöntemlerin uygulanmasında hiç bir sorun çıkmamaktadır. Yardımcı 

problemin nümerik çözümü kullanılarak esas problemin de nümerik çözümü kolaylıkla 

elde edilebilir. 

Yukarıda söylediğimiz gibi, (2.7), (2.8) probleminin sürekli ve tüm bağımsız 

değişkenlere göre diferansiyellene bilen klasik çözümü mevcut olmayabilir. Bu durumda 

zayıf çözümü aşağıdaki şekilde tanımlanlayalım. 

Tanım 3. ܴଶ × ܴା → ܴ de tanımlı, (2.7) koşulunu sağlayan ve ܥஶ dan olan herhangi bir 

߮:ܴଶ × ܴା → ܴ test fonksiyonu için, 

න ቊݔ)ݑ, ,ݕ (ݐ
,ݔ)߲߮ ,ݕ (ݐ

ݐ߲ +
,ݔ)ଶݑ ,ݕ (ݐ

2 ൬
,ݔ)߲߮ ,ݕ (ݐ

ݔ߲ +
,ݔ)߲߮ ,ݕ (ݐ

ݕ߲ ൰ቋ݀ݕ݀ݔ
ோమ×ோశ

 

+න ,ݔ)߮ ,ݕ ,ݔ)ݑ(0 ,ݕ ݕ݀ݔ݀(0 = 0
ோమ

 
(2.9) 

integral eşitliğini koruyan ),,( tyxu  fonksiyonuna (2.7), (2.8) probleminin zayıf çözümü 

denir. 

Zayıf çözümü elde etmek için [13] - [16] takip edilerek (2.7) denklemini, 

௫௬ܦ = {−∞ < ߦ < ∞−,ݔ < ߟ < {ݕ ⊂ ܴଶ 

bölgesi üzerinde integrallersek, 

߲
ݐ߲
න න ,ߦ)ݑ ,ߟ ߟ݀ߦ݀(ݐ +

1
2ቆ

න ,ݔ)ଶݑ ,ߟ ߟ݀(ݐ
௬

ିஶ
+න ,ߦ)ଶݑ ,ݕ ߦ݀(ݐ

௫

ିஶ
ቇ

௬

ିஶ

௫

ିஶ
 

=
1
2ቆ

න ,∞−)ଶݑ ,ߟ ߟ݀(ݐ
௬

ିஶ
+ න ,∞−,ߦ)ଶݑ ߦ݀(ݐ

௫

ିஶ
ቇ 

(2.10) 

elde ederiz. Aşağıdaki fonksiyonu dahil edelim,  
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,ݔ)ݓ ,ݕ (ݐ = න න ,ߦ)ݑ ,ߟ ߟ݀ߦ݀(ݐ
௬

ିஶ

௫

ିஶ
 

(2.11) 

Kolayca gösterebiliriz ki, 

,ݔ)ݓܯ ,ݕ (ݐ = ,ݔ)ݑ ,ݕ  (2.12) (ݐ

eşitliği korunur. Burada ܯ(. ) = డమ(.)
డ௫డ௬

 şeklinde diferansiyel operatördür. (2.11) ve (2.12) 

notasyonunda (2.1) denklemini, 

,ݔ)ݓ߲ ,ݕ (ݐ
ݐ߲ +

1
2ቆ

න ,ݔ)ଶݑ ,ߟ ߟ݀(ݐ
௬

ିஶ
+ න ,ߦ)ଶݑ ,ݕ ߦ݀(ݐ

௫

ିஶ
ቇ = 

1
2ቆ

න ,∞−)ଶݑ ,ߟ ߟ݀(ݐ
௬

ିஶ
+න ,∞−,ߦ)ଶݑ ߦ݀(ݐ

௫

ିஶ
ቇ 

(2.13) 

şeklinde yazabiliriz. (2.13) denklemi için başlangıç koşulu,  

,ݔ)ݓ ,ݕ 0) = ,ݔ)ݓ  (2.14) (ݕ

olur. Burada w(x, y) fonksiyonu, 

,ݔ)ݓܯ (ݕ = ,ݔ)ݑ  (2.15) (ݕ

denkleminin sürekli diferansiyellenebilen herhangi bir çözümü olarak tanımlanır. (2.13), 

(2.14) problemine yardımcı problem diyeceğiz. 

 

Yardımcı problemin aşağıdaki avantajları vardır: 

 (2.13) denkleminin çözümü olan ݔ)ݓ, ,ݕ  fonksiyonunun diferansiyellenebilme (ݐ

özelliği ݔ)ݑ, ,ݕ  .fonksiyonunkinden fazladır (ݐ

 ݔ)ݑ, ,ݕ  nin bulunması için onun hiç bir değişkene göre türevi (ݐ

kullanılmamaktadır, zaten söz konusu türevler mevcut da değildir. 

Ayrıca, (2.13) denklemi kullanılarak t  ye göre yüksek dereceden sonlu farklar şeması 

(örneğin, Runge-Kutta yöntemi) yazılabilir. 

Şimdi, (2.13), (2.14) probleminin nümerik çözümünü bulmak için sonlu farklar 

algoritmasını üretelim. Bu amaçla ܦ௫௬ bölgesinin üzerine aşağıdaki gibi bir ağ kuralım. 
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3. NÜMERİK ALGORİTMA  ve BİLGİSAYAR TESTLERİ 

Yukarıda üretilmiş algoritma kullanılarak aşağıdaki bilgisayar testleri yapılmıştır. 

3.1 Adapte Olunabilen Ağ ve Süreksiz Fonksiyonlar Sınıfında Sonlu Farklar 

 Problem (2.7), (2.8)’in nümerik çözümlerini bulmak için şimdi sonlu farklar 

yöntemini düzenleyelim.Bu amaçla ܦ௫௬ domaini üzerinde bir ağ yaratalım. 

 domaini (,ି)ܦ	 ,herhangi pozitif yeterince büyük bir sayı olmak şartıyla ܮ 

üzerinde uyarlanmış ağ oluştururuz. Bunun için öncelikle  oy ekseninde [−ℓ, ℓ] segmenti 

üzerindeki ağı belirleyelim. 

߱ = ൜ݕฬݕ = −ℓ + ݆ℎ௬	, ℎ௬ =
2ℓ
݉ 	, ݆ = 0,1,2,…… ,݉ൠ 

Ondan sonra aşağıdaki gibi başlangıç fonksiyonuyla ox ekseni üzerinde boğum noktası 

uyarlayalım. 

 

Şekil 5 

 OAB dik üçgeninden ℎ௫
(ఈ) = ℎ௬ܿݔ݊ܽݐ alabiliriz. Şimdi ℎ௫

(ఈ) ‘yı eşit aralıklarla 

			[−ℓ, ℓ] arasını ݊ alt aralıklara bölelim. 

B C 

 

 

 

 

 

 

 

 

  A 

ℎ௫ఈ  

ℎ௬ఈ  

 ߙ
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߱ೣ
(ഀ) = ቄݔቚݔ = −ℓ + ݆ℎ௫

(ఈ), ݅ = 0,1,2,… , ݊ቅ 

߱ೣ
(ഀ)

= ቄ(ݔ, ߱ೣ	߳	ݔ)ቚݕ
(ഀ) ,  ߱ቅ		߳		ݕ						

Şimdi biz sırasıyla  ve ݍ eşit dilimlerinin içinde [ݔ, ݕ] ାଵ] veݔ ,  [ାଵݕ

bölümlerine ayıralım. 

Yukarıda belirtilen hususlarda bahsedilen noktaların şeması 

Ω(,ആ)
(௫,௫శభ) = ൛ߦఔ = ݔ + ℎకߥ , ఓߟ		 = ݕ + ;ℎఔߤ ߥ	 = 0,1,2,… , ,݊ ߤ = 0,1,2,…  ൟݍ݉,

dır. Burada, 

ఔݔ = ,ఔߦ ఓݕ = ݍఓߟ ℎక =
ℎ௫
(ఈ)

 , ℎఎ =
ℎ௬
ݍ , 

ራΩ(,ആ)
(௫,௬)

,

= Ω(ೣ,)
(ିℓ,ℓ)  

olmaktadır. 

Önce yardımcı problemin nümerik çözümünü bulalım. Bunun için önce (2.10) 

eşitliğine dahil integraller aşağıdaki gibi dörtlü formülle yazılmış olabilir. 

න )ݑ)݃
௫

ିℓ
,ߦ	 ,ݕ ߦ݀((ݐ ≈ ℎక݃ቀܷ൫ߦఔ , ,ݕ ൯ቁݐ ,

.

ఔୀ

 

න ݂൫ݔ)ݑ, ,ߟ ߟ൯݀(ݐ ≈ ℎఎ
௬

ିℓ
݂ቀܷ൫ݔ, ఓߟ , ൯ቁݐ ,


ఓୀ

 

න න ,ߦ)ݑ ,ߟ ߟ݀ߦ݀(ݐ ≡ ℎ௫
(ఈ)

௬ೕ

ିℓ

௫

ିℓ
ℎ௬ܷ(ݔ௩ , ఓݕ , (ݐ



ఓୀ



ఔୀ

 

(2.10) eşitliğindeki bu ifadeler yerine yazılır, eşitliğin sonlu farklar sistemini aşağıdaki gibi 

alırız. 
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1
߬ ℎ௫

(ఈ)ℎ௬ൣܷ൫ݔ௩ , ఓݕ , ାଵ൯ݐ − ܷ൫ݔ, ,ݕ ൯൧ݐ


ఓୀଵ



ఔୀଵ

	+ 

	߬ℎఎ݂(ܷ(ݔ, ఓߟ , (ݐ
.

ఓୀଵ

) +	ℎక݃(ܷ(ߦఔ , ݕ , (ݐ
.

ఔୀଵ

) 		− ℎఎ݂(ܷ(−∞, ఓߟ , ݐ

.

ఓୀଵ

	) − 

ℎక݃൫ܷ(ߦఔ, −∞, )൯ݐ = 0	
.

ఔୀଵ

 
(3.1) 

Sistemdeki son eşitlikten şunu alırız, 

ܷ(


ఓୀଵ



ఔୀଵ

௩ݔ , ఓݕ , (ାଵݐ

= ܷ൫ݔ௩ , ఓݕ , ൯ݐ −	݃ଵ݂ቀܷ൫ݔ, ఓߟ , ൯ቁݐ − ݃ଶ݃(ܷ(
.

ఔୀଵ

.

ఓୀଵ



ఓୀଵ



ఔୀଵ

ఔߦ , ,ݕ ((ݐ

+ ݃ଵ݂ቀܷ൫−∞, ఓߟ , ൯ቁݐ + ݃ଶ݃(ܷ(
.

ఔୀଵ

.

ఓୀଵ

ఔߦ , −∞,  ((ݐ

Burada, 

݃ଵ =
߬ℎఎ
ℎ௫
(ఈ)ℎ௬

,				݃ଶ =
߬ℎక
ℎ௫
(ఈ)ℎ௬

 

Herhangi bir ܽ sayıları için, 

ܽ = 	ܽ 	+


ఓୀଵ



ఔୀଵ

	ܽఔఓ +	ܽఔ +ܽఓ

ିଵ

ఓୀଵ

ିଵ

ఔୀଵ

ିଵ

ఓୀଵ

ିଵ

ఔୀଵ

 

eşitliği geçerlidir. Bu eşitliği kullanırsak, 

ܷ ,,ାଵ = −ܷ൫ݔ௩ , ఓݕ , ାଵ൯ݐ −ܷ(ݔఔ, ,ݕ (ݐ
ିଵ

ఔୀଵ

ିଵ

ఓୀଵ

ିଵ

ఔୀଵ

 

−ܷ൫ݔ, ൯ݐ,ఓݕ
ିଵ

ఓୀଵ

+ܷ൫ݔ௩ , ఓݕ , ൯ݐ − ݃ଵ݂ቀܷ൫ݔ, ఓߟ , ൯ቁݐ
.

ఓୀଵ



ఓୀଵ



ఔୀଵ
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−݃ଶ݃ቀܷ൫ߦఔ , ݕ , ൯ቁݐ + ݃ଵ݂ቀܷ൫−∞, ఓߟ , ൯ቁݐ
.

ఓୀଵ

.

ఔୀଵ

+ ݃ଶ
݃൫ܷ(ߦఔ, −∞, )൯ݐ

.

ఔୀଵ

 
(3.2) 

elde ederiz. 

Görülüyor ki, (3.2) açık bir şemadır. Sayısal şemanın sabitliği için  , 

อmax݂′(ݑ)
߬
ℎ௫
(ఈ) (ݑ)′݃ݔܽ݉+

߬
ℎ௬
อ < 1 

ifadesini sağlamalıdır. 

3.2 Bilgisayar Deneyleri  

1. Başlangıç olarak aşağıdaki durumu ele alacağız. 

(ݑ)݂ = (ݑ)݃ = ௨మ

ଶ
		 ve ݑଵ = 1	, ଶݑ = 2	, ଷݑ		 = 3 

Bu durumda algoritma (3.2), 

ܷ ,,ାଵ = −ܷ൫ݔ௩ , ఓݕ , ାଵ൯ݐ −ܷ(ݔఔ, ,ݕ (ݐ
ିଵ

ఔୀଵ

ିଵ

ఓୀଵ

ିଵ

ఔୀଵ

 

−ܷ൫ݔ, ൯ݐ,ఓݕ
ିଵ

ఓୀଵ

+ܷ൫ݔ௩ , ఓݕ , ൯ݐ −
݃ଵ
2 ݂ ቀܷଶ൫ݔ, ఓߟ , ൯ቁݐ

.

ఓୀଵ



ఓୀଵ



ఔୀଵ

 

−
݃ଶ
2 ݃ቀܷଶ൫ߦఔ , ,ݕ ൯ቁݐ +

݃ଵ
2 ݂ ቀܷ൫−∞, ఓߟ , ൯ቁݐ

.

ఓୀଵ

.

ఔୀଵ

 

+
݃ଶ
2 ݃൫ܷଶ(ߦఔ , −∞, )൯ݐ

.

ఔୀଵ

,				(	݅ = 1,2,… , ݊; 		݆ = 1,2, … ,݉) 
(3.3) 

şeklini alır. (3.3) için başlangıç koşulları, 

 U൫ξ, ηஜ, θ൯ = uଵ൫ξ, ηஜ൯(ߥ = 1,2,… , ;݊ ߤ			 = 1,2, …  (3.4) (ݍ݉,

olur. Burada, 
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,ݔ)ଵݑ (ݕ =

⎩
⎪
⎨

⎪
ଵݑ⎧ 		0 ≤ ߠ ≤

ߨ2
3 ,

ଶݑ
ߨ2
3 ≤ ߠ ≤

ߨ4
3 ,

ଷݑ 	
ߨ4
3 ≤ ߠ ≤ ߨ2

� 

Böylece dikkat edilmesi gereken 6 durum vardır. Şekil 6 da verilmiş olan (3.3) ve 

(3.4) probleminin çözümlerinin grafikleri elde edilmiştir. 

 

Şekil 6 (a) 



38 
 

 

Şekil 6 (b) 

 

Şekil 6 (c) 
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Şekil 6 (d) 

 

Şekil 6 (e) 
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Şekil 6 (f) 

 

a)		ݐ = 1  deki  (1,2,3) başlangıç koşulları ile iki şok bir seyrelti 

b)		ݐ = 1	deki  (1,3,2)  başlangıç koşulları ile 3 şok 

c)		ݐ = 1  deki  (2,1,3) başlangıç koşulları ile bir şok iki seyrelti 

d)		ݐ = 1  deki  (2,3,1) başlangıç koşulları ile iki şok bir seyrelti 

e)		ݐ = 1  deki  (3,1,2) başlangıç koşulları ile üç seyrelti 

f)		ݐ = 1  deki  (3,1,2) başlangıç koşulları ile bir şok iki seyrelti 
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4. SONUÇLAR 

1. Birinci basamaktan kuazi lineer denklem için yazılmış Cauchy probleminin tek 

çözümünün varlığı için sıçrayışın mevcut olma ve entropi koşulları incelenmiştir. 

2. Entropi ve Rankino-Hugoniot koşulu iki boyutlu korunum kuralları denklemi için de 

elde edilmiştir. 

3. Skaler korunum kuralları için yazılmış kuazi lineer denklemin sayısal çözümünün 

bulunması için süreksiz fonksiyonlar sınıfında orijinal algoritma üretilmiştir. 

4. Önerilmiş algoritmayı kullanarak bilgisayar deneyleri de yapılmıştır. 
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