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ÖZ 
 

HAREKET EDEN İNCE FİLM DENKLEMİNİN FİZİKSEL PARAMETRELERE 

GÖRE AYRIKLAŞTIRILMASI VE SAYISAL ÇÖZÜMÜ 

 

Tezde dejenere olabilen dördüncü mertebeden ince film denklemini ifade eden 

parabolik tür denklem için yazılmış Cauchy probleminin sayısal çözümü için süreksiz 

fonksiyonlar sınıfında orijinal bir yöntem önerilmiştir.  

 Önce ince film denklemi fiziksel parametrelere göre ayrıklaştırılır. Elde edilen 

denklemlerin sayısal çözümlerini bulmak için esas problemde bulunmayan avantajlara sahip 

özel yolla yazılmış bir yardımcı problem dahil edilir ve söz konusu yardımcı problem 

kullanılarak problemin tüm özelliklerini düzgün ifade edebilen algoritmalar üretilimiştir. 

Nihayet, önerilen yöntemin etkinliğini göstermek için ikinci bölümde incelenen 

konvektif ve difüzyon terimli denklemler için bilgisayar testleri gerçekleştirilmiştir.  
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ABSTRACT 
 

SPLITTING OVER PHYSICAL PARAMETERS OF THE DRIVEN THIN FILM 

EQUATION AND ITS NUMERICAL SOLUTION 

 

In this thesis, an original method having some advantages over the main problem has 

been proposed for the numerical solution of fourth dimensional degenerate parabolic equation 

with Cauchy condition, describing thin film equation. 

 At first the thin film equation  is split over physical parameters. To find the numerical 

solution for this equations, a special auxiliary problem with some advantages over the main 

problem has been introduced and algorithms that describe all of the physical properties of the 

problem were created by using this auxiliary problem. 

 Finally, in order to demonstrate the effectiveness of the proposed method, some 

computer tests are conducted for the equations obtained in the second chapter with convective 

and diffusion terms. 
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1. GİRİŞ 

 
İnce sıvı filmler doğa ve teknolojinin birçok yerlerinde rastlanmaktadır ve bu yüzden birçok 

uygulamada onların dinamiğini anlamak önemlidir. Tipik ince film akışı,bir sıvı akışkana, 

genellikle uygulamalarda gaz ve çoğunlukla havaya maruz kalan, yüzey ile bir katı alt tabaka 

tarafından kısmen sınırlanmış sıvının yayılmasından oluşur. Tipik olarak, bir yöndeki H 

kalınlığı, diğer yönlerdeki karakteristik uzunluk ölçeği L den daha küçüktür ve akış dışarıdan 

bir zorlama etkisi altında (örneğin, yerçekimi, yüzey gerilim gradyentleri, bir döner alt tabaka) 

ağırlıklı olarak daha uzun boyutların biri yönünde gerçekleşir. Basit ve bariz bir 

örnek,yerçekiminin etkisi altında pencere camından aşağıya doğru bir(ince) yağmur 

damlasının akışıdır.Genellikle,alt katmana(yani, pencere camına)dik  doğrultulardaki akış hızı 

pencere camı boyunca ana akış hızından çok daha küçüktür. Bu tür akışları modelleme için en 

“doğru'' yaklaşım makroskopik momentum denklemi (örneğin, Newton tipi bir sıvı olması 

durumunda Stokes ya da Navier Stokes denklemleri) ile temin edilmektedir ve bu yaklaşım, 

her zaman ayrıntılı sayısal hesaplama içerir,[18], [19]. Burada ele alınan yaklaşım,∈≡ ܪ
ൗܮ   

küçük en-boy oranının varlığı momentum denklemlerini  nun kuvvetlerinde bir pertürbasyon 

serine açmaya faydalı olacaktır. Böyle yaparak,  analitik çözümün çoğunlukla mümkün 

olacağı avantajlı olan ince film ya da uzun dalga yaklaşımı olarak adlandırılan ifadeyi 

geliştireceğiz ve bunun mümkün olmadığı durumda ise indirgenmiş sayısal problem büyük 

ölçüde basitleştirilecektir. Bu yaklaşım klasik yağlama teorisi ile çok benzerdir ve bu nedenle 

yağlama yaklaşımı olarak da anılır, [14]. Bu yaklaşımın başarısı literatürde iyice 

belgelenmiştir ve bu başarının bir özelliği onun dayanıklılığı ve beklenen geçerlilik aralığının 

dış sınırları üzerindeki veya ötesindeki parametre rejimlerinde iyi sonuçlar (deneye uygun 

olarak) çıkarmak için yatkınlığıdır. Matematiksel açıdan ince film akışlarıyla ilgili tipik sorun, 

sıvının serbest yüzeyinin başlangıçta bilinmemesi ve çözümün bir parçası olarak belirlenmesi 

gerektiği gerçeğidir. 

 Pratikte İnce film modellerinin bir çoğunda yüzey gerilimi önemli bir rol oynar. 

Resmen küçük olduğunda bile, yüzey gerilimi genellikle şokların (film kalınlığında keskin 

sıçramaların) oluşumunu engelleyen önemli bir yumuşatma etkisine sahiptir. Burada 

yerçekimi, kompozisyonel(bileşimsel) değişiklikler ve alt katman (tabaka-altlık) enerjileri gibi 
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diğer etkileri de içeren düz ve eğimli yüzeyler üzerinde akışlar için matematiksel modeller 

verilecektir. Uygulama alanları boya ve diğer yüzey kaplamalarının akış davranışını, kimyasal 

ve nükleer reaktör tasarımını, tarımla ilgili kimyasal madde uygulamalarını, hem de kornea 

üzerindeki ve akciğerlerdeki ince filmleri içeren bir çok biyoakışkan uygulamalarını içerir. 

 Serbest yüzeye sahip iki boyutlu problemler için yağlama teorisinin asimptotik 

hesaplamaları yüzey gerilimi olmaksızın Benney tarafından, yüzey gerilimi içerildiği durumda 

Atherton ve Homsy tarafından verilmiştir. İnce film yaklaşımı newtonyen olmayan akışkanlar 

için de uygulanabilir ve literatürde bir çok örneği bulunmaktadır, [1], [4], [18]. 

 

1.1 Literatür Taraması ve Fiziksel Problemin Koyuluşu 
1R  ile bir boyutlu 1. Öklid uzayını gösterelim ve 1R  de aşağıdaki gibi yazılmış dördüncü 

mertebeden parabolik tür  

0)(
3

3
3 























x
uu

xx
uf

t
u                                                 (1.1) 

denklemini göz önüne alalım. Burada akış fonksiyonunu  
32)( uuuf                                                                          (1.2) 

şeklinde ele alacağız. 0),( txu  olmak koşuluyla filmin kalınlığını (thickness) gösterir. 

Fiziksel olarak, (1.1) denklemindeki akış terimi birbirlerine ters yönde etki yapan kayma 

yüzeyi ile graviteyi temsil eder. Difüzyon terimi ise yüzeysel gerginliği ifade etmektedir. 

Kayma yüzeyi sıcaklık veya gradiyent mesafesinden ya da dış kuvvetlerin (örneğin, rüzgar 

gibi) etkisiyle oluşabilir.  

(1.1) denklemi için aşağıdaki başlangıç koşulunu ekleyelim 

)()0,( 0 xuxu  .                                                                       (1.3) 

)(0 xu  in herhangi bir  ,  aralığında sonlu taşıyıcıya sahip bir fonksiyon ve  

Mdxxv =)(0






                                                                         (1.4)           

olduğunu varsayalım. Burada 0M  bilinen sabit bir sayıdır. Örnek olarak, 

a) 








,,0
,,1

)(
2

0




x
xx

xu  
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b) 












x
x

xu
,0

,,32
)(0  

göz önüne alacağız. 

 (1.1) denklemini çözmeden önce, onu fiziksel parametrelere göre, aşağıdaki 

 

0)(









x
uf

t
u    A)                                                                                                     (1.5)
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3
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x
uu

xt
u   B)

 
denklemlere parçalayalım. 

 

1.2 Sıçrayışın Mevcut Olma Koşulu 
Önce (1.5) denklemi için Cauchy problemini inceleyelim. Literatürden bilindiği üzere 

(1.5) denklemi hidrodinamiğin model denklemi veya genelleştirilmiş Hopf denklemi 

olmaktadır ve bir çok önemli problemlerin teorik incelenmesinin temelini oluşturur. Bu 

denklem literatürde 0)(  uf  (veya 0)(  uf ) olduğu durumda iyice incelenmiştir, [7], 

[15], [20]. 

 0)(  uf , 3)( locCuf  , 2
0 )( Cxu   olduğunu varsayalım ve “sırf matematiksel” 

düşüncelere dayanarak, (1.5) denkleminin sürekli çözümün Tt   değerleri özelliklerini 

araştıralım ve bu çözümün hangi kritik Tt   değerlerinde bozulduğunu bulalım. Tüm bular   

),( xtu  çözümün özellikleri karakterize eder. 

),( xtuz x  olsun ve  

0)(









x
uf

t
u                                                                                                              

denklemini x e göre diferansiyellersek 

0)( 
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x
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0)()( 2 







x
zufzuf

t
z , 

x
zuf

t
z







 )(0  



4 
 

elde ederiz. )(txx   karakteristikleri boyunca  ))(,( txtufx   olduğundan 

dt
dz

x
z

dt
dx

t
z









0
 
veya 0

dt
dz  

dır; yani, ),( xtz  karakteristikler boyunca artmayan fonksiyondur. Böylelikle 

 Ttxxt T  0,),(  için 

00 )('),(),( KxuSupxtuxtz
Rx

x 


                                                    (1.6) 

olur. ),( xtu x  fonksiyonu Tt   değerlerinde tüm x ler için tanımlı olmadığından, (1.6) ya 

denk olan formda yazalım.  

,),(),(
0

12

12 K
xx

xtuxtu





21 , xx                                                           (1.7) 

(1.7) türünden olan eşitsizliğe süreksizliğin mevcut olma koşulu (veya Oleinik koşulu) denir, 

20]. (1.7) den 21 xx   olan durumlar için )(),(),( 12012 xxKxtuxtu   ve 0*
2  xx , 

0*
1  xx  iken ( *x , ),( xTu  fonksiyonu için süreksizlik noktası olmaktadır) limite gerersek 

  uxtuxtuu )0,()0,( **                                                     (1.8) 

elde ederiz. (1.8) koşuluna parça-parça sürekli fonksiyonlar sınıfında tanımlanan ),( xtu  

fonksiyonu için herhangi bir  x noktasında süreksizliğin mevcut olması koşulu denir. 

  

  

(a) (b) 
Şekil 1. (a) Konkav durum , (b) Konveks durum 
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0)(  uf  olduğu durumda vu   değişken dönüşümü (1.5) denklemini  

  0)(~
 xt vfv  

denklemine dönüştürür. Burada )()(~ vfvf   dir, ayrıca 0)()(  vfvf  olmaktadır. 

Böylelikle, bu durum için süreksizliğin mevcut olma koşulu   uu  olur. Sonuç olarak, 

kabarık )(uf  fonksiyonu için sıçrayışın mevcut olma koşulu aşağıdaki gibi bulunur: 

Eğer )(uf  aşağıya kabarık (konkav) ise (örneğin, ,...,2)( 2 ueuuf  gibi), (1.5) 

denkleminin çözümünde u  den u  ya  doğru sıçrayış mevcut olur, yani   uu  dır. 

 )(uf  üste kabarık (konveks) fonksiyon ise (örneğin, ,...ln,)( 2 uuuf   gibi), bu 

taktirde sıçrayış u  den u  ya doğru mevcut olur, yani   uu  dır. 

 

1.3 Suni Viskozite (Özlülük) Yöntemi 
 

)(uf  nun kabarık fonksiyon olmadığı durumu incelemek için aşağıdaki halleri ele alalım. 

Eğer )(uf  kabarık fonksiyon olursa, onun grafiği ile kiriş arasındaki ilişkileri inceleyelim. 

1.   uu  olması hali. Bu durumda )(uf  grafiği  )(,  ufu  ve  )(,  ufu  

noktalarından geçen kiriş üstünde olamaz, Şekil 1a. 

2.   uu  olması hali. Bu durumda )(uf  grafiği kirişin altında yerleşemez, Şekil 1b. 

Bu muhakemeler doğrultusunda, bu bilgileri kabarık olmayan fonksiyonlar için geliştirebiliriz, 

7], 15], 20], 21]. Bu durumu detaylı bir şekilde incelemek için “ideal” ve “gerçek” gazların 

özelliklerine dayanarak fiziksel (daha doğrusu hidrodinamik) kavramlardan istifade edeceğiz. 

 Eğer )(txx   bir boruda hareket eden parçacığın yörüngesi, ),( xtu  fonksiyonu t 

zamanında x noktasındaki parçacığın sabit hızı olursa, bu taktirde  

 )(,)( txtu
dt
dxtx    ve   0)( 

dt
dutx  

olur. Buradan da Hopf denklemi ortaya çıkmaktadır. 

 İdeal gaz, prensipce teorik olarak mevcuttur, yani gerçek gazlarda viskozluk dikkate 

alınmazsa, bu gaza bir ideal gaz gibi bakabiliriz. 

   ile gerçek gazın viskozite katsayısını gösterelim. Bu durumda, o viskozitenin 

sürtünme kuvvetini, birim kütlede bulunan )(tx  noktasındaki parçacığı (belirli koşullar 
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çerçevesinde) etkileyen ),( xtuxx  olarak elde ederiz. Bu taktirde  

xxu
dt
dutx )(  

olur ve biz Hopf denklemi yerine, Burgers denklemi olarak adlandırılan 

xxxt uuuu                                                                (1.9) 

denklemini buluruz. Doğal olarak bunu öyle kabul edeceğiz ki (bu zaten öyledir), Hopf 

denkleminin kabul görebilen tüm zayıf çözümleri, (1.9) denkleminin ),( xtu  çözümünün 

0  limit durumu olmaktadır.  

 Yukarıdaki yöntemin (1.9) denklemine uygulanmasından önce Burgers denkleminin 

lineerleştirilmesi için bir yöntem inceleyelim. (1.9) denkleminden  

 xxt uuu 22   

olduğundan, gösterilebilir ki, 

   
),(

)0,0(

2 2),(
xt

xx dtuuudxxtU  , 

xUu   

fonksiyonu 

xxxt UUU  2

2
1                                                          (1.10) 

denklemini korur. (1.10) denklemine zU ln2  değişken dönüşümü uygularsak, birinci 

mertebeden türevleri 

tt z
z

U 12   ve  xx z
z

U 12  

olarak elde ederiz. x e göre ikinci mertebeden türevini hesaplarsak 

   






 







 2

2

22
z

zzz
z

z
U xxx

x

x
xx   

buluruz. Bulduğumuz türev değerlerini (1.10) da yerine yazarsak, 

2

2
22

2

222
2
12

z
z

z
z

z
z

z
z xxxxt  






  

alırız ve gerekli sadeleştirmeleri yaparsak 

xxt zz                                                              (1.11) 
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elde ederiz. Bilindiği üzere, (1.11) denklemi ),( xtz  fonksiyonuna göre lineer ısı dağılım 

denklemidir. (1.10) ve (1.11) den 

z
zUu x

x 2  

alırız. Bu dönüşüme Cole-Hopf dönüşümü denir.  

 
Şekil 2. wttx )(  sıçrayış eğrisi 

 

Şimdi aşağıdaki biçimde tanımlanan 

 














 wtxu

wtxu
wtxsignuuuxtu

,
,,

)(1
2

),(
                

(1.12) 

fonksiyonunun sade dalga denkleminin zayıf çözümü olduğunu varsayalım. Burada 

sabitw  ve 0t  dır. Bunun için gerek ve yeter koşul wttx )(  sıçrayış eğrisi üzerinde  









uu

ufuf
dt
dxw )()(

                                                                        
(1.13) 

Rankine-Hugoniot koşulunun korunmasıdır.Bahsi geçen suni özlülük yönteminin esas iddiası 

şudur:. wtx   olmak üzere,eğer ),( xtu   ler 

    xxxt uufu  )(                                                                         (1.14) 

denklemin çözümüne noktasal yakınsak oluyorsa, bu taktirde(1.12) cinsinden darbe şeklinde 

olan çözümün yararlı çözüm olduğunu varsayacağız.  
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),( xtu  çözümünün yapısını dikkate alarak, (1.14) denkleminin çözümünü  

)(),(  vxtu  ,    



wtx 

                                                (1.15) 

şeklinde arayacağız. (1.15) ifadesinden 

  








 wvvu tt )()( ,  


 1)(vu x  ,   2

1)(


 vu xx   

alırız ve bunları (1.14) denkleminde yerine koyarsak  

  2

1)()(





 vvfwv 





  

veya 

  vvfvw  )()(                                                                     (1.16) 

elde ederiz. Diğer yandan, wtx   olmak üzere 







 




 wtxvxtu ),(  

ifadesinin (1.12) eşitliğiyle tanımlanan çözüme noktasal olarak yakınsayabilmesi ancak ve 

ancak )(v  fonksiyonun  

 uv )( ,  uv )(                                                                   (1.17) 

koşullarını sağlamasıyla mümkündür.  

 (1.16) ifadesini integrallersek 

  vdvfwv   )(  

veya 

cvFv  )(                                                                                         (1.18) 

alırız. Burada )()( vfwvvF   ve sabitc   olmaktadır. 

(1.18) otonom denkleminin (1.17) koşulunu koruyan çözümünün olması için gerek ve 

yeter koşullar şunlardır: 

 1. u  ve u  özel noktalarında (1.18) denkleminin sağ tarafı sıfır olur, yani 

0)()(   cuFcuF  

olur. Buradan )()(   uFuFc  olduğu görülür. 
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 Önemle belirtelim ki,   wuufwuuf )()(  eşitliği dikkate alınırsa, 

)()(   uFuF  koşulu Rankine-Hugoniot koşulunun aynıdır. 

 2. u  ve u  arasında özel nokta yoktur ve (1.18) söz konusu aralıkta, 

)()()()(   uFvFuFvF  

a) pozitiftir eğer   uu  ise, (bu durumda )(v  artar.)  

0)()(  uFvF ),(  uuv  eğer   uu                         (1.19) 

b) negatiftir eğer   uu  ise, (bu durumda )(v  azalır.); 

0)()(  uFvF ),(  uuv  eğer   uu              (1.20) 

Bu koşullar korunduğu taktirde, bizi ilgilendiren çözüm 

,
)()( 0

0

 




v

v uFvF
dv

20
 

uuv  

şeklinde yazılır.  

(1.19), (1.20) koşulları mevcutluk koşullarının analitik yazılım formudur.  

Şimdi bu koşullara geometrik anlam verelim. Bunun için wvvfvF  )()(  ifadesini 

(1.19) ve (1.20) de yerine yazalım. 

 0))(()()()(   wuufwvvfuFvF ,  ),(  uuv  eğer   uu  

)()()(   uvwufvf . 

)()()(   uvwufvf ,  ),(  uuv  eğer   uu   

ve Rankine-Hugoniot koşulunu dikkate alırsak 

 
















uu
ufufw

uu
ufuf )()()()( , ),(  uuu  eğer   uu             (1.21) 

 
















uu
ufufw

uu
ufuf )()()()( , ),(  uuu  eğer   uu             (1.22) 

alırız. Şimdi (1.21) ve (1.22) koşullarının geometrik anlamını inceleyelim. Bunun için 

)(uf fonksiyonunun grafiğini çizelim. 

        (1.21) koşulu, Ch kirişini oluşturan  )(,  ufu   ve   )(,  ufu  noktalarını birleştiren 

doğrunun ou-ekseni ile oluşturduğu eğim açısı,  )(,  ufu  ve  )(, ufu   kirişinin eğim 
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açısından küçük olduğu anlamına gelmektedir. Böylelikle  )(, ufu  noktası ve )(uf  

fonksiyonunun ),(  uu  aralığındaki grafiğinin tümü Ch kirişinin üstünde olmaktadır. Benzer 

şekilde, (1.22) koşulu da )(uf  nun ),(  uu  aralığındaki grafiğinin Ch kirişinin altında 

yerleştiği anlamına gelir.  

 

 
Şekil 3. Ch kirişinin altta kaldığı durum 

 

 Son olarak, (1.5) denkleminin ),( xtu çözümünde u  den u ya doğru sıçrayışının 

olması için (x in artan istikametinde) aşağıdaki sıçrayışın mevcut olma koşullarını elde ederiz:  

i)   uu  olduğunda )(uf  fonksiyonunun   uu ,  aralığındaki grafiği   )(,  ufu   

ve   )(,  ufu  noktalarını birleştiren kirişin üstünde yerleşmesi gerekmektedir.  

ii)   uu  olduğunda ise )(uf  fonksiyonunun   uu ,  aralığındaki grafiğinin  

 )(,  ufu  ve  )(,  ufu   noktalarını birleştiren kirişin altında yerleşmesi gerekmektedir.  
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Şekil 4. Ch kirişinin üstte kaldığı durum 
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2. İNCE FİLM DENKLEMLERİ VE FİZİKSEL PARAMETRELERE GÖRE 
AYRIKLAŞTIRILMASI 

 

Görüldüğü gibi, (1.1) denklemi biri konvektif ve diğeri dördüncü mertebeden difüzyon 

olmak üzere iki farklı fiziksel özelliğe sahiptir. Konvektif terim kayma yüzeyi ve graviteyi 

gösterir ki, burada kuvvetler ters yönde etki gösterir. Difüzyon terim ise yüzeysel tensoru ifade 

etmektedir. (1.1) denklemi ince sıvı tabakalarının sert yüzeyde akış problemlerini ifade eder ve 

bir çok fiziksel problemin teorik incelenmesi sürecinde kullanılmaktadır, örneğin, yağlama 

problemi vs gibi, [8], [9], [10], [17]. 

 

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
-4

-2

0

2

4

6

8

10

12

 

Şekil 5. 32)( uuuf   fonksiyonunun grafiği 

2.1 Konvektif Terimli Denklem ve Sayısal Çözümü 
 

Şimdi (1.5) denklemini 32)( uuuf   için ele alalım. Şekil 5 den görüldüğü gibi, 
32)( uuuf   fonksiyonunun ikinci türevi işaret değiştirmektedir. Bu nedenle hem üstte, hem 

de altta kabarık kısımları vardır.  
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(1.5) denkleminin  

 

  











2,0

,2,
3
2

)(0
x

xxu                                  (2.1) 

başlangıç koşulu çerçevesinde gerçek çözümünü bulalım. Bunun için [16] ve [21] i takip 

ederek, aşağıdaki tanımı verelim. 

 ile [-2,2] aralığında tanımlı ve )()(~ ufuF   olan fonksiyonlar sınıfını gösterelim. 

Tanım 2.1 )(~inf
)(

uFF
uF 




 eşitliği ile tanımlanan F


 fonksiyonuna )(uf  fonksiyonunun [-2,2] 

aralığındaki alta kabarık katmanı denir. 

 

Tanım2.1 e dayanarak )(uf  fonksiyonunun alta kabarık katmanını (u) ile 

gösterelim.  

Şimdi, 32)( uuuf   fonksiyonunun [-2,2] aralığındaki alta kabarık katmanını 

oluşturalım. Bunun için, )4,2())2(,2(  BfB  noktasından )(uf  nun grafiğine teğet çizelim 

ve AC doğrusunun grafikle kesiştiği noktayı ))(,( cfcC ile gösterelim. Bu teğetin eğiminin  

2
)2()()(





c

fcfcf   

denkleminden bulunabileceği açıktır. 232)( uuuf   dır ve 4)2( f ,

 12)2( f olduğundan )12,2())2(,2(  fA  olur. Bu durumda C noktası  

    
2

4
2

4)(32
32

2









c

cc
c
cfcc    

denkleminden bulunur. Buradan 4)2)(32( 322  ccccc veya  

04472 23  ccc      (2.2) 

elde edilir. Bizi (2.2) denkleminin -2,2] aralığında kalan kökleri ilgilendirmektedir. Açıkça 

görüldüğü üzere 2c  bu denklemi korumaktadır. Gerçekten de, 

042.44.78.2  olmaktadır. Bu durumda diğer çözümler denkleminin kökleri 

olmaktadır. 
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4
53

4
1693

2,1





c  den 21 c  ve 5,02 c  olarak bulunur. 

Böylelikle 32)( uuuf   fonksiyonunun alta kabarık katmanı CB teğeti ve )(uf  nun 

grafiğinin C ve A noktaları arasında kalan CA  yayından oluşur. Görüldüğü gibi, F


 

fonksiyonunun ikinci türevi pozitif değildir, yani 0)(  uF


 olur.Bu durumda genel teoriye 

dayanarak (1.5), (1.23) probleminin çözümü 
























)(,0

),()(,

),(,0

),(

tbx

tbxta
t
xg

tax

txu     

şeklinde yazılır. Burada seyreltme dalgasının profili )(xg fonksiyonu 

  xxg  )(   

denkleminden bulunur ve  olmaktadır. 

 

2.2 Yardımcı Problem ve Özellikleri 
 
Bu kısımda, (1.5), (2.1) denkleminin nümerik çözümünü elde etmek için algoritma 

oluşturacağız. Bunun için önce [21] - [24] takip edilerek aşağıdaki yardımcı problemi dahil 

edelim. 

 M  ile 
x
  operatörünü gösterelim. Bu notasyonda (1.5) denklemi  

0)( 

 uMf

t
u                  (2.3) 

şeklinde yazılır. 1M  ile M in tersini gösterelim ve (2.3) denkleminin her iki tarafına 1M  i  

)0()( 111  

 MuMfM

t
uM  

şeklinde uygulayalım. Sonuncu denklemi 

huf
t
v



 )(

                  
(2.4) 
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biçiminde yazabiliriz. Burada  

uMv 1   ve  01 Mh  

dır. Dolayısıyla, Mh ker  herhangi bir fonksiyon olmaktadır. )1(
thh   olarak alırsak (2.4) 

yı 

  0)()1(1 

  ufhuM
t t

                
(2.5) 

biçiminde yazabiliriz.           

   ),()1(1 txvhuM t                    (2.6) 

olsun. (2.6) den 

),(),( txMvtxu  (2.8) 

elde ederiz. (2.6) ve (2.7) i dikkate alarak (2.5) ifadesini 

 0),(),(
















x

txvf
t

txv                    (2.8) 

olarak yazabiliriz. (2.8) denklemi için 

)()0,( 0 xvxv                                               (2.9) 

başlangıç koşulunu ekleyelim. Burada )(0 xv  fonksiyonu  

)(0
0 xu

dx
dv

                                             (2.10) 

denklemini koruyan herhangi bir sürekli fonksiyondur. 

(2.9), (2.10) problemine yardımcı problem denir ve bu problemin aşağıdaki avantajları 

vardır:  

1. ),( txv  fonksiyonu mutlak sürekli bir fonksiyondur, 

2. ),( txv yi hesaplamak için ),( txu  fonksiyonundan hiç bir değişkene göre türev 

almaya gerek yoktur, zaten bu türevler mevcut da değildir.  

3. (2.8) denklemini kullanarak t ye göre yüksek mertebeli sonlu farklar algoritmaları 

oluşturmak mümkündür.  

 
2.3 Nümerik Algoritma 

 
Şimdi, (2.8), (2.9) probleminin sayısal çözümünün bulunması için sonlu farklar 

yöntemini kullanarak çözüm algoritması oluşturalım. Bunun için (2.8) denklemini (2.7) 
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ifadesinden faydalanarak  

0)),((),(



 txuf

t
txv

              
(2.11) 

şeklinde yazabiliriz. Sonuncu denklemi için başlangıç koşulu (2.9) olur. 

Önce   ,  parçasını    nn xxxxx ,,,,, 1210  olmak üzere n yere bölelim 

ve    T,0,   bölgesinde 

 0,0,...,2,1,0,,,...,2,1,0,),(   hkktniihxtx kikih   

düzgün ağını kuralım.  

h ağının ),( ki tx noktasında (2.11) denklemi için   

)( ,,1, kikiki UfVV 
                                        (2.12) 

sonlu fark karşılığını yazalım. (1.32) cebirsel denklemler sistemini 

)(00, ii xvV                  (2.13) 

başlangıç koşulları çerçevesinde çözeceğiz. 

 Görüldüğü üzere, (2.12), (2.13) şeması açık şema oluşturmaktadır ve bilgisayar 

hesaplamaları açısından ekonomik olmaktadır. Ayrıca, 1, kiV  bilinmeyenlerini elde etmek 

için ),( txu  fonksiyonunun hiç bir türevi kullanılmamaktadır. Zaten bu türevler mevcut 

olmayabilirler de.  

 Aşağıdaki teorem kolayca ispatlanabilir. 

Teorem 2.1 Eğer 1, kiV (2.12), (2.13)  probleminin sayısal çözümü ise, 

h
VV

VU kiki
xki

1,11,
1,

ˆ 



                                          (2.14) 

eşitliği ile tanımlanan 1, kiU ağ fonksiyonu esas problemin, yani (2.1), (2.3) probleminin 

sayısal çözümü olur. 

 Gerçekten de, 

)( ,,1, kikiki UfVV   

ve 

)( ,1,11,1 kikiki UfVV     

denklemlerini taraf tarafa çıkarıp h ile bölersek, 
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h
UfUf

h
VV

h
VV kikikikikiki )()(1 ,1,,1,1,11,  








 





 

alırız. Buradan           

    
h

UfUfUU kikikiki )()( ,1,,1,  





  

elde ederiz. 

 Diğer taraftan, )( ,,1, kikiki UfVV  eşitliğini kullanarak kiV ,  ve 1, kiV  ifadeleri yerine 

sırasıyla )( 1,1,,   kikiki UfVV   ve )( 2,2,2,   kikiki UfVV  ifadelerini yazarsak, 

 

)()()()()( ,1,2,2,,1,1,1, kikikikikikikiki UfUfUfVUfUfVV     

 

alırız. Bu işlemlere devam edildiğinde ise  

  


 
k

iikiiiiki UfVUfUfUfVV
0

,0,,1,0,0,1, )()()()(


   

buluruz. Buradan da 




 
k

iiki UfVV
0

,0,1, )(


  

olduğu görülür. Bu çıkarımlar doğrultusunda aşağıdaki teoremler geçerlidir. 

Teorem 2.2 
)(max

1
ufT

u

  koşulu çerçevesinde (2.12) sonlu farklar denklemi kararlıdır. 

Teorem 2.3 
)(max

1
ufT

u

  koşulu çerçevesinde 

)(),( 1,1 OVtxv kiki    

eşitliği geçerlidir.          

             

2.4 Bilgisayar Testleri 
            

(2.12), (2.13) şemasını kullanarak  olan durumlar için bilgisayar testleri yapılmıştır. 

Şekil 6 da (2.3) fonksiyonunun grafiği gösterilmiştir 
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Şekil 6.ݑ(ݔ) in grafiği 
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Şekil 7.ݒ(ݔ) in grafiği 
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Şekil 8.ݔ)ݑ,  in grafiği (ݐ

 

Önerilen yöntemi test etmek amacıyla ikinci nümerik deney için [6] daki  

 

 












xax

xaxxxaxxa
u

|>|0,

,||,)()(
=

33

0  

 

veriler göz önüne alınmıştır. 0u  ın integralini aşağıdaki şekilde hesaplarız, [27]: 

 

   dxxudxxuimdxxu
xa

xax

a

a
)()(l=)( 000

0

0
0 




  

 

  dxxxaxxaim
xa

xax

33

0
)()(l 




 

 

  6632233 )(=])[(=)()( xxaxxaxxaxxa   
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 66542332456 )()(6)(15)(20)(156= xxxaxaxaxaxaa   

 

 })()(6)(15)(20)(156{l= 6542332456

0
xxaxaxaxaxaaim

x



 

 

 
7

12=)(l7
22=

7
)]([

7
7

0

7
7 axaimaxxaxa

x

xa

xa








 

Yapılan bilgisayar deneylerinin [6] da verilen gerçek çözüme yeteri kadar yakın 

sonuçlar verdiği görülmüştür. 
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Şekil 9.ݑ(ݔ) in grafiği 

 

2.5 Diffuzyon Terimli Denklem ve Sayısal Çözümü 
 
Aşağıdaki problemi göz önüne alalım 

 



















3

3

x
uu

xt
u  ,                                                          (2.15) 
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),(,0)( 0 xuxu                  (2.16) 

,0),(





k

k

x
tu   1,0k                                                 (2.17) 

 

alalım. Burada )(0 xu  bilinen bir fonksiyondur.  
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Şekil 10.ݔ)ݑ,  in grafiği (ݐ

 

 

Görüldüğü üzere, (2.15) denklemi 0u  ve 0



x
u  olduğunda dördüncü mertebeden 

parabolik tür diferansiyel denklem olmaktadır. Ayrıca, bu denklem  ve 0



x
u  

olduğunda birinci basamaktan kısmi türevli diferansiyel denkleme indirgenilir. 

Açıktır ki, denkleminin çözümünü diferansiyellenebilme özelliği,denklemin çözümden 

talep ettiği mertebeden düşük olmaktadır.Çözümde oluşan bu özellikler denklemin klasik 

çözümünün mevcut olmadığını ima eder. 

[5] de (2.15) denkleminin asimptotik çözümü elde edilmiştir. Elde edilen çözüm 

üzerinde yapılacak incelemeler sonucunda aşağıdaki irdelemelere ulaşılır.  
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1351/2

3 ))(1()(1
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)(8=








  xtKxtJu                          (2.18) 

olduğunda 0=),(lim
1

txu
x 

 olur. Ayrıca birinci ve ikinci mertebeden türevlerini hesaplarsak 
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xtJ  

 

,))(1(
4

135)(1)(6= 4
131
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 xtKxtJ                   (2.19) 

 

 




 

4
135)(1)(6
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xtJ
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131

))(1(
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 xtK  

 

   4
133

))(1(
8

1339
12

)(6 







 xtK
x

tJ
              (2.20) 

 

alırız. Buradan 





=lim 2

2

1 x
u

x
 olduğu görülür. Üçüncü türevinden 
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                 (2.21) 
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buluruz. Diğer taraftan 
x
uu

 , 2

2

x
uu


  ve 3

3

x
uu




 
fonksiyonlarını aşağıdaki şekilde 

 




















 


 

4
1351/2

3 ))(1()(1
3

)(8= xtKxtJ
x
uu  

 

   

















4

131
1/21/2 ))(1(

4
135)(1)(6 xtKxtJ  

 

 xtJx
tJ

 1)(6)(1
3

)(8
2
3

4
131

2
3

))(1(
4

135)(1
3

)(8 




 xtKx
tJ

 

 

 4
135

1/21/2 )(1))(1()(6


 xxtKtJ 4
131

4
135

2 )(1))(1(
4

135 




 xxtK  

 

   



















 
 6

4
135

3
8))(1(4 2xtJ   

  

   ,))(1(
4

135))(1()( 2
133

24
137 




 xtKxtKtJ             (2.22) 

 

 

 


















 


 

4
1351/2

3
2

2

))(1()(1
3

)(8= xtKxtJ
x
uu  

 

 



















4

133

))(1(
8

1339
12

)(6
xtK

x
tJ

 

 



24 
 

 








 

x
tJ

xtJ
12

)(6
)(1

3
)(8 1/2

3 4
1331/2

3 ))(1(
8

1339)(1
3

)(8 










  xtKxtJ  

 

 





x
tJ

xtK
12

)(6
))(1( 4

135
4

133
4

135

))(1(
8

1339))(1(





 xtKxtK  

  








 



4

133

)(1)(]
2
6

8
139

3
8[))(1(2 xtJxtJ  

 

2
131

2 ))(1(
8

1339 


 xtK                                   (2.23) 

ve 

 




















 


 

4
135

2
1

3
3

3

))(1()(1
3

)(8= xtKxtJ
x
uu

















4

137

3
))(1(

8
3

)(1

)(6
4
1 xtK

x

tJ
 

 

 
2
1

3
3

)(1
)(6)(1

163
)(8

4
1















x
tJxtJ 4

137
2
1

3 ))(1()(1
3

)(8
8
3 







  xtKxtJ  

 

  2
131

24
1352

1

3 ))(1(
8
3))(1(

)(1
)(6

4
1 











 xtKxtK
x
tJ 2

131
2 ))(1(

8
3 

 xtK  

 

 


























 


4

137
2
1

3 )(1)(1
3

)(8
8
3 xxtJ

)()()(1
)(1
)(6

4
1 4

1352
1

3 tJtKx
x
tJ






































 

 

   2
131

2 ))(1(
8
3)(



 xtKtJ                (2.24) 

olarak hesaplarız. 
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Bu sonuçlara dayanarak (2.15) ve (2.16) problemin klasik çözümünün mevcut 

olmadığını varsayabiliriz. 

(2.15) denklemi 0=),( txu da dejenere olduğundan, [3] ü izleyerek TQ  de 
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x
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               (2.25) 

yaklaşık denklemini göz önüne alıcağız.Burada   pozitif bir parametredir. Bu durumda, (2.17) 

koşulunu sağlayan )(1 H  da )(0 xu e 4C  normuna göre yaklaşık olan )(0 xu fonksiyonlarına 

ihtiyaç vardır. (2.16) koşulu yerine  

 
    )(=,0)( 0 xuxu                       (2.26) 
 

alalım. Belli bir T<<0   için, ),( txu fonksiyonunun Q  da (2.25), (2.26)  probleminin 

çözümü olması varsayımı altında, ileride ihtiyaç duyacağımız hesaplamaları yapalım. 
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x

txu


 olduğunu dikkate alırsak 

  =),(),( 22

dx
x

txu
x
txu

I 

































  

           

  dx
x

txu
x
txu

x
txu

x
txu

I 

























 
),(),(),(),(   

 

   dx
x

txu
x
txu

x
txu

x
txu

I 




























 
),(),(),(),(

2

2

2

2   

elde ederiz. Sonuncu ifadeyi  ya böler, 0 iken limitini alırsak, herhangi <<<0 21 tt  
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(2.25) ifadesini 2

2

x
u


 

ile çarpar ve )<<(0 TQT üzerinden integrallersek, ayrıca son 

özdeşliği de kullanırsak  
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elde ederiz. Böylece  
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eşitsizliğini alırız. 

Şimdi, (2.25) ifadesini T üzerinden integrallersek 
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eşitliğini de buluruz. Sonuç olarak 
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olduğu görülür. O halde, (2.25) ifadesinin T  üzerinden integrallenmesiyle 

   .,0)(),( dxxudxTxu
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eşitsizliği elde edilir. 

 

2.6 Yardımcı Problem 
 
(2.15) denklemini a dan x  e kadar x e göre integrallersekve (2.17) koşulunu kullanırsak 
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elde ederiz. 

  2

2

2

2

3

3 ),(),(),(),(=),(),(
x

txu
x

txu
x

txutxu
xx

txutxu






















  

 



27 
 








































2

2

2 ),(
2
1),(),(=

x
txu

xx
txutxu

x
 

 

eşitliğini göz önüne alırsak ve (2.32) denklemini a dan x  e kadar x e göre bir kez daha 

integraller ve integral bağıntısını sıfıra eşitlersek,  
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elde ederiz. Aşağıdaki bağıntıya uygun olarak 
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bulunur. Son bağıntını tekrar integrallenmesiyle 
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alınız. Cauchy formülü kullanılarak 
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elde edilir. 

Açıkça görüldüğü üzere, eğer ),( txu ve
x

txu


 ),( fonksiyonları sürekli 

diferansiyellenebilir fonksiyon olursa, bu taktirde (2.36) ya da (2.35) denklemleri (2.15) 

ifadesine denk olur. Sonuncu denklemi x e göre dört kez diferansiyelleyerek bu iddia 
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kolaylıkla ispatlanabilir. Gerçekten de, ilk integrasyondan 
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elde edilir. İkinci integrasyon  
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verir. Üçüncü integrasyondan sonra  
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elde edilir. Nihayet, dördüncü integrasyondan sonra iddia ispatlanmış, böylece(2.15) ifadesi 

elde edilmiş olur. 

 

2.7 Nümerik Algoritma 
 

(2.15)-(2.17) problemini çözebilmek için sonlu farklar şeması yazmadan önce G  bölgesini  

 0,1,2,...,=,0,1,...,=;=,=),,{(=, kniktihaxtx kikih   0}>,= 
n
ah  

ağı ile örtelim. Buradaki   sayısı, oluşturacağımız sonlu farklar şemasının  kararlı olması 
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koşulundan elde edilecektir.  

Bu amaçla önceliklet ye göre diferansiyel altına giren (2.36) denklemindeki integralleri 

dikdörtgenler metodu olarak da bilinen kübatür formülleri kullanarak  

 

jji
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x

a
Uxhdtux 3
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3 )(=),()(                                       (2.37) 

şeklinde yaklaşık hesaplayacağız. Burada 

   .0,1,2,...,=,= mj
m
hx jj   

olmaktadır. 

(2.37) ifadesini ve 
x

txu


 ),(  türevinin sonlu farklar karşılığını dikkate alarak,(2.36) 

denklemi için aşağıdaki gibi çeşitli sonlu farklar şemaları yazmak mümkündür: 

 
1. Açık şemalar: 

 
a)ileriye doğru farklardan oluşan açık şema 
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b) geriyedoğru farklardan oluşan açık şema 
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c) merkezi farklardan oluşan açık şema 
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2.Kapalı şemalar 
 
a) ileriye doğru farklardan oluşan kapalı şema 
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b) geriyedoğru farklardan oluşan kapalı şema 
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c)merkezi farklardan oluşan kapalı şema 
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Burada iU , 1iU ve iÛ değerleri ),( txu fonksiyonunun h,  ağının sırasıyla ),( ki tx , 

),( 1 ki tx  ve ),( ki tx  keyfi noktalarındaki yaklaşık değerleri olmaktadır. 

Bu şemaları incelemeye (2.38) denkleminden başlayacağız. Bu amaçla (2.38) 

denklemini   
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olarak tekrar yazalım. 

Basitlik için aşağıdaki notasyonları dahil edelim:  
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Bu notasyonlar kullanılarak,(2.38) denklemi 
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elde edilir. 
Başlangıç ve sınır koşulları ise 
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şeklini alır. 

Benzer şekilde, (2.39) ve (2.40) denklemleri için de sırasıyla aşağıdaki gibi  
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sonlu farklar şemaları yazılabilir.  

Şimdi (2.41) sonlu fark denklemini kullanarak  

   
2

1)(

1=

2)(

1=

ˆˆ
ˆ

2
1=ˆ










 
  h

UU
BhUUUAh jji

j

i

j
ijj

i
j

i

j
 

algoritmasını yazalım.Bu denklem 
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elde edilir.  

Benzer şekilde, (2.42) ve (2.43) denklemleri için de sonlu farklar şemaları yazılabilir.  

Bu algoritmanın çalışması için önce 0x  noktasında Euler şemasını çalıştırıp 0Û  elde 

edilir. Daha sonra ise 1)(= ktk , 0,1,2,...)=(k  katındaki değerler elde edilen algoritma ile 

gerçekleştirilir. Denklemdeki katsayılar ve serbest terimler ise kt  katında hesaplanır. 

Şimdi (2.38) sonlu farklar şemasının (2.36) çözümüne yakınsaklığı ve kararlılığı 

problemini araştıracağız.  

ki , ve ki ,  ile(2.36) da içerilen integrallerin dikdörtgenler yöntemiyle yaklaşımındaki 

hata terimlerini gösterelim.  

Diğer taraftan, ki ,  ve ki , sırasıyla 
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 ),( türevlerinin sonlu fark 

karşılıklarının hata terimleri olsun. Burada 
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 ),( fonksiyonları sürekli olduklarından 0, ki  olur, yani 
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hiii xxx   

dır. Burada )( f ile herhangi bir ],[ aa  kapalı aralığında tanımlı )(xf  fonksiyonu için  
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kastedilmektedir (modulus continuity). 

),( tx ile ),(=),()( 3 txtxux   fonksiyonunu gösterirsek, buradan 

),( tx ve ),( tx fonksiyonlarının sürekli olduğu kolayca görülür. Bu taktirde, 

],[ aaz  olmak üzere ki , için 
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elde ederiz. 
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elde ederiz. 

(2.44)-(2.47) den görüldüğü üzere (2.38) sonlu farklar şeması (2.36) ile tutarlıdır. 
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3. SONUÇLAR 
 

Tezde dejenere olan dördüncü mertebeden nonlineer diferansiyel denklem için 

yazılmış problemin süreksiz fonksiyonlar sınıfında sayısal çözümü incelenmiştir. Elde edilen 

sonuçları aşağıdaki gibi sıralayabiliriz: 

1. Dördüncü mertebeden ince film denklemi fiziksel parametrelere göre 

ayrıklaştırılmıştır. 

2. Konvektif terimli denklem için Cauchy probleminin gerçek ve sayısal çözümü elde 

edilmiştir. 

3. Dördüncü mertebeden difüzyon denkleminin sayısal çözümü için süreksiz 

fonksiyonlar sınıfında sonlu fark algoritmaları oluşturulmuştur. 
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