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HAREKET EDEN INCE FiLM DENKLEMININ FiZiKSEL PARAMETRELERE
GORE AYRIKLASTIRILMASI VE SAYISAL COZUMU

Tezde dejenere olabilen dordiincii mertebeden ince film denklemini ifade eden
parabolik tiir denklem i¢in yazilmig Cauchy probleminin sayisal ¢oziimii i¢in siireksiz

fonksiyonlar sinifinda orijinal bir yontem 6nerilmistir.

Once ince film denklemi fiziksel parametrelere gore ayriklastinlir. Elde edilen
denklemlerin sayisal ¢oziimlerini bulmak i¢in esas problemde bulunmayan avantajlara sahip
ozel yolla yazilmis bir yardimci problem dahil edilir ve s6z konusu yardimci problem

kullanilarak problemin tiim 6zelliklerini diizgilin ifade edebilen algoritmalar iiretilimistir.

Nihayet, oOnerilen yontemin etkinligini gostermek i¢in ikinci boliimde incelenen

konvektif ve diflizyon terimli denklemler i¢in bilgisayar testleri gerceklestirilmistir.
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ABSTRACT

SPLITTING OVER PHYSICAL PARAMETERS OF THE DRIVEN THIN FILM
EQUATION AND ITS NUMERICAL SOLUTION

In this thesis, an original method having some advantages over the main problem has
been proposed for the numerical solution of fourth dimensional degenerate parabolic equation

with Cauchy condition, describing thin film equation.

At first the thin film equation is split over physical parameters. To find the numerical
solution for this equations, a special auxiliary problem with some advantages over the main
problem has been introduced and algorithms that describe all of the physical properties of the

problem were created by using this auxiliary problem.

Finally, in order to demonstrate the effectiveness of the proposed method, some
computer tests are conducted for the equations obtained in the second chapter with convective

and diffusion terms.
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1. GIRIS

Ince siv1 filmler doga ve teknolojinin birgok yerlerinde rastlanmaktadir ve bu yiizden bir¢ok
uygulamada onlarin dinamigini anlamak onemlidir. Tipik ince film akisi,bir sivi akiskana,
genellikle uygulamalarda gaz ve ¢ogunlukla havaya maruz kalan, yiizey ile bir kati alt tabaka
tarafindan kismen sinirlanmis sivinin yayilmasindan olusur. Tipik olarak, bir yondeki H
kalinlig1, diger yonlerdeki karakteristik uzunluk 6l¢egi L den daha kiiciiktiir ve akis disaridan
bir zorlama etkisi altinda (6rnegin, yer¢ekimi, ylizey gerilim gradyentleri, bir doner alt tabaka)
agirlikli olarak daha uzun boyutlarin biri yoniinde gerceklesir. Basit ve bariz bir
ornek,yercekiminin etkisi altinda pencere camindan asagiya dogru bir(ince) yagmur
damlasinin akisidir.Genellikle,alt katmana(yani, pencere camma)dik dogrultulardaki akis hizi
pencere cami boyunca ana akis hizindan ¢ok daha kiigtliktiir. Bu tiir akislart modelleme i¢in en
“dogru" yaklasim makroskopik momentum denklemi (6rnegin, Newton tipi bir sivi olmasi

durumunda Stokes ya da Navier Stokes denklemleri) ile temin edilmektedir ve bu yaklasim,

her zaman ayrintili sayisal hesaplama igerir,[18], [19]. Burada ele alinan yaklagim,e= H / L

kiiglik en-boy oranimin varligi momentum denklemlerini € nun kuvvetlerinde bir pertiirbasyon
serine agmaya faydali olacaktir. Bdyle yaparak, analitik ¢oziimiin ¢ogunlukla miimkiin
olacagi avantajli olan ince film ya da uzun dalga yaklasimi olarak adlandirilan ifadeyi
gelistirecegiz ve bunun miimkiin olmadig1 durumda ise indirgenmis sayisal problem biiyiik
ol¢tide basitlestirilecektir. Bu yaklasim klasik yaglama teorisi ile ¢cok benzerdir ve bu nedenle
yaglama yaklagimi olarak da anilir, [14]. Bu yaklasimin basaris1 literatiirde iyice
belgelenmistir ve bu basarinin bir 6zelligi onun dayaniklilig1 ve beklenen gegerlilik araliginin
dis simirlan {izerindeki veya Otesindeki parametre rejimlerinde iyi sonuclar (deneye uygun
olarak) ¢ikarmak i¢in yatkinligidir. Matematiksel agidan ince film akislarnyla ilgili tipik sorun,
stvinin serbest yilizeyinin baslangicta bilinmemesi ve ¢oziimiin bir pargasi olarak belirlenmesi
gerektigi gercegidir.

Pratikte Ince film modellerinin bir gogunda yiizey gerilimi 6nemli bir rol oynar.
Resmen kiigiik oldugunda bile, yiizey gerilimi genellikle soklarin (film kalinliginda keskin
sigramalarin) olusumunu engelleyen Onemli bir yumusatma etkisine sahiptir. Burada

yercekimi, kompozisyonel(bilesimsel) degisiklikler ve alt katman (tabaka-altlik) enerjileri gibi



diger etkileri de iceren diiz ve egimli yiizeyler {lizerinde akislar i¢in matematiksel modeller
verilecektir. Uygulama alanlar1 boya ve diger yiizey kaplamalarinin akis davranisini, kimyasal
ve niikleer reaktor tasarimini, tarimla ilgili kimyasal madde uygulamalarini, hem de kornea
tizerindeki ve akcigerlerdeki ince filmleri igeren bir ¢ok biyoakiskan uygulamalarini igerir.
Serbest yiizeye sahip iki boyutlu problemler i¢in yaglama teorisinin asimptotik
hesaplamalari yiizey gerilimi olmaksizin Benney tarafindan, yiizey gerilimi icerildigi durumda
Atherton ve Homsy tarafindan verilmistir. ince film yaklasimi newtonyen olmayan akiskanlar

icin de uygulanabilir ve literatiirde bir cok 6rnegi bulunmaktadir, [1], [4], [18].

1.1 Literatiir Taramasi ve Fiziksel Problemin Koyulusu
R' ile bir boyutlu 1. Oklid uzaymn1 gosterelim ve R' de asagidaki gibi yazilmis dordiincii

mertebeden parabolik tiir

i) +3(u3@} 0 (1.1)

5 Oox ox ox’

denklemini géz Oniine alalim. Burada akis fonksiyonunu

fw)=u’-u’ (1.2)
seklinde ele alacagiz. u(x,7)>0 olmak kosuluyla filmin kalinligmi (thickness) gosterir.
Fiziksel olarak, (1.1) denklemindeki akis terimi birbirlerine ters yonde etki yapan kayma
ylizeyi ile graviteyi temsil eder. Diflizyon terimi ise ylizeysel gerginligi ifade etmektedir.
Kayma yiizeyi sicaklik veya gradiyent mesafesinden ya da dis kuvvetlerin (6rnegin, riizgar
gibi) etkisiyle olusabilir.

(1.1) denklemi i¢in asagidaki baslangic kosulunu ekleyelim
u(x,0) =u,(x). (1.3)

u,(x) in herhangi bir [— 0,0 ] araliginda sonlu tastyiciya sahip bir fonksiyon ve

Ivo (x)dx=M (1.4)

-1
oldugunu varsayalim. Burada M >0 bilinen sabit bir sayidir. Ornek olarak,
|x| </,
|x| >/,

2) uo(x)={1(;x ’



2/3, |x <,

b) uo(x):{ 0 |X|Zf

g0z Oniine alacagiz.

(1.1) denklemini ¢6zmeden Once, onu fiziksel parametrelere gore, asagidaki

Ou W) _

A)
ot ox

(1.5)

3
ot Ox Ox

denklemlere parcalayalim.

1.2 Sicrayisin Mevcut Olma Kosulu
Once (1.5) denklemi i¢in Cauchy problemini inceleyelim. Literatiirden bilindigi iizere

(1.5) denklemi hidrodinamigin model denklemi veya genellestirilmis Hopf denklemi
olmaktadir ve bir ¢ok onemli problemlerin teorik incelenmesinin temelini olusturur. Bu
denklem literatiirde f"(u)>0 (veya f"(u)<0) oldugu durumda iyice incelenmistir, [7],
[15], [20].

f"w)=0, f(w)eC,. , u,(x)eC’ oldugunu varsayalim ve “sirf matematiksel”

loc
diistincelere dayanarak, (1.5) denkleminin siirekli ¢oziimiin 7 <7 degerleri 6zelliklerini
arastiralim ve bu ¢oziimiin hangi kritik # =7 degerlerinde bozuldugunu bulalim. Tiim bular

u(t,x) ¢oziimiin 6zellikleri karakterize eder.

z=u(t,x) olsun ve

ou_ ofm) _,
ot ox

denklemini x e gdre diferansiyellersek
0 (Ou 0 Ou
—|—|+—| f'(w)— |=0,
&(&je&@wm&j

o(ou) .. (ou) ., 0w 6z ., o . 0z
5(5}% (u)(aj +f(u)§—a+f (u)z +f(u)a—0,

0z 0z
0>—+ f'(u)—
PREACPS



elde ederiz. x = x(¢) karakteristikleri boyunca x = f ’(u(t,x(t))) oldugundan

O>Oz+dx82_dz %<O

Tor drox dr Y dr T
dir; yani, z(¢,x) karakteristikler boyunca artmayan fonksiyondur. Boylelikle
V(t,x)ell, :{—oo<x<oo, 0<t£T} igin

z(t,x)=u (t,x)<Supu,'(x) =K, (1.6)

xeR
olur. u (¢,x) fonksiyonu ¢=7 degerlerinde tiim x ler i¢in tanimli olmadigindan, (1.6) ya
denk olan formda yazalim.

u(ta'xz)_u(ta'xl)
Xy =X

<K,, Vx,,x, (1.7)

(1.7) tiirinden olan esitsizlige siireksizligin mevcut olma kosulu (veya Oleinik kosulu) denir,
[20]. (1.7) den x, <x, olan durumlar i¢in u(t,x,)—u(t,x,)<K,(x,—x) ve x, >x +0,
x, > x -0 iken (x", u(T,x) fonksiyonu igin siireksizlik noktasi olmaktadir) limite gerersek

u, =u(t,x +0)<u(t,x —0)=u_ (1.8)
elde ederiz. (1.8) kosuluna parga-parca siirekli fonksiyonlar smifinda tanimlanan wu(z,x)

fonksiyonu i¢in herhangi bir x noktasinda siireksizligin mevcut olmasi kosulu denir.

(a) (b)
Sekil 1. (a) Konkav durum , (b) Konveks durum



f"(u) <0 oldugu durumda u = —v degisken doniisiimii (1.5) denklemini
v, + (f(v))x =0

denklemine doniistiiriir. Burada f(v) =—f(-v) dir, ayrica f"(v)=-f"(-v) >0 olmaktadir.
Boylelikle, bu durum icin siireksizligin mevcut olma kosulu u, >u_ olur. Sonu¢ olarak,
kabaritk f'(u) fonksiyonu i¢in sigrayisin meveut olma kosulu asagidaki gibi bulunur:

Eger f(u) asagiya kabarik (konkav) ise (0megin, f(u)= u2/2, e" ,...gibi), (1.5)
denkleminin ¢oziimiinde #_ den u, ya dogru sigrayis mevcut olur, yani u_ >u, dir.

f(u) iiste kabarik (konveks) fonksiyon ise (6rnegin, f(u)=—u’,Inu,... gibi), bu

taktirde sigrayls u_ den u, ya dogru mevcut olur, yani u_ <u, dir.

1.3 Suni Viskozite (Ozliiliik) Yontemi

f(u) nun kabarik fonksiyon olmadigi durumu incelemek icin asagidaki halleri ele alalim.
Eger f(u) kabarik fonksiyon olursa, onun grafigi ile kiris arasindaki iliskileri inceleyelim.

l. u_>u,_ olmast hali. Bu durumda f(u) grafigi (uf,f(uf)) ve (u+,f(u+))
noktalarindan gecen kiris tistiinde olamaz, Sekil 1a.

2. u_ <u, olmasi hali. Budurumda f(u) grafigi kirisin altinda yerlesemez, Sekil 1b.
Bu muhakemeler dogrultusunda, bu bilgileri kabarik olmayan fonksiyonlar i¢in gelistirebiliriz,
[7], [15], [20], [21]. Bu durumu detayl1 bir sekilde incelemek i¢in “ideal” ve “gercek” gazlarin
ozelliklerine dayanarak fiziksel (daha dogrusu hidrodinamik) kavramlardan istifade edecegiz.

Eger x=x(¢) bir boruda hareket eden pargacigin yoriingesi, u(t¢,x) fonksiyonu ¢
zamaninda x noktasindaki pargacigin sabit hizi olursa, bu taktirde

() = % —ult,x(1)) ve ¥(1) = % )

olur. Buradan da Hopf denklemi ortaya ¢ikmaktadir.

Ideal gaz, prensipce teorik olarak mevcuttur, yani gergek gazlarda viskozluk dikkate
alinmazsa, bu gaza bir ideal gaz gibi bakabiliriz.

¢ ile gercek gazmn viskozite katsayisini gosterelim. Bu durumda, o viskozitenin

sirtinme kuvvetini, birim kiitlede bulunan x(¢) noktasindaki parcacigi (belirli kosullar



cergevesinde) etkileyen su_ (¢, x) olarak elde ederiz. Bu taktirde

e

. du
X(t)=—=c¢u
() =

olur ve biz Hopf denklemi yerine, Burgers denklemi olarak adlandirilan
u, +uu, =¢eu (1.9)
denklemini buluruz. Dogal olarak bunu Oyle kabul edecegiz ki (bu zaten Oyledir), Hopf

denkleminin kabul gorebilen tiim zayif ¢oziimleri, (1.9) denkleminin u,(¢,x) ¢Oziimiiniin

& — 0 limit durumu olmaktadir.
Yukaridaki yontemin (1.9) denklemine uygulanmasindan dnce Burgers denkleminin

lineerlestirilmesi i¢in bir yontem inceleyelim. (1.9) denkleminden

u, = (eux —u2/2)x
oldugundan, gosterilebilir ki,

(t,x

U(t,x) = J.[udx + (Sux - uZ/Z)th],
(0,0)

u=U

X

fonksiyonu
U,+%Uf:eUxx (1.10)

denklemini korur. (1.10) denklemine U = -2&lnz degisken doniisiimii uygularsak, birinci

mertebeden tiirevleri

= —2glz, ve U, = —2elzx
z z

U

t

olarak elde ederiz. x e gore ikinci mertebeden tiirevini hesaplarsak

2
U = _28(3) _ _2{uj
z x z

buluruz. Buldugumuz tiirev degerlerini (1.10) da yerine yazarsak,

2 2
—2ei+1(—2ez—)‘) :—2322—”+2322—;
z 2 z z z
aliriz ve gerekli sadelestirmeleri yaparsak

z, =€z (1.11)

t xx



elde ederiz. Bilindigi tizere, (1.11) denklemi z(¢,x) fonksiyonuna goére lineer 1s1 dagilim

denklemidir. (1.10) ve (1.11) den
u=U,=-2¢ Zs
z
aliriz. Bu doniisiime Cole-Hopf doniisiimii denir.

X
[

X=wt

Sekil 2. x(¢) = wr sigrayis egrisi

Simdi asagidaki bi¢imde tanimlanan

[1+sign(x—wt)]:{u_’ rewt, (1.12)
u

u, —u_

ult,x)=u, - x> wt

fonksiyonunun sade dalga denkleminin zayif ¢oziimii oldugunu varsayalim. Burada
w=sabitve t >0 dir. Bunun igin gerek ve yeter kosul x(¢) = wt sigrayis egrisi lizerinde
Rankine-Hugoniot kosulunun korunmasidir.Bahsi gecen suni 6zliilik yonteminin esas iddiasi
sudur:. x # wt olmak iizere,eger u® (¢, x) ler

ut +(f (), = eu’, (1.14)
denklemin ¢6ziimiine noktasal yakinsak oluyorsa, bu taktirde(1.12) cinsinden darbe seklinde

olan ¢ozlimiin yararli ¢6ziim oldugunu varsayacagiz.



u(t,x) ¢ozimiiniin yapisini dikkate alarak, (1.14) denkleminin ¢dziimiinii

w6 =v(E), £="" (1.15)
£
seklinde arayacagiz. (1.15) ifadesinden
Gfl=w@m;=w@{—§)
ul =V =V (@)
£ £
aliriz ve bunlari (1.14) denkleminde yerine koyarsak
v@{JQ+Uwﬁ=w“%
£ £
veya
(@) +(f () =" (1.16)

elde ederiz. Diger yandan, x # wrt olmak lizere
u®(t,x) = v(x — Wtj
g

ifadesinin (1.12) esitligiyle tanimlanan ¢6ziime noktasal olarak yakinsayabilmesi ancak ve

ancak v(&) fonksiyonun
v(—0) =u_, v(+o) =u, (1.17)
kosullarini saglamasiyla miimkiindiir.

(1.16) ifadesini integrallersek

—wv e+ [(f() dE = v
veya
vi=F(W)+c (1.18)
alinz. Burada F(v) =—-wv + f(v) ve ¢ = sabit olmaktadir.
(1.18) otonom denkleminin (1.17) kosulunu koruyan ¢oziimiiniin olmasi igin gerek ve
yeter kosullar sunlardir:
1. u_ve u, 6zel noktalarinda (1.18) denkleminin sag tarafi sifir olur, yani
Fu)+c=Fu, )+c=0
olur. Buradan ¢ =—-F(u_) =—F(u,) oldugu goriiliir.
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Onemle belirtelim ki, f(u_)—wu_= f(u,)—wu, esitligi dikkate alinirsa,
F(u_) = F(u,) kosulu Rankine-Hugoniot kosulunun aynidir.
2. u_ ve u, arasinda 6zel nokta yoktur ve (1.18) s6z konusu aralikta,
FO) = Fu) = F(v)~ F(u,)
a) pozitiftir eger u_ <u, ise, (bu durumda v(&) artar.)
Fv)-Fu_ )>0Vve(u_,u,)egeru <u, (1.19)
b) negatiftir eger u_ > u, ise, (bu durumda v(&§) azalir.);
Fv)-F(u,)<0Vve(u,,u )egeru, <u._ (1.20)

Bu kosullar korundugu taktirde, bizi ilgilendiren ¢6ziim

r dv u, —u
IF(v)—F(u_) =6 %0 ="

seklinde yazilir.
(1.19), (1.20) kosullart mevcutluk kosullarinin analitik yazilim formudur.
Simdi bu kosullara geometrik anlam verelim. Bunun i¢in F(v) = f(v)—wv ifadesini
(1.19) ve (1.20) de yerine yazalim.
FOV)-Fu )=fv)-w—-(f(u_)—wu_)>0, Vve(u ,u,)egeru <u,
JW=fu)>mv-u_).

fO)—fu)<wlv-u,), YVve(u,,u )egeru, <u_

ve Rankine-Hugoniot kosulunu dikkate alirsak

Jw-f) o fu)-f)

u—u_ u, —u_

, Vue(u_ ,u,)egeru <u, (1.21)

S@ = fw) | S) W)

u—u, u, —u_

Ju_)egeru, <u_ (1.22)

alirniz. Simdi (1.21) ve (1.22) kosullarinin geometrik anlamini inceleyelim. Bunun igin
f(u) fonksiyonunun grafigini ¢izelim.
(1.21) kosulu, Ch kirisini olusturan (u_, f (u_)) ve (u+, f(u, )) noktalarini birlestiren
dogrunun ou-ekseni ile olusturdugu egim agisi, (u_, f (u_)) ve (u, f (u)) kiriginin egim
9



acisindan kiigiik oldugu anlamma gelmektedir. Boylelikle (u, f (u)) noktast ve f(u)
fonksiyonunun (u_,u,) aralifindaki grafiginin tiimii Ch kirisinin listiinde olmaktadir. Benzer
sekilde, (1.22) kosulu da f(x) nun (u,,u_) araligindaki grafiginin Ch Kkirisinin altinda

yerlestigi anlamina gelir.

S )

&

J )

Jla ) b

L J

Sekil 3. Ch kirisinin altta kaldig1 durum

Son olarak, (1.5) denkleminin u(z,x)¢6ziimiinde u_ den u,ya dogru sigrayisinin
olmasi i¢in (x in artan istikametinde) asagidaki sigrayisin mevcut olma kosullarini elde ederiz:

i) u_<u, oldugunda f(u) fonksiyonunun [u_,u+] araligindaki grafigi (u_,f(u_))
ve (u+ ,f(u, )) noktalarini birlestiren kirigin listiinde yerlesmesi gerekmektedir.

if) u_>u, oldugunda ise f(u) fonksiyonunun [u+,u_] araligindaki grafiginin

(u+ ,f(u, )) ve (u_  f (u_)) noktalarini birlestiren kirigin altinda yerlesmesi gerekmektedir.
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Jlu)

Sl

Sekil 4. Ch kirisinin Ustte kaldigi durum

11
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2. INCE FiLM DENKLEMLERI VE FiZIKSEL PARAMETRELERE GORE
AYRIKLASTIRILMASI

Goruldigi gibi, (1.1) denklemi biri konvektif ve digeri dordiincii mertebeden diflizyon
olmak tizere iki farkli fiziksel 6zellige sahiptir. Konvektif terim kayma yiizeyi ve graviteyi
gosterir ki, burada kuvvetler ters yonde etki gosterir. Diflizyon terim ise yiizeysel tensoru ifade
etmektedir. (1.1) denklemi ince s1vi tabakalarinin sert yiizeyde akis problemlerini ifade eder ve
bir ¢ok fiziksel problemin teorik incelenmesi siirecinde kullanilmaktadir, 6rnegin, yaglama

problemi vs gibi, [8], [9], [10], [17].

12 0 T 0 T

101 ]

Sekil 5. f(u) =u’ —u’ fonksiyonunun grafigi
2.1 Konvektif Terimli Denklem ve Sayisal Coziimii
Simdi (1.5) denklemini f(x)=u’—u" igin ele alalm. Sekil 5 den goriildiigii gibi,
f(u)=u’ —u’ fonksiyonunun ikinci tiirevi isaret degistirmektedir. Bu nedenle hem iistte, hem

de altta kabarik kisimlar1 vardir.
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(1.5) denkleminin

[SSHR )

, |x| <2,

0, |x| >2

2.1)

uy(x) =

baslangi¢c kosulu g¢ercevesinde gercek ¢oziimiinii bulalim. Bunun i¢in [16] ve [21] i takip
ederek, asagidaki tanimi1 verelim.

N ile [-2,2] araliginda tanimli ve F(u)> f(u) olan fonksiyonlar sinifin1 gosterelim.

Tamm 2.1 F = inf )}7 (u) esitligi ile tanimlanan F fonksiyonuna f(x) fonksiyonunun [-2,2]

F(u)eN

araligindaki alta kabarik katmani1 denir.

uy = inf F
Tanim2.1 e dayanarak f(u) fonksiyonunun alta kabarik katmanini 7 Fen (u) ile

gosterelim.

Simdi, f(u)=u’—-u’ fonksiyonunun [-2,2] arahifindaki alta kabarik katmanini
olusturalim. Bunun i¢in, B(2, (2)) = B(2,—4) noktasindan f(u) nun grafigine teget ¢izelim
ve AC dogrusunun grafikle kesistigi noktayr C(c, f(c))ile gosterelim. Bu tegetin egiminin

PRGN ()
c-2
denkleminden  bulunabilecegi  agiktir. f'w)=2u-3u’> dr ve f(2)=-4,
f(=2) =12 o0ldugundan A(-2, f(-2)) =(-2,12) olur. Bu durumda C noktas1

e3> _f(c)+4_cz—c3+4
c—2 c—2

denkleminden bulunur. Buradan (2¢ —3c*)(c—2)=c* —c’ +4veya

2¢* —7c* +4c+4=0 (2.2)
elde edilir. Bizi (2.2) denkleminin [-2,2] araliginda kalan kokleri ilgilendirmektedir. Agikca
gortldigi lizere c=2 bu denklemi korumaktadir. Gergekten de,

2.8—74+4.2+4=0o0lmaktadir. Bu durumda diger ¢o6ziimler denkleminin kokleri

olmaktadir.
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3449416 345

¢, ==—=den ¢, =2 ve ¢, =-0,5 olarak bulunur.
’ 4 4

Boylelikle f(u)=u’—u’ fonksiyonunun alta kabarik katman1 CB tegeti ve f(u) nun
grafiginin C ve A noktalari arasinda kalan CA yaymdan olusur. Gorildigi gibi, F
fonksiyonunun ikinci tiirevi pozitif degildir, yani F"(u) <0 olur.Bu durumda genel teoriye

dayanarak (1.5), (1.23) probleminin ¢éziimii

0, x < a(t),
u(x,t) = g(ﬂ, a(t) < x < b(?),
0, x>b(0)

seklinde yazilir. Burada seyreltme dalgasmin profili g(x) fonksiyonu
(g(0)=x

denkleminden bulunur ve a{t) = € w )tb(#) = € (W) olmaktadur.

2.2 Yardimei Problem ve Ozellikleri

Bu kisimda, (1.5), (2.1) denkleminin niimerik ¢Oziimiinii elde etmek igin algoritma
olusturacagiz. Bunun i¢in dnce [21] - [24] takip edilerek asagidaki yardimci problemi dahil

edelim.

M ile ai operatoriinii gdsterelim. Bu notasyonda (1.5) denklemi
X

%Jer(u) =0 2.3)

eklinde yazilir. M ™" ile M in tersini gosterelim ve (2.3) denkleminin her iki tarafina M~ i
§ Y g

_, Ou

M
ot

+ M7 Mf(u) =M (0)
seklinde uygulayalim. Sonuncu denklemi

%Jrf(u) =h (2.4)

14



bi¢iminde yazabiliriz. Burada
v=M"u ve h=M"0

dir. Dolayisiyla, & € kerM  herhangi bir fonksiyon olmaktadir. 7 =-h" olarak alirsak (2.4)

y1
0 -1 0
E(M u+h® )+ fu)=0 (2.5)
bi¢iminde yazabiliriz.
M 'u+h® =v(x,t) (2.6)

olsun. (2.6) den
u(x,t) = Mv(x,t)(2.8)
elde ederiz. (2.6) ve (2.7) i dikkate alarak (2.5) ifadesini

ov(x,t) ov(x,t) )
o +f( ~ j—O (2.8)

olarak yazabiliriz. (2.8) denklemi i¢in
v(x,0) = v, (x) (2.9)
baslangi¢ kosulunu ekleyelim. Burada v, (x) fonksiyonu

%=u0(x) (2.10)

denklemini koruyan herhangi bir siirekli fonksiyondur.

(2.9), (2.10) problemine yardimei problem denir ve bu problemin agagidaki avantajlari
vardir:

1. v(x,t) fonksiyonu mutlak siirekli bir fonksiyondur,

2. v(x,t)yi hesaplamak i¢inu(x,t) fonksiyonundan hi¢ bir degiskene gore tiirev
almaya gerek yoktur, zaten bu tiirevler mevcut da degildir.

3. (2.8) denklemini kullanarak ¢ ye gore yiiksek mertebeli sonlu farklar algoritmalari

olusturmak miimkiindiir.

2.3 Niimerik Algoritma

Simdi, (2.8), (2.9) probleminin sayisal ¢dzilimiiniin bulunmasi i¢in sonlu farklar

yontemini kullanarak ¢6ziim algoritmasi olusturalim. Bunun i¢in (2.8) denklemini (2.7)
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ifadesinden faydalanarak

—Ma’;’t) - F(u(x,0) =0 (2.11)

seklinde yazabiliriz. Sonuncu denklemi i¢in baslangi¢ kosulu (2.9) olur.
Once [-¢,¢] pargasm —/=x,, x,, X,,...,X,,, X, = olmak lizere n yere bolelim
ve[- ¢, ¢]x [0, 7)bolgesinde
Q,. ={xi.t,)|x; = —0+ih,i=012,,nt, =kt,k=012,.,h>0,7>0}
diizglin agin1 kuralim.
Q,.agmnn(x,,¢, ) noktasinda (2.11) denklemi igin
Ve =V =7 f(U ) (2.12)
sonlu fark karsiligini yazalim. (1.32) cebirsel denklemler sistemini
Vi =v,(x,) (2.13)
baslangi¢ kosullar1 ¢cergevesinde ¢ozecegiz.
Gorildigi tzere, (2.12), (2.13) semas: acik sema olusturmaktadir ve bilgisayar

hesaplamalar1 agisindan ekonomik olmaktadir. Ayrica, V;,,, bilinmeyenlerini elde etmek

icinu(x,t) fonksiyonunun hi¢ bir tiirevi kullanilmamaktadir. Zaten bu tiirevler mevcut
olmayabilirler de.
Asagidaki teorem kolayca ispatlanabilir.

Teorem 2.1 Eger V,,,(2.12), (2.13) probleminin sayisal ¢oziimii ise,

V,k+1 - Vz‘—1,k+1

Ui = Vs == (2.14)

esitligi ile tanimlanan U,,, ag fonksiyonu esas problemin, yani (2.1), (2.3) probleminin

sayisal ¢ozlimii olur.
Gergekten de,
Vien =V =7 f(U,)
ve

I/i—l,k+1 = Vi—l,k -7 f(Ui—l,k)

denklemlerini taraf tarafa gikarip 4 ile bolersek,
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l|:Vvi,k+1 - Vi—l,k+1 _ Vi,k - Vi—l,k } _ f(Ui,k) - f(Ui—l,k)
h

aliriz. Buradan

Ui,k+l - Ui,k _ f(Ui,k) - f(Ui—l,k)
T h

elde ederiz.

Diger taraftan, V, , =V, —1 f(U,,)esitligini kullanarak V;, ve V,,_, ifadeleri yerine

Jhe+1

swrastyla V,, =V, , -7 f(U,,)) ve V,,, =V, —7 f(U,,_,)ifadelerini yazarsak,

Vi,k+1 = Vi,k—l -7 f(Ui,k—l )7 f(U[,k) = Vi,k—2 -7 f(Ui,k—2) -7 f(Ui,k—l )—7 f(Ui,k)

aliriz. Bu islemlere devam edildiginde ise
k
Vier =Via =t [ WU0) = fU )+ fU D]V =72 fU,,)
u=0

buluruz. Buradan da

k
‘Vi,k+l _Vi,O‘ <7 Zf(Ui,y)
u=0

oldugu goriliir. Bu ¢ikarimlar dogrultusunda asagidaki teoremler gegerlidir.
Teorem 2.2 1< _ kosulu ¢ercevesinde (2.12) sonlu farklar denklemi kararlidir.

T max f(u)
Teorem 2.3 1< _ kosulu ¢ercevesinde

T max f(u)

‘V('xi b)) — Vi,k+1 =0(7)

esitligi gecerlidir.

2.4 Bilgisayar Testleri

(2.12), (2.13) semasmi kullanarak f() =1 olan durumlar igin bilgisayar testleri yapilmustir.
Sekil 6 da (2.3) fonksiyonunun grafigi gosterilmistir
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0.7 T T T T

0.4+ R

0.3- i

0.2 _

0.11 _

2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

0.8 T T T T T T

_08 L L L 1 L L L
2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Sekil 7.v,(x) in grafigi

18



0.7

0.6¢

0.5+

0.4+

0.3r

0.2

0.1

Sekil 8.u(x, t) in grafigi
Onerilen yontemi test etmek amaciyla ikinci niimerik deney icin [6] daki

(a-Ax—x)(a—Ax+x)°, |x|<a-Ax,
U, =
0, | x> a—Ax

veriler géz Oniine alinmustir. u,, 1n integralini asagidaki sekilde hesaplariz, [27]:

a 0 a—Ax
I_auo (x)dx = ETO o (x)dx + L u,(x)dx

a-Ax 3 3
lim AX(a—Ax—x) (a—Ax+x)dx

(a—Ax—x)(a—Ax+x)’ =[(a—Ax)’ —=x*T = (a—Ax)® —x°
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=a® —6a’Ax+15a" (Ax)* =204’ (Ax)’ +15a° (Ax)* —6a(Ax)’ + (Ax)® — x°

= lim {a® —6a’Ax +15a* (Ax)* =204’ (Ax)’ +15a° (Ax)* —6a(Ax)’ + (Ax)°}

Ax—0

7 a—Ax

2 1247
[a—Ax—(—a+Ax)]—x7 =24~ lim (a = Av)’ = a

Ax—0 7

—a+Ax
Yapilan bilgisayar deneylerinin [6] da verilen ger¢ek ¢Oziime yeteri kadar yakin

sonuclar verdigi gorilmistiir.

_01 L L 1 1 1 L L L L
Sekil 9.1, (x) in grafigi

2.5 Diffuzyon Terimli Denklem ve Sayisal Coziimii

Asagidaki problemi géz dniine alalim

o _ a[ 83—”} (2.15)

—=a—|u
Ot ox| ox’
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u(x,0) =u,(x), (2.16)

otuttn)

k

~ (k=0,1) 2.17)

alalim. Burada u(x) bilinen bir fonksiyondur.

06 T T T T T T T

0.1F J

_01 [ [ [ [ [ [ L [ L

Sekil 10.u(x, t) in grafigi

Goruldigi tizere, (2.15) denklemi u >0 ve Z—M =0 oldugunda dordiincii mertebeden
X

parabolik tiir diferansiyel denklem olmaktadir. Ayrica, bu denklem “ =0 ve 8_u=0

ox
oldugunda birinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denkleme indirgenilir.

Aciktir ki, denkleminin ¢6zliimiinii diferansiyellenebilme 6zelligi,denklemin ¢6ziimden
talep ettigi mertebeden diisilk olmaktadir.Coziimde olusan bu ozellikler denklemin klasik
¢oziimiiniin mevcut olmadigini ima eder.

[5] de (2.15) denkleminin asimptotik ¢oziimii elde edilmistir. Elde edilen ¢oziim
iizerinde yapilacak incelemeler sonucunda asagidaki irdelemelere ulasilir.
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12 54413
=[%(t)(l—x)3j +K(0)(1-x) * (2.18)

oldugunda 1im u(x,¢) = 0 olur. Ayrica birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerini hesaplarsak

x—>1"

8J(t)
ou _ (1 ) _5+\/EK(t)(1_x)l+F

ox 2\/8‘]3“)(1—)03

2 1+413 2 113
SO 513y - 400 —5+4@K(r)(1—x) :
\/8";’)(1_@3 \/8‘2(’)(1—@”

]/2 54 \/_ 1++/13

=_J6J(0)"*(1-x)"? -2 K(1)(1-x) * (2.19)

l+«/ﬁ_
%——x/_J(t)m(l )‘”2+5+;/Bx1+;/§l<(t)(l—x) ¢

_J6I0) | 9+3413 s
ZH 2 K(1)(1-x)

(2.20)

2

alinz. Buradan [im a—? = —oo oldugu goriiliir. Ugiincii tiirevinden
x—>17 0OX

—3+«/§_1
———1/6J(t Y(1- )—”—(9”*@]{ 3+\/_]K(t)(l— x)

8

—7+J13
RLEON —EK(t)(l x) (2.21)

T 8

-l>|>—‘
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2 3
buluruz. Diger taraftan ug—u , uZ—z ve ua—u fonksiyonlarin1 asagidaki sekilde
X X x’

12 54413
ua—u=|:(w(l—x)3j +K(@)(1-x) 4 ]x
ox 3

14413
{—x/EJ(t)”z(l—X)”z e J_K(t)(l x) ]

1+\/§
_ V?‘]_(t 2 JeT O I=x “8‘]0 (1-x)? \/_K(t)(l x)

5+413 5+13 1+V13
—N6I )" K@)(1-x)""(1-x) * &y ;/BKz(f)(l—x) Y d-x) !

= —4J(1)(1-x) {—%(“j—] \/_}(

7+413 34413
JTOKO(1-x) ¢ -2 +;/_K O)(1-x) 2

) 12 54413
ua—f{[w(l—xf] +K(E)(1—-x) 4 ]x
ox 3

J6J@) 9+3413 o
{2\/: g K0d-x)

23

(2.22)



:(%m“_x)j 23\/5—% (SJ(t)(l—x)j 9+3\/_K(t)(1— oo
+K(l)(1—X)5+“m%+ K(t)(1- )s+4r9 3\/_K(t)(1— )_3+4r
9+3\/_K & )Hf (2.23)

ve

ox’ 3 [(1-x)* 8

; : 54413 73
a—{[w(le] +K(@)(1-x) * ] GﬂEK(t)(lx) 4

1 1

8.J(1) s 6J(0) ] 3(8J(0) T
4{316( - X) m} 8(—3 (1 x)) K(@#)(1-x)

1

l 6J(f) 2 ~ 5+;/7 _E —l+2«/§ _g —l+2«/7
+4((1_x)3) K(#)(1-x) 8K (t)(1—x) 8K (t)(1-x)

(810 P S L1 e
+{ 8[ 3 (1- )] (1-x) ]+[4((1x)3) (1-x) “K(l)th(t)

—-1+J/13
—J(t)——K ) (1-x) 2 (2.24)

olarak hesaplariz.
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Bu sonuglara dayanarak (2.15) ve (2.16) problemin klasik ¢oziimiiniin mevcut
olmadigini varsayabiliriz.
(2.15) denklemi u(x,7) = 0 da dejenere oldugundan, [3] i izleyerek O, de

ou’ 0 o*u’
e 3 + 2.25
- ax[(u &) J (2.25)

yaklasik denklemini g6z Oniine alicagiz.Burada ¢ pozitif bir parametredir. Bu durumda, (2.17)
kosulunu saglayan H'(Q) da u,(x)e C** normuna gdre yaklasik olan u{ (x)fonksiyonlarina

ihtiyag vardir. (2.16) kosulu yerine

u(x,0) = ug (x) (2.26)

alalim. Belli bir 0<o <7 i¢in,u(x,t)fonksiyonunun Q_ da (2.25), (2.26) probleminin

¢Ozlimii olmasi1 varsayimi altinda, ileride ihtiya¢ duyacagimiz hesaplamalar1 yapalim.

Ou(x,1)

X

u nun yerine u*ifadesini koyarsak ve sinirda ——— = 0 oldugunu dikkate alirsak

J- [8u(x,t+r)j2_(5u(x,t)]2 y_
! ox ox

B I[Ou(x,t +7) N Ou(x,t)}[au(x,t +7) Ou(x,t)}dx
A ox ox ox ox

O*u(x,t +1)  0u(x,1) [au(x,t +7) au(x,t)}
—I 5 + > - dx
! ox ox ox ox

elde ederiz. Sonuncu ifadeyi 7 ya boler, 7 — Oiken limitini alirsak, herhangi 0<t?, <t, <o

i¢gin

5

t) Gu(x t) 0° u(x t) ou(x,t)
o inar =L [[ 0 4

buluruz.
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2 ¢

(2.25) ifadesini

= ile carpar ve Q, (0 <T < o)iizerinden integrallersek, ayrica son
X

0zdesligi de kullanirsak

Vefor )Y, e . (Y 1l ouf(x0))
> L(Tj dx + jo j, (u +g)[ o~ j ddt = L[Tj dx (2.27)

elde ederiz. Boylece

Te(ow' D)) _1¢fou’(x0))
: j}(—ax } dx < J.’(—Ox } dx (2.28)

esitsizligini alinz.

Simdi, (2.25) ifadesini €, iizerinden integrallersek

o)) . e, . (Y, 1l (x0))
L(T} dx + jo L(u +g)( 5 } dxdt = L(T} dx (2.29)

esitligini de buluruz. Sonug olarak

2 2
L(%} dr<| (%} dx (2.30)
oldugu goriiliir. O halde, (2.25) ifadesinin €, iizerinden integrallenmesiyle
Lus (x,T)dx < Lus (x,0)dkx. 2.31)
esitsizligi elde edilir.
2.6 Yardimci Problem

(2.15) denklemini —a dan x e kadar xe gore integrallersekve (2.17) kosulunu kullanirsak

o u(x,1) B

%Ijau(i,t)dg = u(x,1) P u(—a,r)M

ox’

(2.32)

elde ederiz.

u(x,t)

Qu(x,t) 0 O’u(x,t) | Ou(x,t) 0°u(x,t)
— = —| u(x,1) > - >
ox ox ox ox ox
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:i(uu,»—az”(’;”)]AH@u(nr)ﬂ
ox ox 2| Ox ox

esitligini gbz Oniline alirsak ve (2.32) denklemini —adan x e kadar xe gore bir kez daha

integraller ve integral bagintisini sifira esitlersek,

azu(x t) o’u(—a,t)

—j [ ug.ndéds =u(x, 1) —

B l(@u(x,t)jz _l(@u(—a,t)jz
20 ox 2 ox

elde ederiz. Asagidaki bagintiya uygun olarak

u(x,t)% (( t)ﬁu(x t)j [ﬁu((;;,t)j

—u(—a,t)

(2.33) ifadesinden

ou (x 1)

—u(—a,t)

EJ ] e nagded =uen D ou(-ar) 3 fa(au(if,t)} i

ox 2 PE

bulunur. Son bagintini tekrar integrallenmesiyle

jj j u(E, t)d§d§d§d§——u (x, t)——u (—a,t) —> rr(au(é f)} dédé.

aliniz. Cauchy formiilii kullanilarak

2

ou(n, 1)
x—-n)un,t)d =—u X,t)—— d
Mj( )’ u(n,0dn = =u’ (x,1) j( ( o ]
elde edilir.
vt e e .. < ou(x,t) :
Acikga  gorildiigi  lzere, eger u(x,t)ve 5 fonksiyonlari
X

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

surekli

diferansiyellenebilir fonksiyon olursa, bu taktirde (2.36) ya da (2.35) denklemleri (2.15)

ifadesine denk olur. Sonuncu denklemi x e gore dort kez diferansiyelleyerek bu iddia
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kolaylikla ispatlanabilir. Ger¢ekten de, ilk integrasyondan

10 ¢ ax—n) - dur,t) 3 dx—m)(du(m,n)Y
ok g He0dn e =m0 S (an )d

10 _ au(x t) 3 ou(n,t) ’
28tj (x=m)’u(n,dn = u(x,n)——= 2]( P )dn

elde edilir. Ikinci integrasyon

ou(x, z)j 3 (au(x,t)jz

—j (x=mu(n,t)dn =— [( 1) A

=u(x,t)

O’u(x,t) 1 (au(x,z)j2
ox? 2 ox

verir. Ugiincil integrasyondan sonra

azu(x t) o*u(—a,t)

ox*

[au(x t)] [au(—a,t)]z_ _ Ou(x,1) 0%u(x,1)
20x\ ox 2 ox C ox o’

—u(-a,t)

L[ utntyan == [u( 0

+u(x,t) Cuxt) 10 (Mj = u(x, ) 332(336,0
X

ox* _55 Ox

elde edilir. Nihayet, dordiincii integrasyondan sonra iddia ispatlanmis, boylece(2.15) ifadesi

elde edilmis olur.

2.7 Niimerik Algoritma
(2.15)-(2.17) problemini ¢dzebilmek i¢in sonlu farklar semasi yazmadan 6nce G bdlgesini
Q= {(x,t,),x, = —a+iht, =kr;i=0,l.onk=01.2,., h= %,r > 0}

ag1 ile ortelim. Buradaki 7 sayisi, olusturacagimiz sonlu farklar semasmin kararli olmasi
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kosulundan elde edilecektir.

Bu amagla 6nceliklet ye gore diferansiyel altina giren (2.36) denklemindeki integralleri

dikdortgenler metodu olarak da bilinen kiibatiir formiilleri kullanarak

[ =myun,odn =hYy (x,~ &)U, (2.37)
=1
seklinde yaklasik hesaplayacagiz. Burada
& =x; +£,j =0,1,2,...,m.
PN

olmaktadir.

(2.37) ifadesini ve auéx,t) tirevinin sonlu farklar karsiligin1 dikkate alarak,(2.36)
X

denklemi i¢in asagidaki gibi gesitli sonlu farklar semalar1 yazmak miimkiindiir:

1. Acik semalar:

a)ileriye dogru farklardan olusan agik sema

2
h < A 1 303 U,,-U,
Ezl(xi_ng(Uj _U_/):EUI‘Z _EhZI(Xi_é/)( ’ lh ]'} ) (2.38)
J= J=
b) geriyedogru farklardan olusan ac¢ik sema
2
I’l i n 1 3 i U. —U~_
oo 26=E) U, =U ) = U =Y —5_,)(-’7“] , (2.39)
J= J=
¢) merkezi farklardan olusan agik sema
2
h $ 3775 1 2 3,3 U‘+1_U‘-1
— —EYWU. -U)==U"-=h —E L. 2.40
- ;(xl ¢) (U, =U)) ) ;(xl r?_,)( o (2.40)

2.Kapali semalar

a) ileriye dogru farklardan olusan kapali sema
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~ A 2
h { A 1~y 3 4 U., -0,
— =&)Y WU, -U)==U"—=h =&)L, 241
or L5 €)' (U, =U) = UF =303 5_,)[ ; (2:41)

b) geriyedogru farklardan olusan kapali sema

A

A 2
h < 3075 1~y 3 < U -U,,
_EVU U )= 0 =2 h (x —E ) L >

c)merkezi farklardan olusan kapali sema

A A 2
h < 3775 1A2 3.3 U‘+1_U‘-1
— Y (x,=&EYU,-U)==U'-=hy (x,— &) ——L. 2.43
o 20 =E0' U, -U) = U =Tk 5,)[ — @43)
BuradaU,, Uiilvel}l. degerleri  u(x,t) fonksiyonunun  Q_, agmin swrasiyla  (x,,%,),
(x.,,t,) ve(x,,t, +7) keyfi noktalarindaki yaklasik degerleri olmaktadir.

Bu semalar1 incelemeye (2.38) denkleminden baslayacagiz. Bu amagla (2.38)
denklemini

h 37y _ ii_l _ 317 _ —
o W W U)o 2 (3 =6)'(U, ~U)

J=1

2
| U.-U,
U2 (x| S
= ;,{ h

olarak tekrar yazalim.

Basitlik i¢in agagidaki notasyonlart dahil edelim:

%(‘xi _éi )3 - Az'(i)
1 :
g(xl. _5./)3 =47
3 .

5( i_é./): B}
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Bu notasyonlar kullanilarak,(2.38) denklemi

2
h o[ hd (A 1 U,,-U,
=AU, -U, ]+ =AU, ~U, |==U} —h B(” 7
T 1 ( i 1) T; J ( J ./) 2 = h
olarak yazilabilir.Buradan U , 1fadesi i¢in
2
o : i A i (U, -U,.
ﬁAl,(”Ui =ﬁAl,(”Ui—ﬁZA§”(U/—U/)+1Uf—h BO| L],
T T Ta ' 2 =i h
2
~ T 1 |h U
U =——+|=4%U, - A0 U, )+ = U>-hy BY d
" hAY |t ; ( ) 2 ,Z:‘ [ ]]
veya
2
1 & T -U
= — +__ _ B(l) J
VIR o DYV Gy
elde edilir.

Baslangi¢ ve smir kosullari ise

Ui =uy(x,),

seklini alir.

Benzer sekilde, (2.39) ve (2.40) denklemleri i¢in de sirasiyla asagidaki gibi

1 & T ; LY
o I_A_z ( .‘ ./) 2h A(l) A(l)z ()( }

J=

Ve

_ RS ( )T 0 U_/—12
U= AU et S

j=1
sonlu farklar semalar yazilabilir.

Simdi (2.41) sonlu fark denklemini kullanarak

A 2
h s 1 (U,.,-0,
;Z}A.;)(U./_U./):E i hZB()[ ]J
J=

algoritmasini yazalim.Bu denklem
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i1
ﬁAi(i) (Ui _Ui)+ﬁzA;i_l)(Uj —Uj)
T r 5
A ~\2 - A A N2
= Lge g Y =i ) _5open) Yl
2 ! ! h < J i

olarak da yazilabilir. Eger asagidaki

i1
P =340, -v)

j=1

A A 2
) = (U, -U,
(-1 _ (i-D| Zj+l .
Q./ _ZB/‘ [ ’ h /]
j=1

gosterimlerini kullanirsak,bu taktirde

r A N2
ﬁA@(j —ﬁA@U» :l(jz —hB,(i) Ui+1 _Ui _ﬁp(z‘—l) _hQ(i-l)
T i i T i i 2 i i h T J Jj

elde ederiz. Simdi de asagidaki notasyonlari dahil edelim:

h

w (i-1) (i-1) — (i-1)
. P+ hQ; F;

A A 2
ﬁA?i’U,—l(}?+thi’ U, -U; — _Fn
T 1 i 2 i i h J >

o R
F~(1 1) — F(l 1) __A(I)U
J J T i i

A A \2
hB@[M] _ h

72 Oy _ i
07 -~ 470, - Ff

N | —

h

olsun. O halde,

Un=U, _ | 1 lUf _ﬁA;i)Ui _ Fn
2 T J

ifadesinden

U, = l}i +h\/ ! [%(}f _ﬁAi(i)l}i _f}(i—l)}
/Z' v
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elde edilir.
Benzer sekilde, (2.42) ve (2.43) denklemleri i¢in de sonlu farklar semalart yazilabilir.

Bu algoritmanin ¢alismasi i¢in 6nce x, noktasinda Euler semasimni c¢alistirip 170 elde
edilir. Daha sonra ise t, =(k+1)r, (k=0,1,2,...) katindaki degerler elde edilen algoritma ile
gergeklestirilir. Denklemdeki katsayilar ve serbest terimler ise #, katinda hesaplanir.

Simdi (2.38) sonlu farklar semasmim (2.36) ¢oziimiine yakmsakligi ve kararlilig
problemini arastiracagiz.

g, ven,, ile(2.36) da igerilen integrallerin dikdortgenler yontemiyle yaklagimindaki

hata terimlerini gosterelim.

ow(x,t) A ou(x,t)
ot ox

Diger taraftan, 6,, vew,, sirasiyla tirevlerinin sonlu fark

karsiliklarinin hata terimleri olsun. Burada

wie0)= [ (c=n)'u(n.t)dn

Ve

& = W(x,1) _hzl:(xz‘ -1 )3Uj’
Jj=1

U U

j+ Y

h +a)j,k]a

; 8 ’ i
Mk = I_a(x _77)£$j dn— h;(xi _771‘)[

_ow(x,t) W,-W,

51’,1{

b

ot T
o, = ou(x,t) U, -U,
’ Ox h
ou(x,t) ) .. ) )
olmaktadir. u(x,7) ve 3 fonksiyonlari siirekli olduklarindan o, —>0 olur, yani
X
= ou(x;,t,) U, U _ ou(x;,t,) B ou(x; ,t,) _ ﬂ[@u(x,t)j N (2.44)
’ Ox h Ox Ox Ox

%
X € (xi’xi+h)

dir. Burada z( f')ile herhangi bir [—a,a] kapali araliginda tanimli f(x) fonksiyonu i¢in
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n(f)= sup | f(O) = f(x)|

lt—x|<h

kastedilmektedir (modulus continuity).

o(x,t)ile (x=n)u(x,t) = p(x,1) fonksiyonunu gosterirsek,
o(x,t)ve @'(x,t) fonksiyonlarnin  siirekli  oldugu

buradan

kolayca  goriiliir. Bu  taktirde,
z €[~a,a]olmak lizere g, , igin

&, = ah'(z,1) (2.45)

elde ederiz.

v = (x —n)[@]
X

olsun. y(x,) fonksiyonu siirekli oldugundanp,, igin

X i UA+ —UA
i = [y O.0dn -y (x -n) = —+
=

—hZ S P e ) 3 L S (2.46)
Jj=1
alinz. 6, i¢in

_ Low(x,t) LW, -W,

1 1

31 ot 31 ¢

ik
1 3 1 3

=—U(x,t,)—-= | wn.0dn-| U ==hDy,

S U () ZL}//(U )dn {2 P jl%}

1 3 o 3
= E(Uz(xi,tk)—Uf)— {Ef_aw(n,t)dn —Eh;w;}

3
= maxu.m(u)— ~Nix (2.47)
(1) 2

elde ederiz.

(2.44)-(2.47) den gorildigi tizere (2.38) sonlu farklar semasi (2.36) ile tutarhidir.
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3.SONUCLAR

Tezde dejenere olan dordiincii mertebeden nonlineer diferansiyel denklem igin
yazilmis problemin siireksiz fonksiyonlar sinifinda sayisal ¢6ziimii incelenmistir. Elde edilen
sonuglar1 asagidaki gibi siralayabiliriz:

1. Dordiincii mertebeden ince film denklemi fiziksel parametrelere gore
ayriklastirilmistir.

2. Konvektif terimli denklem i¢in Cauchy probleminin gergek ve sayisal ¢oziimii elde
edilmistir.

3. Dordiincii mertebeden diflizyon denkleminin sayisal ¢0zimii i¢in siireksiz

fonksiyonlar sinifinda sonlu fark algoritmalar olusturulmustur.
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