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DENIiZ YUZEYININ INCE TABAKASINDAKI TERMIiK YAPININ
MATEMATIKSEL iNCELENMESI

Ug béliimden olusan tezde, deniz sularinmn yiizeyde 1s1 dagilim dinamigi
incelenmistir. Bu amagcla tezin birinci bdliimiinde, sonraki boliimler igin gereken

tanim ve kavramlara yer verilmistir.

Ikinci boliimde kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii igin
kullanilan Green fonksiyonun kurulmasi ve ¢oziimiin Green fonksiyonu yardimi ile
ifade edilmis gosterimi bulunmustur. Bu adimdan sonra tezin temelini olusturan
deniz sularmin ylizeyde 1s1 dagilimi olaymin ifade eden 6zel kaynak fonksiyona
sahip 1s1 denklemi i¢in yazilmis baslangic-sinir deger problemi ¢oziimi

incelenmistir.

GOz Oniline aliman problem ii¢ farkli yontemle c¢Oziilmiistir. Kaynak
fonksiyonun sahip oldugu 0zellik literatiirde 1yi bilinen klasik yontemlerin
uygulanmasina zorluk ¢ikardigi icin tezde sonlu farklar yontemi Onerilmistir ve
problemin yaklasik ¢oziimii elde edilmistir. Elde edilen yaklagik c¢oziimii
degerlendirmek amaciyla géz Oniine aldigimiz problemin ger¢ek ¢6ziimii Fourier
serisi yontemiyle, sonrasinda ise Rezidii yontemi uygulanarak elde edilmistir. Elde

edilen sonugclar olayin fiziksel yapisin1 yansitmaktadir.
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ABSTRACT

MATHEMATICAL INVESTIGATION OF THERMAL STRUCTURE IN
THIN LAYER OF SEA SURFACE

The thesis consists of three parts. In this thesis, heat distrubition dynamics on
the surface of the sea water is investigated. For this purpose, it is given to definations
and concepts required for the next chapter in this part of this thesis.

In the second section, Green's function which is used for the solution of
partial differential equations is founded and presentation of this solution which is
expressed with the help of green function has been found. After this step, heat
distribution event on the surface of sea water forms the basis of the thesis. Heat
equation has a special resource function epressing this event. Initial boundary value
problem solving is written for the heat equation and this solution has been

investigated.

Considering the problem is solved by three different methods. Characteristic
of the source function raises difficulties to the application of conventional methods
known in the literature. Therefore, the finite difference method is proposed in this
thesis and the solution of the problem is approximately obtained.To evaluate this
solution, we take into account the real solution to the problem is obtained by Fourier
series method and then is obtained by applying the residual method. The obtained

results reflect the physical structure of the event.
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GIRIS
1. YARDIMCI KAVRAM VE TANIMLAR

1.1. Kompleks Fonksiyonlar Kavram

S karmasik sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olmak {izere her z € S 6gesine
belirli bir w € C 06gesi karsilik getiren bir f kurali varsa, bu kurala S’den C’ye bir
karmasik fonksiyon (doniisiim) denir ve

f:$S-C
z ->w=f(2) veya w=f(z), z€S

seklinde gosterilirw = f(z)  gosterimi ile hem f fonksiyonunu hem de f
fonksiyonunun z noktasindaki degerini temsil ederiz. z € S i¢in w = f(z) bir
karmasik say1 oldugundan bunun

u=u(x,y) = Re f(2)

v=v(xy) =1Imf(2)
seklinde gosterilen gergel ve sanal kismi1 vardir. Bir karmasik fonksiyonun gergel ve
sanal kisimlar1 genel olarak iki degiskenli gercel fonksiyonlardir. Bu nedenle bir
karmasik fonksiyon i¢in,
w=f(2)=ulxy)+ivix,y), (xy)€ES

gosterimini de sik sik kullanacagiz. Ornegin:

w=f(z)=1z% z€C
fonksiyonu z = x + iy olmak iizere

w=f(2) =(x+iy)? =x%—y? + 2xyi
yazilabilir. Burada,
Re f(z) =ulx,y) =x2—y? ve Imf(z) =v(xy)=2xy

dir.

Ornek 1.1.1: w = f(z) = %, z # 0 fonksiyonunun gercel ve sanal
kisimlarin1 bulalim.

z = x + iy olmak lizere
1-z (1-2)7_ Z—|z|?

zI2 x?+y?

f(2) =



_x—iy—x?—y?
B x? + y?

_x=x?=y* y

l
x2 _|_y2 xZ +y2

yazilabilir. Buna gore,

x —x? —y?
Re f(2) = u(x,y) = =i
_yz
Ji = i = —_—
m @) = v(0y) = o

olur.

1.2. Cauchy-Riemann Denklemleri

f(2) =u(x,y) +iv(x,y) fonksiyonunun bir z, = x, + iyynoktasinda
f'(z,) tiirevi mevcut olsun. Bu durumda x ve y ye gore birinci mertebeden kismi
tiirevleri (xq, yo)’da vardir ve bu kismi tiirevleri (xg, yo)’da

Uy (X0, o) = vy(xo'J’o)
uy(xOJyO) = —Vx (X0, Yo)
Cauch-Riemann denklemlerini saglarlar.

Karsit olarak, f(x) fonksiyonu z, = (x,,y,) noktasinin bir komsulugunda
tanimli stirekli bir fonksiyon olmak lizere, eger (xo,y,) noktasinda tim u,, u, ve v,
kismi tiirevleri mevcut ve siirekli ve Cauchy-Riemann denklemleri saglaniyorsa, bu
durumda f, z, da diferansiyellenebilirdir ve f'(z,) tiirevi

f'(20) = ux (X0, ¥0) + ivx(x0,¥0)
yada

f'(z0) = Vy(on’o) - iuy(XO:J’o)
ile hesaplanabilir.

1.3. Analitik Fonksiyon

I. Bir w = f(z) fonksiyonu, bir z, noktasinin bir € komsulugundaki
tiim noktalarda tiirevlenebilirse, f fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir.
il. Bir f fonksiyonu, bir S kiimesinin her noktasinda analitikse, f ‘ye S

‘de analitiktir denir. Burada bir noktada analitik olmak tanimi g6z oniine alinirsa, f



fonksiyonu bir S kiimesinde analitik demek, gergekte f fonksiyonu bu S kiimesini
kapsayan bir agik kiimede analitiktir demektir. Yani bir fonksiyonun analitik oldugu
noktalar kiimesi a¢ik kiimedir.

iii. Bir f fonksiyonu C diizleminin tiim noktalarinda analitik ise, f ‘ye

tam (entire) fonksiyon denir.

Bazen tanim kiimesi belirtilmeden “f analitik fonksiyon™ ifadesi kullanilir.

Bunun anlami1 f fonksiyonunun analitik oldugu bir kiime var demektir.

Ornek 1.3.1:f(z) =c, z € C sabit fonksiyonunun her z igin tiirevi var
ve
f'(z)=0

oldugundan f sabit fonksiyonu C ‘de analitiktir.

Ornek 1.3.2:f(z) = z? + 5i, z € C fonksiyonunun herhangi bir z
noktasindaki tlirevi

f'(2) =2z
oldugundan bu fonksiyon C ‘de analitiktir.

Ornek 1.3.3:f(z) = xy + iy fonksiyonun analitik olmadigin1 gosterelim.
f(2) = xy + iy fonksiyonu i¢in u(x,y) = xy ve v(x,y) = y dir. Buradan
Uy =Y, Uy =X,V =0ver, =1

bulunur. u ve v nin birinci mertebeden biitiin kismi tiirevleri mevcut ve stireklidir.

ve

Cauch-Riemann denklemlerinin saglanabilmesiiciny = 1vex = 0
olmalidir. Burdan f fonksiyonun sadece z, = 0 + 1i = i noktasinda tiirevinin var
oldugu goriiliir. f nin z, noktas1 komsulugunda tiirevi mevcut olmadigindan f higbir

yerde analitik degildir.

Ornek 1.3.4:f (z) = sinxcoshy + icosxsinhyfonksiyonun tam oldugunu

gosterelim.



u(x,y) = sinxcoshy ve v(x,y) = cosxsinhydir.
Buradan,
u, = cosxcoshy, u, = sinxsinhy, v, = —sinxsinhy, v, = cosxcoshy
bulunur.
u Ve v nin birinci mertebeden biitiin kismi tiirevleri mevcut, stirekli ve
Cauchy-Riemann denklemlerini sagladigindan f fonksiyonu her (x, y) noktasinda

tiirevlenebilirdir. Dolayisiyla tamdir.

1.4. Rezidiiler Teoremi

Teorem 1.4.1. aeCnoktast f(z)fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktasi ve f e

H(B(a;r)\{a}) iseB(a;r)\{a} de alman herhangi bir kapali y egrisi igin

J{ f(z)- i}dz =0 olacak sekilde bir ve bir tek A € C sabiti vardir.
Z—a
4

Ispat:0<r,r,<rigin N(C(a;r);a)=n(C(a;r,);a)=1vevzeCslz-a/>r

icin n(C(a;r,);z) =n(C(a;r,);z) =00ldugundan C(a;r,) =C(a;r,)

=L [f@d- = [f@)

C(a;n) C(a;n)

O<p<r
i¢cin
1
A= — j f(2)dz,
27 C(a;p)

p’ye bagl degildir.
v, B(a;r)\{a} da herhangi bir kapal1 egri olsun m:=n(y;a) alinirsa y ~ mC(p,a)
O<p<r

— f(2)-—2 B(ar)\la)
z—-a
da analitik ve y» = mC(p,a)

ﬂf(z)——}dz— j{f(z)——}dz

C(a;p)



=m jf(z)—m.A j dz
Cap) cap 7@
=m.2z.A—m.2x.A

=0
bulunur.

Son olarak A’nin tek oldugunu gosterelim. Farz edelim ki, A,BeC sabitleri
icin y B(a;r)\ {a} bolgesinde herhangi bir kapali egri olmak iizere;

J‘[f(z)—i}dz -0

Z—a
ve

j{f(z)—i}dz =0

z—a
olsun.

(A—B)j{%}o:y

yerine C(a; %) olursa

(A-B) j Ldfza}:o

r
C(a,E)

(A—B).27.n(C(a; %);a) 0=

27,(A-B)=0=>A=B

elde edilir.

Tamm a noktast f(z) fonksiyonun bir ayrik singiiler noktasi ve f eH(B(a;r)\{a})
olsun. B(a;r)\{a}da bulunan her y kapali egrisi icin

j{f(z)—i}dz 0

Z—a

sartinin saglayan A sayisina f'nin a noktasindaki rezidiisii denir ve Re Z[f ;a]ile
gosterilir.

1.5. Fourier Serileri



Bir f(x) fonksiyonu periyodik ise fonksiyonu T periyodu asagida verilen
esitligi saglayan en kii¢lik pozitif sayidir.

f(x)=f(x+T) (o < x < +) (1.1)

Periyodik bir f(x) fonksiyonu periyot iginde sonlu sayida noktolar disinda

tek degerli olarak tanimli, sonlu sayida ekstremuma haiz, kendisi ve birinci tlirevi

parga parga siirekli ise,

[00]

Flx) = %ao Z a,.cos (k) + bpsin(wkx) (0 = -2 (1.2)

k=1

seklinde tanimlanan seri, dilizglin olarak f(x) fonksiyonuna yakinsar. f(x)
fonksiyonu bu sekilde agilimina Fourier serisi adi verilir. Fourier serisi stireksizlik
noktalarinda fonksiyonunu sag ve sol degerlerinin ortalamasina yakinsar. Yukarda
verilen yakinsama sartlarina Dirichlet sartlar1 adi verilir. Bu sartlar yeterlilik
sartlaridir. Yukarida (1.2) bagintisinda verilen a; ve b, katsayilart asagida verilen

sekilde hesaplanir.
T
2
a, = Tf f(x)cos(wkx) dx
0
(1.3)

T
b, = %f f(x)sin(wkx) dx
0



2. GREEN FONKSIYONU VE OZELLIiKLERIi
t(y) =a(x)y" + b(x)y" + c(x)y = f(x) (2.1)

o y(0) + By'(0) = 0}
py(1)+6y'(1H)=0

(2.2)
asagidaki kosullar1 saglayan [G] Green fonksiyonu adi verilir.
G(x,s),xe[0,1],s€(0,1)
Kosul 1.x # s oldugunda G (x, s) fonksiyonu
() = a(x)y" +b(x)y" +c(x)y =0
Kosul 2.x = 0 ve x = 1 oldugunda G (x, s) fonksiyonu (2.2) sinir kosullarini korur.

Kosul 3.x = s oldugunda G(x,s) fonksiyonu x e gore siirekli ve x e gore tiirevi

birinci tiir sigrayisa sahiptir. Bu si¢rayisin biiyiikligi % dir.

G(S+0,5) = G(5-0, )
: : 1 2.3
6 (510:5) = 6/ (5-0.9) = o —
Green fonksiyonunu elde etmek igin sirasiyla 1. ve 2. sinir kosullarini koruyan trivial
olmayan y, ve y, ¢6ziimlerini bulmak gerekir.

_(P(S)y1(x),0<x<s
G(x,s) = {'P(s)yz(x),s <x<1

Buradaki £ ve ¥ fonksiyonlarini 3. kosulun korunmasindan elde edebiliriz.
Y(s)y1(s) = £(s)y.(s)

1
P(s)y2'(s) = £(s)y1'(s) = a0

P (s)y2(s) = £(s)y1(s) = 0

1
P(s)y2'(s) = £(s)y1'(s) = a0

y2(s)  —y1(s) _

A=A =1 =)l =

=¥1' (8)y2(8) + y1(8)y2'(s)



aelt 79 _ _ %0
1= ! - ) 2= ’ -
s ()] als) y2'(s) s a(s)
W — ﬂ _ y1(S) _ & _ Y2(S)
A a(s)A(s) A a(s)A
(YZ(S)%(X) 0<x<s
G _4 a(s)A '
G99 =1 i) o
L a(s)A T

Teorem 2.1.G(x, s) foksiyonu (2.1),(2.2) probleminin Green fonksiyonu ise

bu taktirde s6z konusu problemin ¢éziimii asagidaki gibidir.
1

y0) = [ 6 9)f)ds

0



3. DENIZ SEViYESINDE ISI DAGILIMI

Giiniimiizde bir¢cok 6nemli problemlerin ¢éziimii teorik olarak bazi 6zelliklere
sahip olan kismi diferansiyel denklemlerin veya denklemler sisteminin uygun
baslangi¢ ve smir kosullar1 cercevesinde ¢dziimiine indirgenir. Ornegin, otobanda
arabalarin akigi, nehir sularmin akisi, tabakali ortamlarda petroliin sikistirilip
cikartilmas1 gibi Onemli problemler arttk matematiksel modeller aracilifiyla
¢Oziilmektedir.

Bu tiirden problemlerden birisi son yillarda diinyanin c¢esitli yerlerinde
gozlenen deniz ve gol sularmin seviyesinin yiikselmesidir. Siiphesiz Ki bu sorun,
Ornegin tarim alanlarinin ve insanlarin yasam yerleskelerinin su altinda kalmasi gibi
cok biiyiikk sorunlara yol agmaktadir. S6z konusu problemlerin miihendislik
yontemleri ile ¢oziilmesi neredeyse imkansizdir ve bu problemlerin ¢oziimiinde
matematiksel modelin olusturulmasina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Soziinii ettigimiz problemin ¢dziimii yolunda simdiye kadar iki tiir yaklagimin
oldugu bilinmektedir. Bunlardan birincisi tektonik teorisi, digeri ise hidrodinamik

teorisidir.

Tektonik teoride deniz ve gol altinda yer alan tabakalarin belli bir kuvvetler
hesabina kabardigi ongdriiliir. Bu da kendi sirasinda iizerinde olan su kiitlesinin
yiikselmesine neden olur.

Hidrodinamik yaklasimda deniz ve gol sularinin igerisinde ¢oziilmiis
kimyasal ve petrol atiklarinin suyun yilizeyinde olusturdugu ince tabakanin dogal
“sera etkisi” yani, dahil olan su miktar1 ile atmosfere buharlasan su dengesinin
bozulmasina neden olmaktadir.

Tez de s6z konusu problem hidrodinamik model ¢er¢evesinde incelenmistir.
Bu olay1 modellemek koordinat baslangicini x-ekseni su yiizeyine dogru, z-ekseni ise
dikey olarak asag1 dogru yoneldigini varsayalim. Bu dogrultuda,

D={0<z<HO<t<T}O0 c R%xt)

bolgesinde asagidaki problemi gbz oniline alalim



0T (z,t) _ g2 0%T(z,t) N BJoe P’z

Jat d0z? Zcp\/E ’ (31)
T(z,0) = f(2), (3.2)
aT0,t) @
9z  k2cp’ (3:3)
OT(H,t) _ Bloe PV
0z 2cpVH (3.4)

Burada T(z, t) fonksiyonu deniz seviyesindeki sicakligin herhangi bir z noktasinda
ve tanindaki degerini gdstermektedir.k? molekiiler 1s1 gegirgenligi katsayisi, C i¢
sicaklik tutumu, p suyun yogunlugu, J, deniz seviyesinde albedo dikkate alinmakta
toplam giines 1smlanmasi (radyosyonu), [ denizin derinligine inildik¢e giines
1sinlanmasinin zayiflama katsayisi, Q deniz seviyesinden atmosfere akan negatif 1s1
seli olmaktadir.

Bloe PV
2cpVz

(3.5) fonksiyonu kaynak fonksiyonu olmaktadir ve goriildiigii gibi z = 0 noktasinda

V(z) = (3.5)

sonsuzluga doniislir. Dolayisiyla Riemann anlaminda, karesi ile integrallenebilen
fonksiyon degildir. Kaynak fonksiyonunda olan bu o6zellik ¢6ziim iizerinde ek
siirlamalarin  olmasina neden olur. Oyle ki ¢dziimiin kendisi siirekli fakat,
diferansiyellenemeyen fonksiyona doniisiir. Bu ozellik (3.1) — (3.4) probleminin
gercek ¢ozlimiiniin bulunmasi i¢in sorun teskil etmektedir.

Ayrica (3.1) — (3.4) problemine, yaklasik yontemlerden biri olan sonlu
farklar yontemine imkan vermemektedir. Cilinkii agin adimi sifira yaklagmas: ile
kesme hatasinin sonsuz biiylimesine sebep olur. Bundan dolayr (3.1) — (3.4)
problemi i¢in uygulanan herhangi bir sonlu farklar yontemini detayli bir sekilde
incelenmesi gerekmektedir.

(3.1) — (3.4) problemini sonlu farklar yontemi ile ¢6zelim. Once (3.1) —
(3.4) probleminin ¢oziimiinde mevcut olan 6zel noktalar1 dikkate almaksizin, sonlu

farklar semasi olusturalim.
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3.1. O(h + t) Hatasina Sahip Sema

D bolgesinde asagidaki gibi diizgiin ag olusturalim.

o ={Z;=ih t,=4,, i=0n i=012,..,ht>0} (3.6)
Wy agmin herhangi bir noktasinda (3.1) — (3.4) problemi,
Too=f(z),  i=0n (3.7)
- Q
Ttli=o = —kch' (3.8)
Ttli=n = Y(R). (3.9)
burada T = T (z;,t;) ag fonksiyonu, T (z,t) nin (z;,t, )noktasindaki yaklasik
degeri,
— T(zyty+1) — T(z,7)
t = )
T
o T (Zisn tis1) — 2Tz te1) + T (Zimp tisr)
t = hz )
olmaktadir.

¥ (2, ag fonksiyonu ¥,y ninz; noktasindaki yaklasik degerini gostermektedir.

(3.6) denkleminin (3.7), (3.8), (3.9) kosullar1 gergevesinde ¢oziimii i¢in yukarida
gosterdigimiz kovma yontemi yardimiyla ¢oziiliir. Agiktir ki, bu cebirsel denklemler
sisteminin matrisi ti¢ degiskenli matris olmakta ve ¢6ziim asagidaki rekiirans

formiilleri yardimiyla elde edilir.

Bi
. =—, =1,.=1, —1, 310
Aipi + F; Q
. =—’ = — , .=1, —1, 311
Ti =1 Tixr + Bis1 s i=1n-1, (3.12)
Tp=Typ+ T(H), Tio = f(2) (3.13)
Burada,
k*t k*t
Ai:Bi:?' Ci:1+2?' Fi:Ti-i‘Tl/)(Zi)

olur. (3.6) semasi kapali oldugu i¢in herhangi bir T ve h igin kararlidir. Bu semanin

sinir kosullarin1 dikkate alarak netlik mertebesine yilikseltmek miimkiin degildir
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¢linkii, T;,, fonksiyonunu i = 0 noktasinda Taylor serisine agtigimizda,

T, — T h g2
a—T = 1 0 —_ —a_T = 0 (hz)
aZ z=0 h 2 azz z=0
elde ederiz. (3.1) denklemini dikkate alarak,
d%T 1 (0T
_— —— — - 0) =
il = (G- ve)| - o

(3.6) — (3.9) semas1 lizere asagidaki veriler cercevesinde bilgisayarlar testleri

yapilmis ve elde edilen sonug Sekil 1 de gosterilmistir.

Q = 7,0.1073 kalori/cm?. sn, Jo = 1,4.1072% kalori/cm?. sn
B = 9775.10"21/cm?. sn, C, = 9,67.10"  kalori/gr.cm?
k? = 1,4.1073 cm?/sn, f(z)=0; H<K 1metre

B’nin degeri farkli d’ler i¢in (3.14) formiiliinden elde edilmistir.
0,239

B = —7t 0,038 [cm 2] (3.14)

d nin degeri 2, 9 ve 25 oldugu durumda elde edilen sonuglar Sekil 2 de gosterilmistir.

3.2. O(h? + 1) Hatasina Sahip Sema

92T
Yukarida gosterildigi gibi 9,922 tirevlerini z = 0 nokasinda sonlu farklarda

ayriklastirildiginda yanlis sonuglara ulasiriz. Bu onu gosterir ki, problemin [0, H]
kapali araliginda klasik ¢oziimii mevcut degildir. Bu nedenle (3.1) — (3.4)

probleminin genellestirilmesi (zay1f) ¢6ziimiinii incelemek gerekmektedir.

T,(z,t) =T (z,t) —

g, 7~ WD (3.15)

Yukarida yer alan (3.15) doniisiimii yardimiyla (3.1) — (3.4) problemini agagidaki,
aTl(Z, t) _ kz ale(Z, t)

at 52 T i@, (3.16)
T1(z,0) = T1o(2), (3.17)
iy, (3.18)

0z
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d0T,(H,t) _ 0

= (3.19)
problemine indirgeyebiliriz. Burada,
Y1(2) = P(2) — P1(H), Ty = f(2) — Z (3.20)

k?cp

olmaktadir. Sonuncu ifadeyi dikkate alarak asagidaki yardime1 problemi igerelim,

09(z,t) _ g2 0%9(z,t) N

T 3,2 @(z), (3.21)
9(z,0) = @y(2), (3.22)

0%9(0,t)
— =0 (3.23)

0°9(H,t)
a0t (3.24)

Burada 9,(z) foksiyonu,
dd

C‘l’z(z) = T,0(2), (3.25)
0@) =2 [1- e - paa) (3.26)

dir.

(3.21) — (3.24) problemine yardimci problem diyecegiz. Gorildigi gibi,
(3.21) — (3.24) probleminin ¢oziimiiniin diferansiyelenme derecesi, (3.1) —
(3.4) probleminin ¢6ziimiiniin diferansiyellenebilme derecesinden bir birim fazladir.
Bu avantaj (3.21) — (3.24) probleminin sonlu farklarla ¢6ziimlesine hi¢ bir engel
cikartmaz. Cilinkii ¢(z) fonsiyonu z = 0’da sifira doniisiir ve siirekli fonksiyondur.

Asagidaki teorem gecerlidir.

Teorem 3.2.1.Eger 9(z,t) fonksiyonu (3.21) — (3.24) probleminin

herhangi bir ¢6ziimii ise,

du
Tl (Z, t) -

esitligi ile tanimlanan fonksiyon (3.1) — (3.4) probleminin zay1f ¢6ziimii

olmaktadir.
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(3.21) — (3.27) problemini wpr agmin (z;,t;) noktasinda asagidaki gibi sonlu

farklara,
Vi=k*Vz+d), (i=0h), (3.28)
Vio=1uo(z), (i=0,h), (3.29)
Vozlizo = 0, (3.30)
Vozli=n = 0, (3.31)
[uol, = T10(2) (3.32)
ayriklastiralim.
Teorem 3.2.2Herhangi bir 7, h i¢in asagidaki
T =7 (3.33)

esitlik dogrudur. (3.28) — (3.32) cebirsel denklemler sistemi de yukarida oldugu
gibi kovma yontemi yardimiyla ¢oziilir. «; ve f; leri bulmak i¢in asagidaki

islemleri yapalim.(3.28) ifadesini dikkate alarak,
Ve — ¢(z))l=0 = O, yani Vo = Vo + 7¢6(0)
yazabiliriz. Burada,
Vi = Xipq Vier + Biss
esitliginde i = 0 yazarsak,
x;=0, By =Vo+1¢(0)

olur. Simdi (3.31) den ¥,¢i buluruz. Bu amagla (3.31)’i

sekilde yazalim Z—Z tiirevine O (h? + T) mertebeden yaklastigimizda,

ou, Ve ROV 3.34
aZ |Z=H - h 2 azz ( ) ( . )

alinz. (3.21) ifadeside dikkate alinirsa z = H noktasinda,
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arv|  _ 1fav
9z2l,_y,  k%\ ot

elde ederiz.(3.34) ve (3.35)’den

z=H

- (H)> (3.35)

w—-V._ h
e e LA )
aZz=H h 2k atz=H
h (V, — 1.
_m<nr - o )>_E(V;‘L_Vn—1)
Y 1)17+117 " Ve o)
“\2kzr k)T RN Qg T @
=g\ + V1 + (3.36)

benzer yolla,

aliriz. Buradan,

veya
QIIZL + QZVn—l + B —R,=0 (3.38)
olur.

1711—1 = Xpn 17n + Bn
(3.3) ifadelerinden,
5 Rn - Pn - QZﬁn

V. = =0 3.39
" q1 + q20q ( )

aliriz.
(3.28) — (3.32) sonlu fark karsiliklar1 da kapali sema olduklar1 i¢in T ve h’in
herhangi bir degerinde kararlidir ve O (h? + 7) mertebedendir.

(3.28) — (3.32) algoritmlar1 kullanilarak bilgisayar testleri yapilmis ve elde

edilen ¢oziimlerin grafikleri Sekil 3-5’de gosterilmistir.
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3.3. Gerc¢ek Coziimii

Bu bolimde Fourier ve Rezidii yontemlerini kullanarak (3.17) — (3.20)
probleminin ger¢ek ¢Oziimiinii bulacagiz. Gergek ¢oztimlerin, birincisi problemin
¢Oziimiinlin ispatlamaya, ikincisi ise olaymn fiziksel 06zelliklerini sona kadar

incelemeye imkan saglar.

3.4. Fourier Metodu

Kolaylik i¢in (3.19) ifadesini t’ye gore integralleyelim.
T(H,t) =y (H)t+ f (H)(3.40)
Asagidaki degisken doniisiimiinden,
u(z,t) =T (z,t) — g(zt)

sonra
ou(z,t) 2 0%V
T =k (2), (341)
u(z,0) = uy(2) (3.42)
mO@O o =0 (3.43)
0z
aliriz.
P1(2) = ¥ (2)— ¢ (H)
Buradan,
uy(z) = f(2) + K2cp (H —2)(3.44)

[3.1], [3.2] takip ederek asagidaki yardimci problemi

ou(zt) 0%u(z,t)
—— =kP———=+¢ (), (3.45)
u(z,0) = uy(2), (3.46)
02u(0,t)
—5—==0 (3.47)
igerelim. Buradan,
0(2) = 3—2[1 — e PV =y (H)z (3.48)
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Uo(z) = fozf(.f) dé + szcp z (H=3) (3.49)

olmaktadir. (3.47) de yeralan ilk ifadeyi ,

2%U(o, 1 (aU (0,
Tt n(MRte)e aw

seklinde yazalim. Buradan,

¢(0) =0
oldugundan ,
oU (0,t)
—— =0 (3.51)
olur. (3.51)’1 integralleyerek,
U,t) =U, =0 (3.52)
aliriz.
2
% (g D _ 2020 g; 4o @, (3.53)
v(z,0) = v, (2) (3.54)
v (0,t) =0, w =0 (3.55)

0z
Gortldigii gibip(z) € C[0,H] , fakat [0,H] pargasinda diferansiyellenebilen

degildir. Asagidaki gibi tammlanmis @,y fonkisyonu dahil edelim.

p(2), ZE [%,H]

E J—
0o , z [0 'N]
Asagidaki problemi géz oniine alalim.
oUy(z,t) 262U(z,t)
Q- k 5,2 T on(2), (3.57)
v(z,0) = v, (2), (3.58)
dvy(H,t
vy (0,8) =0, % =0 (3.59)

(3.57) — (3.59) probleminin ¢dziimiinii,
uN(Zt t) = UN (Z) t) +w (Z' t)’
seklinde arayalim.

Burada uy(z,t) sifir kosularini homojen olmayan baslangic kosullarini
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koruyan homojen denklemi W (z,t)ise homojen olmayan denlemin homojen
baslangi¢ ve sinir kosullarini1 koruyan fonksiyonlar olmaktadir. Fourier yonteminin
yapisina gore uy (z, t) ¢oziimiini,

uy(z,6) = Z X (2) T (£)(3.60)

X(z) ve T(t) fonksiyonlarini bulmak i¢in sirasiyla,

X"(2)+ 22X(z) =0, (3.61)
X(0)=0, X'(H)=0 (3.62)

ve
T' + (AK)?T =0, (3.63)

problemlerinden bulunur. Kolayca gosterebiliriz ki, (3.61), (3.62) probleminin

0zdeger ve 6zfonsiyonlari,

A, = %Xv(z) — Sin % (3.64)
olmaktadir.
(v=0,12..)
v’nin negatif degerleri yeni 6zfonksiyonlar liretemez.
A=Av

degerinde (3.64) denkleminin ¢ézliimleri,
T,(t) = C,e~ WK’ (3.65)
olur. (3.60) kosulu ¢ergevesinde uy (z, t) i¢in,

QRuv+1)nz

S (3.66)

uy(z,t) = z C e~ WKt gin
v=0

aliriz.

Aciktir ki, (3.66) ¢oziimi ¢@y(z,t) =0 oldugunda (3.57) denklemini
korumak zorundadir. Ayrica (3.59) kosulunun korundugunu goérmek zor degildir.
(3.58) baslangi¢ kosulunun korunmasi igin,

= Qv+ mz
uON(Z) = Z Cv Sin T (367)
v=0

esitliginin saglanmasi gerekir. Varsayalim ki, (3.67) serisi yakinsaktir, bu durumda
C, , v=0+1+243,..)

(2n+1)

katsayilarini bulabiliriz. Bunun i¢in (3.67)’nin her iki tarafini sin n T <a carpip
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z’e gore inetgrallersek,

H 2v+1)mz
f uy(z) Sin # dz
0

2H
- ) (2v+1)nz Qv+ Dmz 0 n#v
Z x =xSin ——— dz=i{H
2H — M=
=0 2
aliriz. Buradan,
c - ZJ“” y QRuv+1)mé p 368

(3.68) ifadesi (3.66)’da yerine konulursa,

QRv+1)mz QRu+1)nmé

2« H
uy(z,t) = ﬁz e~ WKt in T f Uy (&) Sin —g dé (3.69)
0
v=0

olarak bulunur. Simdi (3.57) — (3.59) probleminin ¢oziimiinii bulalim. Bunun igin
¢O0zumdu,

QRuv+1)nz

S (3.70)

w(z,t) = Z T,(t) Sin
v=0

seklinde arayalim.
T,(t) fonksiyonlarini oyle segelim ki, (3.70) serisi (3.57) denklemini ve

homojen baslangi¢ kosulunu korusun. (3.70) ifadesi (3.57) de yerine konulursa,

o 2
NOR (M> T,@|s

Z 2H

v=0

QRv+1)nz
n—

=@ B7D

aliriz.gy (z) fonksiyonu (0, H) araliginda siniis Fourier serisine agarsak,

= Qv+ Dz
oND = ) o) Sin (372)
v=0
olur. Burada,
2 (H v+ mé
o) =5 [ on(©) sin =2 ag (373)
1/N
olmaktadir. Bu durumda T, (t) fonksiyonlari igin,
(2v + 1)nK
T, (t) + (—)ZTv(t) = owv(2) (3.74)
(v=0,1,..) ,T,(0) =0 (3.75)
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alinz.
(3.74), (3.75) probleminin ¢dziimii,

(2v+1)n:k

T,(t) = f o) e [ € g (3.76)
0

(3.76) ifadesi (3.70) serisinde yerine konulursa,

U(z,t) = ZS M[ ‘PNv(Z)e [(2v+1)ﬂ:k] (t— 1) dr

2H
(217 + 1) nz 2v+1)mk
:_Z foe[( )](t‘r)
20+ 1
- xfo 0(&) Sin % dé (3.77)

elde ederiz. Nihayet Uy (z, t)i¢in,

H

2 [ee]
uy(z,t) = EE e~ (Wh)’t gin szj Uy (&) sinA,& d& +
v=0 0

2 ® t H
Ezsinlvz f e~ Wk)*(t=1) g f oy (&) Sind,é dé (3.78)
v=0 0 Yn

burada elde ederiz.

_ (2v+Dr
v 2H

Goriildugi gibi goéz Oniline aldigimiz problemin 6z degerleri sadedir ve
bunlara karsilik gelen 6z fonksiyonlar tam sistem olusturur. Bu 6zellik Fourier serisi
yontemini uygulamaya imkan verir.

Fakat pratikte Oyle problemler mevcuttur ki, onlarin 6z degerleri ikinci ve
daha yiiksek dereceden katli olabilir.

Bu durumda kathh koklere karsilik gelen 6z fonksiyonlar tam sistem
olusturmazlar. Bu gibi durumlarda herhangi bir siirekli diferansiyellenebilen
baslangi¢ fonksiyonlar bulunan 06z fonksiyonlar {izere ayrilist problemi agik
kalmaktadir.

ou ,0%u
FTA =a FTEL 0<x<1,
u(x,0) =uy(x), u(l,t)—ulot)=0

t=0
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ou(l,t)
ox 0

Ornegin, problemlerinin 6z degerlerinin katlilik derecesi iki olur. [3.5]’de bu tiir

problemler i¢in Rezidii yontemini (3.57) — (3.59) problemine uygulayacagiz.

3.5. Rezudi Yontemi

[3.5]’de onerilen yontemin yapisina gore (3.57) — (3.59) problemine bir sinir
deger problemi ve bir tane adi diferansiyel denklem i¢in Cauchy problemi ile karsi
koyacagiz.

3.5.1. Smr Deger Problemi

y'(2) + 2y(2) = h(2), (3.79)
y(0)=0, y'(H) =0 (3.80)
Eger y ve uC?[0,H] siifina dahil ve (3.80) kosulunu koruyan fonksiyonlar ise,
kolayca ispatlanabilir ki,
(Ly,u) = (¥, L)
yani (3.79), (3.80) problemi self adjonittir. Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3.5.1.1(3.79), (3.80) probleminin 6zdegerleri reel olup sayilabilir
sayidadir ve sonlu mesafede limit noktasina sahip degildir. Farkli 6zdegerlere
karsilik gelen 6zfonksiyonlar ortogonal sistem olusturur.

Simdi (3.79), (3.80) homojen olmayan problemi g6z Oniine alalim. So6z
konusu problemin ¢6ziimii [3.1], [3.2]’de oldugu gibi burada h(z) herhangi siirekli
diferansiyellenebilen fonksiyon olmaktadir.

Sadelik igin L,, ile asagidaki operatdrii gosterelim

Ly =y"+ A%
ve
Ly=0
problemini géz oniine alalim.
H
y(z,A,h) = Jo G(z, &) h(&)dE (3.81)

olmaktadir.

Burada G(z,&,1)’ya (3.79), (3.80) probleminin Green fonksiyonu denir ve
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A(z,§, M)

G(Z,E,A)ZW,
l[go(z,f,/l) et e™M ]I
Az Ex) =] 904D 1 L 3.82
(z,¢,1) [dao(H,E./'l) . _,1@—/111| (3.82)
0x
A=, b ol (3.83)
1
ﬁghl(z—f) § <z
9o(z,§,4) = (3.84)

-—gh(z=§) z<¢

olmaktadir.  (3.81) ifadesi ile tamimlanan s6z  konusu  problemin
y(z, A, h)fonksiyonunun sifirlari hari¢ her yerde ¢6ziimii olmaktadir. Ayrica A(1) nin
sifirlar1 ayn1 zamanda G (z, &, 1) nin kutup noktalari olur.

Gergekten de, sadelik ig¢in (3.80) sinir operatérinii Uy, (k = 1,2) ile

gosterelim. Bu durumda, y;’ler temel fonksiyon sistemi olmak suretiyle,

2
y(z,4) = Z Ciy;
=1

fonksiyonu,
Ue(y) =0, (k=12) (3.85)
A _(2v+1)7r =0,1 3.86
= 5H , v=20,1,.. (3.86)

olur. Son iki denklem C; (i = 1,2) bilinmeyenleri igin iki denklem sistemi olusturur.
Bu sistemin ¢0zlimiiniin olmasi i¢in U, (y;) elemanlarindan olusan determinantin
sifira esit olmas1 hem gerekli, hem de yeterli kosul olmaktadir.

Aciktir ki A(4) determinanti A’ya gbre tam fonksiyondur ve bu fonksiyon

yanliz reel sifirlara sahiptir. (3.79), (3.80) probleminin limit noktasi A = oo olur.

Boylelikle, A(4) nin sfirlar

2v +1
PR G

, s V=01, (3.87)

olur.

a) Ayrilis formiili
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Ayrilis formiilii iki farkli agidan ispatlayim.
(3.80) denklemini Uy, =0 kosulu gergevesinde inceleyelim. L operatorii self
adjonit oldugunda,
L, = Ay
Denkleminin tam ortogonal {u,} 6z fonksiyonlar sistemi ve A lar problemin
0z degerleri olmadigi siirece G(z,&,1) Green fonksiyonu vardir. Bu durumda

herhangi bir h(z) € £,(0, H) i¢in asagidaki formiil gecerlidir.

h= (hyovk (3.88)
K=1
Burada
H
(h,yi) = f R(E) Y (€) de (3.89)
0

ve (3.84) serisi h(z)’e h, anlaminda yakinsakdir.

LM = f G (2,6 Dh(E)dE
0

Bu durumda,
Ly, = Ay =Ly + (/1 - f))’k'

GOM@]y) = (R y(&)yil) *= A — O (7)™

* L — herhangi bir f € C[0, H] fonksiyonu i¢in tanimlanmis lineer integral operatér olsun.

H
tf = [ 6G.or©ds
0
Eger, f, g € C[0, H] ise, self adjonitlik kosulundan,

u=Lf,v=_~Lg
i¢in,
(f,Lg) = (£f,9)
elde ederiz.
** Gergekten de,
Ly, =2y = A — Dy +Lyx
oldugundan,

L=y = (A = Dyx
olur. Sonuncu esitliginde her iki tarafina (1, — €)™y (1) operatdriinii uygularsak

(e = OTYD(L = L)y =X yie (A — €)™ aliriz.
ve boylelikle y(A)h(z)fonksiyonu i¢in Fourier serisi,

YORE) = D Gy = 07 (v
k=1

olur.
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Rezidiiler i¢in [3.5.1.1] teoremini kullanirsak,

1 1 [ee] [oe]
- f Ao (Dh(2)dA = — E A =D hy)yr = — E (h Y)Y
i 2mi
Ci k=1 K=1

aliriz, burada CpA-diizleminde A, kutup noktalarin1 dahiline alan sade kapali egriler

olmaktadir. Nihayet biz h(z) fonksiyonu i¢in asagidaki ayrilis,

h(z) = — — Af G(z, & Dh(E) d& dA

formulunu kullanabiliriz.

(3.86) ayrilisindaki katsayilari bulalim. (3.82), (3.83)dikkate alarak,

1 1A(z,€,0)
h(z) = —ﬁﬁkl d/lf %) ——h(&) d¢
yazabiliriz.
Qv+ Dm
v 2H

oldugundan A(4) nin kutup noktalar1 (87)’1 kolayca hesaplayabiliriz.

_ HAA(z, €, 4,)
h(z) = Zf oy ds

Sadece hesaplamalar yolu ile,
A'(A,) = —2A,H iCosmtv , (v=0,%1,%2,...)

MA(Z,E1,) 1
W H — Sind fSlTL/l Z

oldugunu gorebiliriz.
2w H
h(z) = ﬁz Sind,z j Sina, € h(€)d(&)
v=1 0

Olarak aliriz. Asagidaki notasyonu igerelim.

2 (H ]
a= fo h(E)Sin,EdE

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

Goriildigi gibi (3.89) serisi f(z)’in Fourier serisinin aynist olmaktadir.
(3.89) formiiliinii [3.5.1]°de oldugu gibide bulabiliriz. Bunun i¢in (3.80) sinir

kosullarini,
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2
v,y = Z[ava(K_l) (0) + ﬁvky(K_l) (H)] =0
K=1

seklinde yazalim.
a5 =1, a2 = P11 = P12 =0,
Uy =02 = P21 =0, P =1
Yukarida sdyledigimiz gibi, homojen denklem,
iz =e"  y(z1)=e*
temel fonksiyonlar sistemine sahiptir. Kolayca goriiliir ki,
Yo(¥1) = Ap1 () + By (Det,
Yo (¥2) = Ay, (1) + By (e,
burada
Aj;=1, Ap =1, A =0, A, =0,
Bi1=0, Bi2=0, Byy=A1, By, =-1
olmaktadir. Q:Agiktir ki,
o Sk o

determinantlar1 Aderecesinde artan fonksiyonlardir ve

(A11(A) A,(1) B (D) 312(/1))
A1) A () B (M) Bp(B)

(3.90)

(3.91)

matrisinden olusturulmus herhangi bir determinantin artma hizi A fazla degil, bu

kosul cergevesinde asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.5.1.2.Qkosulunun korundugu taktirde (3.79),(3.80) problemi

sayilabilir sayida A, 6zdegerlerine sahiptir ve A yeteri kadar biiyiik degerlerinde ve

[0,H] ‘dan olan herhangi bir siirekli diferansiyellenebilen h(z) igin (3.79),(3.80)

probleminin Green fonksiyonu asimptitik degerlendirmeye sahiptir. Ayrica h(z)

foksiyonu i¢in (3.87) ayrilis formiili gegerlidir.

3.5.2. Karisik Problemin Coziimii

Goz oOntine aldigimiz (3.57)-(3.59) problemi i¢in Rezidii yonteminin genel

yapisina gore inceledigimiz probleme karsi bir tane de Cauchy problemi de karsi

koyulur. (3.79)-(3.80) sinir problemi ile kars1 koymustuk.
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0Z(z, A, t)
ot
Z(z,1,0) = uy(2). (3.93)
Adi diferansiyel denklemler teorisinde kullanarak (3.92),(3.93) probleminin

— 22Z(z,A,t) = ¢(2), (3.92)

¢Ozumunt,
t
Z(z, 4, t) = up(2)e?t + fez(t_f) oy (2)dT (3.94)
0
seklinde elde ederiz.
x#[0,H]’da tanimli, herhangi bir siirekli diferansiyellenen h(z) igin (3.70)’i
takip ederek,

! fﬂfﬂ y(z, 2, h) dA (3.95)
zm/—1c Y

v

Ayjh = h, (2) =

operatoriinii dahil edelim. Bu notasyonda,
Z hy,(2) = h(z) , (3.96)
v

olur. (3.95) operatoriinii (3.57)-(3.59) problemin uygularsak,

-1 . duy(z,t)
= A2+1 <z, A, ”—) d
va—lcj y ot

duy(z,t)
ot

-1
2nv—1
Cy

. -1 .
A2+1 y<z,/1, ) dr + - J/lzfﬂ(p(z) di (3.97)
Cy

2mV—1

aliriz.
(3.81)’de goriildiigti gibi y(z, A, h) tglincii argiimana gore lineer operatordiir.
Bu durumda (3.97)’den
duy,’ (z,t)
Jat
aliriz. (3.97) operatoriinii (3.58)’de uygularsak

Wy (2,0) = w,(2)(3.99)

Uy (2, 0) + on’ (2) (3.98)

olur. Hesaplama yolu ile gosterebiliriz ki, (3.98),(3.99) problemini ¢6ziimii,

Wy, (z,t) = 1 f,lzf“ y(z,4,Z(z,A,t)) dA (3.100)
v 2ny=1 .
(G=041,-1),
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olmaktadir. Burada Z(z, A, t) fonksiyonu (3.92),(3.93) Cauchy probleminin ¢oziimii
ny,,y(z, 4, h) foksiyonun A kutubunun katililik derecesi olmaktadir. Gergektende,

U/l y, (2, t) 0Z(z, A, t)
ot 271\/_ f ot > da

/12]+1 < ’/1’

f 2 (2,2, 222(2, 4, 0)) dA + \/_—1 f I y (2,2, o5 (2)) dA

Cy

= UNv]+1(Zr t) + (pij(Z)

277\/_

olur.

(3.100) ifadesi (3.99)’un sol tarafindan yerine konursa,

, -1 2i41 ,
Ulny(z,0) = 2n\/—_1cj/1 I+t y(z,4,u9(2)) dA = 4, (2)

-1
Uy(z,t) = Z UN‘UO(Z’ t) = 2271'\/—_1.]-/1 y(z,/l,Z(z,/l, t)) di

t
= A%t Az(t 7)
Zzw—f “”f G(z,& Dluo(e™t + Of on(2)dr] dE
-1 Az, &)
B ZZ”HC{AMJ—A(A) uo(§)d§ oy (§)drd§ (3.101)

(3.89)’da oldugu gibi Reziidileri hesaplarsak

® H
Uy(z,t) = %Z Sind,z f Sindy& uy(£)dE
v=1 0

2 had t 2 H
+ Ez Sinl,z f e A v(t-Tdr f Sind,Epy (6)dE (3.102)
—= 0 0
aliriz. Burada,
Qv+ D
v 2H
olur. (3.102) formiiliine dahil olan,
H
| sintugonods
0
N->comevcut oldugunda,
u(z,t) = Al]im uy(z,t) (3.103)
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alinz.
(3.102) formiiliinii kullanarak bilgisayar testleri yapilmis ve elde edilen
grafikler Sekil 6-7°de gosterilmistir.
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7T,

H=01cm
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SEKIL 5
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SONUCLAR

Tezde elde edilen sonuglar1 agsagidaki gibi siralayabiliriz:

Deniz yiizeyinde (z = 0)6zelligine sahip olan kaynak fonksiyon ve Self-adjoint
olmayan 1s1 denklemi i¢in sonlu farklar semasi kurulmus ve uygun c¢oziim
algoritmast iiretilmistir.

GOz Oniine aldigimiz problemin ¢6ziimii i¢in Fourier serisi yontemi ilk kez
uygulanarak ger¢ek ¢6ziim elde edilmistir.

Ayrica inceledigimiz problemin ¢6ziimiiniin elde edilmesi i¢in Rezidii yontemi
de uygulanmistir. Rezidii yontemi ile ¢oziim elde edilmistir. Elde edilen

cozlimler kullanilarak bilgisayar destekli testleri yapilmustir.
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