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ÖZ 

 

DENİZ YÜZEYİNİN İNCE TABAKASINDAKİ TERMİK YAPININ 

MATEMATİKSEL İNCELENMESİ 

 

 Üç bölümden oluşan tezde, deniz sularının yüzeyde ısı dağılım dinamiği 

incelenmiştir. Bu amaçla tezin birinci bölümünde, sonraki bölümler için gereken 

tanım ve kavramlara yer verilmiştir.  

 İkinci bölümde kısmi türevli diferansiyel denklemlerin çözümü için 

kullanılan Green fonksiyonun kurulması ve çözümün Green fonksiyonu yardımı ile 

ifade edilmiş gösterimi bulunmuştur. Bu adımdan sonra tezin temelini oluşturan 

deniz sularının yüzeyde ısı dağılımı olayının ifade eden özel kaynak fonksiyona 

sahip ısı denklemi için yazılmış başlangıç-sınır değer problemi çözümü 

incelenmiştir.  

 Göz önüne alınan problem üç farklı yöntemle çözülmüştür. Kaynak 

fonksiyonun sahip olduğu özellik literatürde iyi bilinen klasik yöntemlerin 

uygulanmasına zorluk çıkardığı için tezde sonlu farklar yöntemi önerilmiştir ve 

problemin yaklaşık çözümü elde edilmiştir. Elde edilen yaklaşık çözümü 

değerlendirmek amacıyla göz önüne aldığımız problemin gerçek çözümü Fourier 

serisi yöntemiyle, sonrasında ise Rezidü yöntemi uygulanarak elde edilmiştir.  Elde 

edilen sonuçlar olayın fiziksel yapısını yansıtmaktadır.    
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ABSTRACT 

 

MATHEMATICAL INVESTIGATION OF THERMAL STRUCTURE IN 

THIN LAYER OF SEA SURFACE 

 

 The thesis consists of three parts. In this thesis, heat distrubition dynamics on 

the surface of the sea water is investigated. For this purpose, it is given to definations 

and concepts required for the next chapter in this part of this thesis. 

 In the second section, Green's function which is used for the solution of 

partial differential equations is founded and presentation of this solution which is 

expressed with the help of green function has been found. After this step, heat 

distribution event on the surface of sea water forms the basis of the thesis. Heat 

equation has a special resource function epressing this event. Initial boundary value 

problem solving is written for the heat equation and this solution has been 

investigated. 

Considering the problem is solved by three different methods. Characteristic 

of the source function raises difficulties to the application of conventional methods 

known in the literature. Therefore, the finite difference method is proposed in this 

thesis and the solution of the problem is approximately obtained.To evaluate this 

solution, we take into account the real solution to the problem is obtained by Fourier 

series method and then is obtained by applying the residual method. The obtained 

results reflect the physical structure of the event.  
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GİRİŞ 

 

1. YARDIMCI KAVRAM VE TANIMLAR 

 

1.1. Kompleks Fonksiyonlar Kavramı 

S karmaşık sayılar kümesinin bir alt kümesi olmak üzere her  𝑧 ∈ 𝑆  öğesine 

belirli bir  𝑤 ∈ 𝐶  öğesi karşılık getiren bir f kuralı varsa, bu kurala S’den C’ye bir 

karmaşık fonksiyon (dönüşüm) denir ve 

𝑓:  𝑆 → 𝐶 

𝑧 → 𝑤 = 𝑓(𝑧) veya 𝑤 = 𝑓(𝑧) , 𝑧 ∈ 𝑆 

şeklinde gösterilir.𝑤 = 𝑓(𝑧)  gösterimi ile hem 𝑓 fonksiyonunu hem de 𝑓 

fonksiyonunun 𝑧 noktasındaki değerini temsil ederiz. 𝑧 ∈ 𝑆  için  𝑤 = 𝑓(𝑧) bir 

karmaşık sayı olduğundan bunun 

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑅𝑒 𝑓(𝑧) 

 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐼𝑚 𝑓(𝑧) 

şeklinde gösterilen gerçel ve sanal kısmı vardır. Bir karmaşık fonksiyonun gerçel ve 

sanal kısımları genel olarak iki değişkenli gerçel fonksiyonlardır.  Bu nedenle bir 

karmaşık fonksiyon için, 

𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦),      (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 

gösterimini de sık sık kullanacağız.  Örneğin: 

𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑧2,     𝑧 ∈ 𝐶 

fonksiyonu  𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  olmak üzere 

𝑤 = 𝑓(𝑧) = (𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑥𝑦𝑖 

yazılabilir. Burada, 

𝑅𝑒 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2    ve    𝐼𝑚 𝑓(𝑧) = 𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 

dir.  

Örnek 1.1.1: 𝑤 = 𝑓(𝑧) =
1−𝑧

𝑧
,   𝑧 ≠ 0   fonksiyonunun gerçel ve sanal 

kısımlarını bulalım. 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  olmak üzere 

                                       𝑓(𝑧) =
1 − 𝑧

𝑧
=
(1 − 𝑧)𝑧̅

|𝑧|2
=
𝑧̅ − |𝑧|2

𝑥2 + 𝑦2
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                            =
𝑥 − 𝑖𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
 

                                         =
𝑥 − 𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
− 𝑖

𝑦

𝑥2 + 𝑦2
 

yazılabilir.  Buna göre, 

                                      𝑅𝑒 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑥 − 𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
 

                 𝐼𝑚 𝑓(𝑧) = 𝑣(𝑥, 𝑦) =
−𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
 

olur. 

1.2. Cauchy-Riemann Denklemleri 

𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) fonksiyonunun bir 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0noktasında 

𝑓′(𝑧0) türevi mevcut olsun. Bu durumda 𝑥  ve 𝑦 ye göre birinci mertebeden kısmi 

türevleri (𝑥0, 𝑦0)’da vardır ve bu kısmi türevleri (𝑥0, 𝑦0)’da  

𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 𝑣𝑦(𝑥0, 𝑦0) 

    𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0) = −𝑣𝑥(𝑥0, 𝑦0) 

Cauch-Riemann denklemlerini sağlarlar. 

Karşıt olarak, 𝑓(𝑥) fonksiyonu 𝑧0 = (𝑥0, 𝑦0) noktasının bir komşuluğunda 

tanımlı sürekli bir fonksiyon olmak üzere, eğer (𝑥0, 𝑦0) noktasında tüm 𝑢𝑦 , 𝑢𝑥 ve 𝑣𝑦 

kısmi türevleri mevcut ve sürekli ve Cauchy-Riemann denklemleri sağlanıyorsa, bu 

durumda 𝑓, 𝑧0 da diferansiyellenebilirdir ve 𝑓′(𝑧0) türevi 

𝑓′(𝑧0) = 𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0) + 𝑖𝑣𝑥(𝑥0, 𝑦0) 

yada 

𝑓′(𝑧0) = 𝑣𝑦(𝑥0, 𝑦0) − 𝑖𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0) 

ile hesaplanabilir. 

 

1.3. Analitik Fonksiyon 

 

i. Bir  𝑤 = 𝑓(𝑧)  fonksiyonu, bir  z0  noktasının bir ε komşuluğundaki 

tüm noktalarda türevlenebilirse, f  fonksiyonuna  z0  noktasında analitiktir denir. 

ii. Bir f  fonksiyonu, bir  S  kümesinin her noktasında analitikse, f  ‘ye S 

‘de analitiktir denir. Burada bir noktada analitik olmak tanımı göz önüne alınırsa, f 
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fonksiyonu bir S  kümesinde analitik demek, gerçekte f  fonksiyonu bu S  kümesini 

kapsayan bir açık kümede analitiktir demektir. Yani bir fonksiyonun analitik olduğu 

noktalar kümesi açık kümedir. 

iii. Bir f fonksiyonu  C düzleminin tüm noktalarında analitik ise, f  ‘ye 

tam (entire) fonksiyon denir. 

Bazen tanım kümesi belirtilmeden “f  analitik fonksiyon” ifadesi kullanılır. 

Bunun anlamı f  fonksiyonunun analitik olduğu bir küme var demektir. 

 

Örnek 1.3.1:𝑓(𝑧) = 𝑐,     𝑧 ∈ 𝐶     sabit fonksiyonunun her  z  için türevi var 

ve 

𝑓′(𝑧) = 0 

olduğundan  f  sabit fonksiyonu C ‘de analitiktir. 

 

Örnek 1.3.2:𝑓(𝑧) = 𝑧2 + 5𝑖,     𝑧 ∈ 𝐶   fonksiyonunun herhangi bir  z  

noktasındaki türevi 

𝑓′(𝑧) = 2𝑧 

olduğundan bu fonksiyon  C ‘de analitiktir.  

 

Örnek 1.3.3:𝑓(𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑖𝑦 fonksiyonun analitik olmadığını gösterelim. 

𝑓(𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑖𝑦 fonksiyonu için 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 ve 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑦 dir. Buradan  

𝑢𝑥 = 𝑦, 𝑢𝑦 = 𝑥, 𝑣𝑥 = 0 ve 𝑣𝑦 = 1 

bulunur. 𝑢 ve 𝑣 nin birinci mertebeden bütün kısmi türevleri mevcut ve süreklidir. 

𝑢𝑥 = 𝑣𝑦 

ve 

𝑢𝑦 = −𝑣𝑥 

Cauch-Riemann denklemlerinin sağlanabilmesi için 𝑦 = 1 ve 𝑥 = 0 

olmalıdır. Burdan 𝑓 fonksiyonun sadece 𝑧0 = 0 + 1𝑖 = 𝑖 noktasında türevinin var 

olduğu görülür. 𝑓 nin 𝑧0 noktası komşuluğunda türevi mevcut olmadığından 𝑓 hiçbir 

yerde analitik değildir. 

 

Örnek 1.3.4:𝑓(𝑧) = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦fonksiyonun tam olduğunu 

gösterelim. 
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𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 ve 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦dir.  

Buradan, 

𝑢𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦,     𝑢𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦,     𝑣𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦,     𝑣𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 

bulunur.  

𝑢 ve 𝑣 nin birinci mertebeden bütün kısmi türevleri mevcut, sürekli ve 

Cauchy-Riemann denklemlerini sağladığından 𝑓 fonksiyonu her (𝑥, 𝑦) noktasında 

türevlenebilirdir. Dolayısıyla tamdır. 

 

1.4. Rezidüler Teoremi 

Teorem 1.4.1.  Ca noktası )(zf fonksiyonunun bir ayrık singüler noktası ve  f

H( );( raB \ a ) ise );( raB \ a  de alınan herhangi bir kapalı 𝛾 eğrisi için 

0)( 









 dz

az

A
zf



 olacak şekilde bir ve bir tek CA sabiti vardır. 

 

İspat: rrr  21,0 için 1));;(());;(( 21  araCnaraCn ve razCz 

için 0));;(());;(( 21  zraCnzraCn olduğundan );();( 21 raCraC   

 

  
);( 1

)(
2

1

raC

dzzf
i 

);( 1

)(
2

1

raC

dzzf
i

 

 

 rp 0  

için 

 A:= 
);(

)(
2

1

paC

dzzf
i

,  

p’ye bağlı değildir. 

 

γ, );( raB \ a  da herhangi bir kapalı eğri olsun );(: anm   alınırsa ),( apmC  

 

 rp 0  

 
az

A
zf


)( , );( raB \ a  

da analitik ve ),( apmC  

 

 dz
az

A
zfmdz

az

A
zf

paC

 






















);(

)()(
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);();(

.)(
paCpaC

az

dz
Amzfm  

AimAim .2..2.    

 

                                                     0  

bulunur. 

Son olarak A’nın tek olduğunu gösterelim. Farz edelim ki, A,BC sabitleri 

için 𝛾 );( raB \ a  bölgesinde herhangi bir  kapalı eğri olmak üzere; 

 

 

 0)( 









 dz

az

A
zf



 

ve  

 

 0)( 









 dz

az

B
zf



 

olsun. 

 

 












  0)(

az

dz
BA  

 

yerine )
2

;(
r

aC olursa 

 0)(

)
2

;(











 

r
aC

az

dz
BA  

 

  0));
2

;((.2).( a
r

aCniBA   

 

 BABA  0)(,2  

 

elde edilir. 

 

Tanım  a noktası )(zf  fonksiyonun bir ayrık singüler noktası ve f H( );( raB \ a ) 

olsun. );( raB \ a da bulunan her γ kapalı eğrisi için  

 

 0)( 









 dz

az

A
zf



 

 

şartının sağlayan A sayısına f’nin a noktasındaki rezidüsü denir ve  afz ;Re ile 

gösterilir. 

1.5. Fourier Serileri 
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Bir 𝑓(𝑥) fonksiyonu periyodik ise fonksiyonu T periyodu aşağıda verilen 

eşitliği sağlayan en küçük pozitif sayıdır. 

                                     𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑇)          (−∞ < 𝑥 < +∞)                                (1.1) 

Periyodik bir 𝑓(𝑥) fonksiyonu periyot içinde sonlu sayıda noktolar dışında 

tek değerli olarak tanımlı, sonlu sayıda ekstremuma haiz, kendisi ve birinci türevi 

parça parça sürekli ise, 

      𝑓(𝑥) =
1

2
𝑎0∑𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑘𝑥) + 𝑏𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑘𝑥)      (𝜔 =

2𝜋

𝑇
)                                (1.2)

∞

𝑘=1

 

şeklinde tanımlanan seri, düzgün olarak 𝑓(𝑥) fonksiyonuna yakınsar. 𝑓(𝑥) 

fonksiyonu bu şekilde açılımına Fourier serisi adı verilir. Fourier serisi süreksizlik 

noktalarında fonksiyonunu sağ ve sol değerlerinin ortalamasına yakınsar. Yukarda 

verilen yakınsama şartlarına Dirichlet şartları adı verilir. Bu şartlar yeterlilik 

şartlarıdır. Yukarıda (1.2) bağıntısında verilen 𝑎𝑘 ve 𝑏𝑘  katsayıları aşağıda verilen 

şekilde hesaplanır. 

𝑎𝑘 =
2

𝑇
∫𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑘𝑥) 𝑑𝑥

𝑇

0

 

(1.3) 

𝑏𝑘 =
2

𝑇
∫𝑓(𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑘𝑥) 𝑑𝑥

𝑇

0
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2. GREEN FONKSİYONU VE ÖZELLİKLERİ  

 

                                    ℓ(𝑦) = 𝑎(𝑥)𝑦′′ + 𝑏(𝑥)𝑦′ + 𝑐(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥)                               (2.1) 

 

                                        ∝ 𝑦(0) + 𝛽𝑦′(0) = 0

                                         𝜑𝑦(1) + 𝛿𝑦′(1) = 0
}                                                               (2.2) 

 

aşağıdaki koşulları sağlayan [G] Green fonksiyonu adı verilir. 

𝐺(𝑥, 𝑠), 𝑥𝜖[0,1], 𝑠𝜖(0,1) 

Koşul 1.𝑥 ≠ 𝑠 olduğunda 𝐺(𝑥, 𝑠) fonksiyonu 

ℓ(𝑦) ≡ 𝑎(𝑥)𝑦′′ + 𝑏(𝑥)𝑦′ + 𝑐(𝑥)𝑦 = 0 

Koşul 2.𝑥 = 0 ve 𝑥 = 1 olduğunda 𝐺(𝑥, 𝑠) fonksiyonu (2.2) sınır koşullarını korur. 

Koşul 3.𝑥 = 𝑠 olduğunda 𝐺(𝑥, 𝑠) fonksiyonu x e göre sürekli ve x e göre türevi 

birinci tür sıçrayışa sahiptir. Bu sıçrayışın büyüklüğü 
1

𝑎(𝑠)
 dir. 

      

                                𝐺(𝑠+0, 𝑠) = 𝐺(𝑠−0, 𝑠)

𝐺𝑥
′(𝑠+0, 𝑠) = 𝐺𝑥

′(𝑠−0, 𝑠) =
1

𝑎(𝑠)

}                                                  (2.3) 

Green fonksiyonunu elde etmek için sırasıyla 1. ve 2. sınır koşullarını koruyan trivial 

olmayan 𝑦1 ve 𝑦2 çözümlerini bulmak gerekir. 

𝐺(𝑥, 𝑠) = {
ℓ(𝑠)𝑦1(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠  
𝛹(𝑠)𝑦2(𝑥), 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 1  

 

Buradaki ℓ ve 𝛹 fonksiyonlarını 3. koşulun korunmasından elde edebiliriz. 

𝛹(𝑠)𝑦1(𝑠) = ℓ(𝑠)𝑦1(𝑠) 

𝛹(𝑠)𝑦2
′(𝑠) − ℓ(𝑠)𝑦1

′(𝑠) =
1

𝑎(𝑠)
 

 

𝛹(𝑠)𝑦2(𝑠) − ℓ(𝑠)𝑦1(𝑠) = 0 

𝛹(𝑠)𝑦2
′(𝑠) − ℓ(𝑠)𝑦1

′(𝑠) =
1

𝑎(𝑠)
 

 

∆≡ ∆(𝑠) = |
𝑦2(𝑠) −𝑦1(𝑠)

𝑦2
′(𝑠) −𝑦1

′(𝑠)
| = −𝑦1

′(𝑠)𝑦2(𝑠) + 𝑦1(𝑠)𝑦2
′(𝑠) 
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∆1= |

0 −𝑦1(𝑠)
1

𝑎(𝑠)
−𝑦1

′(𝑠)
| =

𝑦1(𝑠)

𝑎(𝑠)
      , ∆2= |

𝑦2(𝑠) 0

𝑦2
′(𝑠)

1

𝑎(𝑠)

| =
𝑦2(𝑠)

𝑎(𝑠)
 

𝛹 =
∆1
∆
=

𝑦1(𝑠)

𝑎(𝑠)∆(𝑠)
      ,      ℓ =

∆2
∆
=
𝑦2(𝑠)

𝑎(𝑠)∆
 

 

𝐺(𝑥, 𝑠) =

{
 
 

 
 𝑦2(𝑠)𝑦1(𝑥)

𝑎(𝑠)∆
     ,     0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠

𝑦1(𝑠)𝑦2(𝑥)

𝑎(𝑠)∆
     ,     𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 1

 

Teorem 2.1.𝐺(𝑥, 𝑠) foksiyonu (2.1),(2.2) probleminin Green fonksiyonu ise 

bu taktirde söz konusu problemin çözümü aşağıdaki gibidir. 

𝑦(𝑥) = ∫𝐺(𝑥, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

1

0
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3. DENİZ SEVİYESİNDE ISI DAĞILIMI 

 

Günümüzde birçok önemli problemlerin çözümü teorik olarak bazı özelliklere 

sahip olan kısmi diferansiyel denklemlerin veya denklemler sisteminin uygun 

başlangıç ve sınır koşulları çerçevesinde çözümüne indirgenir. Örneğin, otobanda 

arabaların akışı, nehir sularının akışı, tabakalı ortamlarda petrolün sıkıştırılıp 

çıkartılması gibi önemli problemler artık matematiksel modeller aracılığıyla 

çözülmektedir. 

Bu türden problemlerden birisi son yıllarda dünyanın çeşitli yerlerinde 

gözlenen deniz ve göl sularının seviyesinin yükselmesidir. Şüphesiz ki bu sorun, 

örneğin tarım alanlarının ve insanların yaşam yerleşkelerinin su altında kalması gibi 

çok büyük sorunlara yol açmaktadır. Söz konusu problemlerin mühendislik 

yöntemleri ile çözülmesi neredeyse imkansızdır ve bu problemlerin çözümünde 

matematiksel modelin oluşturulmasına ihtiyaç duyulmaktadır. 

Sözünü ettiğimiz problemin çözümü yolunda şimdiye kadar iki tür yaklaşımın 

olduğu bilinmektedir. Bunlardan birincisi tektonik teorisi, diğeri ise hidrodinamik 

teorisidir. 

 

Tektonik teoride deniz ve göl altında yer alan tabakaların belli bir kuvvetler 

hesabına kabardığı öngörülür. Bu da kendi sırasında üzerinde olan su kütlesinin 

yükselmesine neden olur.   

Hidrodinamik yaklaşımda deniz ve göl sularının içerisinde çözülmüş 

kimyasal ve petrol atıklarının suyun yüzeyinde oluşturduğu ince tabakanın doğal 

“sera etkisi” yani, dahil olan su miktarı ile atmosfere buharlaşan su dengesinin 

bozulmasına neden olmaktadır. 

Tez de söz konusu problem hidrodinamik model çerçevesinde incelenmiştir. 

Bu olayı modellemek koordinat başlangıcını x-ekseni su yüzeyine doğru, z-ekseni ise 

dikey olarak aşağı doğru yöneldiğini varsayalım. Bu doğrultuda, 

𝐷 = {0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇}  0 ⊂  𝑅2(𝑥, 𝑡) 

bölgesinde aşağıdaki problemi göz önüne alalım 
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𝜕𝑇(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑘2

𝜕2𝑇(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
 +  

𝛽𝐽0𝑒
−𝛽𝑧√𝑧

2𝑐𝜌√𝑧
,                                (3.1) 

 

                                                   𝑇(𝑧, 0) = 𝑓(𝑧),                                                 (3.2) 

 

                                                 
𝜕𝑇(0, 𝑡)

𝜕𝑧
=

𝑄

𝑘2𝑐𝜌
,                                                         (3.3) 

𝜕𝑇(𝐻, 𝑡)

𝜕𝑧
=
𝛽𝐽0𝑒

−𝛽√𝑧

2𝑐𝜌√𝐻
 .                                                 (3.4) 

 

Burada 𝑇(𝑧, 𝑡) fonksiyonu deniz seviyesindeki sıcaklığın herhangi bir  𝑧 noktasında 

ve  𝑡anındaki değerini göstermektedir.𝑘2 moleküler ısı geçirgenliği katsayısı, 𝐶 iç 

sıcaklık tutumu, 𝜌 suyun yoğunluğu, 𝐽𝑜 deniz seviyesinde albedo dikkate alınmakta 

toplam güneş ışınlanması (radyosyonu), 𝛽 denizin derinliğine inildikçe güneş 

ışınlanmasının zayıflama katsayısı, 𝑄 deniz seviyesinden atmosfere akan negatif ısı 

seli olmaktadır. 

𝜓(𝑧) =
𝛽𝐽0𝑒

−𝛽√𝑧

2𝑐𝜌√𝑧
                                                              (3.5) 

(3.5) fonksiyonu kaynak fonksiyonu olmaktadır ve görüldüğü gibi 𝑧 = 0 noktasında 

sonsuzluğa dönüşür. Dolayısıyla Riemann anlamında, karesi ile integrallenebilen 

fonksiyon değildir. Kaynak fonksiyonunda olan bu özellik çözüm üzerinde ek 

sınırlamaların olmasına neden olur. Öyle ki çözümün kendisi sürekli fakat, 

diferansiyellenemeyen fonksiyona dönüşür. Bu özellik (3.1)  − (3.4) probleminin 

gerçek çözümünün bulunması için sorun teşkil etmektedir. 

Ayrıca (3.1)  − (3.4) problemine, yaklaşık yöntemlerden biri olan sonlu 

farklar yöntemine imkan vermemektedir. Çünkü ağın adımını sıfıra yaklaşması ile 

kesme hatasının sonsuz büyümesine sebep olur. Bundan dolayı (3.1)  − (3.4) 

problemi için uygulanan herhangi bir sonlu farklar yöntemini detaylı bir şekilde 

incelenmesi gerekmektedir. 

(3.1)  − (3.4) problemini sonlu farklar yöntemi ile çözelim. Önce (3.1)  −

 (3.4) probleminin çözümünde mevcut olan özel noktaları dikkate almaksızın, sonlu 

farklar şeması oluşturalım. 
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3.1. 𝑶(𝒉 + 𝝉) Hatasına Sahip Şema 

𝐷 bölgesinde aşağıdaki gibi düzgün ağ oluşturalım. 

𝜔ℎ𝜏 = {𝑍𝑖 = 𝑖ℎ,  𝑡ℓ = ℓ𝜏 , 𝑖 = 0, 𝑛,              𝑖 = 0,1,2, … , ℎ, 𝜏 > 0  }                 (3.6) 

𝜔ℎ𝜏 ağının herhangi bir noktasında (3.1)  − (3.4) problemi, 

�̅�𝑖,0 = 𝑓(𝑧𝑖),            𝑖 = 0, 𝑛          (3.7) 

�̅�𝑡|𝑖=0 =
𝑄

𝑘2𝑐𝜌
,                                                         (3.8) 

�̅�𝑡|𝑖=𝑛 = 𝜓(ℎ).                                                        (3.9) 

burada 𝑇 ≡  𝑇 (𝑧𝑖 , 𝑡𝑘 ) ağ fonksiyonu, 𝑇 (𝑧, 𝑡) nin (𝑧𝑖 , 𝑡𝑘 )noktasındaki yaklaşık 

değeri,  

𝑇𝑡 ≅ 
𝑇 (𝑧𝑖, 𝑡𝑘 + 𝜏)  −  𝑇(𝑧, 𝜏)

𝜏
, 

𝑇𝑡 ≅  
𝑇 ̅(𝑧𝑖+ℎ, 𝑡𝑘+1)  −  2�̅�(𝑧𝑖, 𝑡𝑘+1)  + 𝑇 ̅(𝑧𝑖−ℎ, 𝑡𝑘+1)

ℎ2
,        

olmaktadır. 

𝛹(𝑧𝑖), ağ fonksiyonu 𝛹(𝑧)’nin𝑧𝑖 noktasındaki yaklaşık değerini göstermektedir. 

(3.6) denkleminin (3.7), (3.8), (3.9) koşulları çerçevesinde çözümü için yukarıda 

gösterdiğimiz kovma yöntemi yardımıyla çözülür. Açıktır ki, bu cebirsel denklemler 

sisteminin matrisi üç değişkenli matris olmakta ve çözüm aşağıdaki rekürans 

formülleri yardımıyla elde edilir. 

    𝛼𝑖+1 =
𝛽𝑖

𝐶𝑖 − 𝛼𝑖𝐴𝑖
,            𝛼1 = 1 , 𝑖 = 1, 𝑛 − 1 ,                   (3.10) 

𝛽𝑖+1 =
𝐴𝑖𝛽𝑖 + 𝐹𝑖
𝐶𝑖 − 𝛼𝑖𝐴𝑖

,            𝛽1 = − 
𝑄

𝑘2𝑐𝜌
,             𝑖 = 1, 𝑛 − 1 ,                   (3.11) 

 �̂�𝑖 = 𝛼𝑖+1  �̂�𝑖+1 + 𝛽𝑖+1  ,            𝑖 = 1, 𝑛 − 1 ,                   (3.12) 

�̂�𝑛 = �̂�𝑛 +  𝜏 𝜓(𝐻),             𝑇𝑖,0 = 𝑓(𝑧𝑖)                            (3.13) 

Burada, 

𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 =
𝑘2 𝜏

ℎ2
,             𝐶𝑖 = 1 + 2 

𝑘2 𝜏

ℎ2
,            𝐹𝑖 = 𝑇𝑖  +  𝜏 𝜓(𝑧𝑖)  

olur. (3.6) şeması kapalı olduğu için herhangi bir 𝜏 ve ℎ için kararlıdır. Bu şemanın 

sınır koşullarını dikkate alarak netlik mertebesine yükseltmek mümkün değildir 
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çünkü, 𝑇𝑖+1 fonksiyonunu 𝑖 = 0 noktasında Taylor serisine açtığımızda,  

𝜕𝑇

𝜕𝑧
|
𝑧=0

=
𝑇1 − 𝑇0
ℎ

 − 
ℎ

2

𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
|
𝑧=0

=  0 (ℎ2) 

elde ederiz. (3.1) denklemini dikkate alarak, 

𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
|
𝑧=0

= 
1

𝐾2
(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
−  𝜓(𝑧))|

𝑧=0

→      𝜓(0) = ∞   

 (3.6)  − (3.9) şeması üzere aşağıdaki veriler çerçevesinde bilgisayarlar testleri 

yapılmış ve elde edilen sonuç Şekil 1 de gösterilmiştir. 

 

𝑄 =  7,0 . 10−3 𝑘𝑎𝑙𝑜𝑟𝑖 𝑐𝑚2.  𝑠𝑛⁄ ,                           𝐽0  =  1,4 . 10
−2 𝑘𝑎𝑙𝑜𝑟𝑖 𝑐𝑚2.  𝑠𝑛⁄  

𝛽 =  9,775 . 10−2 1 𝑐𝑚2.  𝑠𝑛⁄ ,                             𝐶𝑔  =  9,67 . 10
−1 𝑘𝑎𝑙𝑜𝑟𝑖 𝑔𝑟. 𝑐𝑚3⁄  

𝑘2 =  1,4 . 10−3 𝑐𝑚2 𝑠𝑛,⁄                                     𝑓(𝑧) = 0  ;    𝐻 ≪  1 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑒  

 

𝛽’nın değeri farklı d’ler için  (3.14) formülünden elde edilmiştir. 

                                          𝛽 =
0,239

√𝑑
 +  0,038 [𝑐𝑚−

1

2]                                                (3.14) 

𝑑 nin değeri 2, 9 ve 25 olduğu durumda elde edilen sonuçlar Şekil 2 de gösterilmiştir. 

 

 

3.2. 𝑶(𝒉𝟐 + 𝝉) Hatasına Sahip Şema 

Yukarıda gösterildiği gibi 
𝜕𝑇

𝜕𝑧
,
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
 türevlerini 𝑧 = 0 nokasında sonlu farklarda 

ayrıklaştırıldığında yanlış sonuçlara ulaşırız. Bu onu gösterir ki, problemin [0, 𝐻] 

kapalı aralığında klasik çözümü mevcut değildir. Bu nedenle (3.1)  − (3.4) 

probleminin genelleştirilmesi (zayıf) çözümünü incelemek gerekmektedir. 

𝑇1(𝑧, 𝑡) = 𝑇 (𝑧, 𝑡) −
𝑄

𝐾2𝑐𝜌
 𝑧 −  𝜓(𝐻) 𝑡                     (3.15) 

Yukarıda yer alan (3.15) dönüşümü yardımıyla (3.1)  − (3.4) problemini aşağıdaki, 

𝜕𝑇1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑘2

𝜕2𝑇1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
+ 𝜓1(𝑧) ,                                  (3.16) 

                                                    𝑇1(𝑧, 0) = 𝑇10(𝑧),                                                        (3.17) 

𝜕𝑇1(𝑜, 𝑡)

𝜕𝑧
= 0,                                                           (3.18) 
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𝜕𝑇1(𝐻, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0                                                            (3.19) 

problemine indirgeyebiliriz. Burada,  

𝜓1(𝑧)  =  𝜓(𝑧)  − 𝜓1(𝐻), 𝑇10 = 𝑓(𝑧) −
𝑄

𝑘2𝑐𝜌
 𝑧                                  (3.20) 

olmaktadır. Sonuncu ifadeyi dikkate alarak aşağıdaki yardımcı problemi içerelim, 

 

𝜕𝜗(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑘2

𝜕2𝜗(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
+  𝜑(𝑧) ,                                      (3.21) 

                                                           𝜗(𝑧, 0) = 𝜑0(𝑧) ,                                                  (3.22) 

𝜕2𝜗(0, 𝑡)

𝜕𝑧2
  = 0 ,                                                 (3.23) 

𝜕2𝜗(𝐻, 𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡
  = 0                                                   (3.24) 

Burada 𝜗0(𝑧) foksiyonu, 

𝑑𝜗0(𝑧)

𝑑𝑧
  = 𝑇10(𝑧),                                                   (3.25) 

                                       𝜑(𝑧)  =
𝐽0
𝑐𝜌
[1 − 𝑒−𝛽√𝑧] −  𝜓(𝐻)                                (3.26) 

dir. 

 

(3.21)  − (3.24)  problemine yardımcı problem diyeceğiz. Görüldüğü gibi, 

(3.21)  − (3.24) probleminin çözümünün diferansiyelenme derecesi, (3.1)  −

 (3.4) probleminin çözümünün diferansiyellenebilme derecesinden bir birim fazladır. 

Bu avantaj (3.21)  − (3.24) probleminin sonlu farklarla çözümlesine hiç bir engel 

çıkartmaz. Çünkü 𝜑(𝑧) fonsiyonu 𝑧 = 0’da sıfıra dönüşür ve sürekli fonksiyondur. 

Aşağıdaki teorem geçerlidir. 

 

Teorem 3.2.1. Eğer 𝜗(𝑧, 𝑡) fonksiyonu (3.21)  − (3.24) probleminin 

herhangi bir çözümü ise, 

 𝑇1(𝑧, 𝑡) =
𝜕𝑢(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
(3.27) 

eşitliği ile tanımlanan fonksiyon (3.1)  − (3.4) probleminin zayıf çözümü 

olmaktadır. 
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(3.21)  − (3.27) problemini 𝜔ℎ𝑇 ağının (𝑧𝑖, 𝑡𝑘) noktasında aşağıdaki gibi sonlu 

farklara, 

 𝑉𝑡 = 𝑘
2 �̂�𝑧𝑧 + �̂�(𝑧),      (𝑖 = 0, ℎ ) ,                             (3.28) 

𝑉𝑖,0 = 𝑢𝑜(𝑧𝑖),     (𝑖 = 0, ℎ  ) ,                                         (3.29) 

�̂�𝑧�̅�|𝑖=0 = 0 ,                                                                    (3.30) 

𝑉𝑧𝑧|𝑖=𝑛 = 0 ,                                                                    (3.31) 

                                                [𝑢0]𝑧 = 𝑇10(𝑧𝑖)                                                               (3.32) 

ayrıklaştıralım. 

 

Teorem 3.2.2Herhangi bir 𝜏, ℎ için aşağıdaki  

�̂�1  =  �̂�𝑧                                                                (3.33) 

eşitlik doğrudur. (3.28)  − (3.32) cebirsel denklemler sistemi de yukarıda olduğu 

gibi kovma yöntemi yardımıyla çözülür. ∝1 ve 𝛽1 leri bulmak için aşağıdaki 

işlemleri yapalım.(3.28) ifadesini dikkate alarak, 

     (𝑉𝑡  −  𝜙(𝑧𝑖))|𝑧=0 =  0, yani 𝑉0̂  =  𝑉0  +  𝜏𝜙(0)    

yazabiliriz. Burada, 

�̂�𝑖  = ∝𝑖+1 �̂�𝑖+1  +  𝛽𝑖+1 

eşitliğinde 𝑖 = 0 yazarsak, 

∝𝑖= 0,        𝛽1 = 𝑉0 + 𝜏𝜙(0) 

olur. Şimdi (3.31) den �̂�𝑛‘i buluruz. Bu amaçla (3.31)’i 

𝑉𝑧𝑡 = 
𝑉�̂� − 𝑉𝑧
𝜏

 

şekilde yazalım 
𝜕𝑣

𝜕𝑥
 türevine 𝑂(ℎ2 + 𝜏) mertebeden yaklaştığımızda, 

𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝐻 = − 

𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1
ℎ

+ 
ℎ

2

𝜕2𝑉

𝜕𝑧2
+ 0 (ℎ2)                            (3.34) 

alırız. (3.21) ifadeside dikkate alınırsa 𝑧 = 𝐻 noktasında,  
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𝜕2𝑉

𝜕𝑧2
|
𝑧=𝐻

= 
1

𝑘2
(
𝜕𝑉

𝜕𝑡
|
𝑧=𝐻

−  𝜑 (𝐻))                                                 (3.35) 

elde ederiz.(3.34) ve (3.35)’den 

𝜕𝑉

𝜕𝑧
|
𝑧=𝐻

= − 
𝑉�̂� − �̂�𝑛−1

ℎ
+ 

ℎ

2𝑘2
(
𝜕𝑉

𝜕𝑡
|
𝑧=𝐻

−  𝜑 (𝐻))  

                  =  
ℎ

2𝑘2
(
𝑉�̂� − 𝑉𝑛

𝜏
−  𝜑 (𝐻)) − 

1

𝑘
(𝑉�̂� − �̂�𝑛−1) 

                                            = (
ℎ

2𝑘2𝜏
− 
1

𝑘
)𝑉�̂� +

1

𝑘
�̂�𝑛−1 − 

ℎ

2𝑘2𝜏
𝑉𝑛 −  𝜑(𝐻) 

                  = 𝑞1𝑉�̂� + 𝑞2�̂�𝑛−1 + 𝑝𝑛                                                         (3.36) 

alırız. Burada,   

𝑞1 =
ℎ

2𝑘2𝜏
− 
1

ℎ
  ,   𝑞2 = 

1

ℎ
  ,    𝑝𝑛 = −(

ℎ

2𝑘2𝜏
𝑉𝑛 +  𝜑(𝐻)) 

benzer  yolla, 

𝜕𝑣

𝜕𝑧
|𝑧=𝐻 = 

ℎ

2
[
1

𝑘2
𝑉𝑛 − 𝑉�̂�
𝜏

−  𝜑(𝐻)] − 
𝑉𝑛 − 𝑉𝑛−1

ℎ
= 𝑅2ℎ     (3.37) 

alırız. Buradan, 

𝑉𝑧𝑡 = 
𝑞1�̂�𝑛 + 𝑞2�̂�𝑛−1 + 𝑃𝑛 − 𝑅𝑛

𝜏
= 0 

 

veya 

                                               𝑞1�̂�𝑛 + 𝑞2�̂�𝑛−1 + 𝑃𝑛 − 𝑅𝑛 = 0                                    (3.38) 

olur. 

�̂�𝑛−1 = ∝𝑛 �̂�𝑛 + 𝛽𝑛 

(3.3) ifadelerinden, 

�̂�𝑛 = 
𝑅𝑛 − 𝑃𝑛 − 𝑞2𝛽𝑛
𝑞1 + 𝑞2𝛼𝑛

= 0                                       (3.39) 

alırız. 

(3.28) − (3.32) sonlu fark karşılıkları da kapalı şema oldukları için 𝜏 ve ℎ’in 

herhangi bir değerinde kararlıdır ve 𝑂(ℎ2 + 𝜏) mertebedendir. 

 

(3.28) − (3.32) algoritmları kullanılarak bilgisayar testleri yapılmış ve elde 

edilen çözümlerin grafikleri Şekil 3-5’de gösterilmiştir. 
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3.3. Gerçek Çözümü 

Bu bölümde Fourier ve Rezidü yöntemlerini kullanarak (3.17) − (3.20) 

probleminin gerçek çözümünü bulacağız. Gerçek çözümlerin, birincisi problemin 

çözümünün ispatlamaya, ikincisi ise olayın fiziksel özelliklerini sona kadar 

incelemeye imkan sağlar. 

 

3.4. Fourier Metodu 

Kolaylık için (3.19) ifadesini 𝑡’ye göre integralleyelim. 

                                                    𝑇(𝐻, 𝑡) =  𝜓 (𝐻)𝑡 + 𝑓 (𝐻)(3.40) 

Aşağıdaki değişken dönüşümünden,  

𝑢(𝑧, 𝑡) = 𝑇 (𝑧, 𝑡) −   𝑔 (𝑧, 𝑡) 

sonra 

𝜕𝑢 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
 = 𝑘2

𝜕2𝑉

𝜕𝑧2
+ 𝜓1(𝑧),                                     (3.41) 

                                                              𝑢(𝑧, 0) = 𝑢0(𝑧)                                          (3.42) 

𝜕𝑢 (0, 𝑡)

𝜕𝑧
 = 0,          𝑢(𝐻, 𝑡) = 0                            (3.43) 

alırız.  

𝜓1(𝑧) =  𝜓 (𝑧) −  𝜓 (𝐻) 

Buradan, 

𝑢0(𝑧) =  𝑓 (𝑧) + 
𝑄

𝑘2𝑐𝜌
(𝐻 − 𝑧)(3.44) 

 

[3.1], [3.2] takip ederek aşağıdaki yardımcı problemi  

𝜕𝑢 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
 = 𝑘2

𝜕2𝑢(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
+ 𝜑 (𝑧) ,                                        (3.45) 

                                                         𝑢(𝑧, 0) = 𝑢0(𝑧) ,                                                  (3.46) 

𝜕2𝑢(0, 𝑡)

𝜕𝑧2
= 0                                                          (3.47) 

içerelim. Buradan, 

                                           𝜑(𝑧) =  
𝑦0
𝑒𝑝
[1 − 𝑒−𝛽√𝑧] −  𝜓 (𝐻)𝑧                               (3.48) 
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𝑈0(𝑧) =  ∫ 𝑓(𝜉) 𝑑𝜉 + 
𝑧

0

𝑄

𝑘2𝑐𝜌
 𝑧 (𝐻 −

𝑧

2
)                            (3.49) 

olmaktadır. (3.47)’de yeralan ilk ifadeyi , 

𝜕2𝑈(0, 𝑡)

𝜕𝑧2
= 

1

𝑘2
(
𝜕𝑈 (0, 𝑡)

𝜕𝑡
−  𝜑(0)) = 0                                 (3.50) 

şeklinde yazalım. Buradan, 

𝜑(0) = 0 

olduğundan , 

𝜕𝑈 (0, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0                                               (3.51) 

olur. (3.51)’i integralleyerek, 

                                                              𝑈(0, 𝑡) = 𝑈0 = 0                                          (3.52) 

alırız. 

𝜕𝑣 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
 = 𝑘2

𝜕2𝑣(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
+ 𝜑 (𝑧),                             (3.53) 

                                                          𝑣 (𝑧, 0) = 𝑣0  (𝑧)                                             (3.54) 

                                                    𝑣 (0, 𝑡) = 0,       
𝜕𝑣 (𝐻, 𝑡)

𝜕𝑧
= 0                             (3.55) 

Görüldüğü gibi𝜑(𝑧)  ∈  𝐶 [0, 𝐻] , fakat [0, 𝐻] parçasında diferansiyellenebilen 

değildir. Aşağıdaki gibi tanımlanmış 𝜑𝑁(𝑧) fonkisyonu dahil edelim. 

𝜑𝑁(𝑧) = {
𝜑(𝑧), 𝑧 ∈  [

1

𝑁
 , 𝐻 ]

0       , 𝑧 ∈ [ 0 ,
1

𝑁
]

(3.56) 

Aşağıdaki problemi göz önüne alalım. 

𝜕𝑈𝑁(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
 = 𝑘2

𝜕2𝑈(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
+ 𝜑𝑁(𝑧),                                   (3.57) 

                                                 𝑣 (𝑧, 0) = 𝑣0  (𝑧),                                                       (3.58) 

𝑣𝑁(0, 𝑡) = 0,             
𝜕𝑣𝑁(𝐻, 𝑡)

𝜕𝑧
= 0                                     (3.59) 

(3.57) − (3.59) probleminin çözümünü, 

𝑢𝑁(𝑧, 𝑡) = 𝑈𝑁 (𝑧, 𝑡) + 𝑤 (𝑧, 𝑡), 

şeklinde arayalım. 

Burada 𝑢𝑁(𝑧, 𝑡) sıfır koşularını homojen olmayan başlangıç koşullarını 
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koruyan homojen denklemi 𝑊 (𝑧, 𝑡)ise homojen olmayan denlemin homojen 

başlangıç ve sınır koşullarını koruyan fonksiyonlar olmaktadır. Fourier yönteminin 

yapısına göre 𝑢𝑁(𝑧, 𝑡) çözümünü, 

                                                 𝑢𝑁(𝑧, 𝑡) =  ∑𝑋 (𝑧) 𝑇 (𝑡)(3.60) 

𝑋(𝑧) ve 𝑇(𝑡) fonksiyonlarını bulmak için sırasıyla, 

𝑋′′(𝑧) + 𝜆2 𝑋(𝑧) = 0 ,                                              (3.61) 

                                 𝑋(0) = 0 ,          𝑋′(𝐻) = 0                                        (3.62) 

ve 

𝑇′ + (𝜆𝐾)2 𝑇 = 0,                                                 (3.63) 

problemlerinden bulunur. Kolayca gösterebiliriz ki, (3.61), (3.62) probleminin 

özdeğer ve özfonsiyonları, 

                       𝜆𝑣 = 
(2𝑣 + 1) 𝜋

2𝐻
𝑋𝑣(𝑧) = 𝑆𝑖𝑛 

(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻
                          (3.64) 

olmaktadır. 

(𝑣 = 0,1,2, … ) 

𝑣’nin negatif değerleri yeni özfonksiyonlar üretemez. 

𝜆 = 𝜆𝑣 

değerinde (3.64) denkleminin çözümleri, 

𝑇𝑣(𝑡) = 𝐶𝑣𝑒
−(𝜆𝑣𝐾)

2𝑡                                                (3.65) 

olur. (3.60) koşulu çerçevesinde 𝑢𝑁(𝑧, 𝑡) için, 

𝑢𝑁(𝑧, 𝑡) =  ∑𝐶𝑣𝑒
−(𝜆𝑣𝐾)

2𝑡

∞

𝑣=0

𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻
                           (3.66) 

alırız. 

Açıktır ki, (3.66) çözümü 𝜑𝑁(𝑧, 𝑡) = 0 olduğunda (3.57) denklemini 

korumak zorundadır. Ayrıca (3.59) koşulunun korunduğunu görmek zor değildir. 

(3.58) başlangıç koşulunun korunması için, 

𝑢0𝑁(𝑧) =   ∑𝐶𝑣

∞

𝑣=0

𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻
                                     (3.67) 

eşitliğinin sağlanması gerekir. Varsayalım ki, (3.67) serisi yakınsaktır, bu durumda 

𝐶𝑣 , 𝑣 = 0,±1, ±2,±3,… ) 

katsayılarını bulabiliriz. Bunun için (3.67)’nin her iki tarafını sin
(2𝑛+1)𝜋𝑧

2𝐻
 ‘ a çarpıp 
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𝑧’e göre inetgrallersek, 

∫ 𝑢0(𝑧)
𝐻

0

 𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻
 𝑑𝑧   

=  ∑𝐶𝑣

∞

𝑣=0

𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻
  𝑥  = 𝑥 𝑆𝑖𝑛 

(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻
 𝑑𝑧 =  {

0        , 𝑛 ≠ 𝑣
𝐻

2
       , 𝑛 = 𝑣

 

 

alırız. Buradan, 

                                   𝐶𝑣 = 
2

𝐻
∫ 𝑢0(𝜉)
∞

𝑣=0

𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝜉

2𝐻
  𝑑𝜉                        (3.68) 

(3.68) ifadesi (3.66)’da yerine konulursa, 

𝑢𝑁(𝑧, 𝑡) =  
2

𝐻
∑𝑒−(𝜆𝑣𝐾)

2𝑡

∞

𝑣=0

𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻
∫ 𝑢0(𝜉)
𝐻

0

 𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝜉

2𝐻
 𝑑𝜉  (3.69) 

olarak bulunur. Şimdi (3.57) – (3.59) probleminin çözümünü bulalım. Bunun için 

çözümü, 

                             𝑤(𝑧, 𝑡) =∑𝑇𝑣(𝑡)

∞

𝑣=0

 𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻
                                    (3.70) 

şeklinde arayalım. 

𝑇𝑣(𝑡) fonksiyonlarını öyle seçelim ki, (3.70) serisi (3.57) denklemini ve 

homojen başlangıç koşulunu korusun. (3.70) ifadesi (3.57) de yerine konulursa, 

∑[𝑇𝑣
′(𝑡) + (

(2𝑣 + 1)𝜋 𝑧

2𝐻
)

2

𝑇𝑣(𝑡)]

∞

𝑣=0

𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻
 =  𝜑𝑁(𝑧)              (3.71) 

alırız.𝜑𝑁(𝑧) fonksiyonu (0, 𝐻) aralığında sinüs Fourier serisine açarsak, 

𝜑𝑁(𝑧) =  ∑𝜑𝑁𝑣(𝑧)

∞

𝑣=0

 𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻
                               (3.72) 

olur. Burada, 

𝜑𝑁𝑣(𝑧) =
2

𝐻
∫ 𝜑𝑁(𝜉)
𝐻

1
𝑁⁄

 𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝜉

2𝐻
 𝑑𝜉                                 (3.73) 

olmaktadır. Bu durumda 𝑇𝑣(𝑡) fonksiyonları için, 

𝑇𝑣
′(𝑡) + (

(2𝑣 + 1)𝜋𝐾

2𝐻
)2𝑇𝑣(𝑡) =  𝜑𝑁𝑣(𝑧)                           (3.74) 

(𝑣 = 0, 1, … )  , 𝑇𝑣(0) = 0                                                     (3.75) 
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alırız. 

(3.74), (3.75) probleminin çözümü, 

𝑇𝑣(𝑡) = ∫ 𝜑𝑁𝑣(𝑧)
𝑡

0

𝑒− [
(2𝑣+1)𝜋𝑘

2𝐻
]
2
(𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏                                   (3.76) 

(3.76) ifadesi (3.70) serisinde yerine konulursa, 

𝑈(𝑧, 𝑡) =∑𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻

∞

𝑣=0

∫ 𝜑𝑁𝑣(𝑧)𝑒
− [

(2𝑣+1)𝜋𝑘

2𝐻
]
2
(𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏  

𝑡

0

 

=
2

𝐻
∑𝑆𝑖𝑛 

(2𝑣 + 1) 𝜋 𝑧

2𝐻

∞

𝑣=0

∫ 𝑒− [
(2𝑣+1)𝜋𝑘

2𝐻
]
2
(𝑡− 𝜏) 𝑥 

𝑡

0

 

                                 = 𝑥 ∫ 𝜑(𝜉)
𝐻

0

𝑆𝑖𝑛 
(2𝑣 + 1) 𝜋 𝜉

2𝐻
 𝑑𝜉                                               (3.77) 

elde ederiz. Nihayet 𝑈𝑁(𝑧, 𝑡)için, 

                  𝑢𝑁(𝑧, 𝑡) =
2

𝐻
∑𝑒−(𝜆𝑣𝑘)

2𝑡 sin 𝜆𝑣𝑧∫ 𝑢0(𝜉) sin 𝜆𝑣𝜉 𝑑𝜉 + 
𝐻

0

∞

𝑣=0

 

2

𝐻
∑sin 𝜆𝑣𝑧∫ 𝑒−(𝜆𝑣𝑘)

2(𝑡−𝜏) 𝑑𝜏∫ 𝜑𝑁(𝜉)
𝐻

1
𝑁⁄

 𝑆𝑖𝑛𝜆𝑣𝜉 𝑑𝜉  
𝑡

0

∞

𝑣=0

 (3.78) 

burada elde ederiz. 

𝜆𝑣 = 
(2𝑣 + 1)𝜋

2𝐻
 

 

Görüldüğü gibi göz önüne aldığımız problemin öz değerleri sadedir ve 

bunlara karşılık gelen öz fonksiyonlar tam sistem oluşturur. Bu özellik Fourier serisi 

yöntemini uygulamaya imkan verir. 

Fakat pratikte öyle problemler mevcuttur ki, onların öz değerleri ikinci ve 

daha yüksek dereceden katlı olabilir. 

Bu durumda katlı köklere karşılık gelen öz fonksiyonlar tam sistem 

oluşturmazlar. Bu gibi durumlarda herhangi bir sürekli diferansiyellenebilen 

başlangıç fonksiyonlar bulunan öz fonksiyonlar üzere ayrılışı problemi açık 

kalmaktadır.  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑘2
,          0 ≤ 𝑥 ≤ 1   ,   𝑡 ≥ 0 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),       𝑢(1, 𝑡) − 𝑢(𝑜, 𝑡) = 0, 
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𝜕𝑢(1, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0 

Örneğin, problemlerinin öz değerlerinin katlılık derecesi iki olur. [3.5]’de bu tür 

problemler için Rezidü yöntemini (3.57) – (3.59) problemine uygulayacağız.  

 

3.5. Rezudi Yöntemi 

[3.5]’de önerilen yöntemin yapısına göre (3.57) – (3.59) problemine bir sınır 

değer problemi ve bir tane adi diferansiyel denklem için Cauchy problemi ile karşı 

koyacağız. 

3.5.1. Sınır Değer Problemi 

𝑦′′(𝑧) + 𝜆2𝑦(𝑧) = ℎ(𝑧),                                      (3.79) 

                                                           𝑦(0) = 0,       𝑦′(𝐻)  = 0                                      (3.80) 

Eğer 𝑦 ve 𝑢𝐶2[0, 𝐻] sınıfına dahil ve (3.80) koşulunu koruyan fonksiyonlar ise, 

kolayca ispatlanabilir ki, 

(𝐿𝑦, 𝑢) = (𝑦, 𝐿𝑢) 

yani (3.79), (3.80) problemi self adjonittir. Aşağıdaki teorem doğrudur. 

Teorem 3.5.1.1(3.79), (3.80) probleminin özdeğerleri reel olup sayılabilir 

sayıdadır ve sonlu mesafede limit noktasına sahip değildir. Farklı özdeğerlere 

karşılık gelen özfonksiyonlar ortogonal sistem oluşturur. 

Şimdi (3.79), (3.80) homojen olmayan problemi göz önüne alalım. Söz 

konusu problemin çözümü [3.1], [3.2]’de olduğu gibi burada ℎ(𝑧) herhangi sürekli 

diferansiyellenebilen fonksiyon olmaktadır. 

Sadelik için 𝐿𝑦 ile aşağıdaki operatörü gösterelim 

𝐿𝑦 = 𝑦′′ + 𝜆2𝑦 

ve 

𝐿𝑦 = 0 

problemini göz önüne alalım. 

 

                                    𝑦(𝑧, 𝜆, ℎ) =  ∫ 𝐺(𝑧, 𝜉, 𝜆) ℎ(𝜉)𝑑𝜉                                         (3.81)
𝐻

0

 

olmaktadır. 

Burada 𝐺(𝑧, 𝜉, 𝜆)’ya (3.79), (3.80) probleminin Green fonksiyonu denir ve  
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𝐺(𝑧, 𝜉, 𝜆) =
Δ(𝑧, 𝜉, 𝜆)

Δ(𝜆)
,                    

Δ(𝑧, 𝜉, 𝜆) =

[
 
 
 
𝑔0(𝑧, 𝜉, 𝜆) 𝑒𝜆𝑧 𝑒−𝜆𝑧

𝑔0(0, 𝜉, 𝜆) 1 1

𝑑𝜕0(𝐻, 𝜉, 𝜆)

𝜕𝑥
𝜆𝑒𝜆𝐻 −𝜆𝑒−𝜆𝐻]

 
 
 

 ,                    (3.82) 

Δ(𝜆) = |
1 1

𝜆𝑒𝜆𝐻 −𝜆𝑒−𝜆𝐻
|  ,                                (3.83) 

                                    𝑔0(𝑧, 𝜉, 𝜆) =  {

1

2𝜆
𝑔ℎ𝜆(𝑧 − 𝜉)   𝜉 ≤ 𝑧         

−
1

2𝜆
𝑔ℎ𝜆(𝑧 − 𝜉)   𝑧 ≤ 𝜉         

                     (3.84) 

olmaktadır. (3.81) ifadesi ile tanımlanan söz konusu problemin 

y(𝑧, 𝜆, ℎ)fonksiyonunun sıfırları hariç her yerde çözümü olmaktadır. Ayrıca Δ(𝜆)’nın 

sıfırları aynı zamanda 𝐺(𝑧, 𝜉, 𝜆)’nin kutup noktaları olur. 

Gerçekten de, sadelik için (3.80) sınır operatörünü 𝑈𝑘, (𝑘 = 1,2) ile 

gösterelim. Bu durumda, 𝑦𝑖’ler temel fonksiyon sistemi olmak suretiyle, 

𝑦(𝑧, 𝜆) =∑𝐶𝑖𝑦𝑖

2

𝑖=1

 

fonksiyonu, 

𝑈𝑘(𝑦) = 0,   (𝑘 = 12)                                         (3.85) 

                                               𝜆𝑣 =
(2𝑣 + 1)𝜋

2𝐻
,        𝑣 = 0, 1, …                              (3.86) 

olur. Son iki denklem 𝐶𝑖 (𝑖 = 1,2) bilinmeyenleri için iki denklem sistemi oluşturur. 

Bu sistemin çözümünün olması için 𝑈𝑘(𝑦𝑖) elemanlarından oluşan determinantın 

sıfıra eşit olması hem gerekli, hem de yeterli koşul olmaktadır. 

 Açıktır ki ∆(𝜆) determinantı 𝜆’ya göre tam fonksiyondur ve bu fonksiyon 

yanlız reel sıfırlara sahiptir. (3.79), (3.80) probleminin limit noktası 𝜆 = ∞ olur. 

 

 Böylelikle, ∆(𝜆)’nın sfırları 

𝜆𝑣 =
(2𝑣 + 1)𝜋

2𝐻
,       𝑣 = 0, 1, …                             (3.87) 

olur. 

 

a) Ayrılış formülü 
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Ayrılış formülü iki farklı açıdan ispatlayım. 

(3.80) denklemini 𝑈𝑘(𝑦) = 0 koşulu çerçevesinde inceleyelim. ℒ operatörü self 

adjonit olduğunda, 

ℒ𝑦 = 𝜆
2𝑦 

Denkleminin tam ortogonal {𝑢𝑘} öz fonksiyonlar sistemi ve 𝜆 lar problemin 

öz değerleri olmadığı sürece 𝐺(𝑧, 𝜉, 𝜆) Green fonksiyonu vardır. Bu durumda 

herhangi bir ℎ(𝑧)  ∈  ℒ2(0, 𝐻) için aşağıdaki formül geçerlidir. 

                                                             ℎ = ∑(ℎ, 𝑦𝐾)𝑦𝐾                                               (3.88)

∞

𝐾=1

 

Burada 

(ℎ, 𝑦𝐾) = ∫ ℎ(𝜉)
𝐻

0

𝑦𝑘(𝜉) 𝑑𝜉                                      (3.89) 

ve (3.84) serisi ℎ(𝑧)’e ℎ2 anlamında yakınsakdır. 

ℒ(𝜆)[ℎ(𝑧)] = ∫ 𝐺(𝑧, 𝜉, 𝜆)ℎ(𝜉)𝑑𝜉
𝐻

0

 

Bu durumda, 

ℒ𝑦𝑘 = 𝜆𝑦𝑘 = ℓ𝑦𝑘 + (𝜆 − ℓ)𝑦𝑘,   

(𝑦(ℓ)[ℎ(𝑧)], 𝑦𝑘) = (ℎ, 𝑦(ℓ)[𝑦𝑘]) ∗= (𝜆𝑘 −  ℓ)
−1(𝑓, 𝑦𝑘)

** 

 

                                                      
* ℒ – herhangi bir 𝑓 ∈  𝐶[0, 𝐻] fonksiyonu için tanımlanmış lineer integral operatör olsun. 

ℒ𝑓 =  ∫ 𝐺(𝑧, 𝜉)𝑓(𝜉) 𝑑𝜉
𝐻

0

 

Eğer, 𝑓, 𝑔 ∈  𝐶[0, 𝐻] ise, self adjonitlik koşulundan, 

𝑢 = ℒ𝑓, 𝑣 = ℒ𝑔 

için, 

(𝑓, ℒ𝑔) = (ℒ𝑓, 𝑔) 
elde ederiz.  
 
 ** Gerçekten de, 

ℒ𝑦𝑘 = 𝜆𝑦𝑘 = (𝜆𝑘 − ℓ)𝑦𝑘 + ℓ𝑦𝑘 

olduğundan, 

(ℒ − 𝜆𝑘)𝑦𝑘  =  (𝜆𝑘 − ℓ)𝑦𝑘  

olur. Sonuncu eşitliğinde her iki tarafına (𝜆𝑘 −  ℓ)
−1𝑦(𝜆) operatörünü uygularsak 

(𝜆𝑘 −  ℓ)
−1𝑦(𝜆)(ℒ − 𝜆𝑘)𝑦𝑘 =∝ 𝑦𝑘(𝜆𝑘 − ℓ)

−1 alırız. 

ve böylelikle 𝑦(𝜆)ℎ(𝑧)fonksiyonu için Fourier serisi, 

𝑦(𝜆)ℎ(𝑧) = ∑(𝜆𝑘 −  ℓ)
−1

∞

𝑘=1

 (ℎ, 𝑦𝑘)𝑦𝑘 

olur. 
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Rezidüler için [3.5.1.1] teoremini kullanırsak, 

1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆 ∝ (𝜆)ℎ(𝑧)𝑑𝜆
𝐶𝑘

=
1

2𝜋𝑖
∑(𝜆𝑘 − ℓ)

−1(ℎ, 𝑦𝑘)𝑦𝑘 = − ∑(ℎ, 𝑦𝑘)𝑦𝑘,   

∞

𝐾=1

∞

𝑘=1

 

alırız, burada 𝐶𝑘𝜆-düzleminde 𝜆, kutup noktalarını dahiline alan sade kapalı eğriler 

olmaktadır. Nihayet biz ℎ(𝑧) fonksiyonu için aşağıdaki ayrılış, 

                                 ℎ(𝑧) =  − 
1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆
𝐶𝐾

∫ 𝐺(𝑧, 𝜉, 𝜆)ℎ(𝜉) 𝑑𝜉 𝑑𝜆
𝐻

0

                          (3.86) 

formülünü kullanabiliriz.  

 

(3.86) ayrılışındaki katsayıları bulalım. (3.82), (3.83)dikkate alarak, 

                                  ℎ(𝑧) =  − 
1

2𝜋𝑖
∫ 𝜆
𝐶𝑘

 𝑑𝜆∫
Δ(𝑧, 𝜉, 𝜆)

Δ(𝜆)
ℎ(𝜉) 𝑑𝜉 

𝐻

0

                      (3.87) 

yazabiliriz. 

𝜆𝑣 =
(2𝑣 + 1)𝜋

2𝐻
 

 

olduğundan Δ(𝜆)’nın kutup noktaları (87)’i kolayca hesaplayabiliriz. 

                                        ℎ(𝑧) =  ∑∫
λ𝑣Δ(𝑧, 𝜉, 𝜆𝑣)

Δ(𝜆𝑣)
ℎ(𝜉) 𝑑𝜉 

𝐻

0

∞

𝑣=1

                                (3.88) 

Sadece hesaplamalar yolu ile, 

Δ′(𝜆𝑣) =  −2𝜆𝑣𝐻 𝑖𝐶𝑜𝑠𝜋𝑣     ,    (𝑣 = 0 , ±1,±2,… ) 

λ𝑣Δ(𝑧, 𝜉, 𝜆𝑣)

Δ′(𝜆𝑣)
=  
1

𝐻
 𝑆𝑖𝑛𝜆𝑣𝜉 𝑆𝑖𝑛𝜆𝑣𝑧 

olduğunu görebiliriz. 

                               ℎ(𝑧) =  
2

𝐻
∑𝑆𝑖𝑛𝜆𝑣𝑧

∞

𝑣=1

∫ 𝑆𝑖𝑛𝜆𝑣𝜉 ℎ(𝜉)𝑑(𝜉)                                 (3.89)
𝐻

0

 

Olarak alırız. Aşağıdaki notasyonu içerelim. 

𝑎𝑣 = 
2

𝐻
∫ ℎ(𝜉)𝑆𝑖𝑛𝜆𝑣𝜉𝑑𝜉
𝐻

0

 

Görüldüğü gibi (3.89) serisi 𝑓(𝑧)’in Fourier serisinin aynısı olmaktadır. 

(3.89) formülünü [3.5.1]’de olduğu gibide bulabiliriz. Bunun için (3.80) sınır 

koşullarını, 
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                           𝑌𝑣(𝑦) = ∑[𝛼𝑣𝐾𝑦
(𝐾−1)(0) + 𝛽𝑣𝑘𝑦

(𝐾−1)(𝐻)] = 0                  (3.90)

2

𝐾=1

 

şeklinde yazalım. 

𝛼11 = 1, 𝛼12 = 𝛽11 = 𝛽12 = 0, 

𝛼21 = 𝛼22 = 𝛽21 = 0,        𝛽22 = 1    

Yukarıda söylediğimiz gibi, homojen denklem, 

                                               𝑦1(𝑧, 𝜆) = 𝑒𝜆𝑧 , 𝑦2(𝑧, 𝜆) =  𝑒
−𝜆𝑧                           (3.91) 

temel fonksiyonlar sistemine sahiptir. Kolayca görülür ki, 

𝑦𝑣(𝑦1) = 𝐴𝑣1(𝜆) + 𝐵𝑣1(𝜆)𝑒
𝜆𝐻, 

𝑦𝑣(𝑦2) = 𝐴𝑣2(𝜆) + 𝐵𝑣2(𝜆)𝑒
−𝜆𝐻, 

burada 

𝐴11 = 1   ,   𝐴12 = 1,      𝐴21 = 0   ,   𝐴22 = 0, 

      𝐵11 = 0   ,   𝐵12 = 0,      𝐵21 = 𝜆   ,   𝐵22 = −𝜆      

olmaktadır. Q:Açıktır ki, 

|
1 0
0 −𝜆

|,           |
0 1
𝜆 0

| 

determinantları 𝜆derecesinde artan fonksiyonlardır ve  

(
𝐴11(𝜆) 𝐴12(𝜆) 𝐵11(𝜆) 𝐵12(𝜆)

𝐴21(𝜆) 𝐴22(𝜆) 𝐵21(𝜆) 𝐵22(𝜆)
) 

matrisinden oluşturulmuş herhangi bir determinantın artma hızı 𝜆 fazla değil, bu 

koşul çerçevesinde aşağıdaki teoremi ifade edelim. 

Teorem 3.5.1.2.𝑄koşulunun korunduğu taktirde (3.79),(3.80) problemi 

sayılabilir sayıda 𝜆, özdeğerlerine sahiptir ve 𝜆 yeteri kadar büyük değerlerinde ve 

[0,H] ‘dan olan herhangi bir sürekli diferansiyellenebilen ℎ(𝑧) için (3.79),(3.80) 

probleminin Green fonksiyonu asimptitik değerlendirmeye sahiptir. Ayrıca ℎ(𝑧) 

foksiyonu için (3.87) ayrılış formülü geçerlidir.  

 

3.5.2. Karışık Problemin Çözümü 

Göz önüne aldığımız (3.57)-(3.59) problemi için Rezidü yönteminin genel 

yapısına göre incelediğimiz probleme karşı bir tane de Cauchy problemi de karşı 

koyulur. (3.79)-(3.80) sınır problemi ile karşı koymuştuk. 
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𝜕𝑍(𝑧, 𝜆, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜆2𝑍(𝑧, 𝜆, 𝑡) = 𝜑(𝑧),                              (3.92) 

                                                        𝑍(𝑧, 𝜆, 0) = 𝑢0(𝑧).                                               (3.93) 

Adi diferansiyel denklemler teorisinde kullanarak (3.92),(3.93) probleminin 

çözümünü, 

                         𝑍(𝑧, 𝜆, 𝑡) = 𝑢0(𝑧)𝑒
𝜆2𝑡  +  ∫ 𝑒2(𝑡−𝜏)

𝑡

0

𝜑𝑁(𝑧)𝑑𝜏                            (3.94) 

şeklinde elde ederiz. 

𝜘[0,H]’da tanımlı, herhangi bir sürekli diferansiyellenen ℎ(𝑧) için (3.70)’i 

takip ederek, 

                          𝐴𝑣𝑗ℎ = ℎ𝑣
𝑗(𝑧) =

−1

2𝜋√−1
∫ 𝜆2𝑗+1

𝑐𝑣

 𝑦(𝑧, 𝜆, ℎ) 𝑑𝜆                (3.95) 

operatörünü dahil edelim. Bu notasyonda, 

∑ℎ𝑣0(𝑧) = ℎ(𝑧)  ,

𝑣

                                                   (3.96) 

olur. (3.95) operatörünü (3.57)-(3.59) problemin uygularsak, 

=
−1

2𝜋√−1
∫𝜆2𝑗+1

𝑐𝑣

 𝑦 (𝑧, 𝜆,
𝜕𝑢𝑁(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
)  𝑑𝜆 

 =
−1

2𝜋√−1
∫𝜆2𝑗+1

𝑐𝑣

 𝑦 (𝑧, 𝜆,
𝜕𝑢𝑁(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
)  𝑑𝜆 + 

−1

2𝜋√−1
∫𝜆2𝑗+1𝜑(𝑧) 𝑑𝜆     (3.97)

𝑐𝑣

 

alırız. 

(3.81)’de görüldüğü gibi 𝑦(𝑧, 𝜆, ℎ) üçüncü argümana göre lineer operatördür. 

Bu durumda (3.97)’den 

𝜕𝑢𝑁𝑗
𝑗(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢𝑁𝑣

𝑗+1(𝑧, 𝑡) + 𝜑𝑁𝑣
𝑗(𝑧)                    (3.98) 

alırız. (3.97) operatörünü (3.58)’de uygularsak  

                                         𝑢𝑗𝑁𝑣(𝑧, 0) = 𝑢𝑗0𝑣(𝑧)(3.99) 

olur. Hesaplama yolu ile gösterebiliriz ki, (3.98),(3.99) problemini çözümü, 

                          𝑢𝑗𝑁𝑣(𝑧, 𝑡) =
−1

2𝜋√−1
∫𝜆2𝑗+1

𝑐𝑣

 𝑦(𝑧, 𝜆, 𝑍(𝑧, 𝜆, 𝑡)) 𝑑𝜆                   (3.100) 

(𝑗 = 0, 𝜆𝑣 − 1), 
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olmaktadır. Burada 𝑍(𝑧, 𝜆, 𝑡) fonksiyonu (3.92),(3.93) Cauchy probleminin çözümü 

𝜘𝜈, 𝑦(𝑧, 𝜆, ℎ) foksiyonun 𝜆 kutubunun katılılık derecesi olmaktadır. Gerçektende, 

𝜕𝑈𝑗𝑁𝑣(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
=

−1

2𝜋√−1
∫𝜆2𝑗+1

𝑐𝑣

 𝑦 (𝑧, 𝜆,
𝜕𝑍(𝑧, 𝜆, 𝑡)

𝜕𝑡
)  𝑑𝜆 

=
−1

2𝜋√−1
∫𝜆2𝑗+1

𝑐𝑣

 𝑦(𝑧, 𝜆, 𝜆2𝑍(𝑧, 𝜆, 𝑡)) 𝑑𝜆 + 
−1

2𝜋√−1
∫𝜆2𝑗+1

𝑐𝑣

 𝑦(𝑧, 𝜆, 𝜑𝑁(𝑧)) 𝑑𝜆  

= 𝑈𝑁𝑣
𝑗+1(𝑧, 𝑡) + 𝜑𝑁𝑣

𝑗(𝑧) 

olur. 

(3.100) ifadesi (3.99)’un sol tarafından yerine konursa,  

𝑈𝑗𝑁𝑣(𝑧, 𝑜) =  
−1

2𝜋√−1
∫𝜆2𝑗+1

𝑐𝑣

 𝑦(𝑧, 𝜆, 𝑢0(𝑧)) 𝑑𝜆 = 𝑢
𝑗
𝑜𝑣(𝑧)     

𝑈𝑁(𝑧, 𝑡) =∑𝑈𝑁𝑣
0(𝑧, 𝑡) =∑

−1

2𝜋√−1
∫𝜆

𝑐𝑣

 𝑦(𝑧, 𝜆, 𝑍(𝑧, 𝜆, 𝑡)) 𝑑𝜆

𝑣𝑣

 

=∑
−1

2𝜋√−1
∫𝜆 𝑑𝜆∫ 𝐺(𝑧, 𝜉, 𝜆)[𝑢0(𝜉)𝑒

𝜆2𝑡 + ∫ 𝑒𝜆
2(𝑡−𝜏)

𝑡

0

𝜑𝑁(𝑧)𝑑𝜏]

𝐻

0𝑐𝑣

𝑑𝜉

𝑣

 

               = ∑
−1

2𝜋√−1
∫𝜆 𝑑𝜆∫

Δ(𝑧, 𝜉, 𝜆)

Δ(𝜆)
𝑢0(𝜉)𝑑𝜉

𝐻

0

𝜑𝑁(𝜉)𝑑𝜏𝑑𝜉                (3.101)

𝑐𝑣𝑣

 

(3.89)’da olduğu gibi Rezüdileri hesaplarsak  

𝑈𝑁(𝑧, 𝑡) =  
2

𝐻
∑𝑆𝑖𝑛𝜆𝑣𝑧

∞

𝑣=1

∫ 𝑆𝑖𝑛𝜆𝑣𝜉
𝐻

0

𝑢0(𝜉)𝑑𝜉 

                     + 
2

𝐻
∑𝑆𝑖𝑛𝜆𝑣𝑧

∞

𝑣=1

∫ 𝑒−𝜆
2
𝑣(𝑡−𝜏)𝑑𝜏 ∫ 𝑆𝑖𝑛𝜆𝑣𝜉𝜑𝑁(𝜉)𝑑𝜉                    (3.102)

𝐻

0

𝑡

0

 

alırız. Burada, 

𝜆𝑣 =
(2𝑣 + 1)𝜋

2𝐻
 

olur. (3.102) formülüne dahil olan, 

∫ 𝑆𝑖𝑛𝜆𝑣𝜉𝜑𝑁(

𝐻

0

𝜉)𝑑𝜉 

𝑁∞mevcut olduğunda, 

                                                        𝑢(𝑧, 𝑡) = lim
𝑁→∞

𝑢𝑁(𝑧, 𝑡)                                 (3.103)  
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alırız. 

(3.102) formülünü kullanarak bilgisayar testleri yapılmış ve elde edilen 

grafikler Şekil 6-7’de gösterilmiştir. 
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ŞEKİLLER 

 

 
ŞEKİL 1 

0,098 
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ŞEKİL 2 
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ŞEKİL 3 
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ŞEKİL 4𝒕 = 𝟏𝟎𝟐 
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ŞEKİL 5 
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ŞEKİL 6 
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ŞEKİL 7 
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SONUÇLAR 

 

Tezde elde edilen sonuçları aşağıdaki gibi sıralayabiliriz: 

 

- Deniz yüzeyinde (𝑧 = 0)özelliğine sahip olan kaynak fonksiyon ve Self-adjoint 

olmayan ısı denklemi için sonlu farklar şeması kurulmuş ve uygun çözüm 

algoritması üretilmiştir. 

- Göz önüne aldığımız problemin çözümü için Fourier serisi yöntemi ilk kez 

uygulanarak gerçek çözüm elde edilmiştir. 

- Ayrıca incelediğimiz problemin çözümünün elde edilmesi için Rezidü yöntemi 

de uygulanmıştır. Rezidü yöntemi ile çözüm elde edilmiştir. Elde edilen 

çözümler kullanılarak bilgisayar destekli testleri yapılmıştır. 

 

  

https://en.wikipedia.org/wiki/Self-adjoint_operator
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