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ÖZ 

 

DEJENERE OLAN BİR BOYUTLU NONLİNEER PARABOLİK 

DENKLEM İÇİN SONLU FARKLAR YÖNTEMİ 

 

Tezde bazı özelliklere sahip olan, örneğin dejenere olabilen nonlineer denklemlerin 

söz konusu özelliklerini dikkate alarak çözümün tüm fiziksel özelliklerini düzgün ifade 

edebilen sonlu fark algoritmaları önerilmiştir. Bu amaçla önce bazı denklemlerin gerçek 

çözümleri bulunmuştur. Bu çözümler sonlu farklar yöntemi ile elde edilen yaklaşık 

çözümlerin test edilmesinde yardım etmede kullanılmıştır. 

 

Tezin ikinci kısmında iki kez dejenere olan denklem için sonlu farklar yöntemi 

incelenmiştir. Nümerik çözümün gerçek çözüme yakınsaklık problemi de araştırılmıştır.  
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ABSTRACT 

 

FINITE DIFFERENCES METHOD FOR ONE DIMENSIONAL NONLINEAR 

PARABOLIC EQUATION WITH DEGENERATION 

 

In the thesis, a new finite difference algorithms are proposed, which can express all 

the physical properties of the solution correctly, taking into consideration the properties of 

nonlinear equations which have some properties such as degeneracy. For this purpose, at 

first, exact solutions of some equations were found. These solutions will help to test of the 

approximate solutions obtained by the finite difference method. 

In the second part of the thesis, finite difference method is investigated for two 

double degenerate equations. The convergence problem of numerical solution is also 

researched.  
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1. GİRİŞ 

 

Doğa olaylarına karşılık gelen fiziksel olayların ve uygulamada karşılaşılan çoğu 

problemlerin matematiksel modelleri, kısmi türevli diferansiyel denklem veya denklem 

sistemi için yazılmış başlangıç ve sınır değer problemlerinin çözümlerinin bulunmasına 

indirgenilir. Bilindiği üzere, genel olarak problemin başlangıç ve/veya sınır değer verileri 

süreksiz fonksiyonlar olup, çözümün bulunmasını zora sokar. Hatta çoğu durumda 

matematiksel problemin çözümünde, fiziksel olayın dinamiğinden doğan süreksizlik ortaya 

çıkabilir. 

Güncel matematiksel fizik problemlerinin çözümünde bilinmesi gereken en önemli 

olgular, özelliklerin hangisinin fiziksel problemden, hangisinin de matematiksel 

modellerden ortaya çıktığını bilmektir. Çünkü fiziksel problemleri ifade eden denklemler 

genelde nonlineer olmaktadır ve söz konusu nonlineerlik yeni fiziksel özellikler 

barındırmaktadır. Örneğin, dalgaların dağılım zamanı yeri önceden bilinmeyen darbe 

dalgalarının oluşması, kontakt süreksizlikleri, bifürgasyonlar vesaire. Bu tür fiziksel 

özellikleri matematiksel ifade etmek için klasik matematiğin yöntemleri yetersiz 

kalmaktadır. Böylelikle, çağdaş fiziksel problemlerin çözümü yeni matematiksel yöntemler 

talep etmekle birlikte, modern bilgisayar tekniğinin kullanılmasını zorunlu kılmıştır. Bu 

nedenle herhangi bir çağdaş fiziksel problemin çözümünü araştırmak için aşağıdaki 

etapları gerçekleştirmek gerekmektedir: 

1. Fiziksel problemi yeterince düzgün ifade edebilen matematiksel modelleri, yani 

diferansiyel denklem veya denklem sisteminin ve uygun başlangıç ve sınır koşullarının 

yazılması, 

2. Matematiksel problemin etkili çözüm algoritmalarının yazılması ve bunların 

bilgisayarda gerçekleştirilmesi, 

3. Alınan sonuçların fiziksel yorumlanması ve irdelenmesi. 

Bu model çerçevesinde yapılan işler çağdaş matematiksel fizik bilim dalının teorik 

temellerini çok geniş şekilde geliştirmiş ve artık günümüzde bunların yardımı ile kuantum 

fiziğinin,  hidrodinamiğin ve aerodinamiğin çetin problemleri çözülebilmektedir. 

Nonlineer problemlerin incelenmesinde ve çözümlerinin elde edilmesinde genel bir 

teori veya metod bulunmamaktadır. Herhangi bir nonlineer problem için geçerli olan bir 

metod, yine aynı sınıftan olan fakat farklı bir nonlineer problem için sonuç vermeyebilir. 
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Bu sebeple gözönüne alınan herhangi bir nonlineer  problemin çözümünü elde edebilmek 

için özel yöntemlerin oluşturulması zorunluluğu ortaya çıkmaktadır.  

Uygulamada karşılaşılan nonlineer problemlerin çözümünde ortaya çıkan yeni 

karakteristik özellikler (örneğin, heyecanlanmış cephenin sonlu hızla dağılımı, darbe 

dalgası, kontakt sıçrayışları ve benzeri gibi fiziksel özellikler) zayıf çözüm kavramı 

yardımıyla ifade edilebilirler. 

Tezin ileriki bölümlerinde sunulacak olan bilgilere alt yapı oluşturması açısından 

öncelikle kısmi türevli diferansiyel denklemlerin lineer teorisinden bilinen karakteristikler 

metodu ele alınacak ve sonra bu metodun nonlineer denklemlerde kullanılmasıyla 

karşılaşılan güçlüklerden yola çıkılaarak çözüm kavramının genişletilmesinin gerekliliği 

üzerinde durulacaktır. 

 

1.1 Karakteristikler Yöntemi 

 

Sonraki bölümlerde kullanacağımız teoriyi incelemeden önce lineer teorideki 

0),(),( 









y

u
yxb

x

u
yxa                                                            (1.1) 

homojen denkleminin çözümü için karakteristikler yöntemini ele alalım. Burada 

),( yxuu   iki değişkene bağlı bir fonksiyonu göstermektedir. İki değişkenli fonksiyonun 

tam diferansiyelinin 

dy
y

u
dx

x

u
du









  

olduğu bilinmektedir. Tüm terimleri ds ye bölersek, (bu hem y’nin hem de x’in  s 

parametresine bağlı olduğu anlamına gelir) 

ds

dy

y

u

ds

dx

x

u

ds

du









                                                                      

(1.2) 

elde ederiz. Kıyaslamayla, eğer 




















ds

du
ds

dy
yxb

ds

dx
yxa

0

),(

),(

                                                                                (1.3) 



3 

 

olsaydı, böylece kısmi türevli diferansiyel denklemi adi türevli diferansiyel denklemler 

sistemine indirgemiş olurduk. (1.3) sisteme (1.1)’e karşılık gelen karakteristik denklem 

denir. 

(1.3) denklemler sistemini  

0

du

b

dy

a

dx
                                                                                (1.4) 

şeklinde yazabiliriz. (1.4) ifadesine (1.3) sisteminin “simetrik yazılım formu” adı da 

verilmektedir. Burada 













00 du
dx

du
a

b

dx

dy

                                                                        (1.5) 

şeklinde iki tane adi diferansiyel denklem alırız.  

Tanım 1.1 (1.5) adi diferansiyel denklemler sisteminin çözümlerine karakteristikler 

adı verilir.  

(1.5) sistemindeki birinci denklem ),( yxf
dx

dy
  tipindedir ve adi diferansiyel 

denklemler teorisinden bilindiği üzere çözümü ),( 1cxy   olur, [25]. Bunu ),(1 yxc   

şeklinde de yazabiliriz. (1.5) deki ikinci denklem olan 0du  dan sabitcyxu  2),(  

buluruz. Buradan görüldüğü üzere çözüm karakteristikler üzerinde sabittir.  









),(

),(

2

1

yxuc

yxc 
                                                                                 

(1.6) 

ifadesine sistemin birinci aralık integralleri denir, [24].  

Teorem 1.1 Eğer 

),,(),,(),,( uyxc
y

u
uyxb

x

u
uyxa 









                                        (1.7)                                  

kuazi lineer denklemi için  

),,(1 uyxc                                                                                 (1.8) 

),,(2 uyxc                                                                                (1.9) 

ifadeleri karakteristik denklemin birinci integralleri ise 0),( 21 ccF  ile tanımlanan 

fonksiyon denklemin genel çözümü olur. Burada F fonksiyonu her iki argümana göre 

diferansiyellenebilir bir fonksiyondur, [19]. 



4 

 

Genel teoriye göre (1.8) ve (1.9) da verilen 1c  ve 2c  yerine ifadelerini yazarsak, 

çözüm 

0)),,(( uyxF                                                                           (1.10) 

olur. (1.10) çözümü iki değişkene bağlı kapalı bir fonksiyondur. (1.10) ifadesinden y yi 

çekersek, f  herhangi bir diferansiyellenebilir fonksiyon olmak üzere 

)),(( yxfu   

olur. Burada f diferansiyellenebilen bir fonksiyondur. 

Örnek 1.1 Karakteristikler yöntemini kullanarak,  

0









x

u
c

t

u
                                                                              (1.11) 

denkleminin çözümünü elde edelim. 

Çözüm. Karakteristikler yöntemine göre denkleme karşılık gelen karakteristik 

denklem 

01

du

c

dxdt
  

dır. Buradan, birinci aralık integralleri 












2

1

0

,

cudu

cctxc
dt

dx

 

olarak elde edilir. Teorem 1.1’e göre (1.11) denkleminin çözümü 

0),( 21 ccF   veya 0),(  uctxF  

olur. f  herhangi bir diferansiyellenebilir fonksiyon olmak üzere genel çözüm 

)(),( ctxfyxu                                                                        (1.12) 

şeklinde yazılabilir. Buradan görüldüğü üzere, karakteristikler geometrik olarak, eğimi c 

olan doğrular ailesi oluşturur. Çözüm karakteristikler üzerinde sabit kalır ve her 

karakteristiğin de kendi sabiti vardır. 

(1.12) ifadesinin sonsuz sayıda çözümlerinin içinden tek birini seçebilmek için 

denkleme 0t  da ek bir koşul koyacağız. 

)()0,( xxu                                                                                (1.13) 

  bilinen bir fonksiyondur ve dalganın başlangıç profilini gösterir. Eğer (1.12) 

ifadesindeki )(),( ctxftxu   çözüm ise (1.13) başlangıç koşulunu koruması gerekir. 

Buradan )()0,()( xfxux   olmalıdır. Yani f başlangıçta verilen    fonksiyonunun 

kendisidir, yani f  dir. Bunu (1.12) de yerine yazarsak  
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)(),( ctxtxu                                                                          

(1.14)          

olur. Daha iyi anlaşılsın diye başlangıç fonksiyonuna aşağıdaki şekilde özel değer verelim  










.1,0

,1,1
)()0,(

2

x

xx
xxu                                                  (1.15) 

Bu durumda çözüm 










1,0

,1,1
)()(),(

2




 ctxtxu          










1,0

,1,)(1 2

ctx

ctxctx
                                           (1.16) 

olur. Bunu şuradan da görebiliriz 













.0

)h(,

dt

du

ızc
dt

dx

                                                                              (1.17) 

Başlangıç profilin her bir noktası aynı hızla hareket ediyor. Başlangıçta çözüme verilen her 

bir informasyon (değer) karakteristikler üzerinde sonsuz olarak taşınır ( 0c  olsaydı, bu 

olaylar sağa doğru değil, sola doğru hareket ederdi). Yani çözüm karakteristikler üzerinde 

sabit olmaktadır, [24]. 

Örnek 1.2 Bu kez, karakteristikler yöntemini  

0









x

u
u

t

u
                                                                              (1.18)                                               

Hopf denkleminin için yazılmış  










1,0

,1,1
)0,()(

2

0
x

xx
xuxu                                                (1.19) 

başlangıç değer problemine uygulayalım. 

Çözüm. Karakteristikler yöntemine göre (1.18) denklemine karşılık gelen 

karakteristik denklem 

0),(1

du

txu

dxdt
                                                                        (1.20) 

dır. (1.20) den  
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











0

),,(

dt

du

txu
dt

dx

                                                                          

(1.21) 

olur. (1.21) sistemindeki ikinci denklemden ),( txu sabit olduğu görülmektedir. O halde, 

birinci aralık integrallerinden ilki 
1),( ctxu    olup, bunun ışığında ikincisi  

1c
dt

dx
  den 21 ctcx   veya 2),( cttxux   

olarak elde edilir.  Teorem 1.1’e göre (1.18)  denkleminin genel çözümü yazarsak 

0),( utxuF   veya )( utxfu                                            (1.22) 

olur. Burada F ve f  herhangi diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmaktadır. (1.22) den 

 )()( 00 xuxfu t   

olup, başlangıç değer probleminin formal çözümü 

)(0 utxuu   

dir. O halde, utx   Lagrange koordinatını dikkate alarak, (1.18), (1.19) probleminin 

çözümünü 










1,0

,1,1
),(

2




txu                                                             (1.23) 

şeklinde yazabiliriz. (1.23) ifadesinden çözümü biraz daha netleştirirsek 
















1,0

,1,
2

441)12(
),( 2

2

utx

utx
t

txtxt
txu                       (1.24) 

olduğunu görürüz. (1.24) fonksiyonun grafiğini kurduğumuz zaman, (1.21) ifadesinin 

birinci denklemi olan ),( txu
dt

dx
  ifadesinden görüleceği üzere, başlangıç profilin her bir 

noktası u hızıyla hareket eder. Böylece maksimum büyüklüğe sahip olan nokta, zamanın 

1tt   değerinde 
1ut  kadar mesafeye gider. Bu göstermektedir ki, 1x  olduğunda u 

çözümü çok değerli bir fonksiyona dönüşür, [24]. Matematiksel olarak bu bir çözümdür, 

ancak fiziksel olarak bir anlam içermez. Bu da karakteristikler yöntemin nonlineer 

denklemlerin global çözümüne uygulanamayacağını göstermektedir. 

Örnek 1.3 Daha genel olarak,  0,:),(  txtxD  bölgesinde 
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0
)),((),(











x

txuF

t

txu
                                                            (1.25) 

 

denklemini gözönüne alacağız. Burada, )(uF  fonksiyonu )(uF  ve )(uF   türevleri 

mevcut olan bilinen bir fonksiyonu göstermektedir. (1.25) denklemi için aşağıdaki 

başlangıç koşuluna sahip  

 










1  ,0

,1),(
)0,()(0

x

xxf
xuxu                                                 (1.26) 

 

Cauchy problemini inceleyeceğiz, [22]. Burada )(xf  başlangıç profilini tanımlayan 

bilinen sürekli diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.  

Çözüm. (1.25), (1.26) probleminin çözümü karakteristikler metodu ile  

 










,1  ,0

,1),(
),(



f
txu                                                              (1.27) 

 

tuFx )(                                                                              (1.28) 

 

şeklinde kolayca oluşturulabilir Burada , )(uF   hızı ile hareket eden uzaysal koordinatı 

göstermektedir, [20],[32]. 

(1.27) ifadesinden x e göre türev alırsak 

 

 
x

u
uFtff

x

u
uftf

xd

df

x

txu



























)()()()(1).(.

)(),(







 

 

veya 

 

  )()()(1  ftuFf
x

u





 

 

buluruz. Buradan 

  

tuFf

f
ux

)()(1

)(









                                                                 (1.29) 

 

elde ederiz. Yine (1.27) ifadesinin t ye göre türevi alınırsa 

 

  ttt utuFfuFfuuFtuFf
td

tdf
u )()()()()()()(.

)(





 




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veya 

 

  )()()()(1 uFftuFfut
   

 

ifadesinden 

 

tuFf

uFf
ut

)()(1

)()(









                                                                 (1.30) 

 

alırız. (1.29) bağıntısı  ( ,x  )0( t ) da başlangıç profilinin eğimine göre, ),( tx  

noktasında ),( txu  profilinin eğimini gösterir.  

Eğer  0f ve ,0F  (veya 0)(  uf , 0)(  uF ) ise, bu taktirde  

0)()(1  tuFf   olur ve 

 

0
)()(

1





uFf
t


    

 

değeri için ),( txux   bulunur. Ayrıca, bu noktalarda ),( txut  de sonsuz olur, yani 

),( txut  dır. Bu yüzden, eğer başlangıç profilini belli bir   noktasında negatif bir 

eğimi sahipse, yani 0)(  f ise, 
min

0

1












Ff
T de ),( txut  ve ),( txux  olur. 

Bu değer türevlerin profilinde ilk kez dik teğetlerin oluştuğu zamandır. O halde, 

)( 000  FTx   noktasının komşuluğunda 
min

1












Ff
Tt için çözüm tek değerli 

olmayabilir. 

Sadece F  nin değil aynı zamanda F  türevinin de   u  nun bir fonksiyonu olması 

tipik bir nonlineer etkiye neden olur. 0)(  uF  için, büyük değerli u  lar küçük değerli 

olanlardan daha hızlı yayıldığı için ),( txu  başlangıç profilininde zamanla bozulma oluşur. 

0)(  uF  olduğunda tersine proses gözlemlenir. Böylece (1.25) denkleminin çözümü tek 

değerli olamaz. Bu da elbette ki, fiziksel açıdan anlamsızdır. Sürekli, çok değerli çözümler 

yerine, süreksiz fakat tek değerli çözümlerle bu durum düzeltilebilir. Fakat bu süresiz 

çözüm diferansiyel denklemin klasik anlamda bir çözümü olamaz.  

Bu nedenle, bu durum için “Sobolev” anlamında zayıf çözüm kavramını ileri 

süreceğiz, [31]. Bu tanım sayesinde, (1) denkleminin zayıf (ya da genelleştirilmiş) çözümü 

için iki kısımdan ibaret olacaktır: İlki, (1) denklemini sağlayan sürekli, diferansiyellenebilir 

bir çözüm ve ikincisi, Rankhine-Hugoniot koşulunu sağlayan sıçrayıştan oluşur, [32]. 
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1.2 Zayıf Çözüm 

 

İlk kez Rus matematikçi Sobolev’in 1930 lu yıllarda literatüre kattığı zayıf çözüm 

kavramını vermeden önce temel (test) fonksiyon kavramına değinelim. Önce adi 

fonksiyonu, sonrasında ise sonlu taşıyıcıya sahip fonksiyonu tanımlamayla başlayalım. 

Tanım 1.2  x  aralığında tanımlı, reel  değerli ve herhangi bxa   

sonlu aralığında Lebesque anlamında integrallenebilen fonksiyonlara  adi (ordinary) 

fonksiyon denir, [11]. 

 Tanım 1.2’den görüldüğü gibi, her bir bxa   sonlu aralığında sürekli 

(ölçülebilir) fonksiyonlar adi fonksiyonlar olmaktadır. 

 Tanım 1.3  Bir f fonksiyonunun sıfırdan farklı değerler aldığı noktalar kümesine f 

fonksiyonunun taşıyıcısı denir ve 

    0)(  |   )(  xfxxfSupp  

ile gösterilir. Başka bir deyimle, keyfi [a,b] aralığında tanımlı ve bxa   nin dışında 

sıfıra eşit olan )(x  fonksiyonuna sonlu fonksiyon denir. 

Tanım 1.4  Reel değerlere sahip  x  aralığında tanımlı ve her mertebeden 

sürekli diferansiyellenebilen sonlu taşıyıcıya sahip fonksiyonlar sınıfına temel (test) 

fonksiyonlar sınıfı ve bu sınıfın keyfi elemanına ise temel (test) fonksiyon denir. 

Örnek 1.4 Aşağıdaki şekilde tanımlanmış  

               














)2,2(         , 0

),2,2(  ,)(
 

4

1
2

x

xexu
x

 

fonksiyonu  2,2)( xuSupp  olan bir temel (test) fonksiyondur, [31]. 

Temel fonksiyonların uzayı K ile gösterilir ve bu uzayın fonksiyonlarının toplamı 

ve keyfi reel  sayıyla çarpımı yine temel fonksiyon olur, yani temel fonksiyonlar sınıfı 

lineer uzay oluşturmaktadır. 

Tanım 1.5  K  uzayı üzerinde herhangi bir  f(x) adi fonksiyonuna karşılık gelen       

   ( 




 dxxxff )()(),    ,   K                                                 (1.31) 

lineer fonksiyoneline genelleştirilmiş fonksiyon adıverilir, [11]. Burada integralleme 

aralığı doğal olarak  supp  üzerinde yoğunlaşmaktadır.  

Tanım 1.5 göstermektedir ki, temel fonksiyonlar iyi seçildiği durumda keyfi 

genelleştirilmiş fonksiyonun türevi vardır ve o da genelleştirilmiş fonksiyon olmaktadır. 
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Örnek 1.5 cxf )(  (c-sabit) fonksiyonunun genelleştirilmiş fonksiyonu 






 dxxccf )(),(),(    

dır. Özel olarak genelleştirilmiş 1 fonksiyonu,  ),1(  




dxx)(  anlamındadır, [11]. 

Kısmi türevli diferansiyel denklemler için Sobolev anlamındaki zayıf çözüm, bir 

integral eşitlik yardımı ile tanımlanmaktadır. Bu tanımı açıklamak için, TQ  1nR   Euklid 

uzayında konveks bir bölge, txxxuu n ,,...,( 21 ) ve ),,...,( 21 txxxf n  TQ  de ölçülebilir 

fonksiyonlar olmak üzere operatör biçimde verilmiş 

fLu                                                                              (1.32)  

lineer kısmi türevli diferansiyel denklemini göz önüne alalım. Burada L sürekli 

diferansiyellenebilen katsayılara sahip self-adjoint (öz eşlenik) diferansiyel ifadeyi 

göstermektedir. 

Tanım 1.6 Test fonksiyonlar sınıfından keyfi ),,...,( 21 txxx n  fonksiyonları için 

  

   0   dxdtfuM

TQ

 ,  ),...,( 1 nxxx                                                  (1.33) 

 

integral eşitliğini sağlayan u fonksiyonuna  (1.32) denkleminin zayıf (veya 

genelleştirilmiş) çözümü denir. Burada  LM  dir; yani M, L operatörüne karşılık gelen 

adjoint  operatör olmaktadır, [11]. 

Tanım 1.6’dan görüldüğü üzere, (1.32) denkleminin herhangi bir klasik çözümü 

(1.33) eşitliğini korumak zorundadır. Ama (1.33) eşitliğini sağlayan  ),,...,( 21 txxxu n

fonksiyonları daha geniş bir sınıf oluşturur. Çünkü (1.33) eşitliğinin içerdiği u 

fonksiyonlarının klasik anlamda türevlenebilir olması gerekmemektedir. 

Zayıf çözüm kavramını daha iyi anlayabilmek için, Örnek 1.3’deki (1.25) 

denklemini ),( tx  test fonksiyonu ile çarparak, D bölgesi üzerinden integralleyelim. 

Bunun için, ),( txu  fonksiyonunun tanım bölgesi olan D bölgesinde bölgeyi ikiye bölen 

öyle bir )(tl  eğrisinin mevcut olduğunu kabul edelim ki, bu eğri üzerinde ),( txu  

fonksiyonu sıçrayışa sahip olsun 

 

     0),(
)),((

),(
),(










  
DD

dtdxtx
x

txuF
dtdxtx

t

txu
 .                         (1.34) 
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(1.34) eşitliğindeki birinci integrali hesaplamak için, bunun içerisindeki ilk integrali t ye 

göre kısmi integrasyon metodu ile bulalım. ),( txu  ,  dx
t

txu
dv






),(
 dönüşümünü 

uygularsak, dt
t

tx
du






),(
, ),( txuv   olur ve birinci integralin içerisindeki kısım 

 







T

T
T

dt
t

txutxtxudt
t

txu
0

0

0

),(),(),(),(





 

olarak elde edilir. Böylece birinci integral için 

  



















TT

dxdt
t

txudxxxudttx
t

txu
dx

00

),()0,()0,(),(
),( 

        (1.35) 

alırız. Şimdi de, (1.34) eşitliğindeki ikinci integrali hesaplamak için, bunun içerisindeki ilk 

integrali x e göre kısmi integrasyon metodu ile bulalım. ),( txu  , dx
x

uF
dv






)(
 

dönüşümünü uygularsak, dx
x

du






, )(uFv   olur ve ikinci integralin içerisindeki kısım 

 

     


 




























T T t

t

dxtx
x

uF
dxtx

x

uF
dtdxtx

x

uF
dt

0 0

)(

)(

),(
)(

),(
)(

),(
)(





  

 

  







































T t

tl

t

t
dx

x
uFuFtxdx

x
uFuFtxdt

0

)(

)(

)(

)(
)()(),()()(),(





 



  

 

  dtdx
x

uFuFttuFtt

T

  



















0

)()()),(()()),((


   

 

  dtdx
x

uFdtuFttuFtt

TT

 










00

)()()),(()()),((


                                 (1.36) 

 

(1.35) ve (1.36) ifadeleri (1.34) ifadesinde yerine yazılırsa 

 

  




 

T

dtuFttuFttdxxxu
0

)()),(()()),(()0,()0,(    

0)(),(
0


















  





dxdt
x

uF
t

txu

T


      (1.37) 

 

olur. (1.34) eşitliğinin sağlanması için (1.37) ifadesinde 

0)()),(()(),((   uFttuFtx     
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olması gerekir, ve buna Rangine-Hugoniot koşulu denir. 

(1.37) ifadesinden görüldüğü üzere, (1.34) eşitliğinde u  dan talep edilen türevlere 

artık ihtiyaç kalmamaktadır. Şimdi genelleştirilmiş veya zayıf çözüm kavramını 

tanımlayabiliriz.  

Tanım 1.7 D de kompakt desteğe sahip keyfi bir test fonksiyonu için  

  





D

xt dxxuxdxdttxtxuFtxtxu 0)0,()0,(),()),((),(),(                       (1.38) 

integral eşitliğini sağlayan ),( txu  fonksiyonuna (1.25), (1.26)  probleminin bir zayıf veya 

genelleştirilmiş çözümü denir. 

 

1.3 Nonlineer Kaynak Fonksiyonlu Skalar Denklem için Cauchy Problemi 

 

Bilindiği üzere nonlineerlikten oluşan bazı özelliklere sahip olan denklemlerin 

gerçek çözümünün araştırılması aşamasında önemli zorluklarla karşılaşmaktadır. Bu 

cinsten olan denklemlerden birisi pratikte çok rastlanan 

 

,0)1( 








uu

x

u
u

t

u
                                                             (1.39) 

 
xexu )0,(                                                                                  (1.40) 

 

denklemidir. (1.39) denklemi için önce Cauchy problemini inceleyelim.  

Adi diferansiyel denklemler teorisinden bilindiği üzere, (1.39) denkleminin çözümü 

adi diferansiyel denklemler sisteminin çözümüne indirgenmektedir. Bunun için denklemin 

çözümünü 

 

0),,( uxtV                                                                                 (1.41) 

                                                 

şeklinde arayalım. (1.41) ifadesinden t ve x’e göre türev alırsak 

 

 

,0













t

u

u

V

t

V
      0














x

u

u

V

x

V
 

 

olur. Buradan 

    

u

V
t

V

t

u












        

u

V
x

V

x

u












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alırız. Bu ifadeler (1.39) denkleminde yerine konursa 

 

 

0)1( 














u

V
uu

x

V
u

t

V
 

 

elde ederiz. Sonuncu denkleme karşılık gelen karakteristik denklem 

 

)1(1 uu

du

u

dxdt


  

 

olur. 

 

)1( uu

du

u

dx


  

 

denkleminden  

u

du
dx




1
 

 

birinci aralık integral olarak 

 

   )1ln(1 uxc                                                                            (1.42) 

 

bulunur. Diğer birinci integral 

 

   
)1( uu

du
dt


  

 

denkleminden elde edilecektir. Açıktır ki, bu aşağıdaki gibi  

 

   2uu
dt

du
                                                                                  (1.43) 

 

Bernoulli denklemi olmaktadır. 

  

   
u

z
1

  

 

değişken dönüşümünden sonra (1.43) denklemi 

 

   1 z
dt

dz
                                                                               (1.44) 

 

lineer denkleme dönüşer. Önce homojen denklemi 
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   1 z
dt

dz
 

çözersek  

 

   
tecz  2                                                                                       (1.45) 

 

ifadesini alırız. Sabitin varyasyonu metodunun yapısına göre homojen olmayan denklemin 

çözümünü elde etmek için (1.45) ifadesinde 𝑐2 yi sabit olarak değil de, bilinmeyen bir 

fonksiyon olarak varsayacağız. Söz konusu fonksiyonun (1.45) deki ifadesi (1.44) de 

yerine konulduktan sonra 22 )( cexc t   olur, çözümü ise 

 

   )( 2

tt ecez  
 

 

şeklinde elde ederiz. (1.44) den 

 

   
)( 2

t

t

ec

e
u


  

 

olur. Buradan 

   
t

t

e
u

e
c 2                                                                                  (1.46) 

 

buluruz.  (1.42), (1.46) ifadelerinde başlangıç koşulunu dikkate alırsak 

 

   ),1ln(1

xexc       1
1

2 
xe

c  

 

alırız. Buradan 𝑐1 = ln 𝑐2 elde ederiz. Sonuncu ifadede 𝑐1, 𝑐2 nin değerleri yerine konursa 

 

   
t

t

e
u

e
ux  ln)1ln(  

 

buluruz ki, buradan da 

 

   
txetxu ),(                                                                               (1.47) 

  

olur.  

Şimdi (1.39) denklemini aşağıdaki genel   

 

  )()0,( xxu                                                                                (1.48) 

 

başlangıç koşulu çerçevesinde inceleyelim. Bu durumda 
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   )),(1ln(1 xxc  1
)(

1
2 

x
c


 

 

olmaktadır. Buradan 

  

   









 

1

1

2

1

c
x   

ve 

   



































 

1
ln

1

1

2

21

2

1

1
c

c

c
c                                              (1.49) 

 

elde ederiz. Tekrar (1.49) ifadesinde 𝑐1, 𝑐2 nin değerlerini yerine koyarsak 

 

   

1

ln

1

1
))(1ln( 1



























 

t
t

t
t

t
t

e
u

e

e
u

e

e
u

e
xx                       (1.50) 

 

alırız. (1.50) ifadesini 

  

   




















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şeklinde yazabiliriz. Buradan 
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veya 
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



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








)1(
)1(ln 1

tt

tx

ueue

u
ueue                          

 

elde ederiz. Her iki tarafı 𝜑 ile etkilersek 

 

    
)1(

)1(ln
tt

tx

ueue

u
ueue






  

 

alırız. Buradan da 

  

    )1(ln)1(),( txtt ueueueuetxu     

 

buluruz.  

Özel durumda 𝜑(𝑥) = 𝑒−𝑥 olursa 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑥+𝑡 elde ederiz. 𝜑(𝑥) = 𝑥2,    𝜑(𝑥) = √𝑥 
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olduğu durumlardaki çözümlerin grafikleri Figure gösterilmiştir.  

 

1.4 Burgers Denklemi ve Cole-Hoph Dönüşümü 

 

Diğer gerçek çözümü elde edilebilen denklemlerden birisi de Burgers denklemi 

olmaktadır. Bir boyutlu durumda Burgers denklemi aşağıdaki  

 

2

2 ),(
=

),(),(

x

txu

x

txu
u

t

txu













                                                (1.51)                                            

 

gibi yazılır. Burada 𝜈 pozitif sabittir. 

Önce (1.51) denkleminin gerçek çözümünü elde etmek için onu 

  

2

22 ),(
=

),(

2

1),(

x

txu

x

txu

t

txu













                                              (1.52) 

 

şeklinde yazalım. (1.52) denklemi için başlangıç koşul olarak 

 

)()0,( xFxu                                                                               (1.53) 

 

ekleyelim. Sonra ise 

 

 



 xtxu 2),(   

  

Cole-Hopf değişken dönüşümünü yapalım. Açıktır ki, bu dönüşümü 

 

),(ln2),( txtxu                                                                   (1.54) 

 

gibi de yazabiliriz. Buradan 

 




 t

t

u
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
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
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 x

x

u
2
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
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2

2

2
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2



 xxx

x

u 





 

 

alırız. Bulduğumuz ifadeler (1.52) de yerine konursa 𝜑(𝑥, 𝑡) fonksiyonu için lineer  

 

   
2

2 ),(
=

),(

x

tx

t

tx







 



                                                                 (1.55) 

 

ısı denklemini elde ederiz. Bu denklem için başlangıç koşul, (1.53) ve (1.54) ifadelerini 

dikkate alırsak 

   )()0,( 0

)(
2

1

xex

x

dF





 


                                                         (1.56) 
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olur.  Kısmi türevli diferansiyel denklemler teorisinden bilindiği üzere (1.54) ve (1.56) 

probleminin çözümü 

   


 



de
t

tx t

x









 4

)( 2

)(
4

1
),(  

 

olmaktadır. 

Cole-Hopf değişken dönüşümünü dikkate alırsak 

   









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







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


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2),(  

 

olur ve burada  

 

   
t

x
FtxG

2

)(
)(),;(

2



  

 

olmaktadır. 
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2.  İKİ KEZ DEJENERE OLAN PARABOLİK DENKLEM  

 

Gözenekli bir ortamda Newtonyen olmayan bir sıvının hareketi, ince katmandaki laminer 

akış, nehirdeki suyun hareketi ve benzeri gibi birçok hidrodinamik problemin, ilgili 

başlangıç ve sınır koşulları altında iki boyutlu nonlineer parabolik kısmi türevli 

diferansiyel denklemlerle modellendiği bilinmektedir ([4], [6], [7], [8], [9]). Bu tür 

problemlerin araştırılması hem pratik hem de teorik açıdan önemlidir. 

Alışıldığı üzere, R  Reel sayılar kümesi ve  
21 }<<0,|),{(= RTtRxtxRT   

olsun. TR  de   

   
x

uQ

x

u
K

xt

u























 )()(
=


                                                         (2.1) 

 

denklemi için yazılmış başlangıç ve başlangıç-sınır değer problemini inceleyeceğiz. 

Burada ),( txu  bilinmeyen bir fonksiyon ve ),(sK  )(u  ve )(uQ  fonksiyonları u  ya göre 

bilinen fonksiyonlardır, ayrıca aşağıdaki koşulları da sağlarlar:  

i. ),(sK  )(u  ve )(uQ  fonksiyonları sırasıyla sonlu s  ve u  için sonlu ve negatif 

olmayan fonksiyonlardır; 

ii. 0>u  için 0>)(uKu
  ve 0>)(uu  dır ve sonludur, 0,>(0)|)(| 0mKuK 

;|| 1mu   

iii.  0)0()0()0((0)  KK ; 

iv. )(uKu
  işaret değiştirir. 

(2.1) denklemi için birinci tür başlangıç-sınır değer problemi 0=)(uQ , uu =)(  

ve 
2=)( pssK , 2)>( p  olduğunda [17] de incelenmiş ve uygun bir uzayda zayıf çözmün 

varlığı ispatlanmıştır. (2.1) denklemi nonlineer olduğundan bu denklemin gerçek 

çözümünü oluşturmak mümkün değildir. Ancak )(sK , )(u  ve )(uQ  nun özel 

durumlarında denklemin genel çözümünü bulmak mümkündür. Örneğin, 
nssK =)( , 

2)>(n  ve uu =)( olduğunda, yani )(sK   işaret değişmediğinde (2.1) denklemi koşan 

dalga şeklinde çözüme sahiptir, ([2], [12], [21], [27]). Bu çözümün sürekli olduğu, fakat 

onun birinci ve ikinci türevlerinin süreksizlik noktalarına sahip olduğu ispatlanmıştır. 

Diğer taraftan, 
x

u n




 fonksiyonu da süreklidir. 
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Not 2.1. 0,<)(sK s
   0=)(uQ  olduğu durumda, (2.1) denklemi takakalı türbülans 

akışındaki ısı ve kütle değişimlerini modellemektedir, [5], [18]. 

0)( sK  olduğunda ve )(uQ  Buckley-Leverett fonksiyonunu gösterdiğinde (2.1) 

denklemi, kapiler basıncı dikkate alınmaksızın, gözenekli bir ortamda iki fazlı 

sıkıştırılamaz akışkanların eşzamanlı mikroskobik hareketini modeller. Bu durumda 

denklem 

                                    0=
)),((),(

x

txuQ

t

txu









                                                    (2.2) 

 

formunu alır. Karakteristikler metodu kullanarak elde edilen çözüm kapalı bir 

fonksiyonudur ve genellikle pratik olarak kullanılması imkansızdır. Diğer yandan, [6], [7], 

[13], [14], [15], [20], [30], [32] gibi kaynaklarda (2.1) denkleminin yeri önceden 

bilinmeyen süreksizlik noktalarına sahip olduğu gösterilmiştir.  Bunlara ek olarak, [1], 

[14], [16], [21], [22], [26], [30] gibi kaynaklarda da (2.1) denkleminin nümerik ve zayıf 

çözümünü elde etmek için bir metod ve önerilmiştir. 

0=)(uQ  olduğu durumda (2.1) denklemi [3] de incelenmiş ve nümerik çözümünü 

elde edebilmek için çözümde bulunan süreksizlik noktalarını dikkate almayan homojen 

şemalar önerilmiştir. [23] ve [28] de ise parabolik tip nonlineer denklemin nümerik 

çözümünü bulmak için süreksiz fonksiyonlar sınıfında sayısal bir metod geliştirilmiştir. 

ssK =)( , uu =)(  ve 
2

=)(
2u

uQ  olduğu zaman, (2.1) aşağıdaki  

 

2

2 ),(),(),(

x

txu

x

txu
u

t

txu














  

 

Burgers denklemine indirgenir, [10], [32]. 

Bu tezde, (2.1) denklemi için yazılmış problemin süreksiz fonksiyonlar sınıfında 

sayısal çözümünü bulabilmek için yeni bir sonlu fark metodu örnerilecek ve sayısal 

çözümün bazı özellikleri araştırılacaktır.  

(2.1) denkleminden görüldüğü üzere, 0=u  ve 0=
x

u




 olduğunda 




































x

u
u

x
sK

x

u
K

x
)()(=

)(



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eşitliği sağlanacak ve denklem birinci mertebeden denkleme dejenere olacaktır. Fiziksel 

açıdan,  akışı tanımlayan )()
)(

( uQ
x

u
K 







 fonksiyonu sürekli olmaktadır.  

 

2.1 Cauhy Problemi  

Bu bölümde öncelikle, (2.1) denklemini aşağıdaki başlangıç koşulu 

)(=,0)( 0 xuxu                                                                               (2.2) 

ile ele alacağız. Burda )(0 xu  parçalı sabit ya da sürekli bilinen bir fonsiyondur. (2.1), (2.2) 

probleminin zayıf çözümünü aşağıdaki şekilde tanımlayacağız. 

Tanım 2.1 (2.1) başlangıç koşulunu koruyan ve her test fonksiyonu 

)(),( 22

1,1

o

TRWtxf   için  

 

          0=,0)()()](
)(

[ 0 dxxfxudxdt
x

f
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R 


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



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





















 
 

 

integral eşitliğini sağlayan ),( txu  fonksiyonuna (2.1), (2.2) probleminin bir zayıf çözümü 

denir. Burada  )( 22

1,1

o

TRW  uzayı 
o

TR2  üzerinde tanımlı Sobolev uzayını göstermektedir. 

Tanım 2.1’den görüldüğü üzere, ),( txu , )(sK  ve )(uQ  fonksiyonları bu durumda 

süreksiz de olabilirler. (2.1), (2.2) probleminin zayıf çözümünü elde edebilmek için [20] ve 

[21] de izlenen yolu takip edersek,  

 

,
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
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
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















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
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

x

txv
Q

x

txv

x
K

t

txv
  

 

)()0,( 0 xvxv   

 

yardımcı problemini önerebiliriz. Buradaki )(0 xv  fonksiyonu  

 

)(=
)(

0

0 xu
dx

xdv
                                                                             (2.3) 

 

eşitliğinin herhangi biri türevlenebilir çözümüdür. 
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2.2 Yarı Doğru Üzerinde Sınır Değer Problemi 

Bu bölümde (2.1) denklemini  0,<0=  txRT  bölgesinde 

 

   ),(=,0)( 0 xuxu                                                                     (2.4) 

 

)(=)(0, 1 tutu                                                                                  (2.5) 

 

başlangıç ve sınır koşulları dahilinde inceleyeceğiz. Burada )(0 xu  ve )(1 tu  fonksiyonları 

verilen fonksiyonlar. 

(2.1), (2.4), (2.5) probleminin zayıf çözümünü aşağıdaki şekilde tanımlayabiliriz. 

Tanım 2.2 (2.4) ve (2.5) koşullarını koruyan ve 0=),( Txf  olan her 

)(),( 2

1,1

o

TRWtxf   test fonksiyonu için  
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
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integral eşitliğini sağlayan ),( txu  fonksiyonuna  (2.1), (2.4), (2.5) probleminin zayıf 

çözümü denir. Burada )(2

1,1

o

TRW 
, 

o

TR   üzerinde bir Sobolev uzayıdır. 

(2.1), (2.4), (2.5)  probleminin zayıf çözümü aşağıdaki  
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


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  ),(=,0)( 0 xvxv  

 

   )(=)(0, 1 tutu  

 

yardımcı probleminden elde edilir. Burda )(0 xv  fonksiyonu (2.3) denkleminin herhangi bir  

çözümüdür. 
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2.3 Birinci Tür Başlangıç-Sınır Değer Problemi  

 

Bu bölümde (2.1) denklemini }0,0|),{(= TtxtxDT  
 bölgesinde  

  

  ),(=,0)( 0 xuxu  ],[ bax                                                             (2.6) 

başlangıç ve  

   ),(=)(0, 1 tutu   )(=),( 2 tutu                                               (2.7) 

 

sınır koşulları ile inceleyeceğiz. 

Tanım 2.3 (2.6) ve (2.7) koşullarını koruyan ve 0=),( Txf  olan her test 

)(),( 2

1,1

o

TDWtxf   fonksiyonu için   
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integral denklemini sağlayan ),( txu  fonksiyonuna (2.1), (2.6), (2.7) probleminin zayıf 

çözümü denir. Burada )(2

1,1

o

TDW 
, 

o

TD 
 üzerinde bir Sobolev uzayıdır. 

(2.1), (2.6), (2.7)  porbleminin zayıf çözümünü bulmak için, aşağıdaki  
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
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
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                                             (2.8) 

    

   ),(=,0)( 0 xvxv                                                                     (2.9) 

    

   )(=,0)(),(=)(0, 21 tuututu                                             (2.10) 

 

yardımcı problemini dahil edeceğiz. Burda )(0 xv  fonksiyonu (2.3) denkleminin herhangi 

bir diferansiyellebilir çözümünü göstermektedir. 

Teorem 2.1 Eğer ),( txv , (2.8)-(2.10) yardımcı probleminin soft (yumuşak) 

çözümü ise, aşağıdaki şekilde tanımlanan  

 

   
x

txv
txu



 ),(
=),(                                                                   (2.11) 

 

fonksiyonu (2.1), (2.6), (2.7)  esas probleminin zayıf çözümü olur. 



23 

 

Teorem 2.1’i kanıtlamak için, (2.8) denklemini ),( txf x  ile çarpıp, 

TD  bölgesi 

üzerinden integralini alırsak 
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dxdt
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u
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


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ifadesini alırız. Sırasıyla önce t ve sonra x’e göre kısmi integrasyon formülünü uygularsak, 

Teorem 2.1’in ispatını tamamlamış oluruz. 

Not 2.2. Teorem 2.1, yukarıda bahsedilen bütün durumlar için geçerlidir. 

Önerilen yardımcı problem aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

i) ),( txv  mutlak sürekli bir fonksiyondur. 

ii) (2.1), (2.2) probleminin bilinmeyen çözümünü bulmak için oluşturulan algoritma 

),( txu fonksiyonunun x ve t ye göre türevlerini içermez. 

iii) ),( txu  ve ),( txv  yi elde etmek için oluşturulan algoritmalar bilgisayar 

heseplamaları açısından basit ve ekonomiktir. 

Önerilen yardımcı problemlerin avantajlarını kullanarak, problemin nümerik 

çözümünü elde edebilmek için algoritmalar geliştereceğiz ve bir sonraki bölümde onların 

bazı özelliklerini inceleyeceğiz. 
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3. ESAS PROBLEMİN SAYISAL ÇÖZÜM ALGORİTMASI 

 

(2.1), (2.6), (2.7)  esas probleminin sayısal algoritmasını geliştirmek için, öncelikle 


TD  bölgesini  

 0>0,>0,1,2,...;=;0,1,2,...=,=,=|),(=,  hkniktihxtx kikih

  

 

ağı ile örtelim. Burada, h  ve   sırasıyla x ve t değişkenlerine göre 
,h  ağının adımlarını 

göstermektedir. 
 ,h , 

,h  ağının sınırındaki düğüm noktalarının kümesi olmak üzere 


  ,,, hhh   dır. kiU ,  ile 

,h  ağında tanımlı ),( ki txu  ağ fonksiyonunun değerini 

göstereceğiz. Ayrıca, TR  ve 


TR  bölgeleri üzerinde oluşturulan ağları sırasıyla ,h

T   ve 

 ,h

T  notasyonlarıyla belirteceğiz. 

 

3.1 Sayısal Çözümün Özellikleri 

 

(2.8)-(2.10) yardımcı problemini 
,h  ağının keyfi ),( ki tx  noktalarında  

 

   
   

),(= ,

1,,,1,

ki

kikikiki
UQ

h

UU
K

VV







   


                     (3.1) 

 

   ),(= 0,0 ii xvV                                                                                 (3.2) 

    

   )(=|),(=| 2=10= knixkix tuVtuV                                              (3.3) 

 

şeklinde sonlu farklara ayrıklaştıralım. 

 Nümerik çözümün gerçek çözüme yakınsak olduğunu kanıtlamadan önce aşağıdaki 

teoremlerin ispatlayacağız.  

Teorem 3.1 Eğer kiV , , (3.1)-(3.3) yardımcı probleminin nümerik çözümü ise, 

aşağıdaki gibi tanımlanan  

 

  
h

VV
U

kiki

ki

11,1,

1, =





                                                                    (3.4) 

 

 ağ fonksiyonu  

 

       
















 





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

  

h

UU
K

h

UU
K

h

UU kikikikikiki 1,,,1,,1, 1
=




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                                            ,
)()( 1,,

h

UQUQ kiki 
          (3.5) 

 

),(= 0,0 ii xuU                                                                                 (3.6) 

 

),(= 10, kk tuU         )(= 2, kkn tuU                                                   (3.7) 

 

problemin nümerik çözümüdür.  

Şimdi, kiU ,  sayısal çözümünün  bazı özelliklerini araştıracağız. 

 Lemma 3.1 (3.5)-(3.7) probleminin çözümü en büyük (veya en küçük) değerini 

sınır düğüm noktalarında alır, yani 

   MUm ki  ,0  

 dır. Burada },,{min= 210 uuum  ve },,{max= 210 uuuM  olmaktadır. 

 İspat. Sadelik için UU ki =, , UU ki
ˆ=1,   ve 11,=ˆ

 kiUU  notasyonları verelim. Bu 

notasyonları dikkate alarak (3.5) ifadesini aşağıdaki gibi  

 

h

UQUQ

h

UU

h

UU

x
K

h
UU

)ˆ()ˆ()ˆ()ˆ()ˆ()ˆ(
=ˆ  












 


















         (3.8) 

 

tekrar yazabiliriz. Varsayalım ki, sabitU ˆ  olsun ve Û  en büyük değerini 
 ,h  nın düğüm 

noktalarından ziyade, 
,h  ağının bazı noktalarda alsın. Öyleyse, Û ’nın en büyük değerini 

aldığı öyle bir  
,11 ),( htx   noktası vardır ki, en azından bu noktanın komşuluğunda  

),( 11 txU , ),(ˆ 11 txU ’den küçüktür. 

Eğer ),(>),(ˆ 1111 txUtxU  ise, )(u fonksiyonu monoton olduğundan dolayı, (3.8) 

bağıntısının sol kısmı pozitif; sağ kısmı ise negatif olur. Böylece, çelişkiye varırız. Aynı 

şekilde, eğer  ),(ˆ>),(ˆ
1111 txUtxU  ise, kararsızlığa ulaşırız. Benzer şekilde, Û ’nın en 

küçük değerini 
,h   ağının iç düğüm noktalarında da alamaz. 

 Lemma 3.2 Eğer   abits||,||max 21   ve 

   sabit
dt

d

dt

d








 21

21 ,,||,||max


  

ise, bu taktirde (3.5)-(3.7) probleminin çözümü için aşağıdaki değerlendirme 
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     sabituQKUKU xx  )]((0)))ˆ(([),ˆ(                                    (3.9) 

  

geçerli olur. 

İspat. (3.9) daki değerlendirmenin geçerliliğini kanıtlamak için, eşitliği  

  

    )ˆ()ˆ(= UQUKU xxxt   

 

denklemini )ˆ(Uw  ile çarptıktan ve ki, ’ya göre toplamını aldıktan sonra,  

 

        
)(

2
)(

2
)(

2
)ˆ(,ˆ))ˆ((,ˆ=,ˆ




h
Lx

h
Lxx

h
Lt UQwUKwUw


         (3.10) 

 

 elde ederiz. Burada,  

 

   ),()(=)()(=)( 21 tHUxxUUw ii                        (3.11) 

     

   212211 )(=)()),((=)),((=  ii xxtHtutu   

 

dır. 0i  ve ni   olduğunda 0w  olacağı kolayca gösterilebilir. 

Şimdi (3.10) formülüne toplam formülünü uygulayacağız. Öncelikle (3.10) 

ieşitliğinin sol tarafınındaki )(
2

1 ),ˆ(=
hLtUwI   ifadesini gözönüne alalım. (3.11) ifadesini 

dikkate alarak, 1I ’i aşağıdaki gibi  

 

     121 ,)ˆ(= IUUI t                                                                    (3.12) 

 

şekilde tekrar yazılabiliriz. Burada  

 

    
)(

2

1

1=

1

1=

12 ,)(=)(=



h

Ltt

n

i

m

k

UtHUtHhI




  

 

dır.   
)(

2
2 )ˆ(,ˆ=




h
Lxx UKwI


 ifadesine kısmi toplam formülünü uygularsak,  

 

          
0=

1

1=
1=

1

1=
)(

2
2 )ˆ()ˆ()ˆ(=)ˆ(,ˆ=

i
xx

m

k
ni

xni

m

k
h

Lxx UwKUwKUKwUKwI 










  

 

        
)(

2
)(

2
)(

2
)ˆ(,)()ˆ(,)ˆ(=)ˆ(,ˆ




h
Lxx

h
Lxx

h
Lxx UKtHUKUUKw


  

 

değerlendirmesini elde ederiz.. Elde ettiğimiz son bağıntıdan 2I ’yi  

      21)(
2

2 )ˆ(,)ˆ(= IUKUI
h

Lxx 
 

  

 

olarak yazabiliriz. Burada 
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       
)(

2
21 )ˆ(,=




h
Lxx UKtHI


  

 

dır. Benzer olarak,  
)(

2
3 )ˆ(,ˆ=

h
Lx UQwI


 ifadesi için de şunu elde edebiliriz 

  

    )(
20=

1

1=
1==

1

1=

3 |)ˆ(,)ˆ()ˆ()ˆ(|=



h

Lxi

m

k
nini

m

k

UQUwUwQUQwI 







   

 

        .)ˆ(,)ˆ(,)ˆ(=
)(

2
)(

2 


h
Lx

h
Lx UQtHUQU


  

 

Bu nedenle, 3I ’ü de yine 

 

     32)(
2

3 )ˆ(,)ˆ(= IUQUI
h

Lx 
 

  

 

şeklinde yazabiliriz. Burada  
)(

2
32 )ˆ(),(=

hLx UQtHI


 dır. Böylece, (3.10) ifadesinin 

aşağıdaki şekilde yazılabildiği görülür  

 

    .)ˆ()ˆ(,)ˆ()),ˆ(( 322212)(
2

)(
2

IIIUQUKUUU
h

Lxx
h

Lt 



  

 

Şimdi 2212, II  ve 32I  bağıntıları için bazı değerlendirmeler hesaplayacağız.  Bu 

açmaçla, öncelikle 12I  ifadesini  

 

     =,,= 21

1

1=

1

1=

12 titi

n

i

m

k

UxUxhI  


   t

m
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i

n

i
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m

k

i

n

i

UxhUxh 2

1

1=

1

1=

1

1

1=

1

1=

 


   

 

şeklinde yazalım. Sonra k ’ya bağlı olarak kısmi toplam formülünü uygularsak 

 

    =,=
)(

2
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1

1=



h

Ltt
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k

UU



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

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
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0=11==1 ,  

 

12I  bağıntısı için       

  
 
















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 





























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L

kmkmki

n

i

U
dt

d
UUxh

2

2

0=21==2

1=

,)(        (3.13) 

 

elde ederiz.  Artık (3.13)’den 12I  için aşağıdaki değerlendirmeyi yapabiliriz 
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d
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Buradaki 3M  ifadesi  

   








dt

d

dt

d
MM 21

21313 ,,,max=


  

 

olmaktadır ve )2(22431  TTM  dır. Böylece  

 

   









dtdt

d
MI 21

21312 ,,,max


                                (3.14) 

  

eşitsizliiğini elde ederiz.  21I  için bir değerlendirmeye varmadan önce )(tH x ’yi bulacağız 

 

      == 21 
xixix xxtH       .== 1212

1

1

1 tHtt
h

xx

h

xx iiii  



   

 

Bu sınırlandırmaya göre, 21I  ifadesini 
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x  
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             tHchKUKUh
ki

xx

ki

1

**

,

*

, 2

1
0)ˆ()ˆ(

2

1
=                       (3.15) 

 

olarak yazabiliriz. Burada 
*

  ve 
**

  toplamları, sırasıyla aşağıdaki  

 

     )ˆ(
2

1
1 UtH x    ve    tHUx 1)ˆ(                                       (3.16) 
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eşitsizliklerini sağlayan  ki tx ,  noktalarında doğrulanmıştır. (3.16) eşitsizliğinden 

görüldüğü üzere  

 

   sabit=)ˆ( 1cUx    

 

olmaktadır.  Böylece, 21I  için aşağıdaki değerlendirmeye ulaşırız  

 

        1

,

21 0)ˆ(
2

1
cKUKhI x

ki

   . 

 

Şimdi  tUUI ,)ˆ(=11   ifadesini gözönüne alalım. Bunun için 

 

   )ˆ(0)()()ˆ(=)ˆ)(( 11 UUUUUUU      

    

         )ˆ(0)((0))((0))ˆ(= 1111 UUUU  

 

buluruz. Burada 

 

     dU
U

(0))(=(0))(
0

11    

 

olmaktadır. Bu bağıntıyı dikkate alarak,  
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0=1=1   UKUKUhuUh xx
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tTt

i

   

 

elde ederiz. 

 

3.2  Sayısal Çözümün Yakınsaklığı 

 

Sayısal çözümün gerçek çözüme yakınsaklığını ispatlamak için 
x

u



 )(
, 

x

v




 ve 

t

v




 

yaklaşım fonksiyonlarının hatalarını sırarıyla ki , , ki ,  ve ki ,  ile gösterelim. Ayrıca, (2.8) 

denklemini aşağıdaki formda  
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,
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,)()ˆ(= kikixxxt vQUKv                                              (3.17) 

 

tekrar yazılım. )(sK  bağıntısı sürekli olduğundan,  
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olur. Burada, hxxi  || **
, hxxi  || ***

, )()(= ,,,
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, sQsK kikikiki
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,

(1)

,

(3)

, = kikiki    

dır.  

(3.17) denklemini (2.8) denkleminden çıkarır ve Vv   yerine R  yazarsak, yani 

VvR = alırsak  
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,
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kixxxt RsQRssKR                                  (3.18) 
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elde ederiz.   

Teorem 3.2 Keyfi   ve h  için, (3.1)-(3.3) ile (3.5)-(3.7) problemlerinin çözümleri  

  

   ,||max2|(0)
~

|max|| (3)

,
,

ki
kii

TVv                                             (3.19) 
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






 ||max||max ,

,
ki

iki

Vvonstc                                 (3.20) 

 

eşitsizliklerini gerçekler. 

İspat. Öncelikle (3.19) eşitsizliğini ispatlayacağız. )(= ktAVv    olacak şekilde 

bir   fonksiyonu içerelim. Buradaki )( ktA  foksiyonu daha sonra seçilecektir.   

fonksiyonunun aşağıdaki 
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eşitsizliğini ve  
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koşullarını sağladığı kolayca gösterilebilir.  

(3.21) eşitliği sınır noktalarında aşağıdaki formu alır. Bu durumda 1=i  için 
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olur.  

Eğer )( ktA ,  0<||max)( (2)

,, kikiktA   olacak şekilde seçilirse (örneğin, 

||max2=)( (2)

,, kikikk ttA   ), bu taktirde maksimum kuralını uygulayabiliriz. Böylece, 

herhangi bir k  için  

    ||max|| (0)

,, ki
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geçerlidir.  

Şimdi (3.20) eşitsizliğini kanıtlayacağız. Bu amaç için  
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ifadesini gözönüne alacağız. Son bağıntıyı aşağıdaki gibi 
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olarak tekrar yazabiliriz. Burada  
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olmaktadır.  

Şimdi h  ağını, 
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h  olarak iki alt ağa  ayıralım öyle ki 
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değerlendirmesini alırız. Benzer şekilde,  (1)2 |
h

J



 ve (2)2 |

h

J



 ifadeleri de tahmin edilebilir. 

Sonuç olarak, J  ifadesi için jc , 1,2)=( j  ler sabitler olmak üzere 
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elde ederiz. Bu son bağıntıdan da (3.21) eşitsizliğinin geçerliliği görülmektedir. 

 

3.3 Birinci Deney ve Sayısal Çözümü 

 

Önerililen metodun verimliliğini göstermek için, verilen algoritmayı aşağıda verilen 

deneye uyarlayalım. 

  verilen herhangi bir pozitif sayı olmak üzere, ssK =)( , uu =)( , 

25.0=)( uuQ  olması durumunu gözönüne alalım. Bu durumda (2.1) denklemi Burgers 

denklemine indirgenir. Bu denklemi aşağıdaki 
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başlangıç koşuluyla birlikte çözelim. Burada iki durum sözkonusu olabilir: 

 i) 
21 uu  , 

 ii) 
21 < uu . 

Başlangıç fonksiyonunun grafiği Şekil 1’de gösterilmiştir. 

 

 

   

 

    

Şekil 1.  a) Esas problemin başlangıç fonksiyonu; b)Yardımcı problemin başlangıç 

fonksiyonu 

 

 

Bu problem için yardımcı denklem aşağıdaki gibi yazılır 
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)(0 xv  fonksiyonunun grafiği Şekil 2’de gösterilmiştir. 
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Şekil 2.  )(0 xv  fonksiyonunun grafiği a) 21 > uu  durumu;  b) 21 < uu  durumu 

 

(4.2), (4.3)  problemini aşağıdaki sonlu fark şeması ile 
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   )(= 0,0 ii xvV  

 

biçiminde sonlu farklara ayrıklaştıralım. Bu algoritmayı kullanarak elde edilen problemin 

çözüm grafikleri sırasıyla Şekil 3 ve Şekil 4’de gösterilmiştir. 

 

 

   

  

  

Şekil 3.   a) 0.5,=T  1.0,=T  2.0,=T 0.007,=  0.001=ht ; b)   0.5,=T  1.0,=T

2.0,=T  0.01,=  01.0=ht  
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 Şekil 4.   a) 0.5,=T  1.0,=T  2.0,=T 0.01,=  0.01=ht ; b)   0.5,=T  1.0,=T

2.0,=T  0.001,=  01.0=ht  

 

3.4 İkinci Deney ve Sayısal Çözümü 

 

Şimdi de ikinci bir deney olarak, 
2=)( ssK , uu =)( , uuQ =)(  olduğu durumu 

gözönüne alalım. Bu taktirde (2.1) denklemi  
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şekline dönüşür. Bu durumda (4.4) denkleminin aşağıdaki başlangıç koşulu 
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ile birlikte çözümünü araştıracağız. Bu durum için yardımcı denklem 
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dır. (4.6) denklemi için başlangıç koşulu 
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dır. )(0 xu  ve )(0 xv  fonksiyonlarının grafikleri Şekil 5 de gösterilmiştir. 

 

  

       

Şekil 5.  a) )(0 xu  fonksiyonunun grafiği; b) )(0 xv  fonksiyonunun grafiği 

 

(4.6) denklemine denk sonlu farklar  
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şeması ile verilir. (4.7) algoritması kullanılarak elde edilen çözümlerin grafikleri sırasıyla 

Şekil 6’da gösterilmiştir. 
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Şekil 6.  a) kiV ,  nın grafiği; b) xki VU ,  nin grafiği 

 

 

 

 



38 

 

 4. SONUÇLAR 

 

 Nonlineer kaynak fonksiyonuna sahip bir skaler denklemin gerçek çözümü elde 

edilmiştir. 

 Burgers denkleminin gerçek çözümü için Cole-Hoph dönüşümü uygulanarak, 

denklem lineer ısı denklemine dönüştürülmüş ve elde edilen denklemin gerçek 

çözümü bulunmuştur. 

 İki kez dejenere olan denklem için sonlu farklar yöntemi incelenmiş ve yaklaşık 

çözümün gerçek çözüme yakınsaklığı problemi de incelenmiştir. 

 Esas problem üzerinde bulunmayan bazı avantajları olan yardımcı problem 

önerilmiş ve söz konsu yardımcı problem kullanılarak göz önüne alınan 

problemin bütün fiziksel özelliklerini düzgün ifade eden çözümler bulunmuştur. 
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