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S·IMGELER D·IZ·IN·I

w(F ) R üzerinde tan¬ml¬bütün bulan¬k diziler uzay¬

N Do¼gal say¬lar cümlesi

� Fark operatörü

C Kompleks say¬lar cümlesi

c0(F ) Kompleks terimli s¬f¬ra yak¬nsak diziler uzay¬

l1(F ) Kompleks terimli s¬n¬rl¬bulan¬k diziler uzay¬

c(F ) Kompleks terimli yak¬nsak bulan¬k diziler uzay¬

R Reel say¬lar cümlesi

L(R) Üstten yar¬sürekli, normal ve konveks bulan¬k say¬lar¬n cümlesi

 v



1. G·IR·IŞ

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ikinci bölümde kullanaca¼g¬m¬z baz¬temel tan¬mlar¬verece¼giz.

Bulan¬k cümle kavram¬ ilk kez 1965�te Zadeh taraf¬ndan ortaya konuldu. Daha

sonra birçok araşt¬rmac¬, potansiyeli nedeniyle, ortaya konulan bu kavram hakk¬nda

çal¬̧smalar ve genellemeler yapm¬̧st¬r. Burada kullan¬lan matematik hemen hemen

tüm bilim dallar¬nda kullan¬labilen geni̧s bir uygulama yelpazesine sahiptir. Bu da

birçok araşt¬rmac¬da bulan¬k say¬lar¬n farkl¬s¬n¬�ar¬n¬tan¬tma iste¼gi uyand¬rm¬̧st¬r.

Matloka (1986) bulan¬k say¬lar¬n s¬n¬rl¬ve yak¬nsak dizilerini tan¬mlam¬̧s ve bunlar¬n

baz¬özellikleri üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r. Daha sonra Nanda (1987) bulan¬k say¬dizileri

üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r. Diamond ve Kloeden (1994), Savaş (2000), Esi (2006, 2008,

2009, 2010) ve daha birçok ki̧si bu konu üzerinde çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r.

D; reel eksen R�nin tüm kapal¬ve s¬n¬rl¬aral¬klar¬n¬n cümlesi olsun. X; Y 2 D için,

X = [a1; b1]; Y = [a2; b2] olmak üzere,

�(X; Y ) = max(ja1 � b1j ; ja2 � b2j)

şeklinde tan¬mlan¬r. (D; �) bir tam metrik uzayd¬r.

Bir X bulan¬k reel say¬s¬R�nin bir bulan¬k alt cümlesidir öyleki X : R! I (= [0; 1])

olmak üzere her bir t reel say¬s¬n¬, üyelik derecesi olan X(t) ile eşler.

Tüm üstten yar¬-sürekli, normal ve konveks bulan¬k say¬lar¬n¬n cümlesi L(R) ile

gösterilir. Bu yüksek lisans tez çal¬̧smas¬nda bir X bulan¬k reel say¬s¬ile X 2 L(R)

say¬s¬kastedilmektedir.

Bir X bulan¬k reel say¬s¬n¬n 0 � � � 1 olmak üzere ��seviye cümlesi [X]� = ft 2

R : X(t) � �g şeklinde tan¬mlan¬r. Örne¼gin � = 0 için, ki bu kuvvetli 0�seviye

kapan¬̧s¬d¬r, cümlenin kapan¬̧s¬ ft 2 R : X(t) > 0g olur. L(R)�nin lineer yap¬s¬

�-seviyeli cümle şeklindeki terimler için X ve Y bulan¬k reel say¬lar olmak üzere

toplama X + Y ve skalerle çarpma �X, � 2 R özelliklerini sa¼glar, şöyle ki her bir

� 2 [0; 1] için,

[X + Y ]� = [X]� + [Y ]�;
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[�X]� = �[X]�:

d : L(R)� L(R) �! R

olmak üzere,

d(X; Y ) = sup
0���1

�([X]�; [Y ]�)

şeklinde tan¬mlans¬n.

O halde d, L(R)0de bir metrik ifade eder. L(R), d metri¼gi ile bir tam metrik uzayd¬r.

E¼ger
_
r 2 L(R) ile

_
r(t) =

� _
1; t = r ise
_
0; t 6= r ise

tan¬mlan¬yorsa reel say¬lar cümlesi R; L(R)0ye gömülebilir.

L(R) cümlesinin toplamaya ve çarpmaya göre etkisiz elemanlar¬s¬ras¬yla
_
0 ve

_
1 dir.

r; R�de ve X de L(R)�de olmak üzere rX;

rX(t) =

� X(r�1t); r 6= 0 ise

0; r = 0 ise

şeklinde tan¬mlan¬r.

E¼ger her X; Y; Z 2 L(R) için d(X+Z; Y +Z) = d(X; Y ) ise L(R)�de bir d metri¼gine

öteleme invaryant metrik denir. d metri¼gi aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir:

c 2 R için

d(cX; cY ) = jcj d(X; Y )

ve

d(X + Y; Z +W ) � d(X;Z) + d(Y;W ):

Tan¬m 1.1. (Üçgen Bulan¬k Say¬) Bulan¬k say¬lar¬n üç nokta ile temsil edilen

A = (a1; a2; a3) şeklidir. Aşa¼g¬daki ifade bu say¬n¬n üyelik fonksiyonu olarak tan¬m-

lan¬r:
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�(A)(x) =

8>>>>>><>>>>>>:

0 ; x < a1

x�a1
a2�a1 ; a1 � x < a2
a3�x
a3�a2 ; a2 � x � a3

0 ; x > a3

Şimdi ��seviye i̧slemiyle bu üçgen için aral¬klar oluşturulup, A� aral¬¼g¬8� 2 [0; 1]

için aşa¼g¬daki gibi elde edilir.

a
(�)
1 � a1
a2 � a1

= � ;
a3 � a(�)3
a3 � a2

= �

Buradan

a
(�)
1 = (a2 � a1)�+ a1

a
(�)
3 = �(a3 � a2)�+ a3

elde edilir. Böylece

A� = [a
(�)
1 ; a

(�)
3 ] = [(a2 � a1)�+ a1;�(a3 � a2)�+ a3]

olur.

Örnek 1.1. Bir üçgen bulan¬k say¬A = (�5;�1; 1) olsun ve üyelik fonksiyonu

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n.

3



�(A)(x) =

8>>>>>><>>>>>>:

0; x < �5
x�a1
a2�a1 ;�5 � x < �1
a3�x
a3�a2 ;�1 � x � 1

0; x > 1

Bu bulan¬k say¬dan elde edilen ��seviye aral¬¼g¬

x+ 5

4
= �) x = 4�� 5

1� x
2

= �) x = �2�+ 1

A� = [a
(�)
1 ; a

(�)
3 ] = [4�� 5;�2�+ 1]

olur.

Bulan¬k say¬lar¬n başka bir şekli de yamuk bulan¬k say¬d¬r. Bu şekilde tan¬mlanan

bulan¬k say¬ üyelik derecesi maksimum olan birkaç nokta olabilece¼gi gerçe¼ginden

yola ç¬k¬larak oluşturulmuştur:

Tan¬m 1.2. (Yamuk Bulan¬k Say¬) Bulan¬k say¬lar¬n dört nokta ile temsil edilen

A = (a1; a2; a3; a4) şeklidir. Bu bulan¬k say¬n¬n üyelik fonksiyonu aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlan¬r.
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�(A)(x) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0 ; x < a1

x�a1
a2�a1 ; a1 � x < a2
1 ; a2 � x � a3

a4�x
a4�a3 ; a3 < x � a4

0 ; x > a4

Bu bulan¬k say¬dan elde edilen ��seviye aral¬¼g¬8� 2 [0; 1] olmak üzere

A� = [(a2 � a1)�+ a1;�(a4 � a3)�+ a4]

olur.

Tan¬m 1.3. Bulan¬k say¬lar¬n bir X = (Xk) dizisi pozitif do¼gal say¬lar cümlesi

N�den, L(R)�ye bir X fonksiyonudur. Xk; bulan¬k say¬dizisinin k 2 N�deki de¼gerini

gösterir ve buna dizinin genel terimi ya da k:terimi denir. Tüm X = (Xk) bulan¬k

say¬dizilerinin cümlesini w(F ) ile gösterelim.

Tan¬m 1.4. Bulan¬k say¬lar¬n bir X = (Xk) dizisi s¬n¬rl¬d¬r e¼ger fXk : k 2 Ng

cümlesi s¬n¬rl¬ise. S¬n¬rl¬bulan¬k dizilerin cümlesini l1(F ) ile gösterelim.

Tan¬m 1.5. Bulan¬k say¬lar¬n bir X = (Xk) dizisi, 8" > 0 için k > k0 olacak şekilde

d(Xk; X0) < " şart¬n¬sa¼glayan 9k0 2 N say¬s¬mevcutsa bu diziye X0�a yak¬nsakt¬r

denir ve bu yak¬nsakl¬k limkXk = X0 şeklinde gösterilir. Yak¬nsak bulan¬k say¬lar¬n

cümlesini c(F ) ile gösterelim.

Tan¬m 1.6.Bir M Orlicz fonksiyonu sürekli, azalmayan, konveks M(0) = 0; x > 0

için M(x) > 0 ve x ! 1 iken M(x) ! 1 şartlar¬n¬ sa¼glayan [0;1) ! [0;1)

şeklinde tan¬ml¬fonksiyondur.

Bir M Orlicz fonksiyonuna, e¼ger M(2x) � BM(x) (x � 0) olacak şekilde sabit bir
5



B > 0 say¬s¬varsa, x�in tüm de¼gerleri için M2 �şart¬n¬sa¼gl¬yor denir.
Lindenstrauss ve Tzafriri (1967) Orlicz fonksiyonunu kullanarak aşa¼g¬daki lM dizi

uzay¬n¬tan¬mlam¬̧slard¬r:

lM =

(
x = (xk) :

X
k

M

�
jxkj
r

�
<1; 9 r > 0

)
:

Ayr¬ca lM�nin aşa¼g¬da tan¬mlanan norm ile bir Banach uzay¬oldu¼gunu göstermi̧slerdir:

kxk = inf
(
r > 0 :

X
k

M

�
jxkj
r

�
� 1
)
:

Uyar¬1.1. Bir M Orlicz fonksiyonu, 0 < � < 1 olmak üzere 8� için M(�x) �

�M(x) eşitsizli¼gini sa¼glar.

Bu yüksek lisans tez çal¬̧smas¬nda aşa¼g¬daki eşitsizlik s¬k s¬k kullan¬lacakt¬r. p =

(pk); 0 < inf pk = h � pk � supk pk = H < 1 olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n

bir dizisi ve K = max(1; 2H�1) olsun. Bu takdirde 8k 2 N için ak; bk 2 C olmak

üzere,

jak + bkjpk � K(jakjpk + jbkjpk) (1)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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2. ORLICZ FONKS·IYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN BU-

LANIK FARK D·IZ·ILER·IN·IN BAZI SINIFLARI

Çal¬̧smam¬z¬n bu k¬sm¬nda bulan¬k say¬lar¬n aşa¼g¬daki fark dizi s¬n¬�ar¬n¬tan¬mlay¬p,

baz¬temel özelliklerini inceleyece¼giz. X = (Xk) bulan¬k say¬lar¬n bir dizisi, M bir

Orlicz fonksiyonu, p = (pk) pozitif say¬lar¬n her k 2 N için 0 < inf pk = h � pk �

sup pk = H <1 olacak şekilde bir dizisi ve �Xk = Xk �Xk+1 olsun. Bu takdirde;

cF0 [M;�; p; s] = fX = (Xk) 2 w(F ) : lim
k
k�s

"
M

 
d(�Xk;

_
0)

�

!#pk
= 0; 9� > 0; s > 0 g;

cF [M;�; p; s] = fX = (Xk) 2 w(F ) : lim
k
k�s

�
M

�
d(�Xk; X0)

�

��pk
= 0; 9� > 0; s > 0 g

ve

lF1[M;�; p; s] = fX = (Xk) 2 w(F ) : sup
k
k�s

"
M

 
d(�Xk;

_
0)

�

!#pk
< 1; 9� > 0; s > 0g

cümle s¬n¬�ar¬n¬tan¬mlayabiliriz.

Bu tan¬mlad¬¼g¬m¬z bulan¬k say¬dizilerinin s¬n¬�ar¬nda M; p ve s�nin özelleştirilmesi

ile baz¬bilinen bulan¬k say¬dizilerinin s¬n¬�ar¬n¬elde ederiz.

Her k 2 N için pk = 1 ; M(x) = x ve s = 0 alarak, Başar¬r ve Mursaleen (2003)

taraf¬ndan oluşturulmuş olan aşa¼g¬daki s¬n¬�ar¬elde ederiz.

cF0 [M;�; p; s] = c
F
0 [�] = fX = (Xk) 2 w(F ) : lim

k
d(�Xk;

_
0) = 0g;

cF [M;�; p; s] = cF [�] = fX = (Xk) 2 w(F ) : lim
k
d(�Xk; X) = 0g

7



ve

lF1 [M;�; p; s] = l
F
1 [�] = fX = (Xk) 2 w(F ) : sup

k
d(�Xk;

_
0) <1g:

E¼ger her k 2 N için4Xk = Xk ve pk = 1 ; M(x) = x ve s = 0 al¬n¬rsa Nanda (1987)

taraf¬ndan tan¬mlan¬p çal¬̧s¬lm¬̧s olan cF0 ; c
F ve lF1 s¬n¬�ar¬elde edilir.

Örnek 2.1. 8k 2 N için s = 0; M(x) = x ve pk = 1 olsun. X = (Xk) bulan¬k say¬

dizisi aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n.

k = i2 için, i 2 N, Xk =
_
0

ve k 6= i2 iken Xk(t) =

�_
1; 0 � t � k�1 için
_
0; di¼ger durumlarda

O halde

[Xk]
� =

�
[0; 0]; k = i2 için , i 2 N
[0; k�1]; di¼ger durumlarda

ve

[4Xk]
� =

8>>><>>>:
[�(k + 1)�1; 0]; k = i2 için , i 2 N

[0; k�1]; k = i2 � 1 için , i 2 N; i > 1 ile

[�(k + 1)�1; k�1]; di¼ger hallerde

olur. Böylece [4Xk]
� �!

_
0; (k �!1) yani

(4Xk) 2 cF0 [M;�; p; s] � cF [M;�; p; s] � lF1[M;�; p; s]

ve dolay¬s¬yla

X = (Xk) 2 cF0 [M;�; p; s] � cF [M;�; p; s] � lF1[M;�; p; s]

elde edilir.

Bu k¬s¬mda bulan¬k say¬ dizilerinin cF0 [M;�; p; s]; c
F [M;�; p; s] ve lF1[M;�; p; s]

s¬n¬�ar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬baz¬sonuçlar ispat edilecektir.

TEMEL SONUÇLAR

Teorem 2.1. E¼ger d öteleme invaryant bir metrik ise o halde cF0 [M;�; p; s]; c
F [M;�; p; s]

ve lF1[M;�; p; s] toplama ve skalerle çarpma i̧slemleri alt¬nda kapal¬d¬r.

·Ispat: d öteleme invaryant bir metrik oldu¼gundan
8



d(�Xk +�Yk;
_
0) � d(�Xk;

_
0) + d(�Yk;

_
0) (2)

şart¬n¬sa¼glar ve bir � skaleri için

d(��Xk;
_
0) = j�j d(�Xk;

_
0) (3)

olur.

X = (Xk) ve Y = (Yk) 2 lF1[M;�; p; s] olsun. O halde

sup
k
k�s

"
M

 
d(�Xk;

_
0)

�1

!#pk
<1

ve

sup
k
k�s

"
M
d(�Yk;

_
0)

�2

#pk
<1

olacak şekilde �1; �2 pozitif say¬lar¬n¬bulabiliriz.

Şimdi �3 = max(2�1; 2�2) olsun. (1) ve (2) özellikleri ile M �nin azalmayan, konveks

bir fonksiyon olmas¬ndan

k�s

"
M

 
d(�Xk +�Yk;

_
0)

�3

!#pk

� k�s
"
M

 
d(�Xk;

_
0)

�3

!
+M

 
d(�Yk;

_
0)

�3

!#pk

� k�s
"
1

2
M

 
d(�Xk;

_
0)

�1

!
+
1

2
M

 
d(�Yk;

_
0)

�2

!#pk

� Kk�s
"
M

 
d(�Xk;

_
0)

�1

!#pk
+Kk�s

"
M

 
d(�Yk;

_
0)

�2

!#pk
<1:

BöyleceX+Y 2 lF1[M;�; p; s] olur. ŞimdiX = (Xk) 2 lF1[M;�; p; s] ve 0 < j�j < 1

için � 2 R olsun. (3) özelli¼gi ve uyar¬göz önüne al¬narak

k�s

"
M

 
d(��Xk;

_
0)

�

!#pk
9



� k�s
"
j�jM

 
d(�Xk;

_
0)

�

!#pk

� k�s j�jpk
24M

0@d
�
�Xk;

_
0
�

�

1A35pk

� j�jh k�s
"
M

 
d(�Xk;

_
0)

�

!#pk
<1:

bulunur. Böylece �X 2 lF1[M;�; p; s] olur. Di¼ger durumlar¬n ispat¬yukar¬daki

ispata benzer şekilde yap¬l¬r.

Teorem 2.2. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. O halde cF0 [M;�; p; s] � cF [M;�; p; s] �

lF1[M;�; p; s] olur.

·Ispat: cF0 [M;�; p; s] � cF [M;�; p; s] oldu¼gu aç¬kt¬r. cF [M;�; p; s] � lF1[M;�; p; s]

oldu¼gunu ispatlamal¬y¬z. X = (Xk) 2 cF [M;�; p; s] olsun. O halde

lim
k
k�s

�
M

�
d(�Xk; X0)

�

��pk
= 0; s � 0:

olacak şekilde � > 0 say¬s¬vard¬r. �1 = 2� alarak ve (1) özelli¼gini kullanarak

k�s

"
M

 
d(�Xk;

_
0)

�1

!#pk
�

�
1

2

�pk
Kk�s

�
M

�
d(�Xk; X0)

�

��pk
+

�
1

2

�pk
Kk�s

"
M

 
d(�Xk;

_
0)

�

!#pk
yaz¬labilir. BöyleceX = (Xk) 2 cF [M;�; p; s] oldu¼gundan,X = (Xk) 2 lF1[M;�; p; s]

olur.

Teorem 2.3. cF0 [M;�; p; s]; c
F [M;�; p; s] ve lF1[M;�; p; s] s¬n¬�ar¬H = max(1; supk pk)

olmak üzere

g(X; Y ) = inff�
pn
H > 0 :

�
sup
k

�
k�s

�
M

�
d(�Xk;�Yk)

�

���pk� 1
H

� 1; n 2 Ng

metri¼gi ile tam metrik uzaylard¬r.

·Ispat: cF0 [M;�; p; s] s¬n¬f¬n¬ ele alal¬m. (X
i); cF0 [M;�; p; s]�de bir Cauchy dizisi

olsun. " > 0 ve r; x0 > 0 sabitleri verilsin. O halde her bir "
rx0
> 0 ve 8i; j � n0 için

10



g(X i; Xj) <
"

rx0

şart¬n¬sa¼glayan bir n0 pozitif tam say¬s¬mevcuttur. g�nin tan¬m¬ndan 8i; j � n0

için

(
sup
k

"
k�s

 
M

 
d(�X i

k;�X
j
k)

g(X i; Xj)

!!#pk) 1
H

� 1:

yaz¬labilir. Böylece 8i; j � n0 için

sup
k

"
k�s

 
M

 
d(�X i

k;�X
j
k)

g(X i; Xj)

!!#pk
� 1

olur. 8i; j � n0 ve k � 0 için

k�s

 
M

 
d(�X i

k;�X
j
k)

g(X i; Xj)

!!
� 1

elde edilir. O halde

r > 0 ve k�sM( rx0
2
) � 1 için

k�s

 
M

 
d(�X i

k;�X
j
k)

g(X i; Xj)

!!
� k�sM(rx0

2
)

elde edilir. 8k 2 N için k�s 6= 0 oldu¼gundan

M

 
d(�X i

k;�X
j
k)

g(X i; Xj)

!
�M(rx0

2
)

olur. Bu ise

d(�X i
k;�X

j
k) �

rx0
2
:
"

rx0
=
"

2

sonucunu verir.

Böylece (�X i
k)i = (�X

1
k ;�X

2
k ;�X

3
k ; :::); L(R)�de bir Cauchy dizisi olur. L(R) uzay¬

tam oldu¼gundan, bu dizi yak¬nsakt¬r. Böylece her bir "(0 < " < 1) ve her i � n0 için

d(�X i
k;�X

j
k) < " şart¬n¬sa¼glayan bir n0 pozitif tam say¬s¬mevcuttur. M Orlicz

fonksiyonunun süreklili¼gini kullanarak

(
sup
k�0

"
k�s

 
M

 
limj!1 d(�X

i
k;�X

j
k)

�

!!#pk) 1
H

� 1

11



bulunur. Böylece

�
sup
k�0

�
k�s

�
M

�
d(�X i

k;�Xk)

�

���pk� 1
H

� 1

olur. Böyle � say¬lar¬n in�mumunu alarak 8i � n0 için

(
inf �

pn
H > 0 :

�
sup
k

�
k�s

�
M

�
d(�X i

k;�Xk)

�

���pk� 1
H

� 1
)
< "

elde edilir. Üçgen eşitsizli¼gini kullanarak

g(X;
_
0) � g(X;X i) + g(X i;

_
0)

ve X = (Xk) 2 cF [M;�; p; s] elde ederiz. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 2.4. infk pk = h > 0 ve supk pk = H <1 olsun. O halde

(a) cF [M;�] � cF [M;�; p; s],

(b) M; �2�şart¬n¬ sa¼glayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. O halde cF [�; p; s] �

cF [M;�; p; s] olur.

·Ispat: (a) Kabul edelim ki X = (Xk) 2 cF [M;�] olsun. M bir Orlicz fonksiyonu

oldu¼gundan, 9� > 0 için

lim
k
M

�
d(�Xk; X0)

�

�
=M

�
lim
k

d(�Xk; X0)

�

�
= 0

olur. infk pk = h > 0 oldu¼gundan limk

h
M
�
d(�Xk;X0)

�

�ih
= 0 d¬r. 8k > k0 olacak

şekilde 9k0; 0 < " < 1 için

M

�
d(�Xk; X0)

�

�h
< " < 1

ve pk � h oldu¼gundan 8 k 2 N için

M

�
d(�Xk; X0)

�

�pk
�M

�
d(�Xk; X0)

�

�h
< " < 1

elde edilir ve böylece

lim
k
M

�
d(�Xk; X0)

�

�pk
= 0

12



olur. (k�s) s¬n¬rl¬oldu¼gundan,

lim
k
k�s

�
M

�
d(�Xk; X0)

�

��pk
= 0

olur. Böylece X = (Xk) 2 cF [M;�; p; s] oldu¼gu ispatlan¬r.

(b) X = (Xk) 2 cF [�; p; s] olsun.O halde k ! 1, Sk = k�s[d(�Xk; X0)]
pk �! 0

olur. " > 0 ve 0 < � < 1 olacak şekilde � seçilirse 0 � t � � için M(t) < " olur.

Şimdi her k için

yk =
d(�Xk; X0)

�

gösterimi ile

k�s[M(yk)]
pk = k�s[M(yk)]

pk
��
yk�� + k

�s[M(yk)]
pk
��
yk>�

ifadesini yazal¬m.

Uyar¬y¬kullanarak yk � � için k�s[M(yk)]pk � k�smax("; "h) elde edilir. yk > � için

yk �
yk
�
< 1 +

yk
�

yazabiliriz. Böylece M azalmayan ve konveks oldu¼gundan

M(yk) < M(1 +
yk
�
) � 1

2
M(2) +

1

2
M(2)yk�

�1)

olur. M; �2�şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan

M(yk) =
B

2

yk
�
M(2) +

B

2

yk
�
M(2) = B

yk
�
M(2)

elde edilir.

k�s[M(yk)]
pk
yk>�

� k�smax(1; [BM(2)��1]H [yk]pk)

ve

k�s[M(yk)]
pk � k�smax("; "h) + max(1; [BM(2)��1]H)Sk

olup " �! 0 ve k �! 1 limitleri al¬nd¬¼g¬nda X = (Xk) 2 cF [M;�; p; s] oldu¼gu

görülür.
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Teorem 2.5. M; M1 ve M2 Orlicz fonksiyonlar¬ve s1; s2 � 0 olsun. O halde

(a) cF [M1;�; p; s] \ cF [M2;�; p; s] � cF [M1 +M2;�; p; s];

(b) s1 � s2 iken cF [M;�; p; s1] � cF [M;�; p; s2] olur.
·Ispat: (a) X = (Xk) 2 cF [M1;�; p; s] \ cF [M2;�; p; s] olsun. O halde

lim
k
k�s

�
M1

�
d(�Xk; X0)

�1

��pk
= 0

lim
k
k�s

�
M2

�
d(�Xk; X0)

�2

��pk
= 0

olacak şekilde 9�1; �2 > 0 say¬lar¬vard¬r. � = �1 + �2 olsun. (1) eşitsizli¼gini kulla-

narak

�
(M1 +M2)

d(�Xk; X0)

�

�pk
=

�
M1

�
d(�Xk; X0)

�

�
+M2

�
d(�Xk; X0)

�

��pk

�
�

�1
�1 + �2

M1

�
d(�Xk; X0)

�1

�
+

�2
�1 + �2

M2

�
d(�Xk; X0)

�2

��pk

�
�
M1

�
d(�Xk; X0)

�1

�
+M2

�
d(�Xk; X0)

�2

��pk
� K

�
M1

�
d(�Xk; X0)

�1

��pk
+K

�
M2

�
d(�Xk; X0)

�2

��pk
bulunur. (k�s) s¬n¬rl¬oldu¼gundan

k�s
�
(M1 +M2)

�
d(�Xk; X0)

�

��pk
� Kk�s

�
M1

�
d(�Xk; X0)

�1

��pk
+Kk�s

�
M2

�
d(�Xk; X0)

�2

��pk
olup böylece X = (Xk) 2 cF [M1 +M2;�; p; s] elde edilir.

(b) s1 � s2 olsun. O halde 8k 2 N için k�s2 � k�s1 olur. X = (Xk) 2 cF [M;�; p; s1]

olsun.

k�s2
�
M

�
d(�Xk; X0)

�

��pk
� k�s1

�
M

�
d(�Xk; X0)

�

��pk
14



oldu¼gundan X = (Xk) 2 cF [M;�; p; s2] elde edilir.

Teorem 2.6. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. O halde

(a) 0 < infk pk � pk � 1 olsun;o halde cF [M;�; p; s] � cF [M;�; s];

(b) 1 � pk � supk pk <1 olsun, o halde cF [M;�; s] � cF [M;�; p; s];

(c) 0 < pk � qk ve ( qkpk ) s¬n¬rl¬olsun, o halde c
F [M;�; q; s] � cF [M;�; p; s] d¬r.

·Ispat: (a) X = (Xk) 2 cF [M;�; p; s]; her k için 0 < infk pk � pk � 1 oldu¼gundan

her k 2 N ve 9� > 0 için

k�s
�
M

�
d(�Xk; X0)

�

��
� k�s

�
M

�
d(�Xk; X0)

�

��pk
elde edilir. Böylece X = (Xk) 2 cF [M;�; s] olur.

(b) Her k için 1 � pk � supk pk <1 ve X = (Xk) 2 cF [M;�; s] olsun. O halde her

0 < " < 1 için öyle bir k0 pozitif tamsay¬s¬vard¬r ki her k � k0 için,

k�s
�
M

�
(d(�Xk; X0)

�

��
� " < 1

olur. Bu da 9� > 0 için

k�s
�
M

�
d(�Xk; X0)

�

��pk
� k�s

�
M

�
d(�Xk; X0)

�

��
eşitsizli¼gini sa¼glar. Buradan X = (Xk) 2 cF [M;�; p; s] d¬r.

(c) X = (Xk) 2 cF [M;�; q; s] olsun. wk =
h
M
�
d(�Xk;X0)

�

�iqk
ve Tk =

qk
pk
yaz¬l¬r

öyle ki, her k için 0 < T < Tk � 1 olur. (uk) ve (vk) dizileri şu şekilde tan¬mlans¬n;

E¼ger wk � 1 ise uk = vk ve vk = 0; e¼ger wk < 1 ise uk = 0 ve wk = vk olsun. O

halde her k 2 N için

wk = uk + vk ; w
Tk
k = uTkk + v

Tk
k

oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca

uTkk � uk � wk ve vTkk � vTk

olur. Böylece

k�swTkk = k�s[uTkk + v
Tk
k ] � k�swk + k�svTk
15



elde edilir. T < 1 ve T�1 > 0 oldu¼gundan her k için

k�svTk = (k
�svk)

T (k�s)1�T �
�h�

k�svk
�Ti 1T �T ��

(k�s)1�T
� 1
1�T
�1�T

olur ve Hölder Eşitsizli¼gi�nden ifade

�
�
k�svk

�T
elde edilir. Böylece

k�swTkk � k�swk + (k�svk)T

olup buradan X = (Xk) 2 cF [M;�; p; s] olur.
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