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Bu yliksek lisans tez calismasinda Periyodik Katsayili Diferansiyel Operatoérlerin Spektral
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Anatar Kelimeler: Periyodik Katsayili Diferansiyel Operatérler, Spektrum, Ozfonksiyonlar
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SIMGE ve KISALTMALAR DiziNi

reel sayilar kiimesi
tam sayilar kiimesi
dogal sayilar kiimesi

Hilbert uzay!

diferansiyel ifade

diferansiyel operator

O0zdeger

karakteristik determinant

L operatorinin spektrum kiimesi

Sobelev uzayi

Green fonksiyonu

R kiimesinde olgllebilir, hemen hemen sonlu yakinsak olan ve 2. kuvvetten

Riamann anlaminda integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi



1.GIRIS

Son altmis yilda matematiksel yayinlarda diferansiyel operatorlerin spektral teorisi
hizli bir gelisim gostermistir. Kat1 hal fiziginde ve kristallerin kuantum mekanigi ile
ilgili metallerin teorisinde ortaya c¢ikan periyodik katsayili diferansiyel denklemlerin
spektral analizi fizik¢ilerin ve matematikgilerin ortak alanlarindan biri olmustur.

Genel olarak periyodik katsayili diferansiyel denklemler, P(x) ve Q(x) reel degerli ve
ayni1 periyoda sahip periyodik fonksiyonlar olmak iizere

(P(x)y'(x)} +0(x)y(x) = Ay(x)

bicimindedir. Bu denklemle ilgili caligmalarin bir kism1 W.Magnus ve S.Winkler
[ 1 ] tarafindan incelenmis, kararlilk ve kararsizlik araliklar1 tespit edilmistir.
M.S.P.Estham [ 2 ],

[ 1 I’deki calismalardan faydalanarak periyodik katsayili diferansiyel operatdrlerin
Floquet teorisinin temellerine dayanarak kararlilik ve kararsizlik araliklarini incelemis
ve ¢dziimlerin asimtotik formiillerini elde etmistir.Ote yandan E.C. Titchmarsh [ 3 ]
bu tiir operatorlerin spektrumu iizerinden 6z fonksiyonlar iizerine ag¢ilim formiilleri
elde etmistir.

Daha sonra bu konu degisik durumlarda M.M. Hecktman, LV. Stanbevich [ 4 ],
G.S. Guseinov [ 5], V.A. Mikhailets, A.V. Sobolev [ 6 ], M.Dzh.Manafov|[ 7] ve
baskalar1 tarafindan incelenmistir.

Bu ¢alismada

la[y] E—y"+(q(x))+aia(x—n)y:lzy,xeR (3.1)

n=—00

biciminde katsayilar1 genellesmis fonksiyonlar olan ikinci mertebeden periyodik
diferansiyel denklemin spektral yapis1 incelenmistir.

Burada q(x) , reel, periyodik, parcali siirekli bir fonsiyon (q(x +1) = q(x)) ,o(x) Dirac
delta fonksiyonu, « # 0 reel say1 ve A spektral parametredir.

1. ve 2. Bolimlerde inceleme i¢in gerekli olan Floquet teorisi, kararlilik ve
kararsizlik
araliklar1 hakkinda genel tanim, teorem ve yontemler {izerinde durulmustur. 3. boliimde
ise 1. ve 2. boliimlerdeki  bilgilerden faydalanilarak  yukarida  bahsettigimiz
diferansiyel denklemin spektral yapisi incelenmistir



1. FLOQUET TEOREMI

1.1 Floquet Teoremi

a, (\)y"(x)+a (x)y'(x)+a (x)y(x) =0 (1.1.1)

denkleminti ele alalim.

Burada « (x) komplex degerli pargal siirekli ve a’ya gore ayni periyottadir.

Boylece a reel sabit olmak tizere

ar(x+a) = ar(x) (o < r £2)

Aynica a | (x)’in her noktadan sag ve sol limitlerinin 0’dan farki oldugunu kabul
edelim ve boylece bu denkleme lineer diferansiyel denklemlerin genel teorisi
uygulanabilir.Aksi sOylenme- dik¢e x degerleri ( -»,») araligindadir ve (1.1.1)
esitligindeki gibi x’in  fonksiyonlariyla ilgili baglantilar tim x’ler i¢in gegerlidir.
(1.1.1) esitligi hakkinda yapacagimiz ilk islem x yerine (xta) alindiginda
denklemin degismedigidir. Sunu gosterir ki eger » (x) asikar olmayan bir ¢dziim

p sifirdan farkli bir sabit iken

v (x + a) = pwv (x) (112)

ozelliginin gecerli oldugu gosterilebilir.

Bu sonugclar ve bunlarin ispatlar1 G.Floquet (1883) verdigi i¢in Floquet teorisi olarak

bilinir.



TEOREM 1.1.1:

p sifirdan farkl bir sabit ve v (x) asikar olmayan bir ¢oziim olmak iizere (1.1.2)

bagintist dogrudur.

ISPAT:

Varsayalim ki, ®  (x) ve ® (x) ¢dzimleri (1.1.1) denkleminin

1 ' —
® (0)=1, ® (0)=0 , ®_ (0)=0, & '(0)=1 (1.1.3)
baslangig¢ sartlarini saglayan lineer bagimsiz ¢oziimleri olsunlar.

Boylece @© (x+a)yve @ (x + a) (L.1.1)In lineer bagimsiz
¢Oziimleridir. Bu durumda A oo (sl sabitler ve A = (A » sifirdan farkh

matris olmak lizere

CI)1 (x +a) = All CI)1 (x)+ 4 |, d)z (x)

® (x+a)= 4, ® (x) +4, & (x) (1.1.4)

(1.1.1) denkleminin y (x) ¢Ozimi
y (x)=¢c,® ,(x)+c,®,(x),

formuna sahiptir, burada ¢, ve ¢ , sabirlerdir.

Bu durumda

(Aj-p)e, +Aye, =0

Ape+(Ay,-p)e, =0 (1.1.5)



c, # 0,c, # 0 oldugundan p ’lerigin

‘All_p A21

‘20, yanipz—(AH+A22)p+detA=O (1.1.6)
A, Ay-p

olur.

Bu p  i¢in kuadratik denklemdir ve p ’nin en az bir degeri icin saglanir

detA # 0 oldugu icin bu deger sifirdan farklidir. Bu teoremi ispatlar.

(1.1.3) ve (1.1.4) sartlarindan
Ay =0, (a)A,; = q)1’(a)A21 =®,(a)A,, = ®2,(a) (1.1.7)

elde edilir.

Wronskiyenin genel ifadesinden
detAd=W (®,,d,)(a) = exp(-j{al(x)/ao(x)}de
0

olmak iizere (1.1.3)’e gore
W (D, ,,®,)(0)=1'dir

Boylece (1.1.6) ifadesi

p’ - {d)l(a) + q)z'(a)} P+ exp(— {al(x)/a0 (x)}dx] =0 (1.1.8)

O o

seklindedir.



TEOREM 1.1.2:

(1.1.1)’in lineer bagimsiz iki ¢oziimii v |, (x ) ve y , ( x ) olmak iizere

Ya

(D) wi(x)=e""p(x) yo(x)=e""p,(x)'dir.

Burada m | ve m , sabitler ve birbirinden farkhidirla ve p, (x) ile p,(x),a

periyotlu periyodik fonksiyonlardir.
Yada

(i) w,(x) =e" p,(x), . () =" {ap (x) + py (%)}
ISPAT:

Burada m sabit, p,(x) ve p,(x) a periyotlu periyodik fonksiyonlardir.
Kabul edelim ki; (1.1.6), p, ve p, gibiiki farkli ¢6ziime sahip olsun. Boylece

Teorem (1.1.1)’den (1.1.1) denkleminin asikar olmayan  iki ¢Ozimi

w,(x) ve w,(x) olmak iizere

v (x+a)=py, (x) (k=1.2) (1.19)

w,(x) ve w,(x)'in lineer bagmsiz oldugu kolayca gorilebilir. p, ve p,

sifirdan farkli oldugu i¢in m, ve m, ' yi

e =p, (1.1.10)

seklinde tanimlayabiliriz.



Simdi ;

P (¥)=e "y, (x)

tanimlanirsa (1.1.9) ve (1.1.10)’dan

—my (x+a)

p(x+a)=e Y (%) = p (%)

elde edilir.

Boylece (1.1.11)’den p , ( x ) , a periyotlu periyodik fonksiyonlar olmak {izere

Y, (x)= e ™ p.(x)'dir.

Daha sonra (1.1.6)’nin (1.1.10)’da oldugu gibi  tekrarlanmis p ¢Oziimii sahip

oldugunu kabul edelim ve m’yi e“” = p  biciminde tanimlayalim. Teorem

(1.1.1)’den (1.1.1) denkleminden ¥ ,(x) asikar olmayan ¢6ziimii vardir ve

Y (x+a)=p¥, (x) (1.1.12)
seklindedir.

(1.1.1’in ¥ | (x) ile lineer bagimsiz baska bir ¢éziimii ¥, (x) olsun. Bu durumda
Y, (x+a) (1.1.1) denklemini saglar.

d, ve d, sabit olmak iizere

Y,(x+a)=d,¥Y,(x)+d,¥,(x)"dir.

Simdi d,'yi hesaplayabiliriz. (1.1.12) ve (1.1.13)’den

W(\Pl v‘Pz)(x + a) = pd2W(‘P] 9‘P2)(X)
elde edilir.



Boylece , Wronskian i¢in Liouville formiiliinden, integratin periyodu a oldugu

i¢in

pd, = exp(—xr {a,(1)/ ay(1)} dtj = exp [—]{{a] (1) ay(1)} dtJ "dir.

a

Fakat p (1.1.8)’in tekrarli ¢dziimii oldugundan sag taraftaki terim p° 'dir.
Boylece d, = p'dir.
Boylece (1.1.13) esitliginden

Y, (x+a)=d,¥,(x)+ p¥,(x) (1.1.14)
elde edilir.
Uzerinde diisiiniilecek iki durum vardir.Birincisi, d, = 0 ise
Y,(x+a)=p¥,(x)

elde edilir.Bu ise (1.1.12) ile birlikte (1.1.9)’daki ayni durumu elde ettigimizi, fakat

p, = p,=p oldugunu gosterir. Bdylece Teoremin ispatinin iki kismindaki gibi

v, (x)=Y, (x)

ve m, = m, = m oldugu anlasilir.

Ikincisi ; eger d, # 0 ise
p,(x)=e"Y (x)

Ve



p,(x)=e™VY,(x)=(d,/ap)xp,(x)

tanimlanir. Boylece (1.1.12) ve (1.1.14)’den p,(x) ve p,(x) a periyotludur.

Boylece
¥ (x)=e" p,(x)
ve
Y,(x)=e"" {(d1 lap)xp,(x)+ p, (x)} 'dir.
Bu ise

¥, (0)= ¥, (x) ve v, (x) = (ap/d,)¥,(x)

oldugu teoremin (i1) kismindaki durumunda yer alir. Boylece ispat tanimlanir.

Yukaridaki ispat incelendiginde Teoremin (i)kisminin (1.1.1)’in iki lineer bagimsiz

¢oziimii- niin  p ’nin (1.1.2)’deki aynm1 veya farkli degerlerini sagladiginda meydana

gelir. (i1) kismi ise, yalnizca bir ¢6ziim oldugunda meydana gelir.

Simdi ¢, ve ¢, ’yi igeren siitun matrisi A" transpoz matrisinin 6zvektorii oldugu
durumunda (1.1.5)’den (1.1.2) elde edilir. Boylece teoremin (i) ve (ii) kisimlar

A" bu durumda A’'min lineer bagimsiz iki Ozvektdrine veya sadece bir

ozvektoriine gore olusur. Ozel olarak eger rank (A-pI)=0 ise (1.1.8)’in tekrarlanan bir
¢oziimii oldugunda teoremin (1) kismi1 meydana gelir. Eger rank (A-pl)=1 ise teoremin

(1) kism1 meydana gelir.



(1.1.8)’in veya (1.1.6)’nmin p, ve p, ¢oOzlimleri farkli olsun veya olmasin

(1.1.1)’in karakteristik c¢arpanlart olarak adlandirilir.  (1.1.10)’da  tanimlanan

m, ve m, (1.1.1)in karakteristik {isleri olarak adlandirilir.

1.2 Hill Denklemi:

P(x) ve Q(x) reel degerli ve ayn1 a periyoduna sahip fonksiyon olsun ayrica p(x)
stirekli ve her yerde O sifirdan farkli , p’(x) ve Q(x)'in parcali siirekli oldugunu kabul

edelim.

{PHYX)} +0(x)y(x)=0 (1.2.1)

denklemi Hill denklemi olarak adlandirilir. (1.2.1) (1.1.1)’in 6zel bir durumdur ve
G.W_Hill 1897 calismalarindan sonra bu ismi almistir. Burada reel katsayili (1.1.1)

denkleminin (1.2.1) tipindeki denkleme doniisebilecegi iki durumdan bahsedecegiz.

Birincisi
A(x) = j‘{al(t)/ao(t)}dt

olmak {izere (1.1.1) denleminin {ao(x)}_] exp A(x) ile carpilirsa denklem (1.2.1)

formunu p(x) = expA(x) ve

Q(x) = {a,(x)/ a,(x)} exp A(x)

olmak tzere

{al(t)/a0 (t)} dt=0 (1.2.2) ile alir.

O



Burada A(x) a periyodundadir. Buna bagli olarakta p(x) ve Q(x) a periyodundadir.

Ikincisi (1.2.2) denklemi igin @, (x)/a,(x) pargali siirekli tiireve sahip

oldugunu kabul ederek (1.1.1)’de

I{a1 (1)/ay (1)} dtj

N | —

Y(x) = Z(x)exp [

degisikligi yapilsin. Boylece denklem

4 _l al(x) z_l al(x) ' z —
z"(x)+]| a,(x) 4[—a0(x)J 2[a0(x)J (x) 0

halini alir.

(1.2.1) denklemi bu calismada temel konumuz olacaktir. Simdi teorem (1.1.2)’de

verilen ve (1.2.1)’e uygulanan y (x) ve y,(x) ¢oziimleri i¢in daha detayli inceleme

yapacagiz.

(1.2.1) i¢in (1.1.8) kuadratik denlemi ;

pr-py, =1

olmak iizere
p’ - {CI)](a) + CI)Z'(a)} p +1=0 halini alir.

(1.2.1y’in (1.1.3) saglayan @ (x) ve @, (x) ¢oziimleri p(x) ve Q(x) reel degerli

oldugu i¢in reeldir.

10



D=0 (a)+ ®(a) (1.2.5)

gibi tanimlanan D(1.2.1) diskirminant1 olarak tanimlanir ve asagidaki 5 durumda

incelenir.

A.D>2(1.2.3)’de p, ve p, reel ve farklhidirlar. Ayrica pozitiftir ancak 1’e esit
degildir. Boylece sifirdan farkli reel m sayist (1.1.10) dolayr (1.2.4) tarafindan

e’ =p,, e = p, gibi tanimlanir. Bu durumda teorem (1.1.2)’nin (i) kismindan

p,(x) ve p,(x) a periyotlu olmak iizere

y,(x) =™ p(x), ¥, (x) = €™ p,(X),... (1.2.6)

olur.

B. D<-2 Bu durum p, ve p, negatif ve -1’den farkli olmak iizere A, durumu ile

aynidir. Boylece (1.2.6)’da m yerine m + 7i/ a yazilmaldir.

C. -2<D<2 (1.23)’deki p, ve p, reeli olmayan ve farkli olsunlar. (1.2.4)

modiillerinin 1’e¢ esit oldugunu gosterir.Clinkii onlar kompleks esleniktir.Boylece

0<aa <7 veya-rm < aa <0 olacak sekilde bir reel & sayis1 vardir. Oyle ki;

iaa

e =p , e =p,'dir.

Boylece Teorem (1.1.2)’nin (i) kismindan p,(x) ve p,(x) a periyotlu olmak iizere

i

y(x)=e""p(x), w,(x)=e """ p,(x)... (1.2.7)

D. D=2 Bu durumda (1.2.3) p, = p, =1 esit ¢ozimlere sahiptir. Teorem

(1.1.2)’nin (1) kismimm1  yoksa (i1)) kismimi uygulanacagina karar vermek igin
A’nin (1.1.7) verilen (Aij) matrisi oldugu £1.1'in sonunda anlatildig1 gibi A-I’'nin

rankini belirlemeliyiz.

11



Burada iki alt durumu incelememiz gerekir.
1- ®,(a) =D (a)=0;
WD, ®,)a)=W(D,,D,)0) =1
oldugundan bu durumda

D, (a)P, (a) =1,
ayrica

D=® (a)+ D, (a) =2"dir.
Boylece

@, (a)=D, (a)=1

Bu nedenle rank (A-I)=0 ve teorem (1.1.2) * deki (i) kismi uygulanir.

Karakteristik  iisler m, vem, 'nin  her ikiside sifirdir. Teorem (1.1.2) ° den

p,(x) ve p,(x) a periyoduna sahip olmak iizere

v, (x)= b, (x) ve v, (x)= P, (x)
elde edilir. Bu durumda (1.2.1) biitiin ¢dziimleri a periyodundadir.

2- ®,(a) ve ®i(a) her ikiside sifir olmasin. Bu durumda rank(A -1) # 0'dir
ve teorem (1.1.2) (i) kismi m=0 oldugundan uygulanabilir. Bu nedenle

p,(x) ve p,(x) a periyotlu olmak iizere

v, (x)=p, (%), ¥,(x) = xp,(x)+ p,(x) 'dir.

12



E. D=-2 Bu durumda (1.2.3) ’iin p, = p, = —1 olmak iizere esit ¢ozlimleri vardir.

D’deki gibi benzer alt durumlari inceleyelim.

1- ®,(a)=D(a)=0 DI’ deki gibi rank (A+)=0 ve m, =m, = zi/a olmak iizere
Teorem (1.1.2) > nin (1) kismu wuygulanabilir. Bdylece p,(x) vep,(x) a

periyotlu olmak tizere;

wix/a

Vi (x) =€ p(x) L (x) = € py(x). (12.8)

dir.

Buise (1.2.8)’den

v (x+a)=-y, (x) (k=1,2)

sonucunu verir.

Boylece (1.2.1) biitiin ¢oziimleri y (x + a) = —y (x) sartin1 saglar.

2-  ®@,(a)ve®d/(a) her ikiside sifirdan farkli oldugu durum. Burada

rank(A+1)# 0 ve m =i/ a oldugu durumda Teorem (1.2.2) (ii) kism1 uygulanabilir.

Boylece

pi(x)=e™" p(x) (k=1,2)

olmak lizere

Wl(x):pl(x) > Wz(x):xPl(x)"'pz(x) dir.

Bu halde p, (x+a)=—p, (x) saglar.

13



Biitiin x * ler i¢in a semi-periyotlu ve f(x+a)=-f(x) Ozelligine sahip bir f(x)
fonksiyonuna semi-periyodik denir. Agikca bdyle bir fonksiyon 2a periyotludur.
Yukaridaki E1 olmasi durumunda (1.2.1) tiim ¢ézlimleri a yari periyoduna sahiptir.
1.3 Simirhiik ve Coziimlerin Periyodikligi

Teorem 1.3.1:

(1) Eger |D| > 2 ise (1.2.1)’in tiim ¢oziimleri (-o0,0)'da sinwrsizdir.

(i)  Eger |D| <2 ise (1.2.1)’in tiim ¢oziimleri (-o0,00)'da simwrhidirlar.

ISPAT: (1.2.6) mevcuttur. Agikca bu durumda (1.2.1)’in tiim ¢oziimleri (-o0,00) *da
stmirhdir. w,(x) ve w,(x)'in herhangi bir asikar olmayan kombinasyonu ya

X — o ya da x — -o0 i¢in veya her ikisi i¢in sinirsizdir.

D<-2 durumu ise durum B2ye benzerdir. Bu ise (i) durumunu ispatlar.

Eger |D| <2 ise, C durumunu elde ederiz ve (1.2.7) sart1 gegerlidir. Bu yiizden,

|l//k(x)| = |pk(x)| (k=1,2)

Simdi p,(x) ve p,(x), (-0,00) aralifinda periyodik olarak smirhdir. Bu nedenle

v, (x) ve y,(x), (-0,0) araliginda sinirhidir. Bu ise (i1) kismuini ispatlar.

Tanim 1.3.1: (1.2.1) denklemine

(a) Eger biitiin asikar olmayan ¢ozlimler (-00,0) araliginda sinirsiz ise

kararsizdir.
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(b) Eger asikar olmayan biitiin ¢oziimler (-o0,0)'da  smirh ise, kosullu
kararhdr.

(c) Eger biitiin ¢oziimler (-00,00)'da sinirli ise kararlidir diyecegiz.
Boylece kararsiz olmayan bir denklem kosullu kararli olabili veya kararli olmayabilir.

Teorem 1.3.1°den; Eger |D|>2 ise (1.2.1) kararsiz, ve Eger |D|<2 ise kararhidir.

Periyodik ve yari-periyodik fonksiyonlar (-o0,0)'da sinirli oldugu icin D1 ve El
durumlarinda (1.2.1) * de kararlidir. Eger

ID|=2ve ®,(a) =D, (a)=0

ise ayrica kararlidir. Sonu¢ olarak eger |D| =2 ve @,(a) ve ®, (a) her ikisi sifirdan

farkli ise D2 ve E2 durumlarinda (1.2.1)’de kararh degildir.

D ve E durumunda, (1.2.1)’in periyodik ve yar1 periyodik ¢ézlimlerin varliklar:

hakkindaki teorem verilebilir.
Teorem 1.3.2:

(1.2.1) denkleminin a periyotlu asikar olmayan ¢oziimleri olmast i¢in gerek ve

veter sart D=2 olmasidir ve yart periyodik olmasi i¢in << D=-2 olmasidur.

ISPAT: (1.2.1)’in tiim coziimleri a periyoduna sahiptir veya a yar1 periyoduna
sahiptir.

D,(a)= (Dl'(a) =0"dw.

Ilerideki sonuglarda ka periyoduyla olan ¢ziimleri gdsterecegiz.
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Teorem 1.3.3:

k pozitif tamsayr olsun. (1.2.1)’in ka periyotlu asikar olmayan c¢oziimleri olmast

icin gerek ve yeter sart D=2cos(2lx / k) olacak sekilde | tamsayisi olmasidir.

ISPAT:

Periyodik ¢oziimler (-00,00)'da smirhi oldugundan 1.2'nin A ve B durumlar1 ortaya
cikmaz.

k=1 oldugunda ve / = 0 secildiginde Teorem D durumu ile ¢akisir.

k=2 oldugunda C  durumu meydana gelmez, ¢inkii (1.2.7) * deki
w,(x) ve w,(x)'in 2a periyotlu lineer kombinasyonunun sifirdan farkli oldugu
kolayca goriilebilir. Boylece D ve E durumunda /=0 ve / =1 sec¢iminde teorem ile
cakisir.

k>2 alindiginda ve ¢oziimler a veya 2a periyotlu olmadiginda C durumu meydana

gelir. (1.2.7)’deki

w, (x) ve v, (x)"in ¢,y (x) +¢, y,(x)

Kombinasyonu ka periyoduna sahip olmasi igin gerek ve yeter sart

Y4 (x)(1— eikaa) ¢, v, (x)(1- e_ikaa) =0

ikaa

olmasidir veya ancak ve ancak e = 1 olmasidir.

Boylece herhangi bir / tamsayisi i¢in kaa = 2Ix 'dir ve

D = p+p, = 2cos (aa)=2cos (2r/k)'dir.

SONUC 1.3.1:

(1.2.1)’in 2a periyotlu asikar olmayan bir ¢oziimiiniin ya periyodu @ ’dir ya da

yari-periyodu a ’dir.
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Simdi agiklanan gercekten yola ¢ikarak k=2 oldugunda D ve E durumu gerceklesir.

SONUC 1.3.2:

k pozitif tamsayr ve k>2 olmak iizere, eger (1.2.1)’in ka periyotlu asikar olmayan
¢Ozlimil varsa (a veya 2 a periyotlu degil) tiim ¢oziimleri ka periyotludur.

(1.3.1)’in gegerli oldugu durumlarda C durumu olusur. Boylece (1.2.7)’de verilen

yi(x) ve v ,(x)

Sonugta verildigi gibi a periyoduna sahiptir. Ayrica (1.3.1), « = 2z / ka sonucunu
verdigi i¢in (1.2.7) * den gorebiliriz ki, 1.3.2 sonucunun durumlarinda da, (1.2.1)’in

her W (x) ¢Oziimii ¢, ve c, sabit olmak lizere

w(x) =c, exp(2lzix/ ka)p,(x)+c, exp(=2lxix/ ka) p,(x)

bigimindedir.

(1.2.1)’ de verilen denklem i¢in, tim c¢ozliimler a periyotlu ise a periyotlu
coztimler bir aradadir diyebiliriz. Benzer olarak a yari-periyotlu ¢oziimler igin
(ashinda ka periyotlu (£>2)) (1.2.1) i¢in birlikte var olma problemi, bu tipteki
cozlimlerin birinin varli§it durumunda tiim ¢dziimlerin ayni tipten olup olmadigini

belirleme problemidir.

Sonug (1.3.2) > da gosterildigi gibi, £>2 gibi ka periyotlu ¢oziimlerde var olma
problemi hakkinda sdylenecek fazla bir sey yoktur. Bununla birlikte periyodu a olan
veya yari-periyotlu ¢oziimler i¢in var olma problemi daha ilgingtir.

Eger (1.2.1)’de p(x) ve Q(x) x’in ¢ift fonksiyonlar1 ise yani

P(x)=P(-x) ve Q(x)=Q(-x)
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Asagidaki gibi cift ve tek periyodik ¢6zliim olasiliklart vardir.

TEOREM 1.3.4:

p(x) ve ©(x) ¢ift olsun bu durumda (1.2.1) asikar olmayan ¢oziime sahiptir.
Oyle ki;

(i) ¢ift ve a periyotludur < @

h

(ii) tek ve a periyotludur < @ ( j
(iti) ¢ift ve a semi - periyotludur < @

(3]0

(iv) tek ve a semi- periyotludur < d)z' (%aj =0

l\)lr—‘

ISPAT:

p(x) ve Q(x) ¢ift oldugu i¢in (1.2.1) * in w (x) ¢Ozimi  oldugunda
w (-x)'de (1.2.1)’in ¢oziimiidiir. Ozel olarak ®,(x) ve @ ,(-x) x=0 noktasinda ayni

baslangi¢ kosulu saglarlar.

Boylece;

D, (x)= @ (-x) dir.

O halde @ (x) ifttir. Benzer olarak

D,(x) =@ ,(-x)

Boylece @, (x) tektir.
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(1.2.1’in @, (x)’in kat1 olan her ¢ift ¢6ziimii ve @ ,(x)’in kat1 olan her ¢oziimii bu

sekildedir.

Simdi @, (%aj=®,(—%aj'dlr,ve boylece @ (x)'in periyodunun a olmasi

i¢in gerek ve yeter sart

0N (laj =0/ (—laj olmasidir.
2 2

Kisim (i) gergeklesir.

Kisim (iii) i¢cin @ (x) a yari-periyoduna sahiptir <> (1.3.4)’e gore

Fakat (1.3.3)’den

ve kisim (1i1) gerceklesir. (i1) ve (iv) kismi @, (x) kullanilarak benzer sekilde ispatlanir.

1.4 KOMPLEKS DEGERLI KATSAYILAR

Bu kesimde (1.2.1) tipindeki  denklemi inceleyecegiz. Ancak kompleks degerli

katsayilarla olan bir yada iki durum vardir. D numaras: hala (1.2.5) ile tanimlanir
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fakat simdi kompleks alacagiz ve bu nedenle 1.2'nin A-E durumlarina ek olarak bir
durum daha vardir. F-D reel degildir. Burada p, ve p, reel degil ve farkhdir.
Ayrica p, ve p,'nin modiil uyumu yoktur, ¢linkii;

Q’nun reel oldugundan ve p, =€'® ise (1.2.4)’den p, =e ™ ve bdylece

D=p, + p, =2cos ® sayis1 reeldir.

Boylece reel olmayan m (rem # 0) vardir. Oyleki rem # 0

Boylece (1.2.6) gore (1.4.1)’den dolay1

4 (x) = empl (%) > v, (x) = eimxpz (%)

elde edilir. Buradan (1.3.1)’in (i) kisminda oldugu gibi (1.2.1)’in asikar olmayan tiim

¢ozlim- lerinin siurs1z oldugu sonucuna varilir.

Gergek yada karmasik degerli katsayilarla (1.1.2)’de tam olarak goriilebilen 1.2.1

ornegi

w(x)= l:exp{jig(t) cos tdtH COS X

biciminde tanimlanan /(x)fonksiyonunu gbézden gegirerek elde edilir.Burada

g'(x) mevcut ve pargali siireklidir. y(x)'in

y"(x)Jr{1+3g(x)sinx-g’(x)cosx-g2 (x)cos’ x} y(x)=0
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diferansiyel denklemini sagladig1 kolayca goriiliir.

Eger g(x)in 27 periyotlu ise, bu bir periyodik diferansiyel denklemdir ve (1.1.2)’de

a =2x i¢in sagladig1 goriiliir ve
2z
p= exp{J. g(t)cos tdl}

Burada eger g(x) [a,27] aralifinda cosx ile ortogonal ise p=1'dir.

1.5 DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERI

C(x) kompleks degerli, pargali siirekli ve nxn tipinde bir matris olmak iizere

1.1'deki Floquet teorisi
y' (x)=C(x)y(x) (1.5.1)

lineer sistemine genigletilebilir. Bu kisimda, kiiclik harflere n-bilesenli vektor

fonksiyonlarini, biiyiik harflerle matrisleri belirtecegiz.
TEOREM 1.5.1:

p sifirdan farkl sabit ve (1.5.1)’in asikar olmayan bir ¢oziimii y(X) olsun, oyle ki;

y(x+a)=py(x) (1.5.2)
ISPAT:

Ispatimiz teorem 1.1.1°e benzerdir. d(x) (1.1.5)’in temel ¢dziimler matrisi olsun.

nxn tipinde birim matris olmak iizere
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®(0)=I (1.5.3)
dir.
®(x+a)'da ayrica (1.5.1)’ in bir temel matrisi oldugu i¢in, sifirdan farkli bir A

matrisi vardir, oyle ki,

O(x+a)=>D(x)4 (1.5.4)

(1.5.1)’in her w(x) ¢ozimii w(x)=®(x) c¢ formundadir. C sabit vektordiir ve eger
Ac=pc ise (1.5.4) ve (1.5.2) saglanir. Eger det(4-p,/)=0 ise, bu denklem sifirdan

farkli ¢ vektorii tarafindan saglanir.

Bu; gi¢in n dereceli bir polinomdur ve p'nin en az bir degeriyle ¢oziillir; degerin

sifirdan farkli olmasi gerekir. Ciinkii A tekil degildir. Boylece teorem kanitlanmis olur.

Bir sonraki teoremin ispati A’nin Jardon’nin kanonik formuna baglidir.

Proes Pusees Paris- Prem

kok olsunlar ve p,,..p, ise (1.5.5) " in agik kokleri olarak adlandirlsin, p . ise J'nin

¢arpani olsun bu durumda A’nin kanonik formu

A=JBJ " dir.

Burada J tekil olmayan, ve B ise diagonel boliimli matristir.

Bo = dg(pla"opn)

olmak tzere

dg(B,.B,....,.B,,)dir.
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ve B,(1<j<M), 1, xr, tipinden matristir.

Py 10 0
0 Py 1

0.

' 1
0 e 0 P+

TEOREM 1.5.2:

(1.5.2)in lineer bagimsiz ¢oziimleri y,(x),...,y, (x) olsun. Oyle ki;

v ()=e"p(x)  (1sk<N)

My %

Wy (X)=e Py (%)

%x(x—a)(x—(s—l)a)

Vg, (™ :
v (s—l siapy.)

PNk, -s (x)+ P, (x)j (2<k, =1)

v N+r+l1 (X) = emmzprHI +1 (X)
ISPAT:

Burada m,,..,m,,,, sabit ve p,(x),.., p,(x) ise a periyotlu olsun.

Y(x), (1.5.1)’in temel matrisi olsun ve ¥ (x)=®(x)J bi¢iminde tanimlansin. Bu

durumda (1.5.4) ve (1.5.6)’dan

Y(x+a)=Y(x)B'dir.
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w(x) sitununu y,(x) ..., ¥, (x) ile isaretlenmigtir. (1.5.7) ve (1.5.10)’dan

v, (x+a)=py,(x) (<k<N)

m, ve p, (x)ise

" = p, ve p(x) ="y, (x)
Daha sonra 1.5.8 ile 1.5.10’dan

W (X +a) = Py Win (X) (1.5.11)

Ve

Wya(x+a)= PtV N+, (x)+ W N+ -1 (x)
elde edilir.

Burada, my,,, py.,(x) ve py, (x) ise

My

e =p s pya(x)=e Wy (X),

k-1 _ Cs—1

pN+k] -5 (x)

(1.5.11)’den k,'e indirgeyerek  py, (x)in a periyodunda oldugunu elde

ederiz. M, terimini iceren teorem ve M ,,...,M,, i¢eren teorem ispat1 benzerdir.

(1.5.1)’in biitlin ¢géziimleri (-o0,00)'da sinirhidir <
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p] <1(1<k<N)ve |py,

<1(1<j<M)

ve (1.5.1)’in a periyotlu ¢éziime sahiptir. p=1'in (1.5.5)’in kokiidiir.

Teorem (1.5.2)’nin bir sonucu matrisin ussii  fikri  kullanilarak tam olarak

yazilabilir. (1.5.10)’daki B matrisi tekil olmadig i¢in , M matrisi vardir, dyle ki;

B=exp aM
Simdi P(x)=Y (x)exp(-xM) tanimlayalim. O halde (1.5.10)’dan

P(x+a)=Y(x+a)exp(-aM ) exp(-xM ) = ¥(x)BB ™" exp(-xM)

Boylece p(x) periyodiktir ve (1.5.12)’den W¥(x)po(x)exp (xM)'dir.
(1.5.1)’in her ¥,(x) temel ¢6ziimler matrisi durumunda 1.5.4 ve 1.5.10 iliskisi

devam etmektir. Bu ise B, singiiler olmayan matris olmak lizere

Y (x+a)="Y, (x)B,
bi¢iminde B, matrisi vardir.
(1.5.10)’dan (1.5.13)’e kadar devam eden tartisma /,(x)'e uygulanabilir ve

p,(x) a periyotlu fonksiyon olmak iizere
Y, (x)'in ¥,(x) = p,(x)expxM
seklinde yazilabilecegi sonucuna varilir.
1.6 TUM COZUMLERI PERiIYODIiK OLAN SiSTEMLER
Bir onceki bolimdeki tartisma 1.1'inikinci dereceden denklemler icin direk bir
uzantisidir. Bu boliimde denklemler i¢in zit bir boliim olmadan sistemler icinde

meydana gelen durum olarak bitirebiliriz.
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TEOREM 1.6.1:

C(x) a periyotlu 1,(¢), £,(¢) [t,.t,] araliginda siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsun. Oyle ki,

() £ OC{f(0)} =1, OC{6,®}  [t.t,] (1.6.1)
(1) £,() =1£,@) (1.6.2)
ve f.(1,) =1,(t,) (1.6.3)

Bu durumda (1.5.1)in biitiin ¢oziimleri a periyotludur.
ISPAT:

(1.5.1)’in temel ¢éziimleri matrisi ®(x) (1.5.3)’1 saglasin ve

i(=2{fi(n} (=12

her t €[t,,t,] i¢in sekilde tanimlansin. O halde

y; ()= C{E(O@f (D)} £ (1) = E(0)y, (1) dir.

Burada E(t)=f, (1)C {ﬂ (t)} seklindedir.

1=1 ve 1 =2 i¢in E(t) benzer sekildedir ve boylece y, (¢) her ikisi i¢inde y'(t)=E(t)y(t)'nin

[t,,t,] aralifinda bir ¢oziimdiir.
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(1.6.4) ve (1.6.2)’den y,(t,) = y,(¢,) 'dir. Boylece [t,,t,] araliginda
y,(#) =y, (¢) 'dir.
Ayrica (1.6.4), (1.6.3) ve (1.5.4)’den

(%) = q){fz(lz)"'a} = q){fz(lz)} A=y,(t,)A dir.

2.KARARLILIK VE KARARSIZLIK ARALIKLARI

2.1 GIRIS:

Paragraf 1.2 ve 1.3 de Q(x)=A.S(x)-q(x) seklinde forma girdiginde incelenen problem

belirli bir 6nem kazanir. Burada A reel parametre, s(x) ve q(x) a periyotlu parcal
stirekli olmak iizere Oyle s>0 sabiti vardirki s(x) > s'dir.

Eger P(x) yerine p(x) yazildiginda (1.2.1) denklemi asagidaki sekle doniisiir.

(PEY X)) + {As(x)-q(x)} y(x) =0 2.1.1)

(1.1.3) Baslangi¢ sartlarini saglayan (2.1.1)'in ¢dzenlerinin A bagimliligini belirtmek i¢in

bu ¢oziimleri @,(x,A) ve ®@,(x,A) olarak yazalim. Bu durumda
(1.2.5)'e karsilik gelen diskriminant

D(A)=®,(a,A)+ D, (a, 1) (2.1.2)
seklinde yazilir.

Yukarida bakilan problemde A parametresi ger¢ek yada karmasik olabilir.
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Soylediklerimizden bagimsiz olarak her kaydolmus x'lericin =~ @, (x,4) ve ®,(x,A4)

ve onlarin tiirevleri A'nin analitik fonksiyonlaridir.  Farkl sekilde  ifade

edilmedik¢e 4 gercek olarak kabul edilecektir.

D(A) A'msiirekli fonksiyonu oldugundan |[D(1)|<2 sartim saglayan A degerleri

gercek x ekseninde acik bir kiime olusturdular. Bos olmadigim1 gdsterecegimiz bir
kiime  ayrisik acik araliklarin  sayilabilir toplammin  birlesimi olarak ifade
edilebilir. Boylece teorem (1.3.1)’in (i1) bolimi gere§i Amin bu  araliklan
(2.1.1)  probleminin kararlikli araliklaridir ve bu nedenle bu kiime (2.1.1)

kararlilik araliklar1 olarak adlandirilir.

Benzer olarak |D(/1)|>2 sartin1  saglayan araliklar (2.1.1)’in kararsizlik

araliklaridir. Sonug¢ olarak kararlilik araliklariin  kapanmasiyla olusan araliklar

|D(l)|£2 sartin1 saglamak kosuluyla (2.1.1) probleminin sart1 kararlilik

araliklaridir. Bu bdliimde kararlilik ve kararsizlik araliklari tanimlanmastir.
2.2 PERIYODIK VE YARI-PERIYODIK OZDEGER PROBLEMLERI

Bu boliimde (2.1.1) denklemi i¢in iki Ozdeger problemini ele alacagiz. Bu
problemler (2.1.1)’in  temel  terimleridir.Burada  bahsedecegimiz = Ozellikler

2.3'teki D(A)'nin incelenmesinde kullanilacaktir. (i) (2.1.1)’in periyodik 6zdeger

problemi derken, [O,a] araliginda bakilan ve

y(a)=y(0) , y'(a)=)'(0) (2.2.1)
periyodik sinir sartlarini saglayan problem anlasilir. Bu problem 6z esleniktir ve

sayilabilir sayida 6zdegerlere sahiptir.

ASASAS. ve A —on-o>o
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A, (n=0,1,2,..) oOzdegerlerine karsilik gelen ozfonksiyonlar1 y (x)'le gOsterirsek

bunlarda asagidaki 6zellige sahiptirler.

h 1 (m=n)ise
[V W, ()5 (x)ebx = ( j

0 (m=#n)ise

(2.1.1) denklemine gore 1, (x) a periyotlu siirekli diferansiyellenebilen
fonksiyonlar olmak iizere (-co,+o0) araligi siirekli devam ettirilebilir. Bu nedenle bu

fonksiyonlar bu 6zdegerlere karsilik gelen (2.1.1) probleminin ¢oziimleridir. Bagka

bir  degisle bakilan problem iki kat 6zdegere sahipse (2.1.1) tiim hallerinde ayni

1.2'nin D durumuna gore a periyoduna sahip olacaktir. Onuda kaydedelim ki

D(A)-2 fonksiyonunun iki kat A 6zdegeri olmas: i¢in gerek ve yeter sart
®,(a,A,)=D(a,A,)=0

olmasidir.

(i1) (2.1.1)’in yar1-periyodik 6zdeger problemi derken [O, a] araliginda bakilan ve

y(a)=-y(0) , y'(a)=-y'(0) (2.2.2)

Yari-periyodik sinir sartlarini saglayan problem anlasilir.Bu problemde 6z esleniktir

ve sayilabilir sayida Ozdegerlere sahiptir. x4 (n=0,1,..) ile bu problemin
Ozdegerlerini ve & (x)'le bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar: gosterelim.
Mo Sy S, <., U, —>0N—>0
Yukaridakilere benzer olarak sdylenebilirli bu 6zdegerlerde iki kat1 olabilirler ve s(x)

agirlhik fonksiyonuna gore bu 6z fonksiyonlar [O,a] ortanormal kiime olustururlar.
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Onuda kaydedelim ki 1-2 ’nin e durumuna gére D(A)+2 fonksiyonunun sifirlarinin iki

katli g 6zdegeri olmasi icin gerek ve yeter sart

D, (a,u1,) =D, (a,11,)=0 olmasidir. (2.2.3)

llerleyen boliimlerde A, ve 4 'lerin  asimtotik durumuyla ilgili bazi sonuglar
verilecektir. x4 sonuglar1 4 'e benzerdir ve bdylece burada A 'in durumuyla ilgili
sonuglar1 verecegiz. F ile [O,a] stirekli ve aynmi aralikta pargali siirekli tiireve sahip

kompleks degerli f(x) fonksiyonlar kiimesini isaretleyelim. Bu durumda
f(x),g(x)eF

olan fonksiyonlar i¢in J(f,g) Dirichlet integrali tanimlanmistir ve

J(f,2) = [{ P f ()8 () +g(x) £ () (x)} dx (2.2.4)

seklinde gosterelim.

Eger g"(x) varsa ve [0,a]'da parcali siirekli ise kismi integrasyon formiilii geregi;

J(f>8) =-[ f@L{p(x)g (0} = g(x) () +[ p(x) £ () (O] (2.2.5)

Eger f(x)ve g(x) (2.2.1) smir sartlarimi sagliyorsa bu formiildeki tiimlesik terimler

iptal edilir.
Ozel olarak g(x)=u, (x) oldugunda (2.2.5)’ten

I(f,,w.)=A f, bulunur. (2.2.6)
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Burada f Fourier katsayidir.

[ £ @, ()5(x).dx
0zel olarak (2.2.6)
Iy, v, )=A, (m=n)=0 (m#n) (2.2.7)

TEOREM (2.2.1):

f(x)e F i¢in (2.1.1) simir sartlarim sagladigim varsayalim. Bu durumda f_ fourier

katsaylart igin

iﬂn P<If ) (2.2.8)

n=0

g

ISPAT:

Oncelikle q(x) >0 oldugunu farzedelim. Bu durumda (2.2.4) geregi g(x) € F icin

J(g,2) > 0 Ozel olarak
N N
J(f- Zf;twn’ f- Zf;lwn jzo’
n=0 n=0

burada N herhangi pozitif tamsayidir.

J'nin dagilma 6zelligi geregi

JED -2 1w, )= 2 I fsw)+ 2 2t ], 20

n=0 n=0
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Iy, .D=1tw,)

oldugundan ve (2.2.6) y1 kullanarak

PV AVARESICA)

n=0

i

elde ederiz.

Sonugta N — oo sartina gecilirse teoremin ispat1 tamamlanmais olur.,

(2.2.8)1 q(x) = 0 farzetmeden kanitlamak i¢in q,'n [O,a] 'dan
q, = sabit

olmak sartiyla q(x)+q,s(x) = 0 oldugunu farzedelim Bu durumda (2.2.1)'1
{PX).y ()} +{As(x) - 0()} ¥(x) =0,

burada A=4A+q,,0(x) = g(x) +q,s(x)'dir.

0(x) 2 0 oldugundan ispatin ilk boliimiine gore

> G, +alff = [Pl @f +ae+as@) | eof | i

Her tarafta q,, ile ilgili olan terimler i¢in
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a

I = [l s 22.9)

n=0 0

Parseval formiilii dogru oldugundan (2.2.8) genel durumu elde edilir. A, > A,

oldugunda (2.2.8) ve (2.2.9)

2

1t =237 = ﬂoj|f(x)|2 s(x)dx

bagintis1 verir.

f(x), 4,'a karsilik gelen 6zfonksiyon oldugunda A, > A, 'daki n gibi tiim sayilar
icin f =0 oldugunda esitlik gegerlidir.
Boylece

o = min[J( L0 @f s(x).de (2.2.10)

Burada A,'a karsili gelen f(x)'in bir 6zfonksiyon  oldugunda minimum

kullanilir.  Sonugta [0,a]'da iki farkli periyodik 6zdeger problemindeki 6zdegerleri

karsilagtirtyoruz. Bu ve sonrasindaki teoremdede p - p ifadesini hemen hemen
her yerde kullaniniz. Genellikle p-p terimini pargali siirekli fonksiyonlarla alakali

ifadelerde kullaniyoruz ve o zaman “izole noktalar disinda” kisaca bir ifade olur.

TEOREM (2.2.2):

(4,) n=0) ile [0,a]lda periyodik ozdegerlerini isaretleyelim. p(x),q(x) ve s(x)

ile p,(x),q,(x) ve s,(x) yer degistirelim oyleki
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Pi(X)2p(x) g(x)2gKx) 5(x)2s(x) (2.2.11)

Bu durumda (i) Eger s,(xX)=s(x) p.p ise tiim n’ler igcin A, > A, (i) yoksa A >0

oldugu zaman A, > A, olur.

ISPAT:

w,,(X)in 4, 'ye kabul eden 6z fonksiyonun ve J,(f,g) 'in p(x), q(x) ’in yerine p,(X)
ve q,(x) yazildiginda (2.2.4) Dirichlet integrali gosterdigini farzedelim.

(2.2.11) geregi
L0210, 0) (2.2.12)

oldugunu alir1z.

n=0 i¢in teoremi kamtlamak i¢in f(x)=y, ,(x) oldugu durumu ele alalim:
Ao =W 10, ¥10) 2T (W 0,01 0) 2 /10J.W21,o (x).s(x)d(x) (2.2.13)
0

(2.2.11) geregi

v ()50 () = [y (x).5,(0)d () =1

bu ise teoremin (i) esitlik durumunu ve (ii) esitsizlik durumunun gegerli

oldugunu gosterir.Bu nedenle (2.2.13) ilk durumda 4, , > 4, oldugunu verir ve ancak

2. durumda
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4 2 0 oldugunda 4, ; > 4; oldugu gortiliir.

Dolayisiyla teorem n=0 i¢in dogrudur.

n=1 igin f(x)=cy, ,(x) + ¢, (x) fonksiyonuna bakalim dyleki ¢, vec, reel sabitler

olmak lizere

¢, +¢’=1vecyd,+c,4 =0
Burada

4. = :[l//l,r(x)l//o(x).s(X)dx (r=0,1)
Boyle ¢, ve c, sartlarda her zaman bulunabilir. [lk durumda
I £ (x)s,(x).dx =1 ve
ikinci durumda
fo= :[ S (), (x).5(x).dx=0 alalim.

J'e (2.2.7) uygulanirsa;
L )= /11,0002 + /11,1012 < /11,1 (Co2 +C]2) = 11,1

Ayrica (2.2.8)'e gore ve f) = 0 gercegiyle, Parseval (2.2.9) formiiliinii kullanarak
JANZ D A8 24 262 =4[ f2(0).s(x)dx
1 1 0
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elde edilir.Boylece (2.2.12)'e gore
= A j FH(x).5(x).dx
0

elde edilir.
Sonugta n=1 i¢in teoremin dogrulugu ispat edilmis olur. Genel n durumu i¢in bu

tartigma ispatlanabilir.
f(x)=cow o (X) +.....c. +c,v,, (%)

Burada c, reel sabitlerdir, dyleki

Co v, +e =1 (2.2.14)
ve
f =0 (0<r<n-1)
Bu durumda n+1 tane C,,........ ,C, sayilarmm bulunmas: i¢in n homojen lineer

cebirsel denklemi ve normallesmis (2.2.14) sart1 elde edilir.

Eger (2.2.12) de 4, = 4, esitsizligi  kesin ise bu durumda p,(x)= p(x) ve

q,(x) =¢(x) p.p olmadikga saglanir.

(2.2.1)’in tam olarak ¢oziilebildigi ve A4 ve u_ 'nin belirlenebildigi iki basit 6rnekle

bu bolimii biterecegiz.

I- p(x)=q(x)=1 , q(x)=0 bu iyi bilinen bir 6rnektir.

Bu durumda 4, =0 ve m > 0 i¢in
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A, Ay =4m+1) 7% 1 a®

m+

Mo = Moy =(2m+ ’z*/a?

2- p(x)=1, q(x)=0
s(x)zl(-L<x<0):9(()<x<L)
2a " 2a

oncelikle bu periyodik problemin A=0 6zdegerine kars1 (normallestirilmemis) y,(x) =1

0z fonksiyonunun oldugu agiktir. Simdi A # 0 durumuna bakilirsa denklemin genel

¢oziimii agagidaki forma sahiptir.

A.Cos x~J2 +B.sin xJA (-2L <x<0)
a

C.Cos3x\/A +D.sin3xJ2 (0<x< 2i)
a

Burada AB,.C.D sabitlerdir. Cozlimiin siirekliligi ve x=0'daki tiirevi

A=C, B=3D verir. [-1 /2a,1/ 2a] araligina iliskin periyodik sinir sartlar

C{Cos(% JA)- Cos(i Ja )} + D{sin(% JA)+3 sin(i Ji )} =0

0

C{3 sin(iﬁnsm(i\/i)}—3D{Cos(iﬂ) -Cos(iﬁ)}
2a 2a 2a 2a

oldugunda problem ¢oziimlenir.

Bu denklemlerde her ikiside sifir olmayan C ve D i¢in

8Cosza\/z —Cosa\/I— 7=0
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(2.2.15) veya CosavA =—7/8 and Cosav/2 =1 elde ederiz.Sonraki durumda C ve
D’ler keyfidir ve bu nedenle karsilik gelen dzdegerler iki kathidir. Onceki durumda ise

Ozdegerler basittir. Bu nedenle 4,=0 vardir ve m >0 i¢in

A

4m+1

2
2a 2a

/14m+3 = /14m+4 = 4(m + 1)277’.2 /a2

Burada
a=Cos™(7/8) ve 0<oz<L
2z

Yari-periyodik problem icin (2.2.15)'e denk gelen 6zdegerler i¢in denklem
8Cos’axJA — CosaJA —1= Oveya CosaJA = (1x x/ﬁ) /16
Bu durumda 6zdegerlerin tiimii basittir ve

Uy, =4mr+1/2p8Y 1a* . =Mmr+1/2y) /d’

Har = H{(m+ D)7 -1/2¢) 10 gy, = 4{(m+ D) -1/2) | a®
Burada

f=Cos™ {(1 + \/ﬁ)/lé} y=Cos™ {(1 —@)/16} ve 0<B<y<z'dr.
2.3 D(A) FONKSIYONU

D(A) fonksiyonunu incelemek i¢in 2.2'nin (i) ve (ii) 6zdeger probleminde A ve u,

6zdegerlerinin varligini kullanacagiz.

38



TEOREM 2.3.1:

DA, ve p, sayllan A, <y, S gy < A <A, <py, Sy <. sirasini olusturur.
ii)[ 4,5 115, ] araliginda D(A) 2'den -2'ye azalir.

1) [ A1 Mape | arahiinda D(A) -2'den 2'ye artar.

1v)(-0,4,) ve (4,,.,,4,,,.,) araliginda D(4)>2

V), 5y, ) araliginda D(4)<2

ispat1 birka¢ durumda verecegiz.

a) Oyle bir A sayis1 vardir ki 4 < A igin D(1)>2 s(x) > s>0 oldugundan,
A sabitini segebiliriz. Oyleki

q(x)-As(x)>0 (2.3.2)
Varsayalim ki y(x) (2.2.1)'in asikar olmayan herhangi bir ¢6ziimii olsun oyleki
oyleki y(0)>0 ve y'(0)>0

Bu durumda (0,9) intervaline bakalim, oyleki y(x)>0'dir. y(x)>0 olacak sekilde (0,X)

intervaline bakalim.Bu intervalde tim A < A i¢in

(POIY ()} = {g(x)— As(x)} y(x) > 0'dir.
Bu nedenle p(x).y'(x), (0,x)'de artar. Buda (0,x)"'de y'(x)>0"1 verir ve  boylece
y(x),(0,x)'de artandir.Buradan y(x) (0,0) arligindaki x=X'de 0’a sahip olmadigi

kanaatine variriz ve bu nedenle p(x)y'(x) ve y(x) (0,00)'da artandir.

Ozel olarak
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®,(a,4)>D,(0,1) =1

D, (a,A)> D, (0,1)=1
Boylece 4 < A icin D(x)>2

b) |D(/”t)| <2 saglayan A degerleri i¢in D'(4) # 0 "dir. (2.2.11)'de y(x)=®,(x, ) alarak

A parametresine gore tiirev alalim:

d d (o, (x, oD, (x, A
d—){(p(x))d—x(%j H{As(x) - g(0) (#j D A) (233

Ayrica @, (x, A1) i¢in (1.1.3) baslangi¢ sartlarindan

(aml(o,x)j:i(aq(o,x)jzo (2.3.4)
ox dx ox o

elde ederiz.

(2.3.3) ve (2.3.4)'e sabitlerin degisim formiiliinii uygularsak
oD, (x,2)/ox = {(p/0)} " =

T{d)l(x, DD, (t,2) =@, (x, )D, (¢, 1)} x s(t)D, (¢, A)dt

Burada p(x).w(®,,®0, )(x) sabittir. (2.3.5) p(0) degerine esit oldugu dikkate alinmistir.

Benzer olarak

oD, (x,2)/ox = {(p/0)}"

T{(Dl (x, A)D,(t,1)—D,(x,1)D, (¢, /1)} s(t)D,(t,A)dt
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(2.3.6)'dan x'e gore tiirev alinirsa

A, (x, )/ dx={(p/0)}"

j{d)ll(x, DD, (1, 1)~ D, (x, ,1)@10,,1); s(6)D, (1, A)dt

elde ederiz. Bu (2.3.5) ile

D'(A)={(p/0)}"

j.{d)l'd)ﬁ(t,/lﬂ (@, —@2')<D1(t,ﬂ)d>2(t,/l)—d)zd),z(t,ﬂ)}s(t)dt

Bu formiillerin ¢ikariliginda

D0, -0,0 =W (®,,D,)a)=p(0)/ p(a)=1

dikkate alinmistir. (2.3.7)'in asagidaki denk formunda yazabilriz.

40, p(0)D'(x) = —j’{chchl(t,z) (=0, )0, (1, )] s

0

-{4-D* (1)} fcpj (t,1)s(t)dt

Burada D*(1) =4+ (®, - @, )’ +4®,®, esitsizligi dikkate alinmustir.

(¢) D(A4)-2'nin Aii sifirnda D'(4, )=0 ve

®,(a,2,)=D, (a,2,)=0
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Ustelik D'(4,)=0 ise D"(4,)<0

(2.3.10) saglarsa 1.2'nin D1'deki durumu gibi
D, (a,4,)=D, (a,4,) =1

O zaman (2.3.7)'den D'(4,)=0 aksine D'(4,)=0 ise (2.3.9)'un sagindaki
ilk integrant sifirdir.

®, ve @, igin bagimsiz olan ®,(a, 1 ) =0 ve ®,(a,A ) =D, (a, A ) 0 zaman

(2.3.7)’den Q,'(a,4,)=0

D"(4,) hakkindaki sonucu ispat etmek igin (2.3.7)'i A'ye gore tiirev alalim,

D"(A)'y1 @, ve @, 'nin A tiirevleri cinsinden ifade etmek igin .

O zaman A=A koyariz ve 2.3.5 ve 2.3.6'y1 kullanarak A tiirevlerini yer degistiriniz.

2.3.10 ve 2.3.11°den

D"(2,)=2{p(a)}” elde edilir.
Boylece Schwarz esitsizliginden D"(A)<0 ve istelik esitsizligin durumu kural
disidir. Ciinkii @,(¢,4,) ve D,(z,4 ) bagimsizdir. D(A)+2'nin M sifirlant igin
(c)’ye karsilik olan bir sonug vardir, tek farkla D'(M, )=0 ise

DM, )>0
Iki mertebeden yiiksek D(A)+2'nin sifir1 olmadigini ispat ettik. Hemde

D(A)-2'nin bir 4,

sifir1 sadece D(A) A 'de bir maksimum farz edilirse 2.mertebedendir.
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D(A4)+2'nin bir M sifir1 sadece D(A) M, 'de bir minimum farz edilirse 2.mertebedendir.

(d) Simdi A -oo'dan oo'a artarken D(A)'nin davranislarini incelemek
icin (a)-(c) sonuglarint kullanacagiz. A biiylik ve negatif iken (a)'dan
D(A) > 2 Boylece A-'dan artarken , 4

D(A)-2'nin ilk A, 'a ulasana kadar D(A) 2'den daha biiyiik kalir.

D(A), 4,'da bir maksimuma sahip olmadig1 farz edildiginden, A, D(A1)-2'nin basit

sifirdir ve buradan A 'in saginda gore D(4)<2 oldugu hemen anlagilir.

3.PROBLEME GIRiS

Bu boliimde 1. ve 2. bolimdeki tanim, teorem ve yoOntemlerden faydalanarak
asagidaki diferansiyel denklemin spektral yapisi incelenmektedir.

la[y] E—y"+(q(x))+aiO'(x—n)y:/izy, xeR (3.1)

Burada ¢(x) reel, periyodik (q(x+1)=q(x)), pargali siirekli bir fonksiyon; o(x) Dirac

delta fonksiyonu, a # 0 reel say1 ve A4 spektral parametredir.

Bu tiir denklemler matematiksel fizigin bir ¢ok problemlerinde ortaya ¢ikmustir.
Bu denklemlerin matematiksel olarak incelenmesi Gegen Asrin 60. yillarinda
[8,9] makalelerinde baslanmistir.Bu konu son 30 yilda daha ¢ok incelenmistir.
Berezin-Minlos-Faddeyev teorisi denilen bu teori [ 10] monografisinde daha da derinden

incelenmistir.

Diger yontem ise sinirli salimimli fonksiyonlarin tiirevi olan potansiyeller i¢in
[11]-[13]’de verilmistir.[14,15] ‘da ise daha yiiksek mertebeli 6z eslenik formdaki
diferansiyel denklemler i¢in bu yontem kullanilarak incelenen operatdriin tanim kiimesi

elde edilmistir.
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Oncelikle L, ile [, /y] diferansiyel denkleminin olusturdugu operatdrii gdsterelim.

Ikinci yontemi kullanarak (3.1) denkleminin x degiskenine gére her iki tarafinin

[n-&,n+ ] arahginda integrali almir ve &—0 iken limite gegilirse [/ /y/
diferansiyel ifadesinin olusturdugu L, operatoriine denk olan asagidaki operator elde

edilir.

Ly y(x) > =y"(x) +g(x)y(x) ,
Oyle ki, y(x)e H*(R)n/neZ) "H*(R) veneZ igin
y(n) = y(n+0)= y(n-0),
V'(n+0)=y'(n—0)=ay(n)

Burada H™" uygun Sobelev uzaylaridir.[16]

Bolim 4 alt bolimden olusur. 1. altboliimden Floquet teorisinden yaralanmak

(3.1) denkleminin kararlik ve karasizlik araliklar1 belirlenerek ve bunlari baz

olarak L, operatdriiniin spektrumu incelenecektir.

3.1 FLOQUET TEOREMI

Bu kisimda spektrum araliklarinin  belirlenmesinde Onemli bir role sahip olan
Floquet teorisini kullanacagiz. Oncelikle x yerine x+1 alindiginda (3.1) denklemi
degismediginden, yani y(x,4), (3.1) denkleminin ¢6zliimii oldugunda, w(x+1,1) da
bu denklemin ¢6ziimii olacaktir. Ancak , genel olarak bu ¢ozlimler birbirine esit

olmayabilir, yani dyle bir p = p(x) sayist bulunabilirki;

w(x+1,1)=py(x, 1), v x+LA)-ay(x+L,A1)=py'(x,A1) (3.2)

yukaridaki  bolimlerde sdyledigimiz gibi, bu sonuglar ve ispatlart Floquet teorisi

olarak adlandirilir.
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TEOREM 3.1.1:

Oyle bir p=p (x) sabiti ve (3.1)’in asikar olmayan w(x) ¢oziimii varki, (3.2)

ozelligi saglanr.

ISPAT:

O(x,A)ve y(x,A) —y"+¢q(x)y = 2>y denkleminin

0(0,1)=y'(0,2)=1,0'(0,A) = (0,1) =0

baslangi¢ sartlarini saglayan iki lineer bagimsiz ¢oziimleri olsun Bu durumda genel

¢ozlim ¢, ve c, sabit sayilar olmak iizere

y(x,A)=c0(x.A)+cy(x,A) (3.3)

biciminde yazilabilir.

Simdi (3.3) ifadesi (3.2) esitliklerinde yerine yazilirsa

O0(x+LA)+cw(x+1,4) = p(c,0(x,1)+cw(x,4))
0 (x+LA)+c ' (x+1,A)-20A(c,0(x+1,A) +c,y (x +1,1))
= pc,@’(x, )+ Czl//'(x, A)

Bu denklem sisteminin asikar olmayan ¢Ozlimiiniin olmasi i¢in katsay1
matrisinin determinantinin sifir olmas1  gerektiginden alinmig esitlikte bazi

diizenlemeler yapilirsa ve

WIO,p]=0(x, )y (x,A) - 0'(x, )y (x,A) =1 (3.4)

esitligi kullanilarak
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p°— [6’(1, D+y'(1,4)— al//(l,/i)] p+1=0

(3.5)

biciminde p ’ya bagh ikinci dereceden bir denklem elde edilir. Bu denklem her zaman

p kokiine sahiptir ve p# 0 ‘dir. Buise (3.1) denkleminin (3.2) kosulunu saglayan,

asikar olmayan ¢ozlime sahip oldugunu gosterir.

Simdi A parametreli F(1) fonksiyonu

F)=0(1, ) +y'(1,A)— a1, 1)

bi¢iminde tanimlanirsa (3.5) denklemi asagidaki bigimde yazilabilir.

p°—F(A)p+1=0

Bu denklemin kokleri

pl,z(ﬂ) =

F(4) , (ijz »
2 2

seklindedir ve asagidaki esitligi saglar:

pi(A).p,(A) =1

Verilmis bir 1 degeri icin F*(1)#4 ise (3.7) denklemi iki farkli

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

P

koklerine sahiptir ve dolayisiyla Oyle iki asikar olmayan y,(x,4) ve w,(x,4)

¢Oziimleri vardir ki; bu coziimler (3.2) esitligini saglar. Buradan (3.2) esitliklerini

kullanarak

Wy (x+1LA),p,(x+1L,)]=pp, =1£0
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esitligi yazilabilir. Dolayisiyla boyle tamimlanmis y,(x,4) ve y,(x,4) c¢oziimleri
lineer bagimsizdir.  p, ve p, sifir olmadifindan p, =e" ve p, =e™ olacak

bi¢imde m ,=m, (4) ve m ,=m,(A) sayilar1 tanimlanabilir ve buradan

l/jl ()C+ laﬂ’) = emll/jl ()C, ﬂ’)a l//z ()C+ laﬂ‘) = emzl//z (X,ﬂ,)

esitlikleri elde edilir. Simdi kabul edelim ki,

B(x,A)=e ™y (x,4), P(x,A)=e™y,(x,4)

olsun. Bu durumda  B(x,4) ve P,(x,4) x degiskenine gore I-periyotlu

fonksiyonlardir. Béylece F*(1)#4 oldugunda (3.1)’ in Floquet formundaki genel

¢Oziimii asagidaki bicimde olur:

y(x,A)=ce™" B(x,A)+c,e™ P/(x,A)

Eger A€ (—w,0) ise , aeRveq(x) fonksiyonu reel degerli oldugundan
O(x,A), w(x,A), w'(x,A) fonksiyonlar1 ve dolayisiyla F(A) fonksiyonu reel degerli

olacaktir. Simdi F(A) 'nin asagidaki durumlarini inceleyelim.

1-F(4)>2 ise (3.8)’den  p, ve p, reel, ayrik ve pozitif sayilardir. Dolayisiyla

(3.9)’dan sifirdan farkli reel bir m sayis1 vardir, dyle ki

yazilabilir. Boylece (3.1) denkleminin genel ¢oziimii

y(x,A)=ce™ p(x,A)+c,e ™ p,(x, 1)
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bi¢iminde olur. Burada p,(x,4) ve p,(x,4) , 1 periyotlu fonksiyonlardir.

2- F(1)<-2 1se p, ve p, 1. durumdan farkli olarak m yerine m+iz olur. Boylece

(3.1) denkleminin genel ¢6zliimii
y(X, /1) — cle(mﬂ'ﬂ)xPl(x’ /1)+cze—(m+27r)xP2 (x, /1)
gibidir.

3- |F(ﬂ,)|<2 ise p, ve p, ayriktir ve birbirinin eslenigi olan iki karmasik sayidir.
Buradan oyle bir y sayist vardir ki, 0<y<x veya -7 <y<0 olmak iizere (3.1)

denkleminin genel ¢6ziimii

y(x,A)=c,e” P(x,A)+c,e P (x,4)
formundadir.
4-F*(1)=4 ise bu durumda

1, F(A)=2 ise

-1 , F(A1)=-2ise (3.10)

P=pPp=pP,= {

olur. Dolayisiyla (3.1) denkleminin (3.2) sartlarin1 saglayacak en az bir agsikar
olmayan y,(x,4) ¢Ozlimii bulunacaktir. y,(x,4) (3.1)’in y,(x,4) ile lineer

bagimsiz baska bir ¢oziimii olsun. Bu durumda &yle bir d, sabiti vardir ki,
w,(x+1.2) = dy, (2. 2)+ pyr, (. 2) (3.11)

halini alir. Burada iki durum s6z konusudur.
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a-) d, =0 1ise (3.11) asagidaki bigimde olur,

w,(x+1,4) = py,(x,1) (3.12)

dolayistyla (3.10) , (3.2) ve (3.12) dikkate alindiginda (3.1) denkleminin tiim
coziimleri F(1)=2 iken periyodik, F(1)=-2 iken anti-periyodiktir.

Kolayca gosterilebilir ki, d, =0 esitligi ancak ve ancak
L) =a, y(l,41)=0 (3.13)
oldugunda saglanir.

b-) Kabul edelim ki, d, #0 olsun, yani (3.13) esitliklerinden en az biri saglanmasin.

Bu durumda (3.10)’dan

0 , F(1)=2 ise
m:
7 , F(1)=-2ise

biciminde tanimlanmis bir m sayis1 vardir, dyle ki, p =™ *dir.
Simdi

B, 2) = ¢ ™y, (6, 2), P, (x, 4) = € ™ (x,2) —%xﬁ (x,2)

diyelim. Kolayca gorilebilir ki, PA(x+LA)=PL(x,4),P(x+1,4)=PF(x,A) ‘dir.

Boylece (3.1) denkleminin temel ¢dziimleri agagidaki bi¢cimdedir:

yi(x, ) = e R(x, ).y, (x,4) =™ {i xB(x, )+ B (x, /1)}
P
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5) Simdi A ’nin reel say1 olmadigr durumu inceleyelim. Burada iki alt durum vardir.

F(A) reel say1 degil ise , 0 zaman (3.8)’den p, ve p, farkli degerlere sahip olacaktir.
Ciinkii p, =€”,y e (—0,0) ise (3.9)’dan p, =e¢” ve F(1)=p, +p, =2cosy olacak.
Dolayisiyla F(A) reel ¢ikacaktir ki, bu da yukaridaki kabulle c¢elisecektir. Boylece

Rem # 0 kosulunu saglayacak 6yle m sayis1 vardir ki,
p =€e",p,=e" ‘dir

ve (3.1) denkleminin asagidaki gibi lineer bagimsiz iki ¢6zlimii bulunur:
V(6. 2) = € B(x, Ay, (x.2) = € "By (x,2)

Boylece,1. ve 2.’deki sonuglar1 baz alip, yukarida yaptigimiz incelemelerden su

sonuca ulasiriz:

TEOREM 3.1.2:

A € (—w,0) olmak iizere |F(/1)|>2 ise (3.1) denklemi kararsiz, |F(/1)|<2 ise
kararhdr. |F(/1)|:2 ise bu durumda ®'(1,A)=a,w(1,A)=0 egsitliklerinin her ikisi

saglanwyor ise (3.1) denklemi kararli, en az biri saglanmiyorsa sarth kararli olup,

kararli olmayacaktir.
3.2 t- PERiYODIK SINIR DEGER PROBLEMIi

0<x<1 araliginda
Y[ A —q(x)]y=0 (3.14)

denkleminin ve
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y()=€"y(0),y' (D) =€"[y'(0)+ay(0)] (3.15)

Smir  sartlarinin  olusturdugu probleme t-periyodik sinir - de§er problemi denir.

Kabul edelim ki, y(x)#0 ve q(x) =0 olsun

(3.1) denkleminin spektral 6zelliklerinin incelenmesi acisindan (3.14),(3.15) smir-

deger probleminin bazi 6zelliklerini verelim.
Teorem 3.2.1:

F(A), (3.6) formiilii ile tamimlanan fonksiyon olmak iizere (3.14), (3.15) sinir-

deger probleminin ozdegerleri asagidaki denklemin sifirlaridir,
F(A)-2cost=0 (3.16)
Ispat: (3.14) denkleminin genel ¢oziimii
y(x, ) =c,0(x, )+, (x, 1)
bi¢cimindedir. Bu ¢6zlim (3.15) sinir sartlarinda yerlerine yazilir ve
0(0,4)=y'(0,4)=1,0'(0,1)=w(0,4)=0
baslangi¢ sartlar1 kullanilirsa agsagidaki denklem sistemi bulunur.

(00,1 -¢")e, +w (1, A)c, =0

(0L -€"a)c +(p'(L.A)-€")c, =0

Bu sistemin asikar olmayan ¢oziime sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
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g(la /’L)_eil W(la/l)
O —c'a  wi)—c"

olmasidir. Buradan

OLA)+y' (LA —aw(1,A)=€"+e " =2cost
= F(A4)=2cost

esitligi bulunur.
Teorem 3.2.2:

(3.14), (3.15) sinir- deger probleminin ozdegerleri reeldir ve sifirdan farklidir.
Ispat:

Varsayalim ki, A-(3.14), (3.15) smir - deger probleminin 6zdegeri ve y(x) ’ de

bu 6zdegere karsilik gelen ve (y,y)=1 sartin1 saglayan 6z fonksiyon olsun. Bu durumda

(3.14) denkleminin her iki tarafina y(x) ile i¢ carpim uygulanirsa

1

2 +alyO)f = [{y@f + gy fdx=0

0

Bi¢iminde A’ya bagli 2.dereceden bir denklem elde edilir. Yukaridaki sartlar

dikkate alindiginda bu denklemin kdklerinin reel ve sifirdan farkli oldugu ortaya ¢ikar.
Teorem 3.2.3

tzmr (m=0,£1,12,...) oldugunda (3.14) , (3.15) simwr-deger  probleminin

ozdegerleri tek katlidir, yani her bir ozdegere bir tek ozfonksiyon karsilik gelir.
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Ispat:

Kabul edelim ki, t#mzx (m=0,£1,£2,...) olsun ve (3.14), (3.15) smir -
deger probleminin A  Ozdegerine 1iki lineer bagimsiz  y,(x) vey,(x) 0z
fonksiyonlar1 karsilik gelsin bu durumda her bir 4 degeri i¢in (3.14) denkleminin y(x)
¢cozlimii y,(x) ve y,(x) ’in kombinasyonu bigiminde yazilabilir ve ayn1 zamanda (3.15)
sinir  sartlarim  saglar.  Ozel olarak 6(x,A) ve w(x,A) fonksiyonlar1 bu sartlari

saglayacaktir. Bu durumda

F()=0(1, ) +v'(1, ) — ay(1, 1)
=¢"0(0,)+¢" [y'(0,A) + ay(0,1) |- ae"y(0,4)

=2eit

elde edilir. Ote yandan, Teorem 3.2.1 geregi A ozdegeri (3.16) esitligini
sagladigindan

cost =e"
Elde edilir. Bu esitlik ise ancak ve ancak ¢ =mz (m=0,11,%£2,...) durumunda saglanir

ki, bu da yukaridaki varsayimla geligir.

t =mnx (m e Z) olmak lizere m ¢ift say1 ise (3.15) sartlar1

D=y(0
yf ) y(' ) (3.17)
Y1) =y(0)+ay(0)
Big¢imini alir, m tek say1 oldugunda sinir sartlar
D=-y(0
y(1) =-y(0) (3.18)

Y1) =-y'(0)-ay(0)

gibi olur.
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Teorem 3.2.1 geregince (3.14), (3.17) siir-deger probleminin 06zdegerleri
F(4)=2 denkleminin , (3.14) ve (3.18) smir-deger probleminin 6zdegerleride F(A1)=-2
denkleminin sifirlaridir ve bu 6zdegerler iki katli olabilir. (3.17) simir-deger sartina

(3.1) denkleminin periyodik, (3.18)’e ise anti-periyodik sartlar1 denir.
Teorem 3.2.4:

(3.14) , (3.17) ve (3.14), (3.18) simwr-deger problemlerinin A ozdegerlerinin iki

katli olmasi icin gerek ve yeter sart

0'(1,0)=a,p(1,1)=0 (3.19)

olmasidir.

Ispat:

Ispat1 (3.14),(3.18) smnir - deger problemi icin yapalim. (3.14) , (3.17) problemi
icin de ayn islemler yapilabilir. Varsayalim ki, A , (3.14), (3.18) smnir - deger
probleminin iki katli 6zdegerleridir. Bu durumda tanim geregi, ayni Ozdegere iki

lineer bagimsiz y,(x) vey,(x) Ozfonksiyonlar1 karsilik gelir. Dolayisiyla bu

Ozfonksiyonlarin lineer kombinasyonu (3.14) denklemini ve (3.18) sartlarini saglar.

Ozel olarak y,(x)=0(x,A) ve »,(x)=w(x,4) almrsa 6(0,1)=y'(0,1)=1,
@'(0,4)=w(0,4)=0 sartindan (3.19) esitlikleri elde edilir. Aksini varsayalim ki,
(3.14) , (3.18) sinir-deger probleminin A 6zdegeri icin (3.19) esitlikleri saglansin.

Bu durumda A’nin iki kathi 6zdeger oldugunu gosterelim. Gergekten (3.19) ve
W[H,l//]=1 0zdesliginden
o1, Dy'(1,4) =1

elde edilir. Buradan
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F*(1)= [9(1, D+’ (1L,A)—aw(l, /1)]2 =4=40(1,LL)y'(1,A)
Olur ve (3.19)’dan

[001,2) +y'(1LD)] =400, )y'(1,2)
= 0L, =y'(1,A)

Esitligi elde edilir. F(A1)=-2 esitliginden
0L =y'1,1)=1 (3.20)

Sonucuna varilir.  6(0,4)=y'(0,4)=1, 6'(0,1)=w(0,4)=0 sartindan ve
(3.19), (3.20)’den (3.18) sartlarinin saglandig1 goriiliir.

Simdi (3.14) , (3.15) t-periyodik smir-deger  probleminin  6zdegerlerinin
varligint gosterelim. [ 3 ]’deki formiiller geregince yeterince biiyiik |l| degerleri

icin asagidaki asimptotik formiiller dogrudur:

e‘lml‘ sin A e‘lml‘ e‘Iml‘
O(x,A)=cosA+0| —— |, w(x, 1) = +0 W' (x,A)=cos A1+0
|/1| A |;L|2 A

Bu formiiller (3.6)’daki F(A) 'nin ifadesinde yerlerine yazilirsa

FO)=0(1,A)+y'(1,A) - 2adw (1, )

jim 2] 3.21
=2cosA+0 € ( )
A

Ifadesi elde edilir. (3.21) asimptotik formiiliinden Rouche Teoremi [ 17 ]

geregince F(A)=2cost denkleminin sayilabilir sayida 4, () (k=0,£1,%2,...) koklerine
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sahip oldugu sdylenebilir. Ayrica Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 ‘den bu A, (¢)’ler

reeldir, sifira esit degildir ve asagidaki siralamaya sahiptir:

WSO AOSAOSA4L0@) <. (3.22)
Bu formiildeki her bir A, (¢) sayis1 onun katina esit sayida tekrarlanabilir.

3.3 KARARLILIK VE KARARSIZLIK ARALIKLARI
Bu bolimde 3.1 kisminda elde edilen bilgilerden yararlanarak  (3.1)
denkleminin kararlilik ve kararsizlik araliklar1 hakkinda daha somut bilgiler edinmeye

calisacagiz.Ayni1 zamanda bu bdliimde kararlilik ve kararsizlik araliklarimin varlig

ispatlanacak ve bu araliklarin kesin tasviri verilecektir. Biitlin bunlar F(A)

fonksiyonunun Ozellikleri arastirilarak yapilacaktir.
Teorem 3.3.1

Eger [F(A)|<2 ise 6'(1,2)+a0(1,2)# 0,y (1,2) % 0 ve 6'(1, 1)+ a0(1, ) ile y(1,2)

ters isaretlidir.

Ispat:

[F(A)|<2 = F(A)<4<(0(L,A)+v'(1LA)—ay(1,4))’ <4 buradan ve W[0,y]|=1

dikkate alinirsa
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6% (1,2)+20(L (' (LA~ ap (LA + (' (L A) - ap (L A)
<401, (1LA) -1 A) w1, A)
= 0°(1,A) +20(L, ) (LA) —ay(,2) + ' (L A) - aw(l, 1))
<O D)W (L, A) - a1, A) - 4w (L, A (1,A1) +ab(l, 1))
= [0, 1) —v'(, ) —ay(, D] < 4w 1,46 (1,4)+ab(1, 1)

Esitsizligine ulasilir ki bu da ispat1 bitirir.
Teorem 3.3.2:

Eger |[F(A)|<2 ise d};—(j) #0'dir.

Ispat:

(3.14)’den elde edilen asagidaki diferansiyel denklemi diistinelim.

0* (00(x,A) > 00(x,A)
el e e[ e

00(x,A) 06'(x,A) _
ox ox

0

Bu basglangic deger probleminin ¢oziimleri asagidaki bicimde olacaktir.

% B uf 100, Dy (8, 4) —y (7, 1)0(E, M)}0(E, A)dE,
W = 24[{0(x, My (&, 2) =y (7, MOE, D}y (€, MdE,
W = 24[{0(x, Dy (£, )~y (. DOE, D} w (£, A)dE.

Bu degerler (3.6)’dan elde edilmis olan
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OF(A) _09(LA)  oy'(LA) oy (LA)
FY) EY FY) o1

Denkleminde yazilir ve 8=60(1,4),0'=60'(LA),y =w(1,4),y' =y'(1,4), kisaltmalari

kullanilirsa

% = 24[ {0y (&, )~y O£, D)} 6(&, A)dé

R2A[{0W (£, ) -y 0, D (&, A)dé
v (3.23)
2aA[ {0y (£, )~y O(& Dy (€, M)dE

= —2/1_[{W92(§, )+ (' —ay —0)0(E, Ay (,2) (0 —ab)y’ (£, 2)|dé

esitligi elde edilir. Burada |F (/10)|<2 oldugundan 3¢, € (—o0,0) sayist vardir

ki, F(4,)=2cos A, dir. Bu esitlik Teorem 3.2.1° ¢ gore 4, > m (3.14), (3.15) ¢, -

periyodik sinir-deger probleminin 6zdegeri oldugunu gosterir.

Kabul edelim ki, w(x)#0 bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. Bu

durumda

v () +[ 4 — ()] (x) =0 (3.24)

y(1) ="y (0),y'(1) =" (y'(0)+ ay(0)) (3.25)

yazilabilir. Burada ayrica 6(x,A)ve w(x,4), (3.1) denkleminin A=4, icin

temel ¢oziimleri oldugundan

w(x) =y (0)0(x, 4) +y'(0)y(x, 1)) (3.26)
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yazilabilir. Buradan

[p )| = |y O] 6 (e ) +y O w7 (. 2)

- (3.27)
Ly O (0)+y (Ow'(0) |60x, 2w (x, )

bulunur. (3.26)’da x=1 alinarak (3.25)’deki ilk esitlik kullanilirsa

e —0(1,4,)

Vo= v(LA4)

w(0)

Ifadesi elde edilir. Ote yandan
0L A)+v' (L, A4)+aw(1,4,) =2cost,

esitligini de dikkate alirsak

e —0(1,2,) —

i YY) 7(0)

w(L4,) (1, 4,)
1-0(1,A,)2cost, +6*(1,
— ( 0) - 0 ( 0)|l//(0)|2
w (L, 4,)
Oy -0y -00+y' +ay)+ &
- 2
7

'O =

MOk

:_6"+0{9|l//(0)|2 ve
v

w'(lv ﬂ'()) + al/l(la ﬂo) B 9(17 ﬂ'o
w1, 4,)

w0+ (0)'(0) = Ay oy

bulunur. Bulunan bu iki esitlik (3.27) bagintisinda yerlerine yazilirsa

2 2 ' 2 ' 0 2
W@ = (0 (x, )~ (0 + @O (x, 4y) + (' + ay ~O)0(x, 2w (x,2,)) I!//f// )
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esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafin1 4, ile ¢arpip x degiskenine gore 0’dan 1’¢

kadar integraller ve (3.23)’ii dikkate alirsak

1 s wOf aray)
2 j e de= =

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla,

CIAGY) #0 olur.
dA
Teorem 3.3.3:
F
Eger |F(/10)| =21ise % =0 olmasi igin gerek ve yeter sart

L) =a,y(1,4,)=0 (3.28)
olmasidir. Ayrica
2
(1) Eger |F(4,)|=2, @ =0 ise dF—(fo) <0’dr.
2
(2) Eger |F(/10)| =-2, % =0 ise dF—/gO) > 0’dir.

ispat:

F(4)=-2 durumu i¢in yapalim. F(4,)=2 durumuda Dbenzer bigimde

dF () _,

kanitlanabilir. Varsayalim ki, F(4))=-2 ve (3.28) esitligi saglansin. 72

oldugunu gosterelim. (3.28)’deki degerler W[H,t//] =1 esitliginde yerine yazilirsa
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01, 2,)w'(1, 4,) =1 (3.29)

elde edilir. Ayrica F(4,)=-2 esitliginden y'(1,4,)=-2-6(1,4,)+ay(1,4,) bulunur.

Bu deger (3.29)’da yerine yazilir w(1,4,) =0 dikkate alinirsa
[6(1,2,)+1] =0

esitligi elde edilir. Dolayisiyla 6(1,4,)=-1 ve (3.29)’dan y'(1,4,)=—1 bulunur.
Sonugta F(4)=-2 ve (3.28) var ise O(1,4,)=y'(l,4,)=—1 elde edilir. Yukarida
elde edilen 6(1,4)=-Ly'(1,4)=-Ly(,4)=0ve 8'(LA4)=a degerleri (3.23)
dF ()
A

> de yerlerine yazilirsa =0 esitligi hemen ¢ikar.

dF (%) _

Simdi tersine  F(4,)=-2 ve 0 oldugunu varsayallm ve (3.28)

esitliklerinin dogrulugunu gosterelim. Eger w(1,4,) #0 kabul edip Teorem 3.3.2’nin
dF(4,)

ispatina benzer islemler yapilirsa 7?&0 (t, =0 oldugunda) olur ki, bu da

yukaridaki ile gelisir. Boylece w(1,4,) =0 elde edilir. Simdi de 6'(1,4,) = a oldugunu
gosterelim. W [9,1//] =1 esitliginde v(1,4,)=0 esitligini kullanir ve
yukaridaki islemler tekrarlanirsa 6(1,4,) =y'(1,4,) =—1 bulunur. Elde edilen bu ii¢
deger (3.23)’de yerlerine yazilirsa

220"~y (£, A)dE =0

elde edilir ve dolayisiyla &'(1, 4)) = olur.
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Simdi teoremin (1) kismini ispatlayalim. (3.23)’tin her iki tarafim A’ya gore

diferansiyeller ve 4 =4, alirsak

azF(%) M{aw(l ,10)92(5 - 69(1/1) 80(1/1)}V E2)

oA o
o' (LA) ,  Ov(LA) ag(1 ) (3.30)
y'(1,4, .
+{ oA oA S, Ay (S, %)}dﬁ
olur. Ayrica

% = MI [00x, A (&,2) =y (x, DOE, A)O(E, A)dE,
W = 24[{0(x, Dy (&,2) =y (x, DO, Dy (€, A)dE,
W = 24[{0' (e, D (£, 1)~y (x, DOE, D (£, M),

Baglantilarinda x=1 almip, 0'(LA)=a,y(1,4,)=0,0(,4)=yw'(1LA4,)=1 degerleri

yazilirsa agagidaki baglantilar elde edilir.

eOA) ziw(f, IO I AdE,
%:uoi{—amzo)e(f,zo)—Hz(éw}dé
%:2%@1/(5,%)6{5,

LA Zﬂoi{—awz(ﬁ, 70) = O(E 2 )W (. A,

Bu degerler (3.30) esitliginde yerlerine yazilirsa
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OF(A) . kb ) 2
— = —2&!{2&/ (§,ﬂo)ﬂod§}6‘ (é,ﬂo)+{2£6’ (é,ﬂo)ﬂodé}

(& A)+ {2f —20(¢, ﬂo)w(faﬂo)ﬂodf} O, Ly (S, Ads,  (3.31)

- 8]:(.[9(5’ ﬂo)l//(égaﬂo)lodég]_J.l//z(égaﬂo)lodégjgz (eg,ﬂo)ﬂodf:l

ifadesi bulunur. Simdi
f(X) = l//(xa ﬂ’) + 7/9()6', X’O)

bi¢iminde bir fonksiyon tanimlayallm. A =4, oldugunda f(x) fonksiyonu

(3.1) denkleminin ¢oziimiidiir. Bu durumda

ﬁoj.fz (x)dx #0,

yani
1 1 1
Y3 j '’ (x, Adx +22,7 j w(x, A)O(x, Ay )dx + 2,7 j 6> (x, A, )dx # 0
0 0 0

elde edilir. Bu esitsizligin sol tarafi y ’ya gore 2.dereceden ii¢ terimli bir denklemdir ve

bu denklemin reel kokii yoktur , yani diskirminanti sifirdan kesin kiiciiktiir.

Boylece
[/10 [y 20(x, 10)de —[10 | wz(x,/i)dx][ [, 10)/10de <0

O°F (%)

olur ki, bu da v’

<0 oldugunu gosterir.
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Teorem 3.3.3’den asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug¢ 3.3.4: F(1)*2 fonksiyonu, kat1 2’den biiyiik sifirlara sahip degildir.

Sonu¢ 3.3.5: 4, F(A)—2 fonksiyonunun 2 katli sifiridir, ancak ve ancak F'(A)
bu noktada maksimuma sahiptir. A, F(4)+2 fonksiyonunun iki kath sifiridir,

ancak ve ancak F'(A) bu noktada minimuma sahiptir.

Bu boliimde elde edilen tiim sonuglarin sonucu olarak F(A) fonksiyonun nasil

davrandig ile ilgili asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.6:

1-) (3.14), (3.17) genellesmis periyodik  simir-deger probleminin  «,,"
(k=0,£1,£2,...) ve (3.14),(3.18) genellesmis anti-periyodik sinir-deger probleminin

. (k=0,£1,12,...) ozdegerleri asagidaki esitsizligi saglar.

o, fa) Lo Lo < Lo, Lo Lo La, La, <.

29) [y, 0y, 1(k=0,£1,%2,...) kapali  araligind F(1), +2 degerinden -2
degerine monoton azalan , [a,,. " a,,,, 1(k=0,£1,%2,...) kapali arahiginda ise -2

degerinden +2 degerine monoton artandir.

3-) (o, a,, ) (k=0,£1,£2,...) agtk araliginda F(1)>2,

(Agpry Ay ) (k=0,£1,%2,..)) agik arahiginda ise F(A) < -2 dir.
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Boylece (3.1) denklemi i¢in (e, ", ¢, ) (k =0,%£1,£2,...) araliklar1 kararlilik , onlarin
kapanslari olan [e, ", ](k=0,+1,£2,...) araliklari sarth kararlilik ve (&, ,2,")

(k=0,£1,£2,...) araliklar1 kararsizlik araliklar1 olacaktir.

3.4 OPERATORUN SPEKTRUMU

Bu boliimde o ile gosterecegimiz L, operatdriiniin spektrumunu arastiracagiz. S

ile (3.1) denkleminin tiim sart1 kararlilik araliklarinin olusturdugu kiimeyi isaretleyelim.

Teorem 3.4.1

L operatorii siirekli spektruma sahiptir.

ispat:
Tersini kabul edelim . A,, L, operatoriiniin 6zdegeri ve w(x) > de bu Ozdegere

karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. Bu durumda

Ly(x)=0

olur. Bu da yw(x) ’in (3.1) denkleminin A =4, oldugunda L,(-0,0) uzaymda
asikar olmayan bir ¢6zlime sahip olmasi demektir. Halbuki 3.2 kismin sonuglarina
gore (3.1) denklemi hicbir 4 kompleks degeri i¢in L,(—o0,0) ’da asikar bir ¢oziime

sahip degildir. Boylece L, operatorii 6zdegere sahip degildir.

Teorem 3.4.2:

o ve S kiimeleri esittir.
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Ispat: Oncelikle S — o oldugunu ispatlayalim yani S’den alman herhangi bir A, 1n

S

— 0 olacak bi¢imde en az bir f,(x) € D dizisinin varhigim gostermek yeterlidir.

=1 ve n > iken

ayni zamanda o ’da oldugunu gosterelim. Bunun igin

2.1,

A, €8 ise 4.2 sonuglarina gore (3.1) denkleminin A = A oldugunda en az bir tane

asikar olmayan y(x) ¢6ziimii vardir, dyle ki, bu ¢oziimler

y(x+1) = py(x)

, , (3.32)
y'(x+D+ay(x+1)= py'(x)

Sartlarin1  saglar. { fn} dizisini tanimlamak i¢in [0,1] aralifinda 2. mertebeden

stirekli tiireve sahip, asagidaki sartlar1 saglayan bir q(x) fonksiyonunu tanimlayalim:
q(0)=0,q(1)=14'(0)=¢"(0)=¢'() =¢"(D), (0<q(x)<1)

Simdi de  (—ow,0) aralifinda asagidaki bi¢cimde verilmis £, (x)

fonksiyonunu tanimlayalim,

f, =by(x)h,(x),
1, |x|<(n-1)
h(x)=3q(n—|x), (-1)<|x|<n

0, |x| >n

burada

ve b,

n

=1 sartin1 saglayan normlastiric1 katsayidir.(-n,n) arali§i boyunca, her bir

S

ugta uzunlugu 1 olan araliklar hari¢ 4, (x) =1 oldugundan

!
2

a1z[2nJW4xﬁ2dx]
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yazilabilir. Dolayisiyla (3.32)’yi kullanilarak n — oo iken 5, — 0 olur.

Aciktir ki, f (x)eD ve

L f,(x)=b,[2¢/' (), () +y (x) + 4, (x)]

Buradan

2., 0] <

bl’l

§

elde edilir. Burada K negatif olmayan sabit sayidir ve n ’ ye bagh degildir.

v o, o+ on o

}gzqm

Dolayisiyla n — oo iken ||La £ (x)|| — 0 olur. Boylece 4, € o’dir. Yani S < o ’dir.

Simdi o< S oldugunu gosterelim. Bunun icin 4, ¢S iken A, ¢ o oldugunu

gostermek yeterli olacaktir. Eger 4, ¢ S ise o zaman asagidaki ii¢c durumdan biri vardir:

(i) Ay € (—0,0) ve [F(4)|>2;
(1) Im A, # 0 ve F(4,) reeldir;
(iii) Im A, # 0 ve F(4,) reel degildir.
Bu durumlar1 ayri-ayri inceleyelim.
(i) [F(4)|>2 < (F(4)>2) v F(4,)<-2 burada F(4,)>2 durumunu inceleyelim.

Bu durumda (3.1) denkleminin, 3.2 sonuglarina gore asagidaki gibi, iki lineer
bagimsiz ¢oziime sahiptir:

w(x)=e" p(x),p,(x) =e ™ p,(x)

Burada m € (—0,0), m#0, p, (x+1) = p,(x) (k=1.2)"dir. Simdi
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1 Y, (S) . x <&
G(x,8, ) =—" 3.33
(x 5 ) W{Wp'/’z}{%(é:)‘//z(x)axzf} ( )
Green fonksiyonunu ele alalim. $imdi L,(—0,0)'da R integral operatdriini
Rf(x)= [ G(x,&, 2)/ (£)dé (3.34)

Bi¢giminde  tanimlayallm. R operatoriinin L, (—,0) — L,(—©,©)'da  sinirh

oldugunu gosterelim. Gergekten (3.34)’den (3.33)’1 kullanarak

|Rf (x)| < Ai {G,(x)+G,(x)} (3.35)
oldugu gosterilebilir. Burada
Mes max |P1 (x)|, max |P2 (x)|,
P 0<x<1 0<x<1
Ve
G (x)=e™ [ ™| f(EdEG,(x) =™ [e | () de,

Couchy-Bunyakowski esitsizliginden

® 12 " 12
{ j Gﬁ(x)de < L j /o dxj
Elde edilir. G, icinde benzer esitsizlik gosterilebilir. Dolayisiyla (3.35) ° den

L,(—o,0) uzaymda R integral operatori smurhdir ve R=(L,)" ’ dir

Asagidakiler kolayca gosterilebilir,
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L,Rf (x)=RL, f(x), Vf(x) € DN L, (—o0,0)
Boylece L, Operatori L,(—o0,0) uzayinda tammli terse sabittir ve {La}_1 =

R’dir. Boylece A,,L, i¢in diizenli noktadir, yani A, ¢ o ’dur.

(i1)) Burada |F(/10)|>2 oldugunu gosterelim. O zaman (i) durumundaki
incelemeleri yapabiliriz.  Gergektende , eger F(4)<2 ise 3t, e(—o0,0)

vardir,  Oyle ki,

F(4,)=2cost,’dir. Bu 1se A4, m t-periyodik smir-deger probleminin 0zdegeri
oldugunu gosterir.Ancak t, -periyodik smir-deger probleminin 6zdegerleri reeldir. Bu

da ImA, #0 sartiyla gelisir.

(i11) Bu durumda 3.1 kisim 5.6’ ya gore oldugunda (3.1) denklemi iki lineer

bagimsiz ¢oziime sahiptir.
y,(x) =e"P (x),y,(x) =€ P, (x)

Burada Rem #0,P (x) ve P,(x) x'e gore 1- periyotlu fonksiyonlardir. Dolayisiyla
ispatin bundan sonrast 1. durumdakine benzer yolla yapilabilir. Boylece L,

operatoriiniin spektrumu icin asagidaki sonuca varilir:

Sonu¢ 3.4.3 L, operatoriinin spektrumu siireklidir ve [, ", o, 1(k=0,£1,£2,...)
kapali araliklar dizisinden olusur. (¢, ,a, ") ise spekturm bosluklaridir. Burada
{azki} genellesmis periyodik sinir-deger probleminin ve {aZkHi} ise genellesmis anti-

periyodik siir-deger probleminin 6zdegerleridir.

Bilindigi tizere [ 3] , periyodik, siirekli potansiyelli Sturm-Lioville operatorii
icin spektrum  bosluklarinin sayisi sonsuz ise , bu durumda spektrum bosluklar
sonsuzluga yaklagirken bu bosluklarin uzunluklart  sifira  yaklasiyor.  Bizim

durumumuzda asagidaki sonu¢ dogrudur.
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Teorem 3.4.4

L, operatériiniin spektrum bosluklarimin sayisi sonsuzdur ve n— o iken bu

bosluklarin uzunluklar: 2 a ’ya yaklasir.

Ispat: ispat icin F(1)=0+y' +ay =2 denklemini ele alalim. Bu denklemde [ 3 ]’

deki formiiller kullanilarak

L
O(A)=F(A)—-2=—4sin 2+0(|k|j

Elde edilir. Burada Z=+A=0+ij Bu durumda @(1) fonksiyonuna [3]’

deki incelemelere benzer uygulamalar yapilabilir, dyle ise

A, = 27m+0(l

n n

jve«Mz" =27mn+ 0(1

j elde edilir.

Bu sayilarin daha sonraki terimlerini bulmak icin  F(4))-2

fonksiyonunu asagidaki bicimde yazalim:

d(x) = nZUq(y)dy+aJ
iz_[q )dy.y[ sinz(y—t)sinz(1-y+1t)q(t)dt
z° g q

1 . 1
?J.sm z(t—y)sinzyq(y)dy + 0(?]

Bu formiilde A yerine 27n+ o, yazilir ve bazi doniistimler yapilirsa , o, asagidaki

denklemden bulunur:
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Sln 2 2 _b 2
, O, (ao Qyp — Doy )
sin” —*— a,+2a)+
2 n ( ‘ ) 2567°n’
1 1
@)=
Burada
1 1
a,= ZJ.q(y) cos2nrydy, b, = 2jq(y) sin 2nzydy
0 0
Dolayisiyla
a,+2a | 1 > > > ( 1 j
= *t——/4a” +b,," +a,,” +4a,, +0| —
8nxr  8nrx \/ o 2 n’
Buradan da

a, +2a

A (,)=Q2rn’) = i%\/4a2 +b,7 +a,’ +4a,, +0(lj

n

" =2a+0(1) elde edilir.

n

1
ve Iq(x)dx <o oldugundan o, —a,
0
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