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OZET

Yiksek Lisans Tezi

SOFT KUMELER VE BAZI SOFT CEBIRSEL YAPILAR

Ebubekir INAN

Adiyaman Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. M. Ali OZTURK

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, I' -halkalar1 ve fuzzy kiimeler ile ilgili diger bdliimlere dnciiliik eden
kavramlar 6zetlenmistir.

Ugiincii bdliimde, soft kiimeler ve temel 6zellikleri verilmistir. Ayrica, soft kiime ve
fuzzy kiime kavramlar1 karsilastirilmistir.

Dordiincii ve besinci boliimlerde, soft gruplar, soft alt gruplar, normal soft alt gruplar,
soft gruplarin homomorfizmalari, soft halkalar, soft alt halkalar, soft idealler, idealistik
soft halkalar, soft halkalarin homomorfizmalar1 ve temel 6zellikleri incelenmistir.

Son olarak altincit boliimde, bilinen soft cebirsel yapilarin 6zellikleri I' -halkalarina
genellestirilmistir. Bu boliimde, soft I' -halkalari, soft alt-T" -halkalari, soft idealler,
idealistik soft I -halkalari, soft I" -halkalarinin homomorfizmalar1 kavramlar1 verilmis
ve bazi temel 6zellikler elde edilmistir.

Haziran 2011, 51+v sayfa

Anahtar Kelimeler: Soft Kiime, Soft Grup, Soft Halka, Soft Gamma Halkas1



ABSTRACT

Master Thesis

SOFT SETS AND SOME SOFT ALGEBRAIC STRUCTURES

Ebubekir INAN

Adiyaman University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. M. Ali OZTURK

The thesis consists of six chapters. The first chapter has been reserved for the
introduction.

In the second chapter, preliminaries have been summarized mainly about the I" -rings
and fuzzy sets.

In the third chapter, soft sets and their basic properties have been given. In additional,
concepts of soft set and fuzzy set have been compared.

In the fourth and fifth chapters, soft groups, soft subgroups, normal soft subgroups,
homomorphisms of soft groups, soft rings, soft subrings, soft ideals, idealistic soft rings,
homomorphisms of soft rings and their basic properties have been investigated.

Finally, in the sixth chapter, the properties of some known soft algebraic structures have
been generalized to I -rings. In this chapter, soft I" -rings, soft sub-I" -rings, soft ideals,
idealistic soft I" -rings, homomorphisms of soft I" -rings have been given and some of
their basic properties have been obtained.

June 2011, 51+v pages

Key Words: Soft Set, Soft Group, Soft Ring, Soft Gamma Ring
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1.GiRiS

Bilim adamlar1 yilizyillar boyunca mutlak tutarli ve sinirlar1 kesin bilimsel yontem ve
yaklagim kavramlarindan kurtulamamislardir. Ancak bilim ve teknolojinin gelisimi ve
doganin bilimsel olarak tasarlanmasindaki zorluklar, bu tutarlilik ve kesinlik ilkelerini
yetersiz kilarak matematik ve mantikta krizlere sebep olmustur. Belirsizligin
modellenmesi yani; matematiksel olarak ifade edilmesi klasik mantik yaklagimiyla
miimkiin degildir. Tipki dogadaki gibi siirekli degisen, ¢evresinden etkilenen ve denge
halinde olmayan sistemlerin modellenebilmesi ancak tutarsiz bulgularin toparlanip

bunlardan sonug ¢ikarilmasiyla miimkiindiir.

Bu dogrultuda, 17. ylizy1l baslarinda Pascal ve Fermat olasilik kuramini ortaya atarak
ilk olarak belirsiz bir durumu matematiksel olarak incelemislerdir. 19. yiizyil baglarinda
ise bir¢ok bilim adami tarafindan belirsizlik {izerine ¢alismalar yapilmistir. Ancak ilk
olarak 1920 lerde Heisenberg belirsizlik kavramini agiklayarak, ¢cok degerlilige kapi
acmistir. 1930 larin basinda ise Lukaisewicz ilk ii¢ degerli mantik sistemini ve ayni
tarthlerde kuantum filozofu olan Black de ilk siirekli degerlere sahip mantigi
tanimlamistir. 1965 te, karmasik olaylarin modern anlamda modellenmesine imkan
tantyan, teknolojide doniim noktas1 diyebilecegimiz bulanik (Fuzzy) kiime teorisi Zadeh
tarafindan tanimlanmistir. Bu alandaki diger bir teori olan yaklagimli (Rough) kiime

teorisi de 1982 de Pawlack tarafindan tanimlanmustir.

Bu tarihten sonra, belirsizlik durumlarmi incelemek i¢in yeni bir matematiksel ara¢ olan
esnek (Soft) kiimeler kavrami 1999 da Molodtsov tarafindan gelistirilmistir. Son
zamanlarda, Soft kiimeler teorisi lizerindeki ¢aligmalar hizla ilerlemektedir. Bilgisayar
uygulamalar1 agisindan son derece Onemli olan karar verme problemleri icin ilk

uygulama, Soft kiimeler teorisi kullanilarak; Maji tarafindan verilmistir.

Soft kiime teorisinin cebirsel yapilar1 son yillarda yogun bir sekilde calisilmaktadir.
Aktas ve Cagman soft kiimelerin temel 6zelliklerini bulanik kiimeler ve yaklasimhi
kiimelerle iligkilendirerek incelemislerdir. Aktas ve Cagman soft gruplar1 tanimlayarak
gruplarla ilgili baz1 temel 6zelliklerin lizerinde durmuslardir. Feng, Jun ve Zhao soft

kiime teorisini kullanarak soft yar1 halka, soft yar1 halka lizerinde soft ideal ve idealistik



soft yar1 halka kavramlarini vermislerdir. Daha sonra, Acar, Koyuncu ve Tanay soft
halka kavramini tanimlamislardir. Bunun yani sira, Jun soft BCK/BCI cebirlerini ve soft
alt cebirler kavramlarmni, Jun ve Park BCK/BCI cebirlerinin cebirsel yapilarini, Park,
Jun ve Oztiirk soft WS-cebirlerini ve ayrica Sun, Zhang ve Liu soft modiil teorisinin

temel kavramlarini tanimlamiglardir.



2. ON BILGIiLER

Bu béliimde, tezin anlasilabilirligini kolaylastiran ve diger bdliimlerde verecegimiz

tanim ve teoremlere Onciililk eden temel kavramlar verilecektir.
2.1. Gamma Halkalan

Modiil endomorfizmalarmin halkasi matematigin bir¢ok alaninda 6nemli rol oynar. Bir

modiilden baska bir modiile tanimlanan modiil homomorfizmalarinin kiimesi
fonksiyonlar i¢cin bilinen toplama islemine gore kapali oldugu halde, fonksiyonlarin
bileske islemine gore kapali degildir. Bir 4 modiiliinden B modiiliine tanimlanan tiim
homomorfizmalarin toplamsal grubu M , B modiilinden 4 modiiliine tanimlanan tiim

homomorfizmalarin toplamsal grubu N olsun. f,f,eM ve geN olmak iizere;
f,gf, ile tanimlanan homomorfizma M grubunun elemani olur ve dolayisiyla N

grubunu kullanarak yeni bir ¢carpma islemi tanimlanabilir. Bu diisiinceden hareketle
Nobusawa 1964 yilinda yaymladigi makalesinde I'- halkasi tanimini asagidaki gibi

vermistir.

Tanim 2.1.1. [N. Nobusawa 1964] Elemanlar1 a,b,c,...olan M toplamsal grup ve

elemanlar1 y, f,,... olan bagka bir I toplamsal grup verilsin. Buna gore;

cMxI'xM > M IxMxI—>T
Ve
(a,y,b) > ayb (v,a,B)—> yap

islemleri ile asagidaki 6zellikler saglanirsa o zaman M ye I -halkasi denir.
Va,a,a,,b,b,b,e M ve Vy,y,,y, el
(1) (a, +a,)yb=ayb+a,y
a(y, +y,)b=ayb+ay,b
ay(b, +b,) =ayb, + ayb,
(1) (ayb)pc = ay(bfc) = a(ybp)c

(i) a#0 ve b#0 iken ayp=0 ise y =0 dur.



Tamm 2.1.2. M bir I -halkas1 olsun. M nin sifirdan farkli a eleman1 i¢in aya #0
olacak bicimde bir sifirdan farkli I" nin elemani olan y varsa o zaman M ye yar1 basit
I' -halkas1 denir. M nin sifirdan farkli a ve b elemani i¢in ayb #0 olacak bigimde

sifirdan farkli bir I' nin elemani olan y varsa M ye basit denir.

Ornek 2.1.1. D bir bsliim halkasi olsun. Buna gore;

D,, = {[ag]nxm |a; eD} , D,,= {[ay]mxn |a; ED} veM=D,,,I'=D

m,n

olarak alalim. Bu durumda asagidaki islemler ile M bir I' -halkasidir.

+ MxM ->M

([ax][@])'—’ La, ] +[,]=[a,+0, ]

('[74‘/]’[/34“]) = [7’4-,]+ [ﬂy] = [yy. + ﬁi/]

MxIT'xM > M

IxMxI'—>T

N. Nobusawa’nin tanmimladigi I -halkast kavramimi, W. E. Barnes asagidaki gibi
yeniden tanimlanmaigtir.

Tammm 2.1.3. [Barnes 1966] Eger M ={a,b,c,...} ve I ={a,pB,y,...} toplamsal
gruplar1 olmak iizere; a,b,c M nin a,f I ’nin elemanlar1 olsun. Asagidaki kosullar

saglanirsa o zaman M ye I -halkasi denir.
(1) aabe M dir.

(i) (a+b)ac=aac+bac,
a(a+ P)b=aab+apPb,

aoa(b+c)=aab+aac,

(ii1) (aab)Pc =aa(bPc).



Barnes, Nobusawa’ya gore I -halkasinda bulunan kosullar1 azaltarak daha kullanigh

hale getirmistir.

M bir I' -halkas1 ise her a,b e M ve a €' i¢in Tanim 2.1.3. den;

Oab = a0b = a0 dir.

Cinki; 0,,ab=(0,, +0,,)ab=0,ab+0,,ab,

0,,ab € M oldugundan en az bir —0,, ab € M olacak sekilde her elemanin tersi vardir.

Dolayisiyla =0, ab+0, ab=-0,,ab+0,,ab+0,,ab
0, =0,+0,ab

0, =0,0ab

olur.

Tanim 2.1.4. M bir I' -halkasi, 4 M nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. 4, M
nin toplamsal alt grubu ve AI'M ={aac|ac A,ael,ceM}, (MTA)c A4) ise o

zaman A ya M nin sag (sol) ideali denir.

2.2. Fuzzy Kiimeler

Bu kisimda, 1965 te Zadeh tarafindan gelistirilen Fuzzy kiime tanimin1 vererek; klasik

kiime kavramu ile iligkisini ele alacagiz.
Tanim 2.3.1. [Zadeh 1965] X bostan farkli bir kiime ve 7 = [0,1] c R olsun.
w, X —>[0,1]
fonksiyonu tarafindan karakterize edilen, 4= {(x, U, (x))|x eX } c X'xI kiimesine X

de bir fuzzy kiime denir.

Her xe X i¢cin p, (x) degerine x in A ya ait olma derecesi denir. /i, (x) nle

yaklagmas1 x in 4 ya daha fazla ait olmasi anlamma gelmektedir.

Klasik kiime teorisinde X bostan farkli bir kiime ve B < X ise iiyelik fonksiyonu,



1, xeB
uB(x):{O x¢B

seklindedir.

Hy : X —[0,1] fonksiyonu Vx e X igin g, (x)=1 olarak tanimlanirsa X kiimesi,
X:{(x,1)|xeX}

fuzzy kiimesi olarak yazilabilir.

Uy X — [0,1] fonksiyonu Vx e X i¢in p, (x) = 0 olarak tanimlanirsa X kiimesi,

@z{(x,0)|xeX}

fuzzy kiimesi olarak yazilabilir.

Sonug olarak, her klasik kiime bir fuzzy kiime olarak dikkate alinabilir ancak tersi dogru

degildir.
Tanim 2.3.2. [Malik ve Mordeson 1991] X bos olmayan bir kiime ve p, X in bir
fuzzy alt kiimesi olsun. 7 € [0,1] olmak tizere,

u, ={xeX‘u(x)2t}

kiimesine u niin bir seviye alt kiimesi denir.

Ornek 2.3.1. 4= {a,b,c} olmak iizere 4 nin bir u fuzzy alt kiimesi,
p(a)=03, u(b)=0.1 ve u(c)=0.4seklinde tanimlansm. Bu durumda,
0<¢<0.1 i¢in p, ={a,b,c}=4,

0.1<¢<0.3 i¢in p, ={a,c},

0.3<t<04 i¢in 1, ={c} ve

0.4<r<1 igin u, =< olur.



3. SOFT KUMELER

3.1. Soft Kiimeler ve Ozellikleri

Tanim 3.1.1. [Molodtsov 1999] ilk evrensel kiime U ve p(U ); U nun kuvvet kiimesi
olsun. Buna gore;
n:4—p(U)

kiime degerli fonksiyon olmak iizere (17, 4) ikilisine U iizerinde bir soft kiime denir.

Diger bir ifade ile, U Tizerinde soft kiime, U evrensel kiimesinin alt kiimelerinin

parametrelendirilmis bir ailesidir.

& e A igin, 77(8) y1 (77,A) soft kiimesinin e-yaklasimli elemanlarinin kiimesi olarak

dikkate alinabilir. Agikca, bir soft kiime klasik anlamda bir kiime degildir. Molodtsov
[1999] calismasinda bazi1 6rnekler vermistir. Benzer 6rnekleri Maji vd. [2003], Aktas ve

Cagman [2007] da calismalarinda vermislerdir.

Ornek 3.1.1. [Molodtsov 1999, Maji vd. 2003] U kiimesi evlerin kiimesi olarak ve E

kiimesi de parametrelerin kiimesi olarak dikkate alimsin. Her bir parametre bir kelime

veya bir ciimle olarak verilebilir. E ={pahaly; giizel; ahsap; ucuz; bahgeli} olsun. Bu

durumda tanimlanacak soft kiimenin anlami; pahali olan evler, giizel olan evler seklinde
olur. (F,E) soft kiimesi, bay X’in alacag1 ev igin “evlerin cazipligi” ni tarif eden bir

kiimedir.

Simdi bu 6rnegi daha detayli olarak inceleyelim:

U evrensel kiimesi U ={h,h,,h;,h,,h,h} olacak sekilde alti tane evden olussun ve
parametre kiimesi, e, parametresi ‘pahali’, e, parametresi ‘giizel’, e, parametresi
‘ahsap’, e, parametresi ‘ucuz’, e, parametresi ‘bahgeli’ olmak tizere

E ={el,e2,e3,e4,es} olsun.



F(e)={h.h},
F(e,)={h,h},
F(e3):{h3’h4’h5}’
F(e,)={h,hy,h} ve
F(e)={h)

oldugu kabul edilsin. (F,E) soft kiimesi U kiimesinin altkiimelerinin
parametrelendirilmis bir ailesidir. Boylece F(e,) in anlami e, parametresini saglayan
evlerin kiimesidir. Dolayisiyla (F,E) soft kiimesi,

(F,E):{(e,,{hz,h4}),(e2,{h1,h3}),(e3,{k3,k4,ks}),(e4,{hl,hg,hS}),(eS,{h})} seklinde

yazilabilir. Burada her bir yaklasim iki kisimdan olusmaktadir. Ilk kisim parametre,

ikinci kisim ise deger kiimesidir.

Bir soft kiime bilgisayar ortaminda tablo yardimai ile de gosterilebilir. (Tablo 2.1.1.)

U ‘Pahalr’ ‘Giizel’ ‘Ahsap’ ‘Ucuz’ ‘Bahgeli’
h; 0 1 0 1 1
h, 1 0 0 0 0
h; 0 1 1 1 0
hy 1 0 1 0 0
hs 0 0 1 1 0
hg 0 0 0 0 0

Tablo 2.1.1.

Tamm 3.1.2. [Maji vd. 2003] (F ,E ) soft kiimesinin tiim deger kiimelerinin sinifi, soft
kiimenin deger sinifi olarak adlandirilir ve C( F.E) ile gosterilir. A¢ikca C( r5) S p(U )

olur.

Orek 2.1.1. igin C, = {{hy, hu} { s} { s b s} (B s b} { < o(U) dur,



Tanim 3.1.3. [Maji vd. 2003] (7, 4) ve (7,B) aym U evrensel kiimesi iizerinde soft
kiimeler olsun. Buna gdre, asagidaki kosullar varsa (7,4); (7,B) nin bir soft alt
kiimesidir denir ve (77, A) < (}/,B) ile gosterilir.

(1) AcB,

(i) Vee Aiginn(e) ve y(e) ayni yaklasima sahiptirler.

Ornek 3.1.2. [Maji vd. 2003] A={¢,e,e|cE ve B={e,e,e,e}cE olsun.
Agikca Ac B dir. (F,A)Ve (G,B) ayni Uz{hl,hz,hS,h4,h5,h6} evrensel kiimesi

uzerindeki iki soft kiime

F(e)={h.h,} G(e)=1{h,h,}
e, LS
F(€5):{h|} G(e:):{h?; 45 1ls

seklinde tanimlansin. Boylece (77, A) < (}/,B) dir.

Tanim 3.1.4. [Maji vd. 2003] (7, 4) ve (y,B) aym U evrensel kiimesi iizerinde soft
kiimeler olsun. Bu durumda (17,4); (¥,B) nin soft altkiimesi ve (7,B); (17,4) nn

soft alt kiimesi ise (7, 4) ve (7,B) soft kiimeleri esittir denir.

Tanim 3.1.5. [Maji vd. 2003] £ = {el,ez,ep...,en} parametrelerin kiimesi olmak tizere
—F = {ﬁel,ﬁez,ﬁey...,ﬁen} kiimesine parametre kiimesinin degili denir. Burada -e, nin
anlami, her 11i¢in e, parametresinin degilidir.

Asagidaki 6nermelerin dogrulugu aciktir.

Onerme 3.1.1.[Maji vd. 2003] E parametrelerin kiimesi ve 4, B € E olsun. Bu durumda
) —|(—1A) =A,
(2) —|(A UB )
3) —|(A NB )

(—m4U—B) ve
= (—|A n —|B) dir.



Ornek 3.1.3. [Maji vd. 2003] Ornek 2.1.1. dikkate alinsin. Bu durumda —E kiimesi
—E ={ pahali degil; giizel degil; ahsap degil; ucuz degil; bahgeli degil} seklindedir.
Tanim 3.1.6. [Maji vd. 2003] (F,A4), U evrensel kiimesi iizerinde soft kiime olsun. Bu
durumda (F, 4) soft kiimesinin tiimleyen,

F:=4—P(U),F (a)=U-F(-a),Vaec—A4

olmak iizere, (F , A)C = (F C,—|A) ile tanimlidar.

C
F¢, F kiime degerli fonksiyonunun soft tiimleyenidir. Agikca, (F C) =F ve

((F.4)) =(F.4)

Ornek 3.1.4. [Maji vd. 2003] Ornek 2.1.1. dikkate almirsa, (F ,A)C kiimesi
(F,A)" ={(pahal degil, {h,h,, h;, hy}),( giizel degil, {h,,h,, b, hg}),
(ahsap degil, {. hy.h,}).(ucuz degil, {h,,h,, h;}).(bahgeli degil, {hy, by, by, hs, b} )}

seklindedir.

Tanim 3.1.7. [Maji vd. 2003] (F,A4), U evrensel kiimesi iizerinde soft kiime olsun. Bu

durumda Vee 4, F(e)=¢ ise (F, 4) ya bos (null) soft kiime denir ve @ ile gosterilir.

Ornek 3.1.5. [Maji vd. 2003] U evrensel kiimesi ahsap evlerden olusan kiime olarak
dikkate almsmn. U ={h,h,h,h,h} ve A={wgla kerpic,celik,tas} olsun. Bu

durumda (F,4)= {(tugla evier,9),(kerpic evier,p),(celik evier,$),(tas evler,¢)}
soft kiimesi bos (null) soft kiimedir.
Tanim 3.1.8. [Maji vd. 2003] (F,A4), U evrensel kiimesi iizerinde soft kiime olsun. Bu

durumda Vee 4, F(e)=U ise (F,A) ya mutlak (absolute) soft kiime denir ve A ile

gosterilir.

10



Ornek 3.1.5. [Maji vd. 2003] U evrensel kiimesi ahsap evlerden olusan kiime olarak
dikkate alinsin. Uz{hl,h2,h3,h4,h5} ve

B ={wgla degil, kerpi¢ degil, elik degil,tas degil} olsun. Bu durumda

(G, A) = {(tugla olmayan eviler,U ) ,(kerpig: olmayan evler,U ) ,
(gelik olmayan evier,U ) , (ta§ olmayan evier,U )}

soft kiimesi mutlak (absolute) soft kiimedir.

Maji [Maji vd. 2003] soft kiimeler icin AND, OR, arakesit ve birlesim gibi bazi ikili
islemleri de tanimlamistir.

Tanim 3.1.9. [Maji vd. 2003] (F, 4) ve (G,B) ayn1 U evrensel kiimesi iizerinde soft
kiimeler olsun. Bu durumda "(F, A) AND (G,B)" islemi (F ,A)X(G,B) ile gosterilir
ve (F,A)A(G,B)=(H,AxB),V(a,b)e AxB i¢in H(a,b)=F(a)nG(b) seklinde
tanimlidir.

Ornek 3.1.6. [Maji vd. 2003] Evlerin maliyetini ve evlerin cazipligini belirleyen, ayn1

U evrensel kiime izerinde iki soft kime (F,4) ve (G,B)olsun.
U={h,hy,hy,hy, b, b, by b, hy, by, A={¢ok maliyetli,maliyetli,ucuz} ve

B ={giizel,bahgeli,ucuz} oldugunu kabul edelim.

F(gok maliyetli) = {hz,h4,h7,hg} G(giizel) = {hz,}g,h7}
F(maliyetli) = {h,lg,hS} ve G(bahgeli) = {hS,hé,hg}
F(ucuz):{hé,hg,h,o} G(ucuz):{hé,hg,hw}

olarak alinirsa,

H(gok maliyetli, giizel) = {hz,h7} , H(¢0k maliyetli,bahgeli) = {hg} ,
H(gok maliyetli,ucuz) =g, H(maliyetli, giizel) = {h3} ,
H(maliyetli,bahgeli) = {h5 } , H(maliyetli,ucuz) =q,
(
(

e

ucuz, giizel ) =¢, H (ucuz,bahgeli ) = {hé} ,
H ucuz,ucuz) = {hé,hg,hw}

olur ve dolayisiyla (F, A)A(G,B)=(H,AxB) elde edilir.
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Tanim 3.1.10. [Maji vd. 2003] (F,4) ve (G,B) aym U evrensel kiimesi iizerinde

soft kiimeler olsun. Bu durumda "(F,4)OR(G,B)" islemi (F,A)\~/(G,B) ile
gosterilir ve (F,A)Q(G,B):(O,AXB), ‘v’(a,b)eAxB i¢in O(a,b)=F(a)uG(b)

seklinde tanimmhdir.

Ornek 3.1.7. [Maji vd. 2003] Ornek 2.1.6. dikkate almirsa,

O(gok maliyetli, giizel) = {hz,h3,h4,h7,h8} ,O(gok maliyetli,bahgeli) = {hz,h4,h5,h6,h7,hg},
O(gok maliyetli,ucuz) = {hz,h4,h6,h7,hg,h9,hm},O(maliyetli, giizel) = {h1,h2,h3,h5,h7},
O(maliyetli,bahgeli) = {h] ,h3,h5,h6,h7} ,O(maliyetli,ucuz) = {h1 Jg,hS,hé,hg,ho},
O(ucuz,giizel) = {hz,hg,hé,hphg,hm},O(ucuz,bahgeli) = {hs,hﬁ,hg,hg,hlo},

O(ucuz,ucuz) = {hé,hg,hm}

olmak iizere, (F,A)\?(G,B) =(0, 4% B) dir.

Tanim 3.1.11. [Maji vd. 2003] (17,4) ve (y,B) ayn1 U evrensel kiimesi {izerinde soft
kiimeler olsun. Buna gore;

() C=ANB,

(1) Ve e C i¢in v(e) =77(e) veya }/(e) , (ikisi de ayn1 kiime)

olmak iizere; (v,C) soft kiimesine (77, 4) ve (¥, B)soft kiimelerinin arakesiti denir ve

(n, )N\(y,B)=(v,C) ile gosterilir.

Ornek 3.1.8. [Maji vd. 2003] Ornek 2.1.6. dikkate almsm. Bu durumda (F,4) ve
(G,B) soft kiimelerinin  arakesiti (F,A)ﬁ(G,B)=(H,C) olmak {izere

C=ANnB={ucuz} ve H(ucuz)={hg,hy,h,} dir.

Tanim 3.1.12. [Maji vd. 2003] (17,4) ve (y,B) ayn1 U evrensel kiimesi {izerinde soft

kiimeler olsun. Buna gore;

(i) C=AUB,
n(e), ec A—Bise
(i) v(e)=17(e), ecB—-Aise ,VeeC

n(e)uy(e),eeAﬁBise
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olmak iizere; (v, C ) soft kiimesine (77, A)Ve (}/,B ) soft kiimelerinin birlesimi denir ve

(n, A)U(y,B) = (v,C)ile gosterilir.

Ornek 3.1.9. [Maji vd. 2003] Ornek 2.1.6. dikkate alnirsa, (F,4) ve (G,B) soft
kiimelerinin = birlesimi (F ,A)O(G,B)=(H ,C) olmak iizere
C = AU B ={¢ok maliyetli,maliyetli,ucuz, giizel, bahgeli} ve

H(g’ok maliyetli) = {hz,h4,h7,hg} , H(maliyetli) = {h1,h3,h5},
H(ucuz) = {hé,hg,hm}, H(giizel) = {hz,h3,h7},
H (bahgeli)={hs,hs, h} dir.

Asagidaki 6nermenin dogrulugu agiktir.

Onerme 3.1.2. [Maji vd. 2003]
W) (F,A)U(F,4)=(F, 4),
Q) (F,A)N\(F,4)=(F,A) du.

Arakesit tanimina alternatif olarak iki soft kiime arasinda tanimlanan bi-arakesit ikili

islemini verelim.

Tanim 3.1.13. [Feng vd. 2008] (a, 4) ve (3,B) aym U evrensel kiimesi iizerinde soft

kiimeler olsun. Buna gére; C = AN B ve VxeC i¢in ¥ (x)=a(x)NS(x) ile tanimh
y:C—p(U)

dontistimii ile verilen ve ayn1 U evrensel kiimesi tizerinde soft kiime olan (}/,C ),

(a,A) ve ( ﬂ,B) soft kiimelerinin  bi-arakesiti olarak adlandirilir ve

(a,A)IZI(ﬂ,B) =(7,C) ile gosterilir.

Tanim 3.1.14. [M. Irfan vd. 2009] (F,4) ve (G,B) ayn1 U evrensel kiimesi iizerinde

soft kiimeler olsun. Buna gore;
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F(e), ec A—Bise
(i) H (e) =1 G(e), ecB—-Aise ,VeeC
F(e)mG(e),eeAﬁBise

olmak tzere, (H ,C ) soft kiimesine (F ,A) ve (G,B ) soft kiimelerinin genisletilmis

arakesiti denir ve (F,4)M, (G,B)=(H,C) ile gosterilir.

Tanim 3.1.15. [M. Irfan vd. 2009] (F, 4) ve (G,B), ANB#@ olmak iizere ayn1 U
evrensel  kiimesi iizerinde iki soft kiime olsun. Buna gore

C=ANB ve VxeC i¢in H(x)=F(x)NG(x) olmak iizere; (H,C) soft kiimesine
(F , A) ve (G,B) soft kiimelerinin  kisitlanmig  arakesiti  denir  ve
(F,A)M(G,B)=(H,C) ile gosterilir.

Bu tanim bi-arakesit tanim1 olarak da dikkate alinabilir.

Tanim 3.1.16. [M. Irfan vd. 2009] (F, 4) ve (G,B), ANB#Q olmak iizere ayn1 U

evrensel kiimesi lizerinde iki soft kiime olsun. Buna gore;

(i) C=A4ANB,
(i) H (e)=F (e)-G(e), YeeC
olmak Ttzere, (H ,C ) soft kiimesine (F , A) ve (G, B) soft kiimelerinin kisitlanmis

fark1 denir ve (F, A) v%(G,B) = (H, C) ile gosterilir.

Tamm 3.1.17. [M. Irfan vd. 2009] U ilk evrensel kiime, £ parametrelerin kiimesi ve

A c E olsun. Bu durumda

(i) Her e 4 igin F(e)=¢ ise (F,A) soft kiimesine relatif bos soft kiime denir ve
@ , ile gosterilir.
(i) Her e€ 4 i¢in G(e)=U ise (G,A) soft kiimesine relatif tam (whole) soft kiime

denir ve U, ile gbsterilir.
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Relatif tam (whole) soft kiime U,, E evrensel parametre kiimesi ile dikkate almirsa

(G, A) soft kiimesine U iizerinde mutlak (absolute) soft kiime denir.

Tanim 3.1.18. [M. Irfan vd. 2009] (F,A), U evrensel kiimesi iizerinde soft kiime
olsun. Bu durumda (F , A) soft kiimesinin relatif tiimleyeni,
F':4—-p(U), F'(a)=U-F(a),Yac4

olmak iizere, (F , A)r = (F ", A) ile tanimlidar.
Acikea, (F,A)r =AU —gp(F,4) ve ((F,A)r)r =(F,A) du.

Burada soft kiimenin tlimleyeni kavramindaki —A4 parametre kiimesi yerine A
parametre kiimesi dikkate alinmistir. Bu farki vurgulamak i¢in Tanim 2.1.6. daki soft

kiimenin tiimleyeni kavramina soft kiimenin yar1 tiimleyeni diyecegiz.

Tanim 3.1.19. [M. Irfan vd. 2009] (F,4) ve (G,B), ANB#Q olmak iizere ayn1 U

evrensel kiimesi lizerinde iki soft kiime olsun. Buna gore;

(i) C=4NB,
(i) H(e)=F(e)UG(e), VeeC

olmak tzere, (H ,C) soft kiimesine (F ,A) ve (G,B) soft kiimelerinin kisitlanmis

birlesimi denir ve (F, A) Ug (G,B) = (H, C) ile gosterilir.

3.2. Soft Kiime Teorisinde De Morgan Kurallar1

Bu kisimda M. Irfan ve arkadaglar: tarafindan tanimlanan relatif tiimleyen, kisitlanmis

birlesim ve kisitlanmis arakesit tanimlar1 kullanilarak De Morgan kurallar1 verilecektir.

Teorem 3.2.1. [M. Irfan vd. 2009] (F, 4) ve (G,B), ANB#Q olmak iizere ayn1 U

evrensel kiimesi tizerinde iki soft kiime olsun. Bu durumda,

(1) ((F,4)Uy (G, B)) =(F.4) m(G,B) ,

) ((F,4)M(G,B)) =(F,4) Uy (G,B) dir.
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Ispat. (1) Her ceC=4nB#@ i¢in H(c)=F(c)UG(c) olmak iizere,
(F,4)Uy (G,B)=(H,C) olsun. Tamm 3.1.18. den, ((F,4)Uy(G,B)) =(H.C)" ve
her ceC igin H (c)=U-[F(c)UG(c)]=[U-F(c)|N[U-G(c)] dir. Bu
durumda C = AN B olmak iizere ((F,4)M(G,B)) =(F",4)M(G",B)=(K,C) olur.

Tanmm 3.1.15. ve Tanim 3.1.18. den; her ¢ € C i¢in,
K(c):F’ (c)ﬂG’ (C)Z(U_F(C))H(U—G(C))=HV (C) dir. Boylece

((F,4)Uy (G,B)) =(F,4) M(G,B) bulunur.

(2) Her ce C=AnB = i¢in H(c)=F(c)NG(c) olmak iizere,
(F,A4) M(G,B)=(H,C) olsun. Tamim 3.1.15. ve Tanim 3.1.18. den,
(F,4)M(G,B)) =(H,C) veher ceC icin
H' (¢)=U-[F(c)NG(c)]|=[U~F(c)]JU[U~G(c)] dir. Bununla birlikte
C = AN B olmak iizere (F,4) Uy (G.B) =(F",4)Uy (G",B)=(K,C) olur. Tanim
3.1.18. ve Tamm 3.1.19. dan; her ¢ € C igin,
K(c)=F (c)UG (c) = (U-F(c))U(U-G(c)) = H (c) dir. Boylece

(F,4)M(G,B)) =(F,A) Uy(G,B)" bulunur.

Teorem 3.2.2. [M. Irfan vd. 2009] (F,4) ve (G,B) ayn1 U evrensel kiimesi iizerinde

iki soft kiime olsun. Bu durumda,
() ((F.4)0(G.B)) =(F.4) 11, (G.B)",
@ ((F,4)n, (G,B))" =(F,4) U(G,B) dir.

Ispat. (1) Tamim 3.1.14. kullanilirsa ispat kolayca yapilabilir.
(2) (F,A4)N, (G,B)=(H, AU B)oldugu kabul edilsin.

Bu durumda her —e e —4U—B i¢in H*(—e)=U —H (e) olmak iizere,
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(F.4)r, (G.B))" =(H,4UB)" =(H",—(4UB))=(H ,—4U—B) di.
Tanmm 3.1.14. den,
F(e), ec A—Bise,
H(e): G(e), ec B—Aise,
F(e)nG(e),ec ANBise.
olur. Boylece

—e € —A——B ise,
, —ee€—/B -4 ise,

—(F(e)mG(e)):Fc (—e)uGC (—|e)u, —e € AN —B ise.
bulunur.

Bundan baska, (F,4)" U(G,B)" =(F¢,—4)U(G",—B)=(K,~4U—B) olsun.

Bu durumda
FC(—|e), —e € —1A4A——B ise,
K(—|e) =.G" (—|e), —e € —1B——A ise,

F€ (—|e) uG© (—|e) U, —ee—AN—iBise.
olur.

Sonug olarak H* ve K ayni kiime degerli fonksiyonlar oldugundan,
(F,4)n, (G,B)) =(F,4) U(G,B)" elde edilir.
3.3. Fuzzy Kiime ile Soft Kiime Arasindaki Iliski

Onerme 3.3.2. [Aktas ve Cagman 2007] Her Fuzzy kiime bir soft kiime olarak dikkate

almabilir.

Ispat. F bir fuzzy kiime ve U evrensel kiimesinden [0,1] e

- (x) =sup {a ‘ xeF (a)} ile taniml g1, F fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu
olsun. u, fonksiyonu i¢in £ (a ) a -seyiye kiimelerinin ailesi dikkate alinsin. Bu

durumda F ailesi bilinirse , (x) fonksiyonlar1 s, (x)=sup {a ‘ xeF (a)} esitligi ile
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bulunabilir. Boylece her F' fuzzy kiimesi, ayn1 zamanda (F ,[0,1]) seklinde bir soft

kiime olarak dikkate almabilir.

Fuzzy kiimeler ile soft kiimeler arasindaki bu iliskiyi daha 1yi anlamak i¢in bunu bir

ornek tlizerinden inceleyelim.

Ornek 3.3.1. [Aktas ve Cagman 2007] U evrensel kiimesi U ={h,h,,hy,h, hs,hg}

olacak sekilde alt1 tane evden ve parametre kiimesi, sadece evlerin cazipligini

degerlendiren sozel degisken “evlerin kalitesi” parametresinden olussun. Bu soézel
degisken parametre i¢in degisken terimlerin kiimesi 7 (kalite)=/{en iyi,iyi,orta,kitii

seklinde tanimlanabilir. Her bir degisken terim kendi fuzzy kiimesi ile ilgilidir.

Bunlardan ikisi;

F, i ={(h,0.2),(h,0.7),(h,0.9),(h,1.0)},
Figiy ={(h,0.9),(5,,0.3), (A, 1.0), (h,,1.0), (55,0.2)}

seklinde diistiniilebilir. F,;,, fuzzy kiimesinin o —seviye kiimeleri

Frgi (0.2)={h,, by, hy, by, b},
Frgi (03)= {s o
Frsi (0.9)={h,,hy,h,} ve
Fps (1.0) ={h,,h,} dir

={0.2,0.3,0.9,1.0} = [0,1] parametrelerin kiimesi ve her a €4 i¢in Fy,(a) ile
tanimli

Figi 1 A—>p(U)

kiime degerli doniisiimii dikkate alinsm. Boylece

(Fuguao[0:1]) ={(0-2.{ By oy Iy By i} ) (0.3, By By g 1, ) (0.9, {1y} ), (1.0, 2, )

bir soft kimedir.
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4. SOFT GRUPLAR

Bu kisimda Aktas ve Cagman [2007] tarafindan tanimlanan soft grup kavrami ve bazi
temel Ozellikleri verilecektir. Bu bolim boyunca, G bir grup ve A bostan farkl bir

kiime; R, A ile G nin  elemanlar1  arasinda  bir  baginti  ve

F(x) = {y € G‘ (x,y) eER,xeAveye G} ile tannmh F:4— p(G) kiime degerli
fonksiyon olarak alinacaktir. Bu durumda (F,4), G iizerinde bir soft kiimedir.

4.1. Soft Gruplar ve Ozellikleri

Tanim 4.1.1. [Aktas ve Cagman 2007] (F,4), G iizerinde bir soft kiime olsun. Her

xe A i¢in F(x)<G ise bu durumda (F,A4) ya G iizerinde bir soft grup denir.

Ornek 4.1.1. [Aktas ve Cagman 2007] G = 4 = S; ={e,(12),(13),(23),(123),(132)}
ve F(x)= { y eG‘ xRy & y=x"neN } kiime degerli fonksiyonu dikkate almsm.
Bu durumda (F , A) soft grubu, G nin alt gruplarinin koleksiyonu olan

{F (x)] xeA} ailesidir. Boylece  F:4—@(U) kiime degerli fonksiyonu,

seklinde olur. Buradan her x € A i¢in F(x), G nin alt gruplari oldugundan (F,4), G

iizerinde bir soft gruptur.

Teorem 4.1.1. [Aktas ve Cagman 2007] (F,A4) ve (H,A), G iizerinde iki soft grup

olsun. Bu durumda (F, 4) ﬁ(H ,A4), G tlizerinde bir soft gruptur.

Ispat. Tanim 3.1.11. den, C = AN A=A olmak iizere (F,A)ﬁ(H,A)=(U,C) ve her

xeC i¢in U(x)=F(x) veya U(x)=H(x) dir. Burada U, U:4— p(G) seklinde
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bir fonksiyondur. Bdylece (U, 4), G iizerinde bir soft kiimedir. (F,4) ve (H,4), G
iizerinde iki soft grup oldugundan, her xed i¢in U(x)=F(x)<G veya

U(x)=H(x)<G dir. Boylece (F,A)(\(H, 4), G iizerinde bir soft gruptur.

Teorem 4.1.2. [Aktas ve Cagman 2007] (F,A4) ve (H,B), G iizerinde iki soft grup

olsun. AnB= ise (F,A)U(H,B), G iizerinde bir soft gruptur.

Ispat. Tanim 3.1.12. den, (F,4)U(H,B)=(U,C) yazilabili. 4nB =@ oldugundan
her xeC i¢in xe A-B veya xe B—4 dir. xe A-B ise U(x)=F(x)<G veya
xeB-4 ise U(x)=H(x)<G dir. Boylece (F,4)U(H,B), G iizerinde bir soft
gruptur.

Teorem 4.1.3. [Aktas ve Cagman 2007] (F,A) ve (H,B), G iizerinde iki soft grup

olsun. Bu durumda (F,4)A(H,B), G iizerinde bir soft gruptur.

ispat. Tanim 3.1.9. dan, (F,4)A(H,B)=(U,Ax B) yazilabilir. F(a) ve H(B), G
nin alt gruplari oldugundan F(o)(VH (), G nin bir alt grubudur. Bu durumda her
(a,B)eAxB i¢in U(a,B) G nin bir alt grubudur. Boylece (F,A)A(H,B), G

iizerinde bir soft gruptur.

Tanim 4.1.2. [Aktas ve Cagman 2007] (F,4), G iizerinde bir soft kiime olsun. Bu
durumda

(i) e, G nin birim eleman: olmak tizere, her x € 4 i¢in F(x)={e} ise (F,4) ya G
iizerinde birim soft grup denir.

(ii) Her x € 4 i¢in F(x)=G ise (F,A4) ya G iizerinde tam (absolute) soft grup denir.

Teorem 4.1.4. [Aktas ve Cagman 2007

(1) (F , A), G lizerinde bir soft kiime ve f', G den K ya bir homomorfizma olsun.

Her x e 4 igin F(x)=Kerf ise (f(F),A), K iizerinde birim soft gruptur.
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(2) (F , A), G 1lizerinde tam (absolute) soft grup ve ', G den K iizerine bir

homomorfizma olsun. Bu durumda (f(F),4), K iizerinde tam (absolute) soft gruptur.

Ispat.

(1) e, , K nm birim eleman1 olmak tizere, her x € 4 i¢in f(F(x)) =e, dir. Tanim
4.1.2.den, (f(F),4) K iizerinde birim soft gruptur.

(2) (F,A), G iizerinde tam (absolute) soft grup oldugundan, her x € 4 i¢in F(x)=G
dir. Bu durumda her x € 4 igin f(F(x)) = f(G)=K elde edilir. Bdylece Tanim 4.1.2.

den, ( f(F ),A), K tizerinde tam (absolute) soft gruptur.

4.2. Soft Alt Gruplar

Tanim 4.2.1. [Aktas ve Cagman 2007] (F, 4) ve (H,K), G iizerinde iki soft grup
olsun. Bu durumda

(i) KcAve

(i) Her xe K igin H(x)<F(x)

ise (H,K) ya (F,A) nm soft alt grubu denir ve (H,K)<(F,4) ile gdsterilir.

Tanim 4.1.2. de verilen birim ve tam (absolute) soft gruplar asikar soft alt gruplardir.

Ornek 4.2.1. [Aktas ve Cagman 2007] G= S,, A=S8, ve K=4, olsun.
F(x):{yeS3‘ny<:>y=x”,neN} ve H(x)z{yeA3|ny<:>ye<x>}
seklinde tanimlanwrsa A4, <S;, ve her xed, i¢in H (x) <F (x) oldugundan

(H,K)Z(F,A) du.

Soft alt grup kavrami kullanilarak, klasik alt gruplarin 6zelliklerine benzer olan soft alt
gruplarin  baz1 Ozelliklerinden bahsedilebilir. Bu 06zelliklerin ispatlar1  kolayca

gortlebilir.

Teorem 4.2.1. [Aktas ve Cagman 2007] (F,A) ve (H,A), G iizerinde iki soft grup

olsun. Bu durumda
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(1) Her xed i¢in F(x)cH(x) ise (F,4), (H,A) nmn soft alt grubudur,

(2) E={e} ve (F,E), (F,G) G iizerinde soft alt gruplar ise (F,E)<(F,G) dir.

Sonug 4.2.1. [Aktas ve Cagman 2007] (F,G), G iizerinde soft grup ise, bu durumda

E ={e} olmak iizere (F,G) ve (F,E), (F,G) nin soft alt gruplaridir.
Ispat. Tanim 4.2.1. den ispat1 agiktir.

Teorem 4.2.2. [Aktag ve Cagman 2007] (F,4), G iizerinde soft grup ve I indis

kiimesi olmak tizere {(Hl.,Kl.)| iel } , (F,A) nmn soft alt gruplarmmn bostan farkli bir

ailesi olsun. Bu durumda
(1) N(H,,K,) , (F,A4) nn soft alt grubu,
iel

() /~\(Hl,,Kl,) , /~\(F,A) nim soft alt grubu ve
iel iel

Ispat. (1) A¢ikca, NK, © 4 dir. Her ie! i¢in (H,,K;)<(F,A) oldugundan
iel

N(H,.K,) , (F,A) nn soft alt grubudur.

iel

(2) Tanim 3.1.9. dikkate alinarak B:HKI. ve her ez(eA)ieleB icin

i
iel

ﬁ(e)ZDHi(ei) olmak {izere Q(Han)=(ﬂ’B) yazilabilir. {(Hl.,Kl.)|i€I},

(F , A) nin soft alt gruplarmin bostan farkli bir ailesi oldugundan, her ie/ i¢in
(H,K,), (F,A) nn soft alt gruplaridir. Yani her i €/ i¢in K, = 4 ve H,(e,)<F(e,)
dir. Her iel igin K, cd ve H/(e)<F(e) oldugundan

B=]]K c[[4=daxAx.xd4x.. ve B(e)=()H,(e)<[)F(e) olur. Bdylece

iel iel iel iel

Tanim 4.2.1. den /~\(Hl,,Kl,) , /~\(F,A) nin bir soft alt grubudur.

iel iel

Teorem 4.2.3. [Aktas ve Cagman 2007] (F,4) ve (H,B), G iizerinde iki soft grup ve

(F,A), (H,B) nin soft alt grubu olsun. f, G den K ya bir homomorfizm ise
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(f(F),A) ve (f(H),B) K iizerinde soft alt gruplardir ve (f(F),A), (f(H),B)

nin soft alt grubudur.

Ispat. ', G den K ya homomorfizm oldugundan, her xe 4 ve her yeB igin
f(F(x)) ve f(H(»)) K nmn alt gruplaridir. Bylece (f(F),4) ve (f(H),B) K
iizerinde soft gruplardir. (F,4), (H,B) nin soft alt grubu ise her xe 4 i¢in F(x),
H(x) in alt grubudur ve f(F(x)), f(H(x)) in alt grubudur. Tamm 4.2.1. den

(f(F),4)2(f(H),B) elde edilir.

Tanim 4.2.2. [Aktas ve Cagman 2007] (F,A) ve (H,B), srrastyla G ve K iizerinde
iki soft grupve f:G—> K ve g:A— B iki fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki
dzellikler saglanirsa ( f,g) ye soft homomorfizm ve (F, 4), (H,B) ye soft

homomorfiktir denir.

(i) f, G den K {izerine homomorfizma,

(i) g, A dan B iizerine bir doniisiim ve

(iif) Her xe 4 icin f(F(x))=H(g(x)). (F,A)
, (H,B) ye soft homomorfik ise (¥, 4)~(H,B) ile gosterilir.

Tanim 4.2.2. de f; G den K ya izomorfizm ve g; A dan B iizerine birebir bir
doniisim ise bu durumda (f,g) ye soft izomorfizm ve (F,A4), (H,B) ye soft

izomorfiktir denir. (F, A) , (H,B) ye soft izomorfik ise (F,A) = (H,B) ile gosterilir.

Ornek 4.2.2. [Aktas ve Cagman 2007] (Z,+) ve (Z,,,®) gruplar: dikkate alinsm. Z
den Z,, iizerine, k € Z olmak iizere f(k)=Fk seklinde bir homomorfizm ve Z* dan
Z, zerine, keZ' olmak iizere g(k)=k seklinde bir doniisim,
F:7"—>P(Z), F(x)={yeZ:y="5kx,keZ} ve

F:7,—>P(Z,),H(u)={y €L, y=uk,ke5Z} olarak tanimlansm. Bu durumda

F(x)=5xZ ve H(u)= {E:k € SZ} elde edilir. Agikca (F,Z+) ve (H,Z,), srastyla
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Z ve 7, tuzerinde soft gruplardur.
f(F(x))z{ﬂ| keZ} ve H(g(x))={5| SESZ} oldugundan
f(F(x)) = H(g(x)) oldugu gdriiliir. Bdylece (f,g) bir soft homomorfizmdir ve

(F,Z+) , (H,Zm) ye soft homomorfiktir.

4.3. Normal Soft Alt Gruplar

Tanim 4.3.1. [Aktag ve Cagman 2007] (F,4), G iizerinde bir soft grup ve (H,B),
(F,A) nmn soft alt grubu olsun. Her xe B i¢in H(x), F(x) in normal alt grubu ise

(H,B) ye (F,A) nin normal soft alt grubu denir ve (H,B)J(F, A) ile gdsterilir.

Teorem 4.3.1. [Aktas ve Cagman 2007] (F,4), G iizerinde soft grup ve I indis kiimesi

olmak tizere {(H LK )| iel } , (F,A) nin normal soft alt gruplarmn bostan farkli bir

ailesi olsun. Bu durumda

(1) N(H,,K,) , (F,A) nin normal soft alt grubudur.
iel

() /~\(Hl,,Kl,) , /~\(F,A) nimn normal soft alt grubudur.

iel iel
Ispat. (1) Agk¢a, NK,cA4 dr. Heriel i¢in (H,K,)d(F,4) oldugundan
iel

N(H,,K,) , (F,A4) nin normal soft alt grubudur.

iel

(2) Tanim 3.1.9. dikkate alinarak B:HKI. ve her ez(eA)ieleB icin

iel '
B(e)=()H,(e,) olmak iizere /~\(Hl,,Kl,)=(ﬂ,B) yazilabilir. {(Hl.,Kl.)|ieI},

el
icl e

—_

F, A) nin normal soft alt gruplariin bostan farkl bir ailesi oldugundan, her i € / igin
H,K,), (F,A) nn normal soft alt gruplaridir. Yani her ie/ i¢in K,c 4 ve
H (e)<dF(e) dir. Her iel i¢in K,cA4 ve H,(e)<F(e¢)  oldugundan

1
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B=]]K c[[4=4axAx..xd4x.. ve B(e)=()H,(e)3()F(e) olur. Bdylece

iel iel iel iel

Tanim 4.2.1. den /~\(Hl,,Kl,) , /~\(F,A) ni bir normal soft alt grubudur.

iel iel

5. SOFT HALKALAR

Bu bolim boyunca, R bir halka ve A4 bostan farkli bir kiime; R, 4 ile R nin

elemanlari arasinda bir bagmnti ve a(x)= {y eR ‘ (x,y)e SR} ile taniml & : 4 — o(R),

kiime degerli fonksiyon olarak alinacaktir. Bu durumda (a,4), R iizerinde bir soft

kiimedir.

5.1. Soft Halkalar ve Ozellikleri

Tanmm 5.1.1. [Acar vd. 2010] (a,4), U iizerinde bir soft kiime olsun.

Supp(a, A)= {x eA ‘ a(x)# @} kiimesine, (e, 4) soft kiimesinin destekleyeni denir.

Destekleyeni bos kiimeye esit olmayan soft kiimeye bos olmayan soft kiime denir.

Tanim 5.1.2. [Acar vd. 2010] (a,4), R iizerinde bostan farkli bir soft kiime olsun. Her

xed i¢in a(x) , R nin alt halkasi ise bu durumda (&, 4) R iizerinde bir soft

halkadir.

Ornek 5.1.1. R=A=Z7,={0,1,2,3,4,5 ve a(x)={yeZ|xRy o xye{0,2.4}}

kiime degerli fonksiyonu dikkate alinsin. Bu durumda
a(0)={0,1,2,3,4,5},a(1)={0,2,4},

a(2) :{0,1,2,3,4,5},a(3) :{0,2,4},
a(4)=1{0,1,2,3,4,5},a(5)=1{0,2,4} dir.

Burada her x € 4 i¢in a(x) , R nin alt halkalaridir. Dolayisiyla (a,A) , R lizerinde bir

soft halkadir.

Teorem 5.1.1. [Acar vd. 2010] (a,4) ve (B,B), R iizerinde iki soft halka olsun. Bu

durumda (a,4)A(B,B), R iizerinde bir soft halkadir.
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Ispat. Tamm 3.1.9. dan, her (x,y)e AxB i¢in y(xy)=a(x)NB(y) olmak iizere
(a,A)A(B,B)=(y,AxB) yazlabilir. a(x) ve #(y), R nin alt halkalar1 oldugundan,
a(x)NB(y) de R nin alt halkasidir. Bu durumda her (xy)eAxB igin
y(xy)=a(x)NB(y), R nin alt halkasidir. Bdylece (a,4)A(fB,B), R iizerinde bir

soft halkadir.

Teorem 5.1.2.[Acar vd. 2010] (a,4) ve (B,B), R iizerinde iki soft halka olsun. Bu

durumda (a, A)[1(B, B) bi-arakesiti, R iizerinde bir soft halkadr.

Ispat. Tanim 3.1.13. den, bazi xe C=ANB i¢in y(x)=a(x)Np(x)=D olmak
lizere (a, A) m (ﬂ,B) = (}/, C) yazilabilir. « (x) ve S (x) , R nin alt halkalar1
oldugundan, y (x) =a (x) Np (x) de R nin alt halkasidir. Sonu¢ olarak

(7.C)=(cx, A)[1( B, B) bi-arakesiti, R iizerinde bir soft halkadr.

Tanim 5.1.3. [Acar vd. 2010] (a,4) ve (3,B), R iizerinde iki soft halka olsun. Bu

durumda

() B 4 ve
(ii) Her x e Supp(p,B) i¢in B(x), a(x) in alt halkas

ise (B,B) ye (a,4)nm soft alt halkasi denir.

Ornek 5.1.3. [Acar vd. 2010] R=A4=27 ve B=6Zc A olsun. a(x) = {nx| n eZ}

ve B(x)={5nx| n€Z} seklinde tanimls

a:A—>P(R) ve B:B—>P(R)
kiime degerli fonksiyonlar1 dikkate alinsm. Kolayca gorillir ki her xeB igin
p(x)=5xZ, xZ=a(x) in alt halkasidir. Bdylece (f,B), (a,4) nm soft alt

halkasidir.

26



Teorem 5.1.2. [Acar vd. 2010] («,4) ve (f,B), R iizerinde iki soft halka olsun. Bu

durumda;

(1) Her xe Bc 4 i¢in a(x)c f(x) ise, (B,B), (a,4) nm bir soft alt halkasidur.
(2) (a,4) ve (B,B) bostan farkli ise, (a,4)[1(B,B) bi-arakesiti, (e, 4) nm bir soft
alt halkasidur.

Ispat. (1) Dogrulugu agiktr.

) (a, A)A(B,B)=(7,C) olsun. ANB< 4 ve y(x)=a(x)NB(x), a(x) inalt
halkast oldugundan (,C), (&, 4) nin soft alt halkasidir. Benzer olarak (3, B8) nin de

(a,A) nin soft alt halkas1 oldugu goriilebilir.

Ornek 5.1.2. [Acar vd. 2010] R=Z, A=27Z ve B=37Z olsun

a(x) = {2nx| ne Z} =2x7 ve ﬂ(x) = {3nx| ne Z} =3x7 seklinde tanimli
a:A—>P(R) ve f:B— P(R)

kiime degerli fonksiyonlar1 dikkate alinsmn. C=A()B=6Z olmak flizere (a , A) m

(B,B)=(7,C) olsun. Her xeC i¢in y(x)=a(x)Np(x)=6xZ, a(x)=2xZ ve

Jij (x) =3x7Z halkalarmin alt halkalaridir. Sonug olarak (a, A) M ( B, B) bi-arakesiti,

(a,4) ve (B,B) nin bir soft alt halkasidur.

Teorem 5.1.3. [Acar vd. 2010] (a,4), R iizerinde soft halka ve I indis kiimesi olmak
{izere {(ai, 4) | iel } , (a,4) nm soft alt halkalarmin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu
durumda

(1) é(ai,Ai), R iizerinde bir soft halkadur.

(2 N, (a.4) , R iizerinde bir soft halkadur.

(3) Her i, j el icin 4,04, =D ise U(a,,4,), R iizerinde bir soft halkadr.

iel
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Ispat. Teorem 4.2.2. Ispat (1) ve (2) ye benzer olarak ispat kolayca goriilebilir.

5.2. Soft ideal ve idealistik Soft Halkalar

Cebir teorisinde ideal kavrami olduk¢a 6nemlidir. Bu nedenle, soft halkalar i¢in soft

ideal kavrami U. Acar vd. [2010] tarafindan tanimlanmustir.

Tanim 5.2.1. [Acar vd. 2010] (a,4), R iizerinde bir soft halka olsun. Bu durumda
() I 4 ve

(ii) Her x € Supp(y,1) i¢in y(x), a(x) inideali

ise (7,7) ya R iizerinde (@, 4) nm bir soft ideali denir ve (¥,/) <(a, ) ile gosterilir.

Ornek 5.2.1. A=7¢ = {0,1,2, 3, 4,5} ve her xed icin
a (x) = {y €Ly ‘ xRy < xpye {0, 2, 4}} seklinde tanimli

a:Ad— p(Zy)
kime degerli fonksiyon olmak iizere (@,4), R iizerinde bir soft kiime olsun.

a(0)=2Z¢a(1)={0,2,4},a(2)=Z,,
a(3)={0,2,4},a(4)=Z ve a(5)={0,2,4}

kimeleri Z, nm alt halkalaridir. Bdylece (o, 4), R iizerinde bir soft halkadr.
1= {0,1, 2} ve her x €] igin }/(x) = {y € Ly | xRy < xy = O} seklinde tanimli

y i1 —p(Z)
kiime degerli fonksiyon olmak iizere (y,I), Z tizerinde bir soft kiime olsun. Bu

durumda
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V(O)ZZé g :0‘(0)’
y(1)={0} <{0,2,4} = (1) ve
7/(2) :{0,3} VP :oc(2) dir.

Dolaysiyla (7,1), (e, Z) nn bir soft idealidir.

Teorem 5.2.1. [Acar vd. 2010] (@, 4) R iizerinde soft halka, (y,,1,) ve (¥,,1,) de
(a,4) nn soft idealleri olsun. Bu durumda (y,,1,)f1(7,,4,), (@, 4) nm bir soft
idealidir.

Ispat. Teorem 5.1.2. (2) den ispat agiktir.

Teorem 5.2.2. [Acar vd. 2010] (a,4) ve (f8,B) R iizerinde soft halka, (7,,1,) ve
(7,,1,) de sirasiyla (ar, 4) ve (8,B) soft halkalarmn idealleri olsun. Bu durumda

(7,.,1,)[(7,.1,), (a,A)[1(B, B) nin bir soft idealidir.

Ispat. Tamim 3.1.13. den, her xe/ i¢in /=11, ve y(x)=y(x)Ny,(x) olmak
iizere (y,,1,)11(7,.1,)=(7,1) yazilabili. Benzer olarak, her xeC icin
x(x)=a(x)NB(x) ve C=ANB olmak iizere (a,4)[1(B,B)=(x.C) dir. 1,N]I,
bostan farkli oldugundan, y(x)=y,(x)Ny,(x)#Q olacak sekilde bir x e Supp(y,I)
vardir. 1,1, = AN B oldugundan, her x € Supp(y,I) i¢in y(x) in, y(x) halkasmm
bir ideali oldugu gosterilmelidir. ¥, (x)ca(x) ve y,(x)<pB(x) oldugundan,
7 (x)NA, (x)ca(x)NB(x) oldugu gbrilliir. Bylece y(x), R nin bir alt halkasidir.
Son olarak; her 7 € y(x) ve her a €y(x) i¢in raey(x) oldugu gosterilmelidir. 7, (x)
, a(x) in bir ideali oldugundan r € y(x)=a(x)NB(x) ve acy(x)=y,(x)Ny,(x)
icin raey,(x) ve racy,(x) oldugu gorilir. Bdylece, racy(x) elde edilir. Yani

(7,,1,)1(7,.1,), (a,A)[1(B, B) nin bir soft idealidir.
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Ornek 5.2.2. [Acar vd. 2010] R =M, (Z) , yani tam sayilar lizerindeki 2x2 tipindeki

matrislerin halkasiy, 4 =3Z, B=5Z, I, =674 ve I, =10Z olsun.

a(x):{”g mnez} ve ﬁ(x):{”g Zj|nel}

seklinde tanimlanan

a:A—>p(R) ve B:B—p(R)
fonksiyonlar1 dikkate alinsin. Agikca a(x) ve ﬂ(x), R nin alt halkalaridir. Boylece

(a,4) ve (B,B), R iizerinde soft halkalardur.

w0 Tlnezt e - minez]

seklinde tanimlanan
v : L, > @(R) ve y,: 1, > p(R)
kiime degerli fonksiyonlar1 dikkate alinirsa, ¥, (x) ve ¥, (x) , siras1yla a(x) ve (x)

in idealleri olur. Her x € 7,11, i¢in

yl(x)nyz(x)z{{g ”ﬂ|nez}<a(x)nﬁ(x):{”g mnez}

elde edilir. Bu durumda (7,,7,)[1(7,.1,), (a,4)T1(B,B) nin bir soft idealidir.

Teorem 5.2.3. [Acar vd. 2010] (o, 4), R iizerinde bir soft halka, (7,,1,) ve (,,1,)

(e, 4) nin soft idealleri olsun. 7, ve 1, ayrik ise bu durumda (7,,7,)U(7,.1,), (a,4)

nin soft idealidir.

Ispat. Tanim 3.1.12. den, 7 =1, U1, ve
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y](x)a xel —1,ise
ﬂ(x): 72(35), xel,—1 ise ,Vxel
7 (x)Ur,(x), xel NI, ise

olmak iizere; (7,,1,)U(7,.1,)=(B.1) yazilabilir. (y,,1,)<3(ct,4) ve (7,,1,) (e, 4)
oldugundan / < 4 oldugu gdriliir. Her x € Supp(,1) i¢in, 1, ve I, ayrik oldugundan
xel, -1, ya da xel,-I dir. xel -1, ise (7,],)<(a,4) oldugundan
B(x)=1(x)#D, a(x) in idealidir. Benzer olarak xel,-1, ise (7,,1,)< (e, 4)
oldugundan S(x)=1,(x)#@, a(x) in idealidir. Bdylece her x e Supp(f,I) igin,

B(x) <a(x) dir. Budurumda (3,7), (e, 4) nin soft idealidir.

Teorem 5.2.3. de I, ve I, ayrik olmasaydi, Ornek 5.2.3. de de goriildiigii gibi

(7,1)0(75,1,), (ar, 4) nin soft ideali olamazdu.

Ornek 5.2.3. A=74={0,1,2,3,4,5} ve her xed i¢in
a (x) = {y €Ly ‘ XRy < xye {0,2, 4}} seklinde tanimli

a:Ad—p(Zy)
kiime degerli fonksiyon olmak iizere (c,4), R iizerinde bir soft kiime olsun. Ornek
5.2.1.den (e, 4) nin R iizerinde bir soft halka oldugunu biliniyor. 7 ={2,3,4,5} ve her
x el igin A(x) = {y €Ly | xRy < xy = O} seklinde tanimli

A:1—> p(Z6)

kiime degerli fonksiyon olmak iizere (4,1), Z izerinde bir soft kiime olsun. Bu

durumda

4(2)={0.3}<Z, =a(2),

A(3)=1{0,2,4} <{0,2,4} =a (3),
A(4)={0,3} 9Z;=0a(4) ve
A(5)={0} <{0,2,4} = (5) dir.
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Dolayisiyla (4,1), (a,Z¢) nin bir soft idealidir. Bununla birlikte, J={4} ve her
xeJ igin B(x)={0}U{yeZ| x+ye{0,2}} seklinde taniml

B:J > p(Zs)
kime degerli fonksiyon olmak iizere (B,J), Z, tizerinde bir soft kiime olsun.
B(4)={0,2,4} <«Z;=a(4) oldugundan (B,J) de (a,Zs) nmn bir soft idealidir. Bu
durumda 3+4=1¢C(4) ve C(4)=4(4)UB(4)={0,2,3,4}, a(4) in bir ideali

olmadigindan (C,U)=(4,1) U (B,J), (a,4) nmn bir ideali degildir.

Teorem 5.2.4. [Acar vd. 2010] (@, 4), R iizerinde bir soft halka ve (7,,1;), .. (@, 4)

nin soft ideallerinin bostan farkl bir ailesi olsun. Bu durumda

()T, (71;), (@, 4) nm iizerinde bir soft idealdir.

(2) k/e\[(}/k,lk) . (e, 4) min lizerinde bir soft idealdir.

el

Ispat. Teorem 4.2.2. Ispat (1) ve (2) ye benzer olarak ispat kolayca gériilebilir.

Tanim 5.2.2. [Acar vd. 2010] (a,4), R iizerinde bostan farkli bir soft kiime olsun. Her

xeSupp(a,4) igin a(x), R nin ideali ise bu durumda (o,4), R iizerinde bir

1dealistik soft halkadir.

Ornek 5.2.4. [Acar vd. 2010] Ornek 5.2.1. deki (a,4), her x € Supp(a, 4) igin a(x)

R nin ideali oldugundan, R iizerinde bir idealistik soft halkadir.

Ornek 5.2.5. R bir halka ve Z tamsayilar halkasi olmak iizere S=RxZ halkasi

dikkate alinsin. Her ( ¥, n) € RxZ i¢in

RxnZ neNise,
a(y,n B {(0,0)} n ¢ Nise,

seklinde taniml
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a:S—p(S)
kiime degerli fonksiyon olmak {izere (a,S ) , S tuzerinde bir idealistik soft halkadir.
Bir halkanin her ideali ayni zamanda bir alt halka oldugundan, R iizerindeki her

idealistik soft halka, R iizerinde bir soft halkadir. Ancak, tersi her zaman dogru

degildir. Bu durumu bir 6rnekle gorelim.

Ornek 5.2.6.
+10 a b c «10 a b ¢
00 a b ¢ 0({0 0 0 O
ala 0 ¢ b ve al0 a 0 a
b|b ¢ 0 a b|0 0 b b
clc b a 0 c|0 a b c

islemleri ile birlikte R={0,a,b,c} halkasm dikkate alahm. 4=R ve x"=uxx..x

olmak iizere her x € R igin a(x)={y € R| xRy < y=x",n e N| seklinde taniml
a:A—>p(R)

kiime degerli fonksiyonu i¢in a(0)={0}, a(a)={0,a},a(b)={0,b} ve a(c)={0,c}

R nin alt halkalari oldugundan (a,4), R iizerinde bir soft halkadir. Ancak

cb=bga(c) oldugundan a(c)={0,c}, R nin bir ideali degildir. Boylece (o, 4), R

iizerinde bir idealistik soft halka degildir.

Onerme 5.2.1. [Acar vd. 2010] (o, 4), R iizerinde bostan farkli bir soft kiime ve

Bc A olsun. (a,4) R iizerinde bir idealistik soft halka ise (@, B) de R iizerinde bir

1dealistik soft halkadir.
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Teorem 5.2.6. [Acar vd. 2010] ) (a,4) ve (B,B), R iizerinde idealistik soft halkalar

olsun. Bu durumda (a,4) ve (,B) bostan farkl ise, (o, 4)[1(,B) bi-arakesiti R

uzerinde bir idealistik soft halkadir.

Ispat. Tanim 3.1.13. den, her xe C=ANB i¢in ¥ (x)=a(x)N B(x)#J olmak iizere
(a,A)(B,B)=(7,C) yazlabilir. a(x) ve B(x), R nin idealleri ve bir halkanin
ideallerinin bostan farkli ailesi yine bir ideal oldugundan, her x e Supp(y,C) i¢in
y(x)=a(x)NB(x)=D de R nin bir idealidir. Sonug olarak (y,C)=(a,4) (S, B)

bi-arakesiti, R tzerinde bir idealistik soft halkadur.

Teorem 5.2.7. [Acar vd. 2010] (@, 4) ve (,B), R iizerinde idealistik soft halkalar

olsun. 4 ve B ayrikise (a,4)U(B,B), R iizerinde bir idealistik soft halkadur.
Ispat. Tanim 3.1.12. den, C = AUB ve

a(x), xe A—Bise
j/(x): ﬂ(x), xeB—Aise ,VxeC
a(x)uﬂ(x), xe AN B ise
olmak iizere; (a,A)U(B,B)=(y,C) yazilabili. 4 ve B ayrik ise ANB=2 dir.
Béylece her x € Supp(y,C) i¢in, xe A-B yada xe B—A4 dir. xe A-B ise, (a,A)
R iizerinde idealistik soft halka oldugundan, y (x)=a(x) R nin bir idealidir. Benzer
olarak xeB-A ise, (B,B) R iizerinde idealistik soft halka oldugundan,

}/(x) = ﬂ(x) R nin bir idealidir. Boylece her x € Supp(}/,C) icin, }/(x) R nin bir

ideali olur ve dolayisiyla (a,4)U(B,B)=(7,C), R iizerinde bir idealistik soft

halkadir.

R halkasinin iki farkli idealinin birlesimi her zaman R nin ideali olamayacagindan,

Teorem 5.2.7. de A ve B ayrik olmasaydi, (a,A)O( B,B) R iizerinde bir idealistik

soft halka olamazdi. Bu durumu bir 6rnekle inceleyelim.
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Ornek 5.2.7. [Acar vd. 2010] R=7Z,,={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, A={0,4} ve B={4}
olsun. a(x)={yeR|x.y=0} ile tanmls

a:A—>p(R)
kime degerli fonksiyonu dikkate almsm. Bu durumda a(0)=R<R ve
a(4)={0,5} <R dir. Béylece (a,4), R iizerinde bir idealistik soft halkadir.
B(x)={0}U{yeR|x+ye{0,2,4,68}} ile tanimh

B:B— p(R)
kiime degerli fonksiyonu dikkate alinirsa f3(4)={0,2,4,6,8} <R oldugu gdriilir.
Béylece (f,B), R iizerinde bir idealistik soft halkadir. a(4)UB(4)={0,2,4,6,8}, R

nin ideali olmadigindan (a,4)U(B,B) R iizerinde idealistik soft halka degildir.

Teorem 5.2.8. [Acar vd. 2010] (&, 4) ve (,B), R iizerinde idealistik soft halkalar

olsun. Bu durumda (e, 4)A(B,B), R iizerinde idealistik soft halkadir.

ispat. Tanim 3.1.9. dan, her (x,y) € AxB=C icin y(x,y)=a(x)NB(») olmak iizere
(a,4)A(B,B)=(y,C) yazilabilir. (y,C) nin bostan farkli olsun. (x,y) e Supp(y,C)
ise, bu durumda y(x,y)=a(x)NB(y)=D dir. (a,4) ve (B.B), R iizerinde
idealistik soft halkalar oldugundan, a(x) ve S(y) bostan farkli kiimeleri R nin
idealleridir. Boylece iki idealin arakesiti ideal oldugundan, her (x,y) € Supp(y,C) i¢in
y(xy), R nin bir idealidir. Sonu¢ olarak, (a,4)A(B,B)=(7,C), R iizerinde

1dealistik soft halkadir.

) .
Ornek 5.2.8. [Acar vd. 2010] R :{0 Y }
z

a(x):{”g ’ﬂ|nez} Ve/s(x):{g Zj|nel} e tanmls

a:A—>p(R) ve B:B—p(R)

x,y,zeZ}, A=67 ve B=10Z olsun.



fonksiyonlar: dikkate alinsin. (z,4) ve (B,B), R iizerinde idealistik soft halkalardur.
C = AxB olmak iizere (a,A)A(B,B)=(y,C) olsun. Bu durumda ¢, x ve y nin en
kiigiik ortak kat1 olmak iizere, her (x,y)eC icin

0 m

y(x,y)za(x)ﬂﬂ(y)z{o 0}|nez}<R dir. Béylece (a,4)A(B,B), R

uzerinde idealistik soft halkadir.

Tanim 5.2.3. [Acar vd. 2010] (a,4), R iizerinde idealistik soft halka olsun. Bu

durumda;

(i) Her xe 4 i¢in a(x)={0} ise (o, 4) ya asikar idealistik soft halka denir.

(ii) Her x € 4 i¢in a(x)=R ise (a,4) ya tam (absolute) idealistik soft halka denir.

Ornek 5.2.9.
+10 a b c «10 a b ¢
010 a b ¢ 0({0 0 0 O
ala 0 ¢ b ve al0 0 0 b
b|b ¢ 0 a b0 0 0 O
clc b a 0 c|0 b 0 a

islemleri ile birlikte R = {O,a,b,c} halkasim1 dikkate alinsin. 4=R olmak iizere her
X€R i¢in o (x) = {y eER ‘ xRy < xpye {0, a,b}} seklinde tanimli

a:A—>p(R)
kiime degerli fonksiyonu verilsin. Bu durumda her xe 4 i¢in a(x)=R oldugundan

(o, 4) tam (absolute) idealistik soft halkadr.

Ornek 5.2.10. [Acar vd. 2010] pbir asal tam sayr olmak iizere, R = Z, ve
A=7,-{0} olsun. a(x)= {y eR ‘ (x.y)p_] = 1} U{0} ile tammh

a:A—>p(R)
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kiime degerli fonksiyonu dikkate almsm. Bu durumda her x € 4 i¢in a(x)=R <R dir.
Boylece (a,4), R iizerinde tam (absolute) idealistik soft halkadur.
ﬂ(x) = {y €ER | X.y= O} ile taniml

B:B— p(R)
fonksiyonu dikkate alinirsa her xe 4 i¢in f(x)={0} <R dir. Bdylece (S,B), R

iizerinde asikar idealistik soft halkadir.

(a,4), R iizerinde bir soft kiime ve f:R — R' halkalar arasinda tanimli bir doniisiim
olsun. Bu durumda her xed i¢in f(a)(x)=f (a (x)) seklinde taniml
f(a):A—p(R') fonksiyonu dikkate alinirsa, R' iizerinde ( f (a),A) soft kiimesini

tanimlayabiliriz. Tanim 5.1.1. den, Supp( f (a), A) = Supp(a, A) oldugu goriilir.

Onerme 5.2.2. [Acar vd. 2010] f:R—>R' bir halka epimorfizmasi olsun. (a,4), R

iizerinde bir idealistik soft halka ise (f(a),4), R' iizerinde bir idealistik soft

halkadir.

Ispat. Tanim 5.2.2. den, (o, 4) bostan farkli bir soft kiime ve (@,4), R iizerinde
idealistik soft halka oldugundan ( f(e),4), R' iizerinde bostan farkl bir soft kiimedir.
Her x € Supp(f(a),4) igin f(a)(x)=f(c(x))=D dir. Bostan farkli a(x) kiimesi
R nin ideali ve f bir epimorfizma oldugundan f(a(x)), R' niin bir idealidir.
Boylece her x e Supp(f(a).4) igin f(a(x)), R' nin bir idealidir. Sonug olarak,

(f(«),4), R iizerinde bir idealistik soft halkadir.

Teorem 5.2.9. [Acar vd. 2010] (a,4), R iizerinde idealistik soft halka ve f:R—>R'

bir halka epimorfizmasi olsun.

(1) Her xe 4 i¢in a(x)=ker(f) ise (f(a),A), R' iizerinde asikar idealistik soft

halkadir.
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(2) (o, 4) tam (absolute) ise ( f (a),A), R' iizerinde tam idealistik soft halkadur.

Ispat. (1) Her xed igin a(x)=ker(f) olsun. Bu durumda her xe4 igin
f(a)(x)zf(a(x))z{OR,} yazilabilir. Béylece Tamim 5.2.3. ve Onerme 5.2.2. den

( f (a),A), R' tizerinde asikar idealistik soft halkadir.

(2) (e, 4) nin tam (absolute) olsun. Bu durumda her x € 4 i¢in (x)=R dir. Boylece
her xe 4 igin f(a)(x)zf(a(x))zf(R)zR' olur. Sonug olarak, Tanim 5.2.3. ve

Onerme 5.2.2. den ( f (a),A), R' iizerinde tam (absolute) idealistik soft halkadir.

Tanim 5.2.4. [Acar vd. 2010] (o, 4) ve (f,B) swasiyla R ve R' iizerinde soft
halkalar olsun. f:R—>R' ve g:A— B doniisimlerini dikkate alalim. Asagidaki
kosullar saglanirsa ( f, g) ikilisine bir soft halka homomorfizmasi denir.

(i) f bir halka epimorfizmasi,

(i) g, bire bir doniisiim ve

(iii) Her xe 4 icin f(a(x))=pB(g(x)).

(a,4) ve (B, B) arasinda bir soft halka homomorfizmasi varsa, (a,4), (,B) ye soft
homomorfiktir denir ve (a,A) ~ ( )i ,B) ile gosterilir. Ayrica, f bir halka izomorfizmasi
ve g bire bir ve Orten bir doniisim ise, ( f, g) soft halka izomorfizmasidir. Bu

durumda (@, 4), (B,B) ye soft izomorfiktir denir ve (a,4)=(f3,B) ile gdsterilir.

Ornek 5.2.12. [Acar vd. 2010] R=7Z ve R'={0} halkalarin1 g6z Oniine alinsin.
A=27 ve B={0}x6Z olsun. (a,4) nin Riizerinde ve (B, B) nin R' iizerinde soft

halka olduklar1 kolayca goriilebilir. o (x) =x18Z ve P ((0, y)) = {0} x6yZ seklinde

tanimli

a:A—>p(R) ve B:B—p(R')

kiime degerli fonksiyonlar1 verilsin. Bu durumda f (x) = (O,x) ile tanimlt f: R —> R'
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fonksiyonu bir halka izomorfizmidir. Diger taraftan g ( y) = (0, 3 y) ile tanimh
f:4—> B fonksiyonu bire bir ve Orten bir donligimdir. Her xe A igin
f(a)(x)=f(18xZ)={0} x18xZ ve ﬂ(g(x)) = ﬂ({O} ><6xZ) ={0} x18xZ elde edilir.

Sonug olarak (f,g) soft halka izomorfizmasidir ve (o, 4) =(f,B) ile gosterilir.

6. SOFT GAMMA HALKALARI ve IDEALISTIK SOFT GAMMA HALKALARI

Bu boliim boyunca, M # & bir I' -halkasi ve R; M, ' ve M nin elemanlar1 arasinda

tanimli bir bagnt1, yani R, M xI'xM nin bir alt kiimesi olarak dikkate alnacaktir. Her

ae N icin H(a):{beM‘iR(a,a,b),VaeF} ile tanmli H:N — (M) kiime

degerli fonksiyon olmak tizere, (H,N) M iizerinde bir soft kiimedir.
6.1. Soft Gamma Halkalan

Tanmm 6.1.1. (H,N), M T -halkas: iizerinde bostan farkli bir soft kiime olsun. Her

aeNcM igin H(a), M nin alt I -halkast ise (H,N) ye M iizerinde bir soft

I" -halkas1 denir.

Ornek 6.1.1. Mz{[ﬁ 0 6],[T 0 6],[T 1 6},[6 1 6}}C(Zz)lx3 ve

—| 3l

0
=401, c(Z,),, toplamsal degisimli gruplar: dikkate alnsn.
0

ol

MxI'sxM > M

(a,a,b) > aab

olsun. Bu durumda her a,b,ce M ve her o, €T igin,
(i) aabeM,
(i) (a+b)ac=aac+bac, a(a+ P)b=aab+apfb, aa(b+c)=aab+aoac,

(i) (aab)pc = aa(bPc) kosullari saglandigmdan M bir I -halkasidir.
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Nz{[ﬁ 0 0T T 6]}cM ve her a e N icin
H(a)={be M| R(a.0.b) S aabe(0 0 O[T T 0L[0 T 0Jj.vaer]
ile taniml

H:N—p(M)
kiime degerli fonksiyon olsun. Acikea, H=([6 0 6])={[6 0 6]} ve
H=(T T 0])={[0 0 0J[T T 0][0 T 0]} kimeleri M nin alt

I' -halkalaridir. Béylece (H,N), M T -halkasi iizerinde bir soft T -halkasidur.

Teorem 6.1.1. (F,A) ve (G,B), M T -halkasi iizerinde soft I -halkalar: olsun. Bu

durumda (F, 4) /~\(G,B), M T -halkasi iizerinde bir soft T -halkasidir.

Ispat. Tanim 3.1.9. dan, her (x,y)e AxB i¢in H(x,y)=F (x)NG(y) olmak iizere
(F,A)A(G,B)=(H,AxB) yazabiliriz. F(x) ve G(y), M T -halkasmm alt
I -halkalar1 oldugundan, F(x)NG(y)de M T -halkasimn alt T -halkasidir. Bu
durumda her (x,y)eAxB i¢in H(xy)=F(x)NG(y), M T -halkasmm bir alt

I' -halkasidir. Boylece (F , A) 7\(G,B), M T -halkasi izerinde bir soft I' -halkasidir.

Tanim 6.1.2. (F , A) ve (G,B), M T -halkasi tizerinde soft I" -halkalar1 olsun. Bu

durumda

(i) Bc A4 ve
(ii) Her x € B i¢in G(x), F(x) in alt T -halkas

ise (G,B) ye (F, A) nin soft alt I' -halkasi1 denir ve (F,A) <r (G,B) ile gosterilir.

Onerme 6.1.1. (F , A) ve (G,B), M T -halkasi tizerinde soft I" -halkalari olsun. Bu

durumda;

(1) (F,4)N(G,4), M T -halkast iizerinde bir soft T -halkasidr.
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(2) Her x e 4 igin F(x) c G(x) ise, bu durumda (F,A), (G,B) nin bir soft alt

I" -halkasidir.

Ispat. (1) Tanim 3.1.11. den, her xe 4 i¢in H(x)=F(x) veya G(x) olmak iizere
(F,A)N\(G,4)=(H,4) yazlabilir. (F,4) ve (G,B), M T -halkas: iizerinde soft
I -halkalar1 oldugundan, her xe 4 i¢in F(x) ve G(x) M nin alt T -halkalaridur.
Béylece, her xed igin H(x) M nin alt T -halkasidir. Sonug olarak
(F,A)N(G,4)=(H,4), M T -halkasi iizerinde bir soft T -halkasidir.
(2) Her xed i¢in  F(x)cG(x) oldugundan, AcB  ve her
xeBigin F(x),G(x) in alt T -halkasidir. Sonug olarak, Tanim 6.1.2. den (F,4) nin

(G,B) nin bir soft alt I" -halkas1 oldugu goriiliir.

Tamim 6.1.3. (F, ,Ai)id , M T -halkasi tizerinde soft I" -halkalar1 olsun. Bu durumda,
(i) B=N4,

iel
(11) Her e € B i¢in G(e) = EU (e) olacak sekilde bir i, € I vardir.

kosullar1 saglaniyorsa, (G,B) soft I' -halkasmna (E ,Al) soft I" -halkalarinin arakesiti

iel

denir ve N(F,,4,)=(G,B) ile gdsterilir.
iel

Tanim 6.1.4. (E ,Ai)id , M T -halkasi iizerinde soft I" -halkalar1 olsun. Bu durumda,

(i) B=]]4 veher e=(e,)_, €B igin G(e)=F/(e) olmak iizere
iel el

(G,B)=A(F,,4,) bir soft T -halkastdir.

iel

(i) C=]] 4 veher e=(e) _ €C i¢in G(e)=UF(e) olmak iizere
iel iel
(G,C)=V

iel

(F,,4) bir soft T -halkasidir.
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Teorem 6.1.2. (F , A), M T -halkasi tizerinde bir soft I" -halkasi olsun. / indis kiimesi

olmak tizere {(F A)|i el } , (F , A) nin soft alt I' -halkalarmin bostan farkli bir ailesi

27
1se, bu durumda,

(1) N(F.4), (F,A4) nmn bir soft alt T -halkasidur.
iel

(2) 7\(Fi,Ai), 7>(F,A) nin bir soft alt T -halkasidur.

iel

Ispat. (1) Tanim 6.1.3. den ve her i e / igin (F,A), (F,A) nin bir soft alt I" -halkas1

1 1

oldugundan, her xe(4cA ve her iel igin G(x)zE(x) ile tanimh

iel

G:B— go(M ) fonksiyonu yazilabilir. Bu durumda, her xe B=(14,c 4 ve her ie ]

iel

igin F(x), M T -halkasmm bir alt I -halkasi ve dolayisiyla F(x), M
iel

I' -halkasmin bir alt I' -halkasidir. Boylece, (G,B) M T -halkasi tizerinde bir soft

I' -halkasidir. Sonug olarak Tanim 6.1.3. den (G, B)=(\(F,, 4,), (F,A) nmn bir soft alt

iel

I" -halkasidir.

(2) Tamm 3.1.9. dikkate almarak B=[[K, ve her e=(e)_€B igin

t/ie
iel

ﬁ(e)ZQHi(q) olmak {izere é(Hi,Ki):(ﬂ,B) yazilabilir. {(Hi,Ki)‘iel},

(F , A) nin soft alt I' -halkalarinin bostan farkli bir ailesi oldugundan, her i e/ igin

(Hi,Ki), (F,A) nin soft alt I -halkalaridir. Yani her iel igcin K, c A4 ve

Hi(ei)<r F(ei) dir. Her iel iin K,cA4 ve H‘(ei) rF(ei) oldugundan

1

B:HKI.CHA:AXAX...XAX... ve ﬁ(e):ﬂHi(ei)<rﬂF(ei) olur. Bdylece

iel iel iel iel

Tanimm 4.2.1. den g(Hi,Ki) , Q(FaA) nin bir soft alt I" -halkasidir.

Tanim 6.1.5. (F ,N ), M T -halkasi tizerinde bir soft T" -halkas1 olsun.

(i) UcN ve
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(if) Her x e U i¢in F(x)I'G(x) (F(x)TG(x)), G(x) inalt kiimesi
ise M T -halkasi lizerinde bir soft I" -halkas1 olan (G,U ) ya (F ,N ) nin sol (sag) soft

ideali denir ve (7,7) < (a, 4) ile gosterilir.

(")rnek6.1.2.M={[6 0 6],[T 0 6],[T 1 6],[6 1 6]}C(Z2)1X3 ve

olsun. Bu durumda M bir I" -halkas1 olur. N ={[6 0 OJ,U 1

ol ol ol
=) e ]|

ﬂ < (Z,),, toplamsal degisimli gruplar: dikkate alnsmn

MxI'sxM > M,
(a,a,b) > aab

6]}CM

ve her a e N i¢in

F(a)={beM |9(a.a.b) & aabef[0 0 O[T T 0L[0 T 0]}, vaer]
ile taniml
F:N—p(M)
kiime degerli fonksiyon olmak iizere, Ornek 6.1.1. den, (F,N), M T -halkas
iizerinde bir soft T -halkasidir. U ={[6 0 0][T T 6]} CN veher acU icin
G(a)={be N| R(a,a.b) > aabe{[0 0 0]}, Vaer] seklinde tanmi
G:U—p(N)
kiime degerli fonksiyonu dikkate alrsa G([0 0 0])=N ve G([T T 0])=n
oldugu gériiliir. Boylece; () UcN ve
(i) F([0 0 0])rG([0 0 0]),G([0 0 OJJrF([0 0 0]) kiimeleri
G([0 0 0])=N ninalt kimelerive F([T T 0])TG([T T 0]),

G([T 1 6])FF([T 1 6]) kiimeleri de G([T 1 6])=N nin alt kiimeleridir.
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Sonug olarak, M T -halkasi lizerinde soft kiime olan (G,U ), (F , N ) nin bir soft

idealidir ve (G,U) <. (F,N) seklinde gosterilir.

Teorem 6.1.3. (F , A), M T -halkasi tizerinde bir soft T" -halkasi olsun. U, U, # &
olmak tizere M I -halkasi lizerinde herhangi (GI,UI) ve (GZ,UZ) soft kiimeleri i¢in,

(G,U,) 3. (F,A), (G,U,) . (F,4) ise (G,,U,)N(G,,U,) 3 (F,4) di.

ispat. Tanim 3.1.11. den, her xeU i¢in G(x)=G,(x) veya G,(x) ve U=U,NU,
olmak iizere (G,,U,)N(G,,U,)=(G,U) yazlabilir. A¢ik¢a U < 4 ve G:U — (M)
bir doniisimdir. Boylece (G,U), M T -halkasi iizerinde bir soft kiimedir.
(G.U,) < (F.4) ve (G,,U,)(F,A) oldugundan her xeU icin G(x)=G(x),
F(x) in ideali veya G(x)=G,(x), F(x) in idealidir. Sonug olarak

(G, U)N(G,,U,) =(G,U) 4. (F,A) elde edilir.

Teorem 6.1.4. (F , A), M T -halkasi tizerinde bir soft I" -halkas1 olsun. / ve J ayrik
olmak tizere; M T -halkasi iizerinde herhangi iki soft kiime (G,I ) ve (H ,J ) olsun.

Bu durumda (G,I) 4 (F,A), (H,J) < (F,A) ise (G,I)U(H,J) < (F,A) dir.

Ispat. (G,I) = (F,A) ve (H,J) < (F,A) olsun. Tanim 3.1.12. den U =1 J ve her

xeU ig¢in

G(x), xel—Jise
cj(x): H(x), xeJ—1ise
G(x)UH(x),erﬂJise

olmak iizere (G,I)U(H,J)=({,U) yazilabilir. I(1J =< oldugundan, her xeU
icin ya xel-J yada xeJ—I dr. xel—-J ise (G,I)<.(F,A4) oldugundan

{(x)=G(x), F(x) in idealidir. Benzer olarak, xeJ—1 ise (H,J)<(F,A)
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oldugundan ¢ (x)=H(x), F(x) in idealidir. Béylece her xe U igin ¢(x), F(x) in

idealidir. Sonug olarak (G,/) EJ(H,J) =(£,U) <, (F,A) elde edilir.

Teorem 6.1.5. (F , A), M T -halkasi uizerinde bir soft T" -halkasi olsun. J indis

kiimesi olmak iizere {(F] A, )| jedJ } , (F , A) nin soft ideallerinin bostan farkl bir ailesi
ise,

(1) N(F,1;) 3 (F.4) di.

jel

@) A(F,. ;)3 A(F.4) d.

jeJ

Ispat. (1) Tanim 6.1.3. den ve her jeJ icin (Fj,lj), (F,A) nmn bir soft idealleri

oldugundan, her xeC=(1/,cA4 ve her jeJ igin H(x) =F (x) ile tanimh

jel - /
H:C— (M) fonksiyonu yazilabilir. Bu durumda (H,C), M T -halkasi iizerinde

bir soft kiime ve ayni zamanda her x € C ve her jeJ igin F; (x), F(x) in bir ideali

oldugundan her xeC i¢in ﬂ(Fj,Ij), F (x) in bir idealidir. Sonug¢ olarak

jeJ

Tamm 6.1.3. den ((F,.I,)=(H.C)3. (F.4) du.

jeJ

(2) Tanim 3.1.9. dikkate alinarak B:ng ve her ez(ej)jdeB icin

ﬁ(e):ﬂHj(ej) olmak iizere /~\(H_/,Kj)=(ﬂ,B) yazilabilir. {(Hj,Kj)|jeJ},

jeJ

jeJ

(F , A) nin soft ideallerinin bostan farkli bir ailesi oldugundan, her j€J igin (H ].,K ].) ,

—_

F,A) nin soft idealleridir. Yani her jeJ i¢in K, c 4 ve H].(ej)ilr F(ej) dir.

Her jed icin K,c4 ve H, (ej) < F(ej) oldugundan

J

B=[]K,c[]4=4xAx..xAx... ve ﬂ(e):ﬂHj(ej)%rﬂF(ej) olur. Boylece

jeJ jeJ jeJ jeJ

~

/\(F, A) mn bir soft idealidir.

jeJ

Tanmm 4.2.1. den /~\(H/,K/) ,
jes N T
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6.2. idealistik Soft I" -Halkalar

Tanim 6.2.1. (F , A), M T -halkasi tizerinde bir soft I" -halkasi olsun. Her x € 4 i¢in

F (x), M T -halkasinin bir ideali ise (F , A) ya M T -halkasi izerinde bir idealistik

soft " -halkasi1 denir.

Bir I -halkasinin her ideali bir alt T" -halkas1 oldugundan, M T -halkasi tizerindeki her
idealistik soft I" -halkas1 M T -halkasi iizerinde bir soft I" -halkasidir. Ancak tersi her
zaman dogru degildir.

Onerme 6.2.1. Bc Ac M olmak iizere, (F, A) ve (F, B) M T -halkasi iizerinde soft
kiimeler olsun. Bu durumda (F , A) M T -halkasi izerinde bir idealistik soft I" -halkas1

ise (F ,B) de M T -halkasi lizerinde bir idealistik soft I" -halkasidir.

Teorem 6.2.1. (F ,A) ve (G,B), M T -halkasi lizerinde idealistik soft I' -halkalar1

olsun. ANB=Q ise (F,A)(G,B) M T -halkasi iizerinde bir idealistik soft

I" -halkasidir.

Ispat. Tanim 3.1.11. den, her xeC=ANB i¢in H(x)=F(x) veya G(x) olmak
iizere (F,A4)N\(G,B)=(H,C) yazilabilir. H:C—> (M) bir déniisim oldugundan
(H,C) M T -halkast iizerinde bir soft kiimedir. (F,4) ve (G,B), M T -halkasi
iizerinde idealistik soft I -halkalart oldugundan, her xeC i¢in H(x)=F(x) ve
H(x)=G(x) M T -halkasmmn idealleridir. Boylece, her xeC i¢in H(x) M

I' -halkasinin idealidir. Sonu¢ olarak (F ,A) ﬁ(G,B) = (H ,C ) , M T -halkasi lizerinde

bir idealistik soft I" -halkasidir.
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Teorem 6.2.2. (F ,A) ve (G,B), M T -halkasi tizerinde idealistik soft I' -halkalar1

olsun. ANB=Q ise (F,4A)U(G,B) M T -halkasi iizerinde bir idealistik soft

I" -halkasidir.

Ispat. Tanim 3.1.12. den, C = AUB ve her ee C igin,

F(e), ec A—Bise
H(e): G(e), ecB—Aise
F(e)uG(e), eeAnBise

olmak iizere; (F,A4)U(G,B)=(H,C) yazilabili. ANB=2 oldugundan her xeC
icinn xeA—B yada xeB-A4 dir. xe A-B ise, (F,A) M T -halkas1 lzerinde
idealistik soft I -halkasi oldugundan, A (x)zF (x) M T -halkasmin bir idealidir.
Benzer olarak xe B— A4 ise, (G,B) M T -halkasi tizerinde idealistik soft I" -halkasi
oldugundan, H (x) = G(x) M T -halkasinin bir idealidir. Boylece her xeC igin

H(x), M T -halkasmin bir idealidir. Bu durumda (F,A)U(G,B):(H,C) M

I" -halkas1 uizerinde bir idealistik soft I" -halkasidir.

Teorem 6.2.3. (F , A) ve (G,B), M T -halkas1 tizerinde iki idealistik soft I" -halkalar1

ise (F , A) 7\(G,B), M T -halkasi tizerinde bir idealistik soft I" -halkasidir.

ispat. Tanim 3.1.9 dan, her (x,y)e AxB i¢in H(x,y)=F(x)NG(y) olmak iizere
(F,A)A(G,B)=(H,AxB) yazlabilir. F(x) ve G(y), M T -halkasmin idealleri
oldugundan, her (x,y)e AxB i¢in F(x)G(y) de M T -halkasmmn idealidir. Bu
durumda her (x,y)e AxB i¢in H(x,y)=F(x)NG(y), M T -halkasmmn bir ideali

olur. Boylece (F,A)A(G,B)=(H,AxB), M T -halkasi iizerinde bir idealistik soft

I" -halkasidir.

47



Tanmm 6.2.2. (F ,A), M T -halkas1 tizerinde idealistik soft I -halkasi olsun.
(i) Her xe 4 i¢in F (x)z{O} ise (F ,A) ya agikar idealistik soft I" -halkasi denir.
(i) Her xe 4 i¢in F(x)=M ise (F,4) ya tam (absolute) idealistik soft I -halkas

denir.

Lemma 6.2.1. f:M — N, T -halkalarmm bir epimorfizmasi olsun. (F,4), M
I" -halkas1 tizerinde idealistik soft I -halkas1 ise ( f (x),A), N T -halkas1 lizerinde

idealistik soft I" -halkasidir.

Ispat. Her xe 4 icin, F(x) M T -halkasmin ideali ve f Orten bir homomorfizma
oldugundan f(F(x)), N T -halkasmm bir idealidir. Dolayisiyla f(F)(x)= f(F(x))
N T -halkasmin bir idealidir. Sonug¢ olarak ( f (x),A), N I" -halkasi iizerinde

idealistik soft I" -halkasidir.

Teorem 6.2.4. f:M — N, I -halkalarmm bir epimorfizmasi ve (F,4), M T -
halkasi tizerinde idealistik soft I" -halkas1 olsun.

(1) Her xe 4 igin F(x)=ker(f) ise (f(F),4), N T -halkasi iizerinde bir asikar
idealistik soft I" -halkasidir.

(2) (F, 4) tam (absolute) ise (f(F),4), N T -halkasi iizerinde bir tam (absolute)

idealistik soft I" -halkasidir.

Ispat. (1) Her xe 4 i¢in F(x)=ker(f) oldugu kabul edilsin. Bu durumda her x e 4
igin f(F)(x)=f(F(x))={0,} dir. Béylece Lemma 6.2.1. ve Tamm 6.2.2. den
( f(F ),A) , N T -halkas1 tlizerinde bir asikar idealistik soft I -halkasidir.
(2) (F,4) nmn tam (absolute) oldugu kabul edilsin. Bu durumda her xe 4 igin
F(x)=M ve dolayisiylaher xe 4 i¢in f(F)(x)=f(F(x))=f(M)=N elde edilir.
Boylece Lemma 6.2.1. ve Tanim 6.2.2. den ( f(F ),A) , N T -halkasi lizerinde bir tam

(absolute) idealistik soft I" -halkasidir.
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Tamm 6.2.3. (F,4) ve (G,B) swasiyla M ve N T -halkalar {izerinde iki soft
I" -halkalar1 olsun. f:M —> N ve g:A— B dontsiimleri dikkate alinsin. Asagidaki

kosullar saglantyorsa ( f, g) ikilisine bir soft I" -halka homomorfizmasi denir.

(i) f bir halka epimorfizmasi,

(1) g, orten doniigiim ve

(iii) Her xe 4 igin f(F(x))=G(g(x)).

(F,A) ve (G, B) arasinda bir soft I' -halka homomorfizmasi varsa, (F,4), (G,B) ye
soft homomorfiktir denir ve (F,A4)~.(G,B) ile gosterilir. Ayrica, f bir halka
izomorfizmasi ise, (f,g) soft I' -halka izomorfizmasidir. Bu durumda (F, 4), (G, B)

ye soft izomorfiktir denir ve (F, 4) = (G,B) ile gosterilir.
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