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Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, tez konusu tanitilmis ve bu konu ile
ilgili caligmalar hakkinda kisa bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, bu tezi anlamada kolaylik saglayacak genel bilgiler verilmistir. Ayrica
bu boliimde gamma halkalarinda tiirev ¢esitleri ve bu konudaki caligmalarin kisa bir
Ozeti verilmistir.

Ugiincii boliimde ise asal gamma halkalarinda 6 —tiirev ve (0,¢)—tiirev calisilarak
gamma halkasimin yapis1 hakkinda bazi sonuglar verilmistir.
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1. GIRIS

1964 yilinda, halka kavramimdan daha genel olan gamma halka kavrami1 Nobusawa
tarafindan ortaya konulmustur. Barnes (1966) yaptig1 c¢alismada, Nobusawa
anlaminda gamma halka kavraminin tanimindaki kosullar1 biraz zayiflatmis ve
gamma halka kavramimi yeniden tanimlamistir. Daha sonra Luh (1969), Kyuno
(1978), Soytiirk (1994), Oztiirk ve Jun (2000) gibi birgok matematik¢i gamma
halkalarinin ve asal gamma halkalarmnin yapisini incelemeye devam etmis, halkalar

teorisindeki sonuglar ile ilgili baz1 genellestirmeler yapmislardir.

Tirevli halkalarda ilk ¢alisma 1957 yilinda Posner tarafindan yapilmistir. Tiirev
kavramimdan daha genel olan yari-tiirev, zayif a —tiirev, o —tiirev ve (o,7)— tiirev
gibi farkli tiirev tanimlar1 Bergen (1983), Chang (1984), Hirano ve Tominaga (1985)
tarafindan verilmis ve tiirevli asal (yari-asal) halkalar i¢in yapilan bazi1 ¢aligmalar,

yukarida ifade edilen tiirevler i¢in genellestirilmistir.

Tiirevli gamma halkalarda ilk ¢calisma 1987 yilinda Jing tarafindan yapilmis ve bu
calismadan sonra halkalarda tiirev cesitleri ile ilgili yapilan ¢alismalar gamma

halkalarinda yapilmistir.

Bu tezin amaci, yukarida ifade edilen ¢aligmalar, kaynaklar kisminda verilen diger
calismalar ve 6zellikle Uckun ve Yenigiil (1997), Oztiirk, Jun ve Kim (2002) deki
calismalar dikkate alinarak Barnes anlaminda asal gamma halkalarda 6 — tiirev ve

(0, ) —tiirevlerle ilgili yeni sonuglar elde etmektir.



2. ON BILGIiLER

Bu boliimde tezin okunabilirligini kolaylastirmak i¢in bazi temel tamimlar ile yapilacak
ispatlarda ¢ok sik kullanilacak olan gamma halkalarin bazi 6zellikleri alindiklar1

kaynaklarla birlikte verilecektir.
2.1 Genel Bilgiler

Tanmim 2.1.1 G bos olmayan bir kiime olsun. G nin swrali herhangi iki elemanma G
nin bir tek elemanini karsilik getiren bir eslemeye G de bir ikili iglem adi1 verilir ve
*:GxG—>G
(a,b) > ax*b

biciminde gosterilir.

Tanim 2.1.2 G bos olmayan bir kiime ve "+" da G de bir ikili islem olsun. Asagidaki

kosullar saglanirsa (G, *) cebirsel yapisima grup adi verilir:
i) Her a,b,c € G i¢in, (a*b)*c =ax*(b*c) (birlesme ozelligi),

ii) Her a € G i¢in, a*e=e*a=a olacak sekilde bir tek ee G vardir (birim
eleman ozelligi),

iii) Her a € G ye karsilik, a*a'=a'"+a =e olacak sekilde bir tek a'e G vardur.

(ters eleman ozelligi).

(G,*) bir grup olsun. Her a,be G icin a*b=b*a kosulunu da saglayan (G,*)
ikilisine bir degismeli grup (komiitatif grup) adi verilir.

Eger G "+"islemine gore bir grup ve degismeli ise G ye toplamsal degismeli grup adi

verilir ve (G,+) ile gosterilir.

(G,+) birgrupve ae G, neZ ise

a+a+..+a , n>0 ise
na = 0, , n=0 ise

(—a)+(-a)+...4+(—a) , n<0 ise



Tanim 2.1.3 (G,*) bir grup ve S de G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger S
nin kendiside "+" iglemine gore bir grup ise S ye G nin bir alt grubu denir ve S <G ile
gosterilir.

Tamm 2.1.4 (G,*) grubunun ({e},*) ve (G,*) alt gruplarina bu grubun asikdr alt

gruplart denir. Bir (G,*) grubunun asikar alt gruplarindan farkli alt gruplar1 varsa o

zaman bu alt gruplara G nin 6z alt gruplari denir.

Tanim 2.1.5 R bos olmayan bir kiime, "+" ve "" R de tanmiml ikili iglemler olsun.

Asagidaki kosullar saglanirsa (R,+,-) Ucliisiine bir halka adi verilir:
i) (R,+) degismeli bir gruptur,
ii) Her a,be R i¢in (a-b)-c=a-(b-c),

iii) Her a,b,ce R i¢in a-(b+c)=a-b+a-c ve (a+b)-c=a-c+b-c.

Tanmm 2.1.6 (R,+,-) bir halka olsun. Her a,b€ R icin a-b=b-a ise R ye degismeli
(komiitatif) halka denir. Her a € Ri¢in a-1, =1, -a olacak sekilde 1, € R var ise R ye

birimli halka denir.
Tamm 2.1.7 R bir halka ve a,be Rolsun. a#0 ve b#0 iken a-b=0 (b-a=0)

oluyorsa a ya bir sol (sag) sifir bolen denir. Eger a hem sol hem de sag sifir bolen ise a

ya sifir bolen denir.

Tanim 2.1.8 R bir halka olsun. Eger her a,be R i¢in ab=0oldugunda a=0 veya

b =0 ise o zaman R ye sifir bélensiz halka denir.

Tamim 2.1.9 R birimli bir halka ve a € R olsun. c-a=1, (a-b=1,) olacak bi¢cimde
ce R (beR) varsa a ya sol (sag) tersinir eleman denir. Eger a elemani hem sol hem

de sag tersinir ise a ya tersinir eleman denir.

Tammm 2.1.10 R ve S birer halka olsun. f:R— S fonksiyonu her a,beR igin
fla+b)= f(a)+ f(b) ve f(a-b)=f(a)-f(b) oOzelliklerini saghyorsa f ye halka

homomorfizmasi denir.



f halka homomorfizmasi bire-bir ise f ye monomorfizma, Orten ise f ye
epimorfizma, bire-bir ve Orten ise [ ye izomorfizma denir f : R — R izomofizma ise
f ye R nin ofomorfizmast denir.

Tamim 2.1.11 f:R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda

Kerf ={reR| f(r)=04} ve Im f ={s €S| f(r)=s,3r € R} kiimelerine srrasiyla f
nin ¢ekirdegi ve goriintiisti denir.

Tammm 2.1.12 R bir halka olsun. Her a € R i¢in na =0, olacak sekilde en kiiglik n

pozitif tamsayisina R nin karakteristigi denir ve charR = n ile gosterilir.

Tanim 2.1.13 R bir halka ve & # U < R olsun. Buna gore
i) Her a,beU i¢cin a-beU,
ii) Her aeU ve her reR icin a-relU (r-aceU) ise U ya R nin sag (sol)

ideali dentr.

Ayrica U, R nin hem sag hem de sol ideali ise U ya R nin ideali denir.

Tamm 2.1.14 R halkasinin R ve {0,}ideallerine asikdr (trivial) idealler denir. U, R

nin U #(0,) ve U # R olacak sekilde bir ideali ise U ya 6z (proper) ideal denir.

Tanim 2.1.15 R bir halka ve a,b€ R olsun. R nin bir P ideali i¢in a-be P iken

ae P veya be P oluyorsa P ye R nin asal ideali denir.

Tanmmm 2.1.16 R bir halka ve 0, # 4,4,,....4, R nin idealleri olsun. Buna gore
A4, 4,,..., A, ideallerinin toplanm
A+A,+..+A ={a+a,+..+a,|a €4,i=12,.,n}

ve A, 4,,...,A, ideallerinin ¢arpimi

A Ay 4, ={Zau Ay, | a € Aj,j=1,2,...,m,i=1,2,...,n}
Jj=1

bi¢iminde tanimlanir.

Ozel olarak 0, # 4, B R nin iki ideali ise 0 zaman



A-B= {z a,-bla €Ab eB,ne Z+} bi¢iminde tanimlanir.

i=1
Eger A={a} ise A-B=a-B ve B={b} ise A-B=A-b bigiminde gosterilir.

Yani

a.B:{Zn:a-bi | b, eB,neZ+}={ab, +ab, +...+ab, |b, e B} ={a(b,+b, +...+b, |b € B}

i=1

{ab|be B

ve A-b={ab|a e A} bigiminde olur. Bu durumda
A-A .- A, z{Zal-az-...-am |aieAi,1£i£n} dir. Her i i¢in 4, =4 1ise
=

A-A4,-..-A, = A" ile gosterilir.

Teorem 2.1.1 R bir halka ve P, R nin bir ideali olsun. Buna gore asagidaki ifadeler
birbirine denktir:

i) P asal idealdir.

ii) a,be R i¢in aRbZ P ise ae P veya be P dir.

iii) <a >,<b> R nin esas idealleri olmak iizere <a><b>c P ise a € P veya

be P dir.
iv) U, V R nin sag (sol) idealleri olmak iizere, UV c P ise U P veya

V < P dir.

Tammm 2.1.17 R halka olsun. Her a,b € R olmak iizere aRb=0, oldugunda a=0
veya b =0 oluyorsa R ye asal halka denir.
Tanim 2.1.18 /' bos olmayan bir kiime olsun. Buna gére F bir cisim olmak iizere

+: V<V =V FxV >V

(u,v)y—u+v (k,v) > kv

islemleri tanimlansin. Bu durumda

i) (V,+) degismeli grup,

ii) Yu,veV ve VkeF i¢in k(u+v)=ku+kv,

iii) Vu eV ve Vk,,k, e F i¢in (k, +k,)u=ku+k,u,



iv) YueV ve Vk, k, e F i¢in (kk,)u=k(ku),
V) VuelV vel, eF i¢cin 1.-u=u,

ozellikleri saglanirsa V' ye F tizerinde bir sol vektor uzayidir denir.

Tanim 2.1.19 R bir halka ve A toplamsal degigsmeli grup olsun. Asagidaki 6zellikler
saglanirsa 4 ya bir sol R—modiil denir ve , A ile gosterilir.

i) Va,be 4 ve VreR igcin r(a+b)=ra+rb,

ii) Vae 4 ve Vr,seR i¢in (r+s)a=ra+sa,

iii) Vae 4 ve Vr,s € R i¢cin r(sa)=(rs)a.
Ayrica, eger R birimli oldugunda

iv) Vae 4 igin 1,-a=a
Ozelligini saglarsa o zaman A ya unitary R —modiil denir.
Burada :RxA— R, (r,a)— ra biciminde (skaler ile) carpma islemi tanimlanmis ve
benzer olarak, :AxR—> A, (a,r)+> ar biciminde carpma islemini tanimlayarak
yukaridaki ozelliklerin saglandig1 gosterilebilir. Bu durumda A ya bir sag R —modiil

denir ve A, ile gosterilir. 4 hem sag hem de sol R-modiil ise 0 zaman A4 ya

R —modiil denir ve , A4, ile gosterilir.

Uyan 2.1.1 R bir degismeli halka ve A4 bir sol R—modiil ise 4 ya sag R—modiil
yapist vardir denir.
Lemma 2.1.1 R bir halka ve 4 bir R—modiil olsun. Bu durumda R ve 4 nm
toplamsal birimleri swasiyla 0, ve 0, ise her ae 4 ve her reR icin asagidaki
ozellikler saglanir.

i)r0,=0,,

ii) 0,a=0,,

iii) (-r)a =—(ra),

iv) n(ra)y=r(na) (ne?).



Tamm 2.1.20 R bir halka ve 4 bir R—modiil ve B, A nin bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. Buna gore

i) B, 4 nin toplamsal alt grubu,

ii) Her € R ve her be B i¢in rbe B ise 0 zaman B ye A nin alt modiilii
denir.
R bir boliim (division) halkas1 ise 0 zaman alt modiile alt vektor uzay: denir. Her modiil
kendisinin alt modiiliidiir. Ayrica, birimli bir halka tizerindeki bir unitary modiiliin bir

alt modiilii de unitary modiildiir.

Tamim 2.1.21 R bir halka ve 4, B de R —modiiller olsun. Buna gére f: 4 — B
fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglarsa f ye R —modiil homomorfizmas: denir:
Her a,be A ve her r € R icin

i) fla+b)=f(a)+ f(b),

ii) /(ra) = rf (a).
Eger R bir boliim (division) halkasi ise f R —modiil homomorfizmasina lineer
doniigiim denir. f bire-bir ise f ye R —modiil monomorfizmasi, f Ortenise f ye
R —modiil epimorfizmasi, f bire-bir ve orten ise f ye R —modiil izomorfizmasi

denir.

Uyan 2.1.2 R bir halka ve 4, B de R-—modiiller olmak tizere f:4—> B R-modiil
homomorfizmasi olsun. Buna gore

i) / bir R—modiil izomorfizmasidir ancak ve ancak gf =1, ve fg=1, olacak
bicimde bir g: B —> A R —modiil homomorfizmasi vardir.

ii) / bir R —modiil monomorfizmasidir ancak ve ancak Kerf ={0,} dur.

Tanim 2.1.22 R bir halka olsun. x,y € R i¢in [x,y] =Xy —yx carpmmina Lie ¢arpim

veya 0zel olarak x ile y nin komiitatorii denir.

Komiitatoriin ozellikleri:
i) [x,yz] = y[x,z]+ [x,y]z ,

if) [y, 2] =x[y.2]+[x.2] .



iii) [ x,[y,z] |+ y.[z.x]]+[ z.[x. »]]=0 (Jacobi 6zdesligi ).
Tamm 2.1.23 & # A, R halkasinin bir alt kiimesi olmak tizere
i) Va,be 4 i¢cin a-be 4

ii) Va,be A4 igin [a,b]=ab—ba € A ise A ya R nin Lie alt halkas: denir.

Lemma 2.1.2 R bir asal halka olsun. Buna gore her » € R i¢in b[a,r] =0 ise b=0

veya a € Z(R) dir.

Ispat. Her r e R i¢in b[a,r]=0 da r yerine ry yazilirsa her r,y € R i¢in b[a,ry]=0
olur. Boylece 0 = b[a,ry] = br[a,y] +b[a,r]y olur ve dolayisiyla her » € R i¢in
br(a,y]=0 elde edilir. Bu durumda bR[a,y]=0 dir. R asal halka oldugu i¢in 5 =0
veya [a,y] =0 olur. Her y € R i¢in [a,y]=ay—ya=0 ise her y € R i¢in ay = ya

olacagindan a € Z(R) dir.

Tanim 2.1.24 (Posner 1957) R bir halka ve d : R — R bir fonksiyon olsun. Asagidaki

kosullar saglanirsa d ye bir tiirev denir. Her x,y € R i¢in
) d(r+3) =d(x)+d(y),
i) d(xy)=d(x)y+xd(y).
R bir halka ve a € R olsun. Bu durumda d,:R — R, d,(x)=[a,x]=ax—xa bigimde
tanimlanan doniisiim, her x,y € R i¢in
d, (x+y) :[a,x+y] =a(x+y)-(x+y)a
=ax+ay—xa—ya
=[ax]+[a.y]=d,(x)+d, )

ve

d,(xy)=[a,xy]=[a,x]y+x[a,y]=d, (x)y +xd,(»)
oldugundan bir tiirevdir.
Tanim 2.1.25 R bir halka ve a € R olsun. Bu durumda d,: R — R,

d,(x) =[a,x] = ax—xa bigimde tammlanan tiireve a ile belirlenen i¢ tirev denir.



Tanim 2.1.26 (Bergen 1983) R bir halka ve f R nin bir toplamsal donlisimii olsun.
Her x,y € R i¢in

i) f(y) = f(0)gy) +xf(y) = f(x)y +(x)f (),

i) f(g(x)) = g(f(x))
olacak bicimde R nin bir g doniisiimii varsa o zaman f ye R nin g ile belirlenmig
yari-tiirevi denir.
Her tiirev bir yari-tiirevdir, ama tersi daima dogru degildir. Ciinkii / R nin 6zdeslik
dontisimii ve g(= I), R nin bir homomorfizmasi olmak {izere, f = g — I seklinde

tanimlanan f fonksiyonu bir yari-tiirev olmasina ragmen bir tiirev degildir.

Tanim 2.1.27 (Chang 1984) R bir halka ve o0 R nin bir otomorfizmasi olmak iizere,

d:R — R toplamsal doniisiimii her x,y € R i¢in d(xy) = d(x)o(y) + xd(y) sartim

saglarsa d ye R nin o — tiirevi denir.

Tanmim 2.1.28 (Hirano ve Tominaga 1985) R bir halka ve o ve 7 da R nin birer halka

otomorfizmas1 olmak tlizere, d:R—> R toplamsal doniisimii her x,y € R i¢in

d(xy) =d(x)o(y)+ 7(x)d(y) sartin1 saglarsa d ye R nin (o, 7) — tiirevi denir.

U, R asal halkasmin sifirdan farkli bir ideali olsun U dan R ig¢ine olan tiim sol

R —modiil homomorfizmalarinin kiimesi M olsun.

M = {(U , f )| f:U — R sol R-modiil homomorfizmasi } izerinde asagidaki sekilde
tanimlanan " ~" bagintis1 bir denklik bagintisidir.

"U, )~ V,g) < R nin sifirdan farkli bir W c U NV ideali lizerinde f =g dir."

M kiimesinin bir (U, /) elemaninin denklik smifi (U, f) ile gosterilsin. M kiimesinin

denklik smiflarmin kiimesi Q,(R) ile gosterilsin. Q,(R) kiimesi

U, NH+V,8)=UnV,f+g)
U.f) V,e)=0u, fg)




islemleriile R (4,:R— R, A4,(x)=xa bigiminde tanimlanan R -modiil
homomorfizmas1 yardimiyla R, Q,(R) i¢ine gdmiilebilir) halkasini1 kapsayan bir asal

halkadir.

Tanim 2.1.29 (Passman 1989) Yukarida olusturulan Q,(R) halkasina so/ Martindale
kesirler halkas: denir. Benzer sekilde, sag Martindale kesirler halkas1 Q.(R) de
tanimlanabilir. O.(R) (Q,(R) ) halkasinin merkezine R asal halkasmimn genisletilmis

merkezi (extended centroid) denir ve C ile gosterilir. Z(R) C C oldugu aciktir.

Ustelik, bir R asal halkasinin genisletilmis merkezi bir cisimdir.

2.2 Gamma Halkalan
Modiil endomorfizmalarmin halkas1 matematigin birka¢ dalinda ¢ok 6nemli rol oynar.
Modiil endomorfizmalarmin kiimesi fonksiyonlardaki toplama ve bileske islemleri ile
bir halkadir. Bu fikrin bir genellestirilmesi gibi bir modiilden baska bir modiile
tanimlanan homomortfizmalarin kiimesi toplama islemine gére kapalidir. Fakat bir
halkadaki gibi ¢arpma islemi tanimli olmadigindan bu kiime halka olamaz. Gergekten;
A ve B birer R—modiil olmak tizere
M =Hom , (A,B)={ f| f:4— B bir R—modiil homomorfizmasi}
N=Hom ,(A,B)={g|g:B—> A bir R—modiill homomorfizmasi}

kiimeleri tanimlansin. Boylece

+MxM—>M
(f,e)> f+g:A—> B
a> (f +g)(a) = f(a)+g(a)
islemi tanimlanir, fakat

CMxM —>M
(fe)—>f-g:4—>B
a (f-g)a)= f(a) g(a)

islemi tanimlanamaz.
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Bu islemin tanimlanabilmesi i¢in fonksiyonlardaki bileske islemini kullanmaliy1z.
Dolayisiyla M nin elemanlar1 f, f,, f; ve N nin elemanlar1 g, g, olmak lizere
S MxXNxM —>M
(/.8 L) fehh:A—>B

a (fighh)a)= f(g(f2(a))

islemi 1yi tanimli olur ve buradan

(/,&./)8.15 = 18.([,8..13) = /(8. /,&,) f; yazilabilir.

Tanmim 2.2.1 (Nobusawa 1964) Elemanlar1 a,b,c,... olan M toplamsal grup ve

elemanlar1 «, ,7,... olan bagka bir " toplamsal grup verilsin. Buna gore

MXIxM —> M ve wIxMxI' >T
(a,y,b) 1> ayb (v,a,p) = yaf
islemleri ile asagidaki 6zellikler saglanirsa o zaman M ye I' — halkas: denir.
Her a,a,,a,,b,b,,b, e M ve her y,y,,7, €l i¢in
) (a,+a,)yb=ayb+a,pb,
a(y, +y,)b=ayb+ay,b,
ay(b, +b,)=ayb, +ayb,,
ii) (ayb)pc = ay(bpc) = a(ybp)c,
iii) a #0 ve b#0 iken ayp=0 ise y =0 dur.

Tanmim 2.2.2 M bir I' —halkas1 olsun. M nin sifirdan farkli a elemani i¢in

aya # 0 olacak bi¢cimde bir sifirdan farkli y e I' varsa o zaman M ye yari basit denir.
M nin sifirdan farkli @ ve b elemaniicin ayb # 0 olacak bicimde bir sifirdan farkl

y el varsa M ye basit denir.

Ornek 2.2.1 D bir bsliim halkasi olsun. Buna gore;

m,n

D,, = {[aij ]Mn la, € D} s D,,= {[aij ]mxn la, € D} v M=D,, , I'=D

olmak lizere M asagidaki islemler ile bir I —halkasidir.
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([71}[ﬁ1})H[71}+[ﬁ1]:[71 +ﬁv’]

Coziim. Oncelikle islemler ile M ve I' degismeli gruplar oldugunu gdsterelim.

[a J [bj} eM [ai, +bl.1 € M oldugundan kapalilik 6zelligi saglanir.
et

[c}] ([ } [@J)"‘[CU}Z[aij]+([bij]+[cij]) midir?
=([

olur ve birlesme 6zelligi saglanir.

% Her [%} eM,30= [OJ € M vardir dyleki

[% } +0=0+ [ai]} = [%} dir. Gergekten

[aij]+[0ij}:[aij +0u}:[aij}

oldugu agiktir.
% Her [%} eM 3 —[ai]} € M vardir dyleki

o, e[ ][]+ o]0 ar
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< Her|a, |.[b, |eM |a, |+]b, |=][a,+b,|=[b,+a, |=[b, |+] 4]

oldugundan | a, |+| b, | =] b, |+| a, | olur. Béylece (M,+) degismeli gruptur.

Benzer bigimde (', +) cebirsel yapisi da degismeli grup oldugu gosterilebilir.

Simdi de M nin ' — halkasi oldugunu gésterelim.

A=la,|,B=[b,|.C=[c, .y =]y, |.B=[B,] olmak iizere 4,B,.CeM, y,Bel

olarak alalim.

1) (A+B)yC = AyC + ByC midir?
(4+ByyC=([a,]+[5,])[r (e ]
Lay+; )17 ][ ]

_ z(al.ﬁbik)m}[%]

L &

|y ;al.kykﬁbikyk,]%}
=l g((aikmci, +(bikyk,)cl.jﬂ
5 (Sl S(ea)|

i k k

-2 () @}Z(Z( (bas) Cl’)ﬂ

- %[ Sl ||+ TSl

L1 \k k
= AyC+ByC
2) (4yB)BC = Ay(BBC) midir?

(dyB)BC = ([“1 17 ][, D[ﬁx Ile]

= Z(Z(“ﬂf?ﬁd )by ﬂ [ﬂ, } [CJ}

L\«

- (=[S ||

L ¢ i k
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= A(yBp)C
3) Her sifirdan farkli 4,Be M alalimve y €I olsun. AyB =0 ise y =60 midir?

AyB=[a, | 7,] 5]
=[ (X (7))
=[0, ] du.
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Matrislerin esitliginden (Z(al.k (szsz ))) =0, olur. Bu durumda

(Z(aik (7kzsz))) =0,

= a,7yb; =0,(a, #0)

i
= ¥ub, =0, (b, #0)
=7;=0;

olup, dolayisiyla y = [g/y} =0 dir.

Tanim 2.2.3 (Barnes 1966) Eger M ={a,b,c,...} ve I ={a, B,7,...} toplamsal gruplar
olmak iizere, her a,b,c € M ve her a, f €T i¢in asagidaki kosullar saglanirsa o zaman
M ye I' — halkas: denir.
i) aab € M dir.
i) (a+b)ac=aac+bac,
ala+ B)b=aab+afb,
aa(b+c)=aab+aac,
iii) (aab)fc =aa(bpc).
M bir I" —halkas1 ise her a,b € M ve her o € I' i¢gin Tanim 2.2.3 ten
O0ab =a0b=aa0=0,, dir. Ciinkii 0,,ab=(0,, +0,,)ab=0,,ab+0,, ab yazilabilir ve
0,,ab € M oldugundan —0,, ab € M olacak sekilde her elemanin toplamsal tersi vardir.
Dolayisiyla
-0,,ab+0,,ab=-0,,ab+0,,ab+0,, ab
0,=0,+0,ab
0, =0,ab
olur.
Barnes, Nobusawa’ya gore I —halkasinda bulunan kosullar1 azaltarak daha kullanigh
hale getirmistir.
Bundan sonra, aksi belirtilmedik¢ce M I — halkasi Barnes anlaminda I" —halkasi olarak

ele alinacaktir.
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Tanmim 2.2.4 U, M T —halkasinin bir toplamsal alt grubu olmak {izere
UI'M cU (MT'U cU) kosulu saglanirsa o zaman U ya M nin sag (sol) ideali denir.

U hem sag hem de sol ideal ise 0 zaman U ya M nin ideali denir.

Tamim 2.2.5 M T —halkasinin bir a elemant i¢in @ y1igceren M nin biitiin ideallerin

arakesitine a tarafindan iiretilen esas ideal denir ve < a > ile gosterilir.

Tanimm 2.2.6 U ve V' M nin herhangi iki ideali olmak tlizere UI'V < P oldugunda
UcP veya Vc P ise P idealine M I —halkasmin asal ideali denir. Sifir ideali asal

olan M T —halkasina asaldir denir.

Tamm 2.2.7 M, ve M, birer I —halkas1 olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa 6 ya

M, T" —halkasindan M, I'—halkasma bir I — homomorfizma denir.
i) 0, M, den M, i¢ine grup homomorfizmasi,
ii) Her x,y e M, ve her y €I" igin O(xyy)=0(x)y0(y).

Tanim 2.2.8 M ve N birer I' —halkalar1 ve 8 bir ' — homomorfizma olsun. Buna

gore K ={xeM |0(x)=0,} seklinde tamimlanan kiimeye I' —homomorfizmasmnin
¢ekirdegi denir.
Tanim 2.2.9 M bir I' —halkas1 ve 4 toplamsal degismeli grup olsun. M xI'x 4 — A4,

(m,y,a)— mya carpma islemi tanimlansin. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa 4 ya

bir sol M — modiil denir.
i) VmeM , Va,be A ve Vy el i¢in my(a+b)=mya+myb,
il) Vm,m,eM ,Vae A ve Vyel i¢in (m, +m,)ya=mya+m,ya,
iii) Vm,,m, e M , Vae A ve VB,y €l i¢in m;y(m,Ba)=(mym,)fa.
Benzer bicimde sag M — modiil tanimlanabilir.

Tanim 2.2.10 M bir I' —halkasi, 4 ve B M —modiiller olsun. f: 4 — B donilisimii
asagidaki kosullar1 saglarsa [ ye sol M — modiil homomorfizmasi denir. Her a,,a, € 4,

her me M ve her y €T i¢gin
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i) f(al +a2):f(al)+f(a2)a
ii) f(mya)=myf(a).

Benzer sekilde sag M — modiil homomorfizmi de tanimlanabilir.

Teorem 2.2.1 M bir I' —halkas1 olsun. Asagidaki kosullar birbirine denktir.
i) M bir asal I" —halkasidir.
ii) Eger a,be M ve al’'MT'h=<0> ise 0o zaman a =0 yada b =0dur.

iii) <a>T <b>=0 olacak sekilde M nin esas idealleri <a> ve <b> ise o

zaman a=0 yada b =0 dur.

iv) UI'V =(0) olacak sekilde M nin sag (sol) idealleri U ve V ise o zaman

U=<0>vyadaV =< 0> dr.

Tanim 2.2.11 (Jing 1987) M bir I' —halkasi ve d : M — M bir fonksiyon olsun. Buna
gore d asagidaki kosullar1 saglarsa o zaman d ye M T —halkasi iizerinde bir

I" — tiirev denir.
i) Her x,ye M i¢in d(x+y)=d(x)+d(y),
ii) Her x,ye M ve v € I'igin d(xyy)=d(x)yy+xyd(y).

Lemma 2.2.1 (Soytiirk 1994) M bir asal I —halkasi, U M nin sifirdan farkl bir
ideali ve d M nin I' —tiirevi olsun. Eger her ae M i¢in al'd(U)=<0>

(d(U)Ta=<0>) ise 0 zaman a=0 veya d =0 dr.

Teorem 2.2.2 (Soytiirk 1994) M bir asal I" —halkas1 ve M nin merkezi Z olsun.
i) Eger a,b,ce M ve B,y €I ise 0 zaman [a,b]y = ayb —bya olmak iizere
[ayb,c]ﬂ =ay [b,c]ﬂ + [a,c]ﬂ yb+ay(cBb)—af(cyb) dir.

ii) Eger a,b,ce M ve B,y €l igin a € Z ise 0 zaman

[a,b]y = ayb —bya olmak iizere

[ayb,c]ﬂ =ay [b,c]ﬂ dir.

Lemma 2.2.2 (Soytiirk 1994) M bir asal I' —halkasi, U M nin sifirdan farkl bir
ideali ve a € M olsun. Eger UT'a=(0) (al’U =(0)) ise 0 zaman a =0 dur.

17



Tanim 2.2.12 M bir asal I —halkasi ve 8, ¢ da R nin bir halka otomorfizmas1 olmak
iizere, d : R — R toplamsal doniigiimii her x,y € M ve her y € I i¢in
d(xyy) =d(x)y0(y) +p(x)yd(y)
sartin1 saglayan bir doniisiim ise d ye M nin (0, ¢) — tiirevi denir.
M bir asal I —halkas1 ve MT'M = M olmak tizere,
M= {(U,f)| U(#<0>) M ninidealive f:U > M sag M —modiil homomorfizma }

kiimesi tanimlansin. 9 tizerinde " ~" bagntis1 asagidaki gibi tanimlansin:

"U,)~V,g)dir ©@3IW(#<0>)cUANV vardrr 6yleki Wde f =g dir."
M bir asal I' —halkas1 oldugundan " ~" bagmtis1 M iizerinde bir denklik bagintisidir.
Boylece i denklik siniflarina ayrilir.
f = {g v —>M|(U,f) ~ (V,g)} olmak {iizere denklik siniflar1 (U, )= f ile, biitiin
denklik siniflarinin kiimesini de Q ile gosterilsin.
Q izerinde "+" islemi, f+g:U NV — M bir sag M — modiil homomorfizmasi olmak
uzere

f+§:= Cl(U,H)+Cl(V,g)=CIUNV,f+g)
biciminde tanimlansim. Bu islem ile Q bir toplamsal degigsmeli gruptur. MI'M # M ve
bir asal I'—halkas1 oldugundan (<0>#)MI'M, M nin idealidir. 1, :MTM — M
birimsel M —modiill homomorfizmi alinsin. Bu durumda her 0= fel igin
MBM #<0>  dwr. Boylece 1,,:MBM —>M sifirda farkh M —modil
homomorfizmadir.
N z{(M BM,1,, )|0¢ Joj eF} kiimesi lizerinde "=~" bagmtis1 asagidaki bigimde
tanimlansim.
"(MﬂM,lMﬂ) ~ (M;/M,lMy)dzr. SAW =MaM#<0>)cMBM ~MyM vardir dyle
ki wdel,, =1, dr"
"= "N lzerinde bir denklik bagntisidir. Boylece "=", o yi denklik smiflara ayirir.

(M pBM,1,,,)nin denklik smnifini Cl(MﬁM,lMﬂ):ﬁ ve "=" ya gore N deki biitiin

denklik smiflarmnmn kiimesi I ile gosterilsin.
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B={1,, :MyM — M|(MBM1,,,)~(MyM,1, )} ve
f:z{mo;«tﬁ eF}u{f)} dur.
Burada 0:MTM — M, x+> 0 doniisimii olmak {izere 0:Cl (MT'M,0) seklindeki
denklik smifidir.
[ iizerinde "+" islemi, her 0= B, 0=y eI igin;
B+7=ClMBM,1,,)+CI(MyM,1,, )=CIMBM NyM,1,,+1, )
biciminde tanimlansm. Bu durumda (I',+) toplamsal degismeli gruptur.
Simdi, VT M BMTU = {Zviyimiﬁniai ul.|vl. eV,u,eU,m,n eM ve a,,y, € F} M nin

bir ideali ve
Sl VIMBMTU > M, (f1,, g)(Zvl.yimiﬁniaiui) = f(Zg(vl.);/l.ml.ﬁnlaiui)
dontistimii bir sag M — modiil homomorfizmas1 olmak {izere:
(=—=):QxI'xQ—>Q
(..&) > [ & = CIU. NCUM PM.1,,,)CI(V . g)

=CIVTM BMTU, [1)/ 5.8)

doniisiimii tamamlansin. Bu islemle Q birimli bir I" - halkasidir.

Her 0= S el i¢cin ¢(f) = ﬁ ile tanimli ¢ :T — I" doniisiimii bir izomorfizmdir.
Boylece O I"— halkasi bir I — halkasidir. M nin sabit bir ¢ elemani ve herhangi y eI"
icin A, :M —>M, A, (x)=ayx donistimini alnsin. Bu durumda 4, bir sag

M —modil homomorfizmidir. Yani, 4, € Q dur. Béylece ¥: M — 0,

Y(a)=a=CI(M,Aay) donisimii tanimlanilir. ¥ bir monomorfizmadir. O halde, M
Q nun bir alt halkasidir. Q ya M nin kesirler I" — halkas: denir. Kolaylik saglamak
icin g € Q yerine q kullanacagiz.

Lemma 2.2.3 (Oztiirk ve Jun 2000) M bir asal ' — halkas1 olsun. Her bir 0# g € O

icin g(U) < M olacak sekilde M nin <0 ># U ideali vardir.

Lemma 2.2.4 (Oztiirk ve Jun 2000) M bir asal I" —halkas1 olsun. Bu durumda M nin
O kesirler I' —halkasi asal " — halkasidir.
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Tanim 2.2.13 (Oztiirk ve Jun 2000) M T —halkasi ve O, M nin kesirler I — halkas1
olsun. Buna gore C;. := {g € Q| grf=fregvfeQ,ye F} kiimesine M T — halkasinin

genigletilmis merkezi denir.

Lemma 2.2.5 (Oztiirk ve Jun 2000) M T —halkasi ve C., M nin genisletilmis
merkezi olsun. Bu durumda 0#a,, 0#b, e M i¢in Zai;/l.xﬂibi =0, her xe M ve her

By, €l ise o zaman a, ler (b, ler) C.. lizerinde lineer bagimlidir.

Sonug 2.2.1 (Oztiirk ve Jun 2000) M T —halkasi ve C., M nin genisletilmis merkezi
olsun. Buna gore a,b € M i¢in ayxfb=byxPBa, her xe M veher B,y €l ise o

zaman b = Aaa, her @ €' olacak bicimde bir A € C,. vardur.

Teorem 2.2.3 (Oztiirk ve Jun 2004) M T —halkasi ve O, M nin kesirler I" — halkas1
olsun. Buna gore O I' —halkas1 asagidaki 6zellikleri saglar.

i) Herhangi bir ¢ € Q i¢in q(U,)cM (veya qyU, ,cM,Vy €I') olacak sekilde
U, € F ideali vardir.

ii) Herhangi bir U e F ve ¢ €Q i¢in g¢(U)=(0) (veya Vy el vebir U € F
icin gyU, =(0)) ise 0 zaman ¢ =0 dur.

iii) Eger ve ¥ :U —> M sag M —modiil homomorfizmasi ise o zaman her
ueU icin W(u)=q(u) (veya ¥Y(u)=qyu,V €U ve y € ') olacak sekilde bir g € O
vardir.

iv) ¥ : W — Q bir sa§ M —modiil homomorfizmasi ve W, O nun bir alt

modiilii ( bir (M, M) alt bi-modiil ) olsun. Bu durumda W, W(u)cM olacak sekilde

M T —halkasmin bir U idealini kapsar ve AnnU = Ann W ise o zaman herhangi bir
a € Ann W i¢in q(a) =0 (veya herhangi bir a € Ann W ve y e I'qya) ve herhangi bir
beW icin Y(b)=q(b) ( veya herhangibir be W ve y €l igin ¥Y(b)=¢qyb ) olacak

sekilde g € O elemani vardur.
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3. GENELLESTIRILMIiS TUREVLIi GAMMA HALKALARI

Bu bolimde MIT'M = M olacak bigimde M bir asal I'—halkasi, Z M nin merkezi,

C. M nin genisletilmis merkezi ve her a,b € M , her 3 € I'igin [a,b]ﬁ =afb—-bPa

olarak alinacaktir.

3.1 Asal Gamma Halkalarinda 6 — Tiirev

Lemma 3.1.1 M karakteristigi 2 olan bir asal I'—halkasi, 0 : M — M bir 6rten
I' — halka homomorfizmasi ve d, ile d, de d,0=0d, (i=1,2) olacak sekilde M nin

sifirdan farkl tiirevleri olsun. Her x e M i¢in
dd,(x)=0 (3.1)
ise 0o zaman her xe M ve her a €I i¢in d,(x) = Aad,(x) olacak sekilde bir A € C;

vardir.

Ispat: x,ye M ve o el almsm. (3.1) de x yerine xyy yazilirsa her x,y € M ve her
yel icin
0=d,(d,(xyy))
=d,(d,(x)y0(y) +xyd,(y))
=d,(d,(x)y0(y)) +d,(xyd,(y))
= d,(d,(x)y0° () +d,(x)yd, (0(»)) +d, (x)y0(d, (y)) + xd,(d,(»))
dir. Yukaridaki son esitlikte (3.1) kullanilirsa her x,y e M ve her y €I" i¢in
0=d,(x)yd,(0(»)+d,(x)yd,(0(y))
olur. d,0=0d, ve charM =2 oldugundan her x,y e M ve her y €I’ i¢cin
d,(x)yd,(0(y)) = d,(x)y0(d,(y)) (3.2)
elde edilir. (3.2) denkleminde x yerine xfz yazilirsa her x,y €e M ve her y €' igin
dy(xBz)yd,(0(y)) = d,(xBz)y0(d,(y))
d,(x)BO(2)yd,(0(y)) + xBd,(2)yd,(0(y)) = d,(x) BO(2)yd,(0(y)) + xd,(2)y d,(0(y))

bulunur. (3.2) denklemi yukaridaki esitlikte kullanilirsa
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d,(x)BO(2)yd, (0(y)) = d,(x) BO(2)y d, (0(»)) (3.3)

dir. @ orten I' — homomorfizmasi oldugundan her x,y e M ve her y €' i¢cin

dy(x)Bmyd,(w) = d,(x) Bmyd,(w) (3.4)
olur. (3.4) denkleminde w yerine x yazilirsa
dy(x)Bmyd,(x) = d\(x) Bmy d,(x) 3.5)

elde edilir. d,(x)# 0 ise o zaman Sonug 2.2.1 den her x € M ve her o €' i¢gin

d,(x) = A(x)ad, (x) olacak sekilde A(x)e C. vardir. Boylece d,(x)#0=d (y) ise
(A(y) = Ax)ad (x)Bzyd,(y) =0 (3.6)

dir. M bir asal I' —halkasi ve d,(y) # 0oldugundan (A(y)—A(x))ad,(x) = 0elde edilir.

Lemma 2.2.1 kullanilirsa her x,y € M i¢in A(y)=A(x) elde edilir. Buradan A, M nin

elemanlarina bagli degildir. O halde d,(x) #0 ile her x e M ve her o € " i¢gin

d,(x)=Aad,(x) olacak sekilde A € C.. vardir. Diger taraftan d,(x) =0 ise o zamanda

d,(x)=0dir. Bunedenle her xe M veher o €' i¢in d,(x) = Aad,(x) dir.

Onerme 3.1.1 M Kkarakteristigi 2 olan bir asal I'—halkas1, 6:M — M bir 6rten
I' — halka homomorfizmasi ve d de d@ = 60d olacak sekilde M nin sifirdan farklh

tiirevi olsun. Bu durumda her x e M icin
dx)eZ (3.7)
ise 0 zaman her m,ze M ve her o € I" i¢in d(m)=A(m)ad(z) olacak sekilde

A(m) e C. vardir veya M degismelidir.

Ispat: (3.7) esitliginden d(x) e Z, her x,y € M ve her B eT igin

[d(x),y]; =0 (3.8)
dir. (3.8) denkleminde x yerine xyz yazilirsa

[d(xyz),y], =d(xyz)By—yBd(xyz)

=d(x)y0(z)By +xyd(z)By - ypd(x)y0(z) - yBxyd(z) 3.9)

elde edilir. 8 6rten I' —halka homomorfizmas1 oldugundan
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0=d(x)y(mBy—ypm)+d(z)y(xBy—ypx)

=d(x)y[m,yl, +d(2)y[x,y], (3.10)

olur. (3.10) denkleminde x yerine d(x)yazilirsa
0=d*(x)ylm, ], +d(2)yld(x), ], (3.11)

dir. (3.11) denkleminde (3.8) esitligi kullanilirsa
dz(x);/[m,y]ﬂ =0 (3.12)

elde edilir. (3.12) esitliginde m yerine moz yazilirsa

0=d*(xaz)y[maz,yl,

=d*(x)ymalz,yl, +d*(x)y[m, yl,az
olur ve dolayisiyla (3.12) den
0=d’ (X)ymalz,y], (3.13)
elde edilir. M asal I —halkas1 oldugundan her x,y,z,me M veher S el igin
d*(x)=0 veya [z,y];=0 (3.14)
olur. (3.14) denkleminden her x € M i¢in d’(x)=0 ise x yerine xyz yazilirsa her
x,z,me M ve her y € i¢gin
0=d*(xyz)
=d(d(xyz))
=d(d(x)y8(z) + xyd(2))
=d’(x)y0°(2) +d(x)yd(6(2)) +d (x)y0(d (2)) + xyd*(z)
olur ve dolayisiyla (3.14) ten
0=d(x)yd(0(2)) +d(x)y0(d(2))
elde edilir. Hipotezden her x,m € M ve her y € I' i¢in
d(x)yd(m)=d(m)yd(x) (3.15)
dir. (3.15) de x yerine xan yazilirsa her x,m,n e M ve her a,y €I" i¢gin
d(xan)yd(m)=d(m)yd(xan)
d(x)a@(n)yd(m)+ xad(n)yd(m)=d(m)yd(x)al(n)+d(m)yxad(n)

olur ve dolayisiyla d(m) € Z oldugundan (3.15) den
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d(x)ab(n)yd(m) =d(m)y(d(x)abd(n)) (3.16)
elde edilir. Burada tekrar d(m) € Z oldugu kullanilirsa
d(x)ab(n)yd(m) = (d(x)abd(n))yd(m)
=d(x)a(0(n)yd(m))
=d(x)a(d(m)y6(n))
=d(m)a(d(x)y0(n))
=d(m)aB(n)yd(x)
olur ve dolayisiyla 8 orten oldugundan her x,y,m e M ve her a,y €" i¢in
d(x)ayyd(m)=d(m)ayyd(x)
elde edilir. Eger d(x)#0 ise Sonug 2.2.1 den d(m) = A(m)ad(x) olacak sekilde
A(m) € C. vardir. Diger taraftan (3.14) ten her y,me M ve her B €T i¢in
0=[m,yl,
0=mpBy—ypm
mpy = ypm
olur. Bu esitlik ise M nin degigsmeli oldugu gosterilir.
Onerme 3.1.2 M Kkarakteristigi 2 olan asal I" —halkasi, 8:M — M bir érten " — halka
homomorfizmasi ve d, ile d, de d.0 =0d, (i =1,2) olacak sekilde M nin sifirdan
farkli tiirevleri olsun. Bu durumda U, 8(U) c U olacak bi¢imde M nin sifirdan farkli

bir ideali olmak {izere her u e U i¢in
di(d,(u))=0 (3.17)

iseher xe M ve her a €el" i¢in d,(x) = Aad,(x) olacak sekilde bir A € C. vardir.

Ispat: y €T ve u,veU olsun. (3.17) de u yerine d,(u)yv yazarsak her u,veU ve
her y eI i¢cin
0=d,(d,(d,(u)yv))
=d,(d,(d,(u))y0(v) +d,(w)yd,(v))
=d,(d,’ ()y0(v)) +d,(d,(u)yd,(v))

=d,(d,’ (W)y0* (v) +d,” W)yd,(0(v)) +d,(d, ) y0(d, (V) +d,(u)yd,(d,(v))

elde edilir. Hipotezden her u,we U ve her y €I" i¢cin
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d,* (u)yd,(w) =0 (3.18)
dir. d, #0 oldugu igin Lemma 2.2.1 den u € U igin d,*(u) =0 dir. (3.17) esitliginde u
yerine uyx yazilirsa her u e U , her xe M ve her y €T i¢in
0=d,(d,(uyx))
= d,(d, (u)y0(x) + uyd, (x))

= d\(d,(w)y0(x)) +d, (uyd,(x))
=d,(d, ()0’ (x) +d, )y d,(0(x)) +d,u)y0(d, (x)) +uyd,(d,(x))

bulunur. Hipotezden
dy(w)yd,(0(x)) +d, (u)y0(d,(x)) +uyd (d,(x)) =0 (3.19)
dir. (3.19) denkleminde u yerine d,(u) yazilirsa
dy’ (u)yd,(0(x)) +d,(d,())y0(d,(x)) +d,(u)yd,(d,(x)) =0
olur. Yukaridaki denklemde hipotez sartlar1 ve (3.18) esitligi kullanilirsa
d,(u)yd,(d,(x))=0
dir. d, #0 oldugu i¢in Lemma 2.2.1 ile her xe M i¢in d,(d,(x))=0 dir. Buradan,

Lemma 3.1.1 1le her @ € " i¢in d, = Aad, olacak sekilde A e C vardur.

Onerme 3.1.3 M Kkarakteristigi 2 olan asal I" —halkasi, 8:M — M bir 6rten " — halka

homomorfizmasi ve d de d” #0 ve d@ =6d olacak sekilde M nin sifirdan farkl
tiirevi olsun. Bu durumda U, 8(U) c U olacak bigimde M nin sifirdan farkl bir

ideali olmak {izere her u e U igin
du)eZ (3.20)

ise 0 zaman M degismelidir.
Ispat: (3.20) den her u,v €U her xe M veher ST igin

[d(u),x], =0 (3.21)

dir. (3.21) esitliginde u yerine uyv yazilirsa her u,veU , her xe M ve her f T igin
[d(uyv),x], =[d@)y0(v), x]; +[uyd(v),x],

=[d(u), x],y0(v) +d()y[0(v), x], +[u, x],yd(v) +uy[d(v), x],
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olur ve dolayisiyla (3.21) den

0=d(w)y[0(v),x], +[u,x],yd(v) (3.22)
elde edilir. (3.22) de u yerine d(u) yazilirsa (3.21) den

0= dz(u);/[ﬁ(v),x]ﬂ (3.23)
elde edilir. (3.23) esitliginde x yerine yax yazilirsa

0=d>(w)y[0(v), yerx],

=& )y yol0(v),x], +d> )y[0(v), y],x

olur ve dolayistyla (3.23) ten

d*(u)yya[0(v),x], =0

elde edilir. M asal I' —halkasi, § drten homomorfizma ve d* # 0 oldugundan her

xeM ,her veU veher B el igin

[v,x], =0 (3.24)
elde edilir. (3.22) de v yerine vyy yazilirsa her x,y € M ,her veU veher G,y €T
igin

0=[vyy,x]; =vyly,x], +[v.x] 7y

olur ve dolayisiyla (3.24) tenher x,y e M, her veU ve her B el igin vy[y,x], =0
elde edilir. M asal I"—halkasi oldugundan her x,y € M veher el i¢in [y,x], =0

olur ve boylece M degismelidir.

3.2 Asal Gamma Halkalarinda (6, ¢)— Tiirev

Lemma 3.2.1 M karakteristigi 2 olan bir asal I'—halkas1 6 .M > M ve ¢o:M > M
bir 6rten I' — halka homomorfizmasi ve d de d,0=0d, ve dp=qd, (i=1,2) olacak

sekilde M nin sifirdan farkl tiirevi olsun. Bu durumda her x e M icin

dd,(x)=0 (3.25)
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iseher xe M ve her a €l" i¢in d,(x) = Aad,(x) olacak sekilde bir A € C. vardir.

Ispat: x,ye M ve o el almsm. (3.25) de x yerine xyy yazilirsa her x,y e M ve
yel icin
0=d,(d,(xyy))
=d,(d,(x)70(y) +@(x)yd,(¥))
=d,(d,(x)y0()) +d,(p(x)yd,(y))
= d,(d,(x))y0* () + (d, ()7 d,(0() + d, ((:)y0(d, () + @ (x)7d\(d, (»))
elde edilir. Yukaridaki son esitlikte (3.25) kullanilirsa her x,y e M ve her y €T i¢in
@(d,(x)yd, (0(y)) +d\ (9(x)y0(d,(y)) = 0
olur. d0=0d, , do=q¢d, ve charM =2 oldugundan her x,y e M ve her y €I i¢in
dy(@(x))yd,(0(y)) = d,(p(x))yd,(0(y)) (3.26)

dir. ¢ —orten I' —halka homomorfizmasi oldugundan her m,n e M ve her y €' i¢in
d,(m)yd,(n)=d,(m)yd,(n) (3.27)
bulunur. (3.27) denkleminde m yerine mfz yazilirsa her m,n,ze M ve her B,y €T
igin
d,(mBz)yd,(0(y)) =d,(mPz)y0(d,(y))
d,(m)BO(2)yd,(n) +p(m)Bd,(2)yd,(n) = d,(m)BO(z)yd,(n) + (m) fd (z)yd,(n)

elde edilir. (3.27) denklemi yukaridaki esitlikte kullanilirsa her m,n,z € M ve her

B,y €l igin

d,(m)pO(2)yd,(n) = d,(m)BO(z)yd,(n) (3.28)
olur. 6 —orten I' — homomorfizmasi oldugundan her m,n,k € M ve her B,y €I" igin

d,(m)Bkyd, (n)=d (m)Bkyd,(n) (3.29)
dir. (3.29) denkleminde » yerine m alinirsa

d,(m)Bkyd,(n)=d (m)Bkyd,(n) (3.30)

elde edilir. d,(m)#0 ise Sonug 2.2.1 den her m e M ve her o €" i¢in

d,(m) = A(m)ad, (m) olacak sekilde A(m) e C. vardir. Boylece d,(m)#0#d,(n) ise
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(A(n)—A(m))ad,(m)Bzyd (k) =0 (3.31)
dir. M bir asal I" — halkas1 oldugundan (A(n)—A(m))ad,(m) =0 olur. Lemma 2.2.1
kullanilirsa her m,n e M i¢in A(n) = A(m) elde edilir. Buradan d,(m) # 0 ile her
xeM ve her a €l i¢in d,(m)= Aad,(m) olacak sekilde A € C,. vardir. Diger taraftan
d,(m)=0 ise o zamanda d,(m)=0 dir. Dolayisiyla her me M ve her o € " i¢gin

d,(m) = Aad (m) dur.

Onerme 3.2.1 M karakteristigi 2 olan bir asal T’ —halkas1 :M — M ve ¢:M — M
orten I' —halka homomorfizmasi, d de d,0 =0d, ve d.¢o =¢d, (i=1,2) olacak sekilde
M nin sifirdan farkl tiirevi olsun. Bu durumda her x € M i¢in

dx)eZ (3.32)
ise her m,ze M ve her a € I" i¢in d(m)=A(m)ad(z) olacak sekilde A(m)e C;

vardir veya M degismelidir.

Ispat. (3.32) esitliginden d(x)e Z, her x,y e M veher ST icin
[d(x), ], =0 (3.33)
dir. (3.33) denkleminde x yerine xyz yazilirsa
[d(xyz),y], =d(xyz)By—yBd(xyz)

=d(x)y0(z) By +@(x)yd(z) By = yBd(x)y0(z) - y Bp(x)yd(z) (3.34)
elde edilir. @ —06rten I' — halka homomorfizmasi oldugundan

d(x)y(mBy—ypm)+d(z)y(p(x)By—ype(x))=0

d(x)ylm,yl, +d(2)ylp(x), ], =0 (3.35)
bulunur. (3.35) denkleminde x yerine d(x)yazilirsa
0=d*(x)y[m, yl; +d(2)y[p(d(x)), ¥], (3.36)

dir. ¢ —orten I" —halka homomorfizmasi oldugundan her x, y,m,n,z € M ve her
B,y €l igin

0=d*(x)y[m, y], +d(2)y[d(n), ], (3.37)
olur. (3.37) denkleminde (3.33) esitligi kullanilirsa
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d*(x)y[m,y], =0 (3.38)
elde edilir. (3.38) esitliginde m yerine moz yazilirsa her x,y,z,m € M ve her
a, B,y €l igin

0=d’ (X)y[maz, yl,

=d*(x)y[m, ylzaz+d*(x)ymalz,y],
dir. Yukaridaki son esitlikte (3.37) denklemi kullanilirsa
d*(x)ymalz,y]; =0 (3.39)
bulunur. M asal " —halkas1 oldugundan her x,y,z e M ve her S €T igin
d*(x)=0 veya [z, vl =0 (3.40)
olur. (3.40) denkleminden her x € M i¢in d’(x)=0 ise x yerine xyz yazilirsa her
x,z,meM veher y el igin
0=d*(xyz)
=d(d(xyz))
=d(d(x)y8(2) + p(x)yd(2))
=d’(x)70° (2) + @(d (x))yd (0(2)) + d (p(x))y0(d(2)) + ¢ (x)yd* ()
dir. Yukaridaki son esitlikte d*(x) =0 kullanilirsa
d(x)yd(6(z)) +d(x)y0(d(2)) =0 (3.41)
bulunur. Hipotezden her x,m € M ve her y €T i¢in
d(x)yd(m) = d(x)yd(m) (3.42)
elde edilir. (3.42) de x yerine xan yazilirsa her x,m,n e M ve her o,y €” i¢in
d(xan)yd(m)=d(xan)yd(m)
d(x)ab(n)yd(m)+e(x)ad(n)yd(m) = d(x)ad(n)yd(m) +(x)ad(n)yd(m) (3.43)
olur. (3.43) esitliginde charM =2 oldugu kullanilirsa
d(x)al(n)yd(m)=d(m)yd(x)al(n) (3.44)
dir. @ orten I —halka homomorfizmasi oldugundan her x,m,k € M ve her a,y €I’
i¢cin

d(x)atkyd(m) = d (m)yokd (x)
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bulunur. Eger d(x) # 0 ise Sonug 2.2.1 den d(m) = A(m)ad(x) olacak sekilde

A(m) € Cvardwr. Diger taraftan (3.40) dan her y,me M veher B el igin

0= [m’y]ﬂ
0=mpBy—ypm
mpBy =ypBm

olur. Bu esitlik ise M nin degismeli oldugunu gosterir.

Onerme 3.2.2 M karakteristigi2 olan bir asal I'—halkas1 0: M — M ve ¢: M — M
orten I' —halka homomorfizmasi, d de d0 =60d ve de =@d olacak sekilde M nin
sifirdan farkl tiirevi olsun. Eger u e U i¢in

d,(d,(u))=0 (3.45)
ise 0o zaman her xe M ve her e eI’ i¢in d,(x) = Aad,(x) olacak sekilde bir A € C;.

vardir.

Ispat. y €T ve u,veU olsun. (3.45) de u yerine d,(u)yv yazilirsa her u,veU ve
her y eI i¢cin

0=d,(d,(d,(u)yv))
=d,(dy(d,())y0(v) + @(d,(u))yd, (v))
=d,(d," )y0(») +d,(p(d,(u)yd,(v))
=d,(d,’ )y0* (v) + p(d,’ )y d, (6(v))
+d (¢(d, ()y0(d,(v)) + o(d, (w)yd,(d, (v))

bulunur. Hipotezdeki sartlardan her u,v e U ve her y €' i¢in

o(d," )y, (0(») =0 (3.46)
elde edilir. @ ve ¢ Orten I' —halka homomorfizmasi oldugundan her w,z €U ve her
yel icin

d,*(w)yd,(2)=0 (3.47)
dir. d, # 0 oldugu igin Lemma 2.2.1 den w e U igin d,>(w) =0 dir. (3.45) esitliginde u

yerine uyx yazilirsa her u e U , her xe M ve her y €T i¢in
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0=d,(d,(uyx))
=d,(d,(u)y0(x) +@(u)yd,(x))
= d,(d,(u)y0(x)) +d (p(u)yd,(x))
= d,(d,(u))y0* (x) + (d, )y d, (0(x)) + d, (@(u)) y0(d, (x)) + @* () d, (d, (x))

olur. Hipotezden
d,(w)yd (0(x))+d,(u)y0(d,(x))+uyd (d,(x))=0 (3.48)
bulunur. (3.48) denkleminde u yerine d,(u) yazilirsa
0=d,"(w)yd,(0(x))+d,(d,))y0(d,(x)) +d, ()yd,(d,(x))
elde edilir. Yukaridaki denklemde hipotez sartlar1 ve (3.47) esitligi kullanilirsa
d, (u)yd,(d,(x)) =0
dir. d, #0 oldugu i¢in Lemma 2.2.1 ile her xe M i¢in d,(d,(x))=0 dir. Buradan,

Lemma 3.2.1 ille her o €' i¢in d, = Aad, olacak sekilde A e C, vardur.

Onerme 3.2.3 M karakteristigi 2 olan asal T’ —halkas1 8: M — M ve o: M — M
orten I' —halka homomorfizmalary, d de d* #0, d0 =0d ve dp = @d olacak sekilde
M nin sifirdan farkl tiirevi olsun. Bu durumda U, 8(U) c U olacak bicimde M nin

sifirdan farkl bir ideali olmak tlizere her u € U icin
du)eZ (3.49)

ise 0 zaman M degismelidir.
Ispat: (3.49) dan her u,veU her xe M ve her S eT igin;

[d(u),x], =0 (3.50)
dir. (3.50) esitliginde u yerine uyv yazilirsa her u,veU her xe M ve her f el igin

[d(uyv),x], =[d w)y0(v),x], +[@u)yd(v),x],
=[d(u), x],y0(v) + d(w)y[0(v), x], +[@(u), x],yd (v) + p(u)y[d (v), x],

olur ve dolayisiyla (3.50) den

0=d(w)y[0(v),x], +[u,x],7d(v) (3.51)

elde edilir. (3.51) de u yerine d(u) yazilirsa
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0=d*()y[0(v),x]; +[e(d (), x];7d (v)
olur. od =d¢@ oldugundan (3.50) den

0= dz(u)y[e(v),x]ﬂ (3.52)
elde edilir. (3.52) esitliginde x yerine yax yazilirsa

0=d’(u)y[0(v), yax],

=d"(w)yya[0(v),x], +d” )y[0(v), y],ax

olur ve dolayisiyla (3.52) den

d* (u)y ya[0(v),x], =0

elde edilir. M asal T —halkasi, 8 drten homomorfizma ve d* # 0 oldugundan her

xeM ,her veU veher el igin

[v,x], =0 (3.53)
elde edilir. (3.53) de v yerine vyy yazilirsa her y € M ve her v € I' i¢in

0=[vyy,x]ly =vyly,x]; +[v.x]z7y

olur ve dolayistyla (3.53) denherx,ye M ,her veU veher el i¢cin vy[y,x], =0
elde edilir. M asal I" - halkasi oldugundan herx,y € M ve her S el i¢in [y,x], =0
olur ve boylece M degismelidir.

Lemma 3.2.2: U #0, M T —halkasmin bir ideali § ve ¢ U lizerinde otomorfizma
olsun. O zaman asagidaki sartlar birbirine denktir.

i) dU)c L (yani d(U)I'U =0),

ii) dU)Id(U)=0,

iii)Bazi (0#)aeM i¢in d({U)'a=0.

Ispat. i=ii: d(U)c L olsun. Bu durumda her v,we U ve her y €T igin
d(w)yv =0 (3.54)

dir. U, M nin bir ideali oldugundan w e U ig¢in (3.54) te u yerine uf3d(w) alinirsa
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0=dupd(w))yv
= duO(d(w))yv+eu)Bd* (w)yv

olur.

0 — orten ' —homomorfizmasi oldugundan (3.54) esitliginden yukaridaki denklem
@(u)Bd’*(w)yv=0 (3.55)

haline doniisiir. ¢@(u) M nin bir ideali oldugundan m € M i¢in (3.55) te @(u) yerine
@(u)am yazilirsa her u,veU ve her a, B,y €T’ igin

ow)amPBd*(w)yv =0
elde edilir ve M nin asalligindan her u €U i¢in ¢(u) =0 veya her v,we U ve her
y el icin d*(w)yv =0 dir. ¢(u)# 0oldugundan her v,we U ve her y €T i¢in

d*(w)yyv=0 (3.56)
olur. Diger taraftan d(U)['U =0 oldugundan her u,veU ig¢in

d(d(u))yv=0
bulunur. Boylece

0=d(du))yv

=d*(W)y0(v) +p(d(u))yd(v)

elde edilir. (3.56) esitliginden her u,v e U i¢in

@(d(u))yd(v)=0 (3.57)
elde edilir. (3.57) de v yerine ¢(v) alinirsa

p(d(u))yd(p(v)) =0
dir. ¢ —orten I' — homomorfizmasi oldugundan

@(d(u))yp(d(v)) =0

elde edilir. Boylece

P(d(u)yd(v)) =0
elde edilir ve ¢, M nin bir otomorfizmasi oldugundan her u,ve U i¢in

du)yd(v)=0
dir.
ii=iii: d{U)I'd({U)=0 olsun. O zaman her u,veU i¢in
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du)yd(v)=0 (3.58)
dir. U #0 ve d #0 oldugundan d(U)#0 dir. Bunedenle her veU i¢in d(v)=a
olacak bicimde M nin sifirdan farkli bir @ eleman1 vardir. (3.58) denkleminden
d(u)ya=0 dur.
iii=1i: 0#a M nin sabit bir elemani i¢in, d(u)ya =0 olsun. O zaman her u € U i¢in

d(u)ya=0 (3.59)
dir. (3.59) da u yerine ufv alinrsa her u,veU ve her B,y €I i¢in

0=dupv)ya

=d(u)pOv)ya+eu)pd(v)ya
olur. (3.59) esitligi yukarida kullanilirsa her u,veU ve her S,y €T igin

dw)po(v)ya=0 (3.60)
dir. 6, U {iizerinde orten oldugundan her u,we U ve her S,y €T igin

dw)pwya=0 (3.61)
elde edilir. U, M nin bir ideali oldugu icin m € M i¢in (3.61) de w yerine wam
almirsa

d(u)pwamya =0

olur ve M bir asal I" —halkas1 oldugundan

d(u)pw=0 veya a=0 dir. a #0 oldugundan her u,veU igin
du)pw=0
olur kibuda d(U) < L demektir.
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