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SIMGELER VE KISALTMALAR

Dogal sayilar ctimlesi,

Reel sayilar ciimlesi,

Kompleks sayilar ciimlesi,

Kompleks terimli sinirh diziler uzayi,

Kompleks terimli yakinsak diziler uzayi,
Kompleks terimli sifir diziler uzayi,

o- ortalamalari egit olan siirh dizilerin ciimlesi,
Istatistiksel yakinsak dizilerin ciimleri,

Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzay.



1. GIRIS

Bu boliimde, diger boltimlerde kullanacagimiz temel tanimlar verilecektir.

Tanim 1.0.1 (Lineer Uzay). X # @& ve F reel veya kompleks sayilarin cismi
olsun.

4+ X x X=X we o : F x X—=>X

fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa X ciimlesine F cismi tzerinde bir vektor

uzayr (lineer uzay) adv verilir.

V x,y,z € X ve A\, u € F olmak tlizere

(L1 r+ye X,
L2 T+ (y+2z2)=(x+y) +z
L3 x+ 60 =0+ x =z olacak sekilde bir tek § € X vardir,

L4 T+ (—x) = (—x) + x = 0 olacak gekilde bir tek —x € X vardir,

Ar e X,

™~

7 Mz +y) = Az + Ny,

L8

)
)
)
)
L5)  z4y=y+uz,
)
)
) A+ p)x = Az + px,
)

L9)  (A-p)z =X (puz),

(
(
(
(
(L6
(
(
(
(L10) 1-x =2z (Burada 1, F'min birim elemanidir.)
Tanim 1.0.2 (Dizi Uzay1).

w=A{x=(zx)|lzr: N—=F, k =z, =ax(k)}

ctimlesi ((zx), (yx)) = (xe+yx) ve (A, (xg)) = (A-xx) ile tansmly toplama ve skalerle
carpma islemleri ile birlikte I tizerinde bir lineer uzaydir. w lineer uzayr ve w'nin

herbir lineer alt uzayr dizi vzayr olarak adlandirilir.



Tanim 1.0.3 (Normlu Uzay). X, Rcismi dzerinde bir lineer uzay olsun. X 'den R
icine olan ve asagqidaki ozellikleri saglayan x — ||z|| fonksiyonuna bir norm, (X, ||.||)

tkilisine de bir normlu uzay denir: Vax,y € X ve Va € R i¢in

a) ||z =0 &z =0,
b) lla|| = fed [|]l

c) llz +yll < ll=ll + vl

Tanim 1.0.4 (Cauchy Dizisi). (X, ||-||) bir normlu uzay ve xz = (x,) de X
uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve > 0 i¢in Ym,n > ng iken ||z, — x,| < € olacak

sekilde bir ng = no(e) € N sayist varsa © = (z,,) dizisine bir Cauchy Dizisi denir.

Tanim 1.0.5 (Banach Uzay1). X normlu uzayindaki her (x,) Cauchy dizisi X
tzerinde taniml norm metrigine gore yakinsak ve yakinsadigr nokta X'in eleman
ise, yani x, — x € X ise (X, ||]) normlu uzaywna tamdir denir. Tam normlu

uzaylara da Banach Uzay denir.

Tanim 1.0.6 (K Uzay1). Heri € N i¢in p;(z) = (x;) dondsimi p; : X — C sirekli

fonksiyonu ile tanimlanirsa, bu lineer topoloji ile X dizi uzayina K uzayr denir.

Tanim 1.0.7 (BK Uzay1). X bir dizi uzay olsun. X bir Banach uzay: ve
Iy : X = C, l(z) =ak, (k=1,2,...)

doniistimi siurekli ise X wzayima BK Uzayw denir.

Tanim 1.0.8 (Matris Doniisiimii). X # &, Y # &, w uzaywnin herhangi iki alt
climlesi ve A = (an); (n.k = 1,2,...) kompleks sayilardan olusan bir sonsuz matris

olsun. Bir x = (xy) € X dizisinin Ax déntigim dizisi her n € N i¢in
Ap(x) = > appxy,
k=0

yakinsak dizisi ile verilen (A, (x)) € Y dizisidir.

2



Tanim 1.0.9 (Lineer izomorfizm). V ve U bir F cismi izerinde lineer uzay ve

f:V = U bir fonksiyon olsun. Her vi,vy € V ve a € F igin

(1) f(or +va) = f(v1) + f(v2)
(2) flavy) = af(v1)

f ye V den U ya dogrusal doniigiim (lineer doniigiim, lineer uzay homomorfizmasi
veya lineer transformasyon) denir. f homomorfizmas: birebir érten bir fonksiyon ise

f ye izomorfizma denir.

Tanim 1.0.10 (Cesaro Toplanabilme Metodu).

elemanlary ile tanimle alt ti¢gensel sonsuz matrise Cesaro Matrisi denir ve (C, 1) ile

gosterilir. Y ay, (Sy) kismi toplamlar dizisi ile verilen sonsuz bir seri olsun.

1 n
an:n_i_lvzgsv

ile tanimlanan diziden diziye dontigime, (S,) dizisinin Cesaro ortalamasi denir.



2. KAYNAK OZETLERI

Bu yiiksek lisans tez ¢caligmasinin temeli Zweier yakinsak dizi uzaylari hakkinda
caligmalar Sengoniil [3] ile Karababa ve Esi [17] kaynaginda verilmektedir. Invariant
yakinsaklik hakkinda ¢aligmalara Shaefer [11], Savag [9], Boss [5], ve kaynaklarinda
ulagilabilir. Istatistiksel yakinsaklik kavrami adi anlamda (Cauchy anlaminda)
yakinsakhigin bir genellegtirmesi olarak Fast [2], Cannor [4], Shoenberg [6], Fridy
[7], Murseleen [8, 12], Fridy ve Orhan [14], Esi [10], Fredman, Sember ve Raphael
[13] ve Salat [15] ¢alismalarindan faydalanilmigtir.



3. ZWEIER YAKINSAK DIZI UZAYLARI

(s, c Ve ¢ ile sirasiyla sinirh, yakinsak ve sifira yakinsak reel yada kompleks

terimli diziler uzayini gosterelim. /.., ¢ ve cq dizi uzaylari

o], = sup

normu ile birlikte Banach uzaylaridir.

Schaefer[11], o—yakinsaklik kavramini agagidaki gibi tamimlamistir. o pozitif
tamsayilar ciimlesi tizerinde birebir ve o6rten bir fonksiyon ve m = 1,23, ... i¢in

cumle
o™ (n) =0 (™" (n))
olsun.

l+ tizerinde siirekli bir lineer fonksiyon olan ¢ asagidaki ozellikleri sagliyorsa

bu fonksiyona o—ortalama denir.
(7) ¢ (x) >0, x = (xy) dizisinde her k igin z; > 0’dr,
(i4) d(e)=1,e=(1,1,1,..) icin,
(i1) & ({Zom}) = & ({xx}), her x = (23) € Lo

Agikca x = (z,) € c i¢in ¢ (x) = limz climlesi, tiim yakinsak dizilerin climlesi
olan ¢ uzayi tizerindeki limit fonksiyonunun genislemesidir. Sonug olarak ¢ C V,, i¢in,

V, tiim o—ortalamalar1 esit olan simirh dizilerin ciimlesidir. Mursaleen [8], [V,] ile

tiim kuvvetli o—yakinsak dizilerin uzayimi agagidaki sekilde tanimlamigtir:

1 m
Vol = q 7= (1) € loo : lim— g |Zor ) — L| = 0, n’ye gore diizgiin olarak
m m
k=1

Kuvvetli o —yakinsaklik, kuvvetli hemen hemen yakinsaklik kavraminin genellemesidir
ve o(n) = n+1i¢in [V,] = [¢] kuvvetli hemen hemen yakinsak yakinsak diziler uzay1
elde edilir. Boylece [V,] C V, C {4 elde edilir.

Pozitif sayilarin 0 = (k,) dizisine, eger ky = 0, r — oo i¢in h, = k, — k,_; —

oo sartlart saglaniyorsa bir lacunary dizisi denir. # tarafindan belirlenen araliklar
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I, = (k,_1, k,] seklinde gosterilir ve % orani ¢, ile ifade edilir. Ny lacunary kuvvetli

yakinsak dizi uzayr Freedman ve arkadaglar [13] tarafindan agagidaki gekilde

tanimlanmigtir.

1 .
Ny = {x = (zg) : TIL%E; |z, — L| = 0, baz1 L sayilar 1(;1n}

el

dir. Ny uzayi
1
Il = sups- 3

kel

normu ile birlikte bir BK uzayidir.

Simdi Savag [16] tarafindan tanimlanan agagidaki dizi uzaylarini verelim:

1
[Vﬂo = {x = (7g) € U : li7mh_z ‘xgk(n)‘ = 0, n sayisina gore diizgiin olarak}
" kel,

1
Ve = {x = (zg) € U : hmh—z |Zok(ny — L| = 0,n sayisma gére diizgiin olarak

" kel

ve bazi L sayilari i(;in}

ve

. 1
(VI = {x = (x1) €l : suph—z [Tk ()] < OO}

T ke,

dir. Kolayca goriilecegi gibi [Vﬂ uzayli

1
lzlly = Suph—z [T )|
T e,
normu ile bir BK uzayidir.
Kolayca goriilecegi gibi eger 6§ = (27) ise [Vf] dizi uzay1 [V,] dizi uzayma

indirgenir.



4. KUVVETLI LACUNARY INVARIANT

ZWEIER YAKINSAKLIK

Bu yiiksek lisans tez calismasinin bu boliimiinde dizi uzaylarinin yeni simiflarim
tamimlayacagiz ve bu dizi uzaylart arasindaki bazi bagintilar1 verecegiz. Ayrica bir
sonraki boliimde [Sﬁ] —istatistiksel yakinsaklik kavramini ve bu yeni dizi uzaylar

ile olan iligkilerini ortaya koyacagiz.

Tez boyunca sik sik kullanacagimiz bir y = (y) dizisini = (x;) dizisinin

n 1
Yp = 3 (ng(n) + l‘gk—1(n)) (TL, k € N) (401)

olacak sekilde Z déniisiimiinii tanimlayalm ve [V.]°, [V.¢] ve [V]™ dizi uzaylarmm

Z—doniigiimii altinda goriintiileri olan [V? ];, Ve, ve V2 ]? yeni dizi uzaylarim

agagidaki gibi tanimlayalim:

1
[Vﬂg = {x = (xg) : lirmh—z lyp] = 0, n’ye gore diizgiin olarak}

kel

1
[Vf]z = {:1: = (xy) : limh—z lyp — L| =0, n’ye gore diizgiin olarak
"kel,

ve baz1 L sayilari igin}

ve
o0 1
V7). = {l’ = () :Sffh_rz | < OO}
’ kel
Teorem 4.0.11. [Vf]z, [VUQL ve [Vﬂzo dizi uzaylarr C kompleks sayilar

cismi uzerinde birer lineer uzaylardir. Bu dizi uzaylar:

HxH[V;]Z = l2llye) = ol = 112l [y (4.0.2)

normu ile birlikte BK uzaylaridar.



Ispat. Teoremin ilk kismm kolayca gosterilebilir. Simdi [Vﬂz , [VJ@L ve [V(ﬂ:odizi
uzaylarni (3.0.2) ile tammlanan norm ile birlikte BK-uzaylar1 oldugunu gosterelim.
Z = (znk)f:kzo matrisi normaldir, yani her n, k € N igin ve 0 < k < n ise z,; # 0

ve k > n igin z,, = 0 dir. Dolayisiyla Wilansky[1] teorem 4.3.2 den [VG]S, [V‘)L ve

[Vﬂ dizi uzaylarimin BK uzaylar1 oldugu kolayca goriiliir. O

Teorem 4.0.12. [Vf] [V(’] ve [V‘g] dizi uzaylar, siraswyla [V‘g], [Ve]o ve [quo

g [en

dizi uzaylar ile lineer izomorfiktirler.

Ispat. Biz sadece [Vﬂg ile [Vﬂo uzaylarini goz ontine alalim. Digerleri benzer

sekilde gosterilebilir.

rT—Zr=y

doniigimiini y = (yg)dizisi (3.0.1) ile verdigimiz sekilde tanimlayalim. Z déntigimiiniin
lineerligi kolayca elde edilir. Ayrica z = 0 iken Zz = 0 oldugundan Z injektiftir.

Simdi y = (yp) € [Vcﬂo olsun ve z = (xy) dizisini

seklinde tanimlayalim. Boylece

k k—1
( Z 1)~ ky?+22(—1)”“y?>
1=0
—hmh > lur]

" kel,

||| = hm
Vo

bulunur. Buradan « = (z;) € [V }; elde edilir.

O halde Z surjektiftir. Dolayisi ile Z lineer bijeksiyondur.Sonug olarak [Vﬂ;

e [Vf } * dizi uzaylarinin lineer izomorfik oldugu ortaya cikar. ]



Simdi kolaylikla gériilebilir ki, [V/¢] dizi uzay: ile Mursaleen [8] tarafindan

tanimlanan kuvvetli invariant Cesaro toplanabilen dizilerin
Vo] =<x = (2x) € lpo : lim— E ‘xgk(n) — L’ = 0,n’ye gore diizgiin ve 3 L € C i¢in
m m
k=1

dizi uzaylar arasimda bir iligki vardir. Buradan agikca, 6 = (27) ahmrsa [Vf] = [V,]

oldugu gortiliir. Ayn1 zamanda soyleyebiliriz ki [Vf ] , dizi uzay ile

1 m
(w,], = {x = (z) : lim— g lyry — L| = 0,n’ye gore diizglin olarak
mom
k=1
ved L e (C}

dizi uzay1 arasmda kuvvetli bir iligki vardir. Ozel durumda 6 = (27) ise vel, =

[w,], elde edilir.

Teorem 4.0.13. 0 = (k,.) bir lacunary dizisi olsun. Bu taktirde liminf, ¢, > 1 ise

(wol, C [V2], dur.

Ispat. z = (1) € [w,], ve liminf, g, > 1 olsun. Bu taktirde yeteri kadar biiyiik

r sayilar i¢in ¢, > 1 4 ¢ olacak sekilde 6 > 0 sayist mevcuttur. O halde h, > (Si—l
yazabiliriz. Dolayisiyla x = (z) € [w,], ve yeterince biiyiik 7’ler i¢in
1 & 1
DL T SR
" k=1 " kel
o 1
> — [
=511 hrz Y, |
kel
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. O]

Teorem 4.0.14. 0 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Bu taktirde limsup, ¢, < oo ise

V4], C lws), dir.

ispat. Kabul edelim ki limsup, ¢, < oo olsun. Bu taktirde Vr > 1 icin ¢, < B

olacak gekilde B > 0 vardir. 2 = (xz) € [V?] , ve € > 0 verilsin. Buradan V j > R



icin

Zh/k Ll<e

Jkel
olacak gekilde R > 0 sayis1 vardir. O halde her j = 1,2,3,... igin A; < K olacak

sekilde K > 0 bulunabilir. Simdi m sayisim1 r > R olmak tizere k,_1 < m < k,

sartini saglayacak gekilde alalim. O halde

%Zly;’i— <5 Zlyk
Z lyi — L T Z v —

Lren ke L kel

Z v —

kGIT

'r

T‘

Z|yk L|+

k k
r—1R1 Ky —1(ko —

Z v, —

keI

kro1
+...+ L
krlkR—lez'y’“ |

kEI

kr - kr—l
+...+ L — L
kr—l (kr - kr—l)% |yk |
ky ke — Ky kr —kr-1 ky — ki

:kHAlJr - Ay + ...+ - Rt ..+ T A,

7>1 r—1 j>R r—1

<K.R

r—1

+eB.

elde edilir. m — oo iken k, — oo oldugundan n’ye gore diizgiin olarak
1 m
Sl L]0
bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. O

Sonug 4.0.15. 0 = (k,.), bir lacunary dizisi ve 1 < liminf, ¢, < limsup, ¢, < oo

olsun. Bu taktirde VY], = [w,], .

g

ispat. Ispat Teorem 4.0.13 ve 4.0.14 ile birlikte diigiiniiliirse sonug elde edilir. O
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5. [S¢],-ISTATISTIKSEL ZWEIER

YAKINSAKLIK

Bu boliimde [Sg} , —istatistiksel yakinsaklik kavramim ortaya koyacagiz ve [Vf ]
uzayi ile ilgili baz iligkilerini verecegiz.

Istatistiksel yakinsaklhik kavrami Fast[2] ve Schoenberg[6] tarafindan birbirinden
bagimsiz olarak verilmigtir. O zamandan beri istatistiksel yakinsaklik farkl adlar
altinda Fourier Analiz, Ergodik Teori ve Sayilar Teorisi'nde kullanilmigtir. Her iki
aragtirmaci tarafindan siirh istatistiksel yakinsak bir dizinin Cesaro toplanabilir
oldugu ifade edilmistir. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik Fridy[7], Salat[15],
Connor[4], Mursaleen[12], Fridy ve Orhan[14], Savag[9], Esi[10], Karababa ve Esi[17]

gibi bircok matematikc¢i tarafindan ¢aligilmigtar.

Tanim 5.0.16. Bir x = (xy) dizisi bir L sayst igin istatistiksel yakinsaktir denir,

oyleki her € > 0 i¢cin
1
lim— {k <m: |z, — L| >¢e}| =0
m m
dir. Bu durumda S — limx = L veya x,, — L (S) ile gdsterilir ve
S={r=(vx):S—limz =L, 3L i¢in}
seklinde ifade edebilir.

Tanim 5.0.17. Bir x = () dizisine L saysina lacunary istatistiksel yakinsaktir

denir. Oyle ki her e > 0 i¢in
o1
hmh— Hkel :|lxp—L| >e}| =0
dvr. Buradan S® —limx = L veya xj, — L (Se) ile gosterilir ve
S ={z=(z4): 8’ —limz = L,3L icin}
seklinde ifade edilir.

11



Tanmim 5.0.18. Bir x = (z3,) dizisine L sayisina S%—istatistiksel yakinsaktir denir,

oyle ki her € > 0 i¢in
hmh— ‘{k el : |f130.k(n) — L} > 5}‘ =0, (n’ye gore diizgiin olarak)
dir. Bu taktirde SY —limz = L veya x, — L (SY) ile gdsterilir ve
SY={a= () : 5S¢ —limz = L,3L icin}
dir.

Tanim 5.0.19. Bir x = (zy) dizisi L sayisina [S,],, —istatistiksel yakinsaktur, oyleki
her e > 0 i¢cin

1
lim— {k<m:|y; — L >¢c}|=0
mom
dvr. Bu taktirde [S,|, —limx = L veya x, — L ([S,],) ile gdsterilir ve
[Ss], ={x = () : [Ss], — lima = L, 3L i¢in}
seklinde ifade edilir.
Tanim 5.0.20. Eger Ve > 0 i¢in
hmh— H{k €l :|y; — L| > e}| =0,n’ye gore dizgiin olarak

ise ¥ = () dizisi L sayisina [Scﬂz —istatistiksel yakinsak olarak adlandiralim. Bu

taktirde [Sﬂz —limaz = L veya z, — L ([Sﬂz) ve
[Sﬁ}z = {z = () : [Sg]z —limz = L, 3L igin}
yazalim.

Eger § = (27) igin [S?], yerine [S,], ve 0 = (27), o(n) = n+ 1 ise [S?],

yerine [S], yazilir. Buradan

81, = { = (o) tim -1k < = 21 2 2} =0}

12



Teorem 5.0.21. 6 = (k) bir lacunary dizisi olsun. O halde [Vﬂ; C [Sﬁ]g dir.

g

Ispat. = = (z;) € [Vf]; olsun. Buradan

kel
[vi 2=

1 € n
> ez kel |yl >}

h
" kel, "

Buradan x — L <[Sg}(;> olur, yani x = (xy) € [Sﬁ];’dlr. O halde ispat tamamlanmig

olunur. O

Teorem 5.0.22. 0 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. x = (x) € lo ve xp —

L([VYf],) ise xx — L([S%],) -

Ispat. z = (1) € lo ve z; € <[V(ﬂ;> oldugunu varsayalim. sup |yp| < oo

k.n

oldugundan Vk,n € N i¢in |y}| < A olacak sekilde bir A > 0 sabiti vardir. O

halde £ > 0 i¢in

5 il

" kel,

1
T Z v
" kel
vk |22

1 n
+h_ Z |y |
" kel,
|y2|<e

13



A 1
< —HkeLclypl > e}l + - e

" kel

A
= ke Lyl 2 e} + e

O halde € — 0 yapilarak sonug elde edilir. O
Sonug 5.0.23. 0 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. O halde l.o N [V?] , = 1N [S?],
dar.

Ispat. Teorem 5.0.21 ve teorem 5.0.22’den ispati acikca gortlir. O]

Teorem 5.0.24. 0 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. O halde [S,], C [S?], dur.
ispat. ¢ > 0 verilsin. O halde
{k<m:lyy —Llzet D{kel |y - Ll = ¢}

dir. Bu ytizden

1 n
—{k <l — 1 > e}

> kel |y —L| =2}

1
m

>

.1 .
= ke ol - L 2}

m — oo i¢in limit alirsak ,n sayisima gére diizgiin olarak x, — L ([S,],) iken z), —

L ([Sﬂ Z) elde edilir. Dolayisiyla teorem ispatlanmig olur. O
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6. TARTISMA

Bu yiiksek lisans tez calismasinda elde edilen bulgular ile Zweier yakinsak dizi
uzaylar1 ve istatistik yakinsakligin genellestirilmis sekli elde edilmigtir ve verilen yeni
tanim ve teoremlerde uzaylarin yapisini olusturan fonksiyonlarin 6zel secimleri ile

onceden tanimlanmig yapilar: elde etmek miimkiin olacaktir.
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7. SONUC

Bu yiksek lisans calismasi ile genellestirilmis Zweier yakinsak-sinirli dizi
uzaylarmmin ilgili tanimlar1 verilmig ve literatiirde verilen temel teoremler

genellestirilerek ispatlar: yapilmisgtir.
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