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Bu tez çalışmasında konveks fonksiyonlar, ikinci anlamda 𝑠-konveks 

fonksiyonlar ve 𝑟-konveks fonksiyonlar için integral eşitsizlikler elde edilmiştir. 

Tezin birinci bölümü giriş için ayrılmış olup bu bölümde konvekslik ve eşitsizlik 

tarihi üzerine bilgiler sunulmuştur. İkinci bölümde konveks fonksiyon, ikinci 

anlamda 𝑠-konveks fonksiyon, genişletilmiş 𝑠-konveks fonksiyon ve 𝑟-konveks 

fonksiyon sınıfları tanıtılmış ve bu sınıflar için bazı özel bilgiler sunulmuştur. Ayrıca 

bu bölümde Euler Gama, Beta ve tamamlanmamış Beta fonksiyonu tanımları ve bazı 

özel eşitsizlikler sunulmuştur. Üçüncü bölümde ilk olarak literatürde önemli bir yere 

sahip olan Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson eşitsizlikleri verilmiştir. Daha 

sonra tez çalışmasında kullanılacak olan konveks fonksiyon sınıfları için önceden 

elde edilmiş literatürdeki bazı eşitsizlikler sunulmuştur. Son olarak bu konveks 

fonksiyon sınıfları için integral eşitsizlikler elde etmede temel olarak kullanılacak 

lemmalardan söz edilmiştir. Dördüncü bölümde ise konveks, ikinci anlamda 𝑠-
konveks ve 𝑟-konveks fonksiyonlar için integral eşitsizlikler elde edilmiştir.  
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Fonksiyon; İntegral Eşitsizlikler. 
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In this thesis, integral inequalities for convex functions, 𝑠-convex functions in 

the second sense and 𝑟-convex functions were obtained. The first part of the thesis is 

reserved for entry and in this section, information on the history of convexity and 

inequality is presented. In the second part, convex function, 𝑠-convex function in the 

second sense, generalized 𝑠-convex function and 𝑟-convex function classes are 

introduced and some specific information is presented for these classes. In addition, 

in this section definitions of Euler Gamma, Beta, incomplete Beta function and some 

special inequalities are presented. In the third section, first, Hermite-Hadamard, 

Ostrowski and Simpson inequalities which have an important place in the literature 

are given. Then, some inequalities in literature are presented for the convex function 

classes to be used in the thesis study. Finally, the lemmas used as a basis for 

obtaining integral inequalities for these convex function classes are mentioned. In the 

fourth section, integral inequalities for convex, 𝑠-convex in the second sense and     

𝑟-convex functions are obtained. 

Key Words: Convex Function; 𝑠-Convex Function; 𝑟-Convex Function; 

Integral Inequalities. 

 

 

 

 

 



BEYAı 

~ Konveks İkinci Anlamda s-Konvek ve r-Konveks Fonksiyonlar İçin 
İntegral Eşitsizlikler'' başlıklı teziınde çal ış1nalarıı1 taınan1en akaden1ik kuı~aı lara ve 
etik değerlere sadık kalınarak yürütü]düğü11ü ve yazu11da ~yararla11dmğın1 1eserlcrin 
kaynakçada gösterilenlerden oluştuğunu ayrıca alıntılardaıı bilimsel etiğe uy,gun atıf 
yaparak yararlanmış olduğu111u be an derim. 
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SİMGELER ve KISALTMALAR 

 

Simgeler 

 

(𝑎, 𝑏)  : a, b açık aralığı 
[𝑎, 𝑏]  : a, b kapalı aralığı 

𝐿[𝑎, 𝑏]  : [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilen fonksiyonlar kümesi 

𝛽  : Beta fonksiyonu 

𝑙𝑛  : 𝑒 tabanında logaritma fonksiyonu 

𝑓′  : 𝑓 fonksiyonun birinci mertebeden türevi 

𝑓′′  : 𝑓 fonksiyonun ikinci mertebeden türevi 

𝑓′′′  : 𝑓 fonksiyonun üçüncü mertebeden türevi 

𝑓(4)  : 𝑓 fonksiyonun dördüncü mertebeden türevi 

𝑓(𝑛)  : 𝑓 fonksiyonun n. mertebeden türevi 

|𝑓|  : 𝑓 fonksiyonunun mutlak değeri 

Γ  : Gama fonksiyonu 

ℒ𝑟  : Genelleştirilmiş logaritmik ortalama 

𝐼°  : 𝐼 aralığının içi 

𝐾𝑠
2  : İkinci anlamda 𝑠-konveks fonksiyonlar sınıfı 

𝑙𝑖𝑚  : Limit 

ℒ  : Logaritmik ortalama 

ℝ+  : Pozitif reel sayılar kümesi 

ℝ  : Reel sayılar kümesi 

𝐼  : Reel sayılar kümesinde bir aralık 

𝑀𝑟(𝑥, 𝑦; ℷ) : 𝑟. Kuvvetlere göre kuvvet ortalaması 

‖𝑓‖∞  : Supremum normu 

𝑠𝑢𝑝  : Supremum 

𝛽𝑧  : Tamamlanmamış Beta fonksiyonu 

𝛴  : Toplam sembolü 

𝑥!  : 𝑥 sayısının faktöriyeli 

∫
𝑦

𝑥
  : x, y aralığında integral işlemi 

 

Kısaltmalar 

 

M.Ö.  : Milattan önce 
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1. GİRİŞ 

 

             M. Ö. 250 yılında Arşimet’in, çemberin içine ve etrafına çizdiği düzgün 

çokgenler yardımıyla ünlü π sayısı hesabına kadar uzanan konvekslik kavramının 

matematikte yer alması 19. yüzyıl sonu 20. yüzyıl başını bulmaktadır. Birçok alanda 

önemli bir yer tutan konvekslik kavramının literatüre katılması 1881 yılının Ekim 

ayında Hermite’in elde ettiği sonucu 1883 yılında Mathesis adlı dergide 

yayınlamasıyla olmuştur. Bu sonuç ispatsız olarak Mathesis dergisinde basılmıştır 

[1]. 

             1893 yılında Hadamard çalışmalarında konveksliğe yer verse de sistematik 

bir şekilde konveks fonksiyonların çalışılması J.L.W.V. Jensen ile 1905-1906 

yıllarında başlamıştır. 

             Konveks fonksiyonun tanımı eşitsizlikle verilmektedir. Bu yüzden 

eşitsizlikler Konveks Fonksiyonlar Teorisi’nde önemli bir yer tutar. Konveks 

Fonksiyonlar ve Eşitsizlikler Teorisi üzerine yazılmış temel sayılabilecek ilk çalışma 

1934 yılında Hardy, Littlewood ve Pόlya’nın kaleme aldığı “Inequalities” kitabıdır 

[2]. İkinci kitap ise 1961 yılında E.F. Beckenbach ve R. Bellman’ın yazdığı yine 

“Inequalities” adlı kitaptır [3]. Bu çalışma 1934-1960 yılları arasında elde edilen 

eşitsizliklerin sonuçlarını içermektedir. Bu çalışmaları Mitrinović’in 1970 yılında 

yayınlanan “Analytic Inequalities” isimli kitabı takip etmektedir [4]. Bu çalışmada 

ilk iki kitapta bulunmayan sonuçlara yer verilmiştir. Pečarić tarafından 1987 yılında 

yazılan "Convex Functions: Inequalities" adı verilmiş kitap sadece konveks 

fonksiyonlar için eşitsizliklerden bahseden ilk temel kaynaktır [5]. Bu kaynakların 

yanında “Inequalities Involving Functions and Their Integrals and Derivatives [6]”, 

“Classical and New Inequalities in Analysis [7]”, “Mathematical Inequalities [8]”, 

“Convex Functions and Their Applications [9]”, “Selected Topics on Hermite-

Hadamard Inequalities and Applications [10]” ve “Ostrowski Type Inequalities and 

Applications in Numerical Integration [11]” çalışmaları literatürde mevcut olan diğer 

kaynaklar arasında sayılabilir. 

             Bu çalışmada ilk üç bölümde konveks fonksiyon, 𝑠-konveks fonksiyon ve 𝑟- 

konveks fonksiyon sınıfları hakkında temel bazı bilgiler verilip ve bu fonksiyon 

https://www.researchgate.net/publication/320707466_Popoviciu%27s_type_inequalityies_for_h-MN-convex_functions
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sınıfları için elde edilmiş bazı eşitsizliklere yer verilmiştir. Dördüncü bölümde 

bahsedilen fonksiyon sınıfları için farklı tipli integral eşitsizlikler elde edilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Çalışmamızda kullanılacak olan bazı temel tanımlar, teoremler ve 

eşitsizliklere bu bölümde değinilmiştir. 

 

Tanım 2.1 (Lineer Uzay): 𝐿 boş olmayan bir küme ve 𝐹 bir cisim olmak üzere  

+∶ 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 ve  ∙ ∶ 𝐹 × 𝐿 → 𝐿 işlemleri tanımlansın. Aşağıdaki şartların sağlanması 

durumunda 𝐿 ye 𝐹 cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir: 

A) 𝐿,+ işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani, 

𝐺1. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐿 dir. 

𝐺2. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 dir. 

G3. Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 + 𝜃 = 𝜃 + 𝑥 = 𝑥 olacak şekilde 𝜃 ∈ 𝐿 vardır. 

𝐺4. Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 𝜃 olacak şekilde −𝑥 ∈ 𝐿 vardır. 

𝐺5. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿  için 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 dir. 

B)𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿  ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 olmak üzere aşağıdakiler sağlanır. 

𝐿1. 𝛼. 𝑥 ∈ 𝐿 dir. 

𝐿2. 𝛼. (𝑥 + 𝑦) = 𝛼. 𝑥 + 𝛼. 𝑦 dir. 

𝐿3. (𝛼 + 𝛽). 𝑥 = 𝛼. 𝑥 + 𝛽. 𝑥 dir. 

𝐿4. (𝛼𝛽). 𝑥 = 𝛼. (𝛽. 𝑥) dir. 

𝐿5. 1. 𝑥 = 𝑥 dir (Burada 1, 𝐹 nin birim elemanıdır). 

𝐹 = ℝ ise 𝐿 ye reel lineer uzay, 𝐹 = ℂ ise 𝐿 ye karmaşık lineer uzay adı verilir [12]. 

 

Tanım 2.2 (Konveks Küme): 𝐿 bir lineer uzay ve 𝐴 ⊆ 𝐿 olsun. Keyfi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 

elemanları için 

 

𝐵 = {𝑧 ∈ 𝐿: 𝑧 = 𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1} ⊆ 𝐴 
 

ise 𝐴 kümesine konveks küme denir [13]. 

 

Tanım 2.3 (Konveks Fonksiyon): 𝐼, ℝ’ de bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon 

olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 
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𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑦)                                                             (2.1) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (2.1) eşitsizliği her 

𝑥 ≠ 𝑦 ve 𝑡 ∈ (0,1) için kesin ise 𝑓 fonksiyonuna kesin konvekstir denir. 

Eğer 𝑓 fonksiyonu için 

 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≥ 𝑡𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑦)                                                             (2.2) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa  𝑓 fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. (2.2) eşitsizliği her 

𝑥 ≠ 𝑦 ve 𝑡 ∈ (0,1) için kesin ise 𝑓 fonksiyonuna kesin konkavdır denir [14]. 

 

Sonuç 2.4: 𝐼 ⊂ ℝ olmak üzere 𝑓 fonksiyonunun 𝐼’da konveks olması için gerek ve 

yeter şart her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve her 𝛼, 𝛽 reel sayıları için  

 

𝑓 (
𝛼𝑥 + 𝛽𝑦

𝛼 + 𝛽
) ≤

𝛼

𝛼 + 𝛽
𝑓(𝑥) +

𝛽

𝛼 + 𝛽
𝑓(𝑦) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır [14]. 

 

Teorem 2.5: 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonunun 𝐼’da konveks olması için gerek ve yeter şart 

𝑥₁ < 𝑥₂ < 𝑥₃  olmak üzere 𝑥₁, 𝑥₂, 𝑥₃ ∈ 𝐼 noktaları için 

  

|

𝑥₁ 𝑓(𝑥₁) 1
𝑥₂ 𝑓(𝑥₂) 1
𝑥₃ 𝑓(𝑥₃) 1

| = (𝑥₃ − 𝑥₂)𝑓(𝑥₁) + (𝑥₁ − 𝑥₃)𝑓(𝑥₂) + (𝑥₂ − 𝑥₁)𝑓(𝑥₃) ≥ 0     (2.3) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır [14]. 

 

(2.3) eşitsizliği 

 

𝑓(𝑥₂) ≤ (
𝑥₂ − 𝑥₃

𝑥₁ − 𝑥₃
) 𝑓(𝑥₁) + (

𝑥₁ − 𝑥₂

𝑥₁ − 𝑥₃
) 𝑓(𝑥₃)                                                                (2.4) 

 

veya  

 
𝑓(𝑥₁)

(𝑥₁ − 𝑥₂)(𝑥₁ − 𝑥₃)
+

𝑓(𝑥₂)

(𝑥₂ − 𝑥₁)(𝑥₂ − 𝑥₃)
+

𝑓(𝑥₃)

(𝑥₃ − 𝑥₁)(𝑥₃ − 𝑥₂)
≥ 0                    (2.5) 



2. TEMEL KAVRAMLAR Mustafa KARAGÖZLÜ 

5 

 

şeklinde de ifade edilebilir. 

𝑥₁ < 𝑥₃ ve 𝑥₁, 𝑥₃ ≠ 𝑥₂ olmak üzere (2.4) eşitsizliği 

 

𝑓(𝑥₁) − 𝑓(𝑥₂)

𝑥₁ − 𝑥₂
≤
𝑓(𝑥₂) − 𝑓(𝑥₃)

𝑥₂ − 𝑥₃
                                                                                     (2.6) 

 

şeklinde yazılabilir. Buradan şu sonuca varılır: 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonunun 𝐼 üzerinde 

konveks olması için gerek ve şart ∀𝑐 ∈ 𝐼, 𝑥 ≠ 𝑐 için 
 𝑓(𝑥)−𝑓(𝑐)

𝑥−𝑐 
 fonksiyonunun 𝐼 

üzerinde artan olmasıdır [14]. 

 

Teorem 2.6: [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐼°olsun. 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu konveks ise 𝑓 [𝑎, 𝑏] üzerinde 

Lipschitz şartını sağlar. Sonuç olarak 𝑓 [𝑎, 𝑏] üzerinde mutlak sürekli ve 𝐼°’nde 

süreklidir [15].  

 

Teorem 2.7. Eğer 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks 

(konkav) ve 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏)  noktasında diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise            

𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 

 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) ≥ (≤)𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)                                                                               (2.7) 
 

eşitsizliği yazılır [15].  

 

Teorem 2.8: [𝑎, 𝑏]’de konveks olan fonksiyon aynı aralıkta sınırlı; (𝑎, 𝑏)’de 

süreklidir [16]. 

Örneğin; 𝑓: [−1,1] → ℝ,  

 

𝑓(𝑥) = {
2, 𝑥 = −1 𝑖𝑠𝑒

𝑥2,      𝑥 ∈ (−1,1)𝑖𝑠𝑒
2,            𝑥 = 1 𝑖𝑠𝑒

 

 

fonksiyonu  [−1,1] aralığında konveks; (−1,1) aralığında süreklidir [15]. 
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Teorem 2.9: 𝑓: 𝐼 → ℝ konveks (kesin konveks) ise 𝑓₊′(𝑥) ve 𝑓_′(𝑥) vardır ve 𝐼° 

üzerinde artandır (kesin artandır). Burada  

 

𝑓+
′(𝑥)= lim

𝑦↓𝑥

𝑓(𝑦)−𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
 ve 𝑓−

′(𝑥)= lim
𝑦↑𝑥

𝑓(𝑦)−𝑓(𝑥)

𝑦−𝑥
 dir [15]. 

 

Teorem 2.10: 𝑓: (𝑎, 𝑏) → ℝ fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olması için 

gerek ve yeter şart 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) olmak üzere her 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 

  

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐) = ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡                                                                                                 (2.8) 
𝑥

𝑐

 

 

olacak şekilde 𝑔: (𝑎, 𝑏) → ℝ artan (kesin artan) fonksiyonunun olmasıdır [15]. 

 

Teorem 2.11: 𝑓, (𝑎, 𝑏) üzerinde diferensiyellenebilir olsun. 𝑓 fonksiyonunun 

konveks (kesin konveks) olması için gerek ve yeter şart 𝑓′’nin artan (kesin artan) 

olmasıdır [15]. 

 

Teorem 2.12: 𝑓′′, (𝑎, 𝑏) üzerinde var olsun. 𝑓’nin konveks olması için gerek ve 

yeter şart 𝑓′′(𝑥) ≥ 0 olmasıdır. Ayrıca (𝑎, 𝑏) üzerinde 𝑓′′(𝑥) > 0 ise 𝑓 aralık 

üzerinde kesin konvekstir [15]. 

 

Tanım 2.13 (İkinci Anlamda 𝒔-Konveks Fonksiyon): 𝑓: [0,∞) → ℝ fonksiyonu 

verilsin. 𝑠 ∈ (0,1], 𝑡 ∈ [0,1] olmak üzere her  𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞) için   

 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑠𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑠𝑓(𝑦)                                                                (2.9) 
 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna ikinci anlamda 𝑠-konveks fonksiyon denir. 

(2.9) eşitsizliğini sağlayan 𝑓 fonksiyonları için   𝑓 ∈  𝐾𝑠
2 yazılır [17]. 

 

Örnek 2.14: 0 < 𝑠 < 1 ve 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ olsun. 𝑥 ∈ [0,∞) için 

 

𝑓(𝑥) = {
𝑎,                    𝑥 = 0 𝑖𝑠𝑒
𝑏𝑥𝑠 + 𝑐, 𝑥 > 0 𝑖𝑠𝑒 
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olarak tanımlansın. Bu durumda 

i) Eğer 𝑏 ≥ 0 ve 0 ≤ 𝑐 ≤ 𝑎 ise 𝑓 ∈  𝐾𝑠
2 dir. 

ii) Eğer 𝑏 > 0 ve 𝑐 < 0 ise 𝑓 ∉  𝐾𝑠
2 dir [10]. 

 

Tanım 2.15 (Genişletilmiş 𝒔-Konveks Fonksiyon): 𝑓: 𝐼 ⊆ [0,∞) → ℝ fonksiyonu 

verilsin. 𝑠 ∈ [−1,1], 𝑡 ∈ (0,1) olmak üzere her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 için   

 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑠𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑠𝑓(𝑦)                                                              (2.10) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna genişletilmiş 𝑠-konveks fonksiyon denir [18]. 

 

𝑥, 𝑦 pozitif sayılarının 𝑟. kuvvetlerine göre kuvvet ortalaması 

 

𝑀𝑟(𝑥, 𝑦; 𝑡) = {
(𝑡𝑥𝑟 + (1 − 𝑡)𝑦𝑟)

1
𝑟 , 𝑟 ≠ 0

𝑥𝑡𝑦1−𝑡, 𝑟 = 0
                                                         (2.11) 

 

olarak tanımlanır [10]. 

 

Tanım 2.16 (𝒓-Konveks Fonksiyon): Pozitif bir 𝑓 fonksiyonu için her 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] 

ve 𝑡 ∈ [0,1] için  

 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑀𝑟(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦); 𝑡)                                                                       (2.12)  
 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑟-konveks fonksiyon denir. 

(2.12) eşitsizliğinin yön değiştirmesi durumunda 𝑓 fonksiyonuna [𝑎, 𝑏] 

üzerinde  𝑟-konkav fonksiyon denir [19].  

 Bu tanım yardımıyla 1-konveks fonksiyonların bilinen konveks fonksiyonlar 

olduğu sonucuna varılır. 

 

ℒ(𝑥, 𝑦) = {

𝑥 − 𝑦

𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑦
, 𝑥 ≠ 𝑦

𝑥, 𝑥 = 𝑦
                                                                                (2.13) 
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eşitliği 𝑥, 𝑦 > 0 sayılarının logaritmik ortalaması olarak tanımlanır. 

 

ℒ𝑟(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 

 
 
 

𝑟

𝑟 + 1
∙
𝑥𝑟+1 − 𝑦𝑟+1

𝑥𝑟 − 𝑦𝑟
,    𝑥 ≠ 𝑦, 𝑟 ≠ 0,−1

𝑥 − 𝑦

𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑦
,                     𝑥 ≠ 𝑦, 𝑟 = 0

𝑥𝑦
𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑦

𝑥 − 𝑦
,                      𝑥 ≠ 𝑦, 𝑟 = −1

𝑥,                      𝑥 = 𝑦

                                (2.14) 

  

eşitliği 𝑥, 𝑦 > 0 sayılarının 𝑟. kuvvetlerine göre genelleştirilmiş logaritmik 

ortalaması olarak tanımlanır [10]. 

                              
Teorem 2.17: 𝑓, [𝑎, 𝑏] üzerinde pozitif 𝑟-konveks fonksiyon olsun. O halde 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

≤ ℒ𝑟(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))                                                                              (2.15) 

 

eşitsizliği sağlanır. Eğer 𝑓 pozitif 𝑟-konkav fonksiyon ise (2.15) eşitsizliği yön 

değiştirir [20]. 

 

Tanım 2.18 (Euler Gama Fonksiyonu): 𝑥 > 0 için Euler Gama fonksiyonu 

 

 𝛤(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡
∞

0

                                                                                                    (2.16) 

 

şeklinde tanımlanır [21]. 

 

Tanım 2.19 (Beta Fonksiyonu): 𝑥 > 0 ve 𝑦 > 0  için Beta fonksiyonu 

 

𝛽(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

                                                                                    (2.17) 

 

şeklinde tanımlanır [22]. 

 

Ayrıca 𝑥, 𝑦 > 0 ve 0 ≤ 𝑧 < 1 için tamamlanmamış Beta fonksiyonu  
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𝛽𝑧(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
𝑧

0

                                                                                  (2.18) 

 

şeklinde tanımlanır [23]. 

 

Teorem 2.20 (İntegraller için Hölder Eşitsizliği): 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. 𝑓 ve 

𝑔, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı reel fonksiyonlar, |𝑓|𝑞 ve |𝑔|𝑞 , [𝑎, 𝑏] aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise  

 

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
b

𝑎

)

1
𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
b

𝑎

)

1
𝑞

                                      (2.19) 

 

eşitsizliği geçerlidir [7].  

 

Power-mean eşitsizliği Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olarak aşağıdaki gibi 

ifade edilir. 

 

Sonuç 2.21 (Power Mean Eşitsizliği): 𝑞 ≥ 1 olsun. 𝑓 ve 𝑔, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı 

reel fonksiyonlar olsun. |𝑓| ve |𝑔|𝑞, [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar 

ise 

  

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1−
1
𝑞

(∫ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1
𝑞

                        (2.20) 

 

eşitsizliği geçerlidir. 

 

Teorem 2.22:  Herhangi 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ için  

 

|𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|, 
 

||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 − 𝑦|, 
 

||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 + 𝑦| 
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eşitsizlikleri geçerlidir [4]. 

 

Teorem 2.23 (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu): 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli 

reel değerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 𝑎 < 𝑏 olmak üzere 

 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
b

𝑎

                                                                                           (2.21) 

 

eşitsizliği geçerlidir. [7]. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

3.1. Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson Eşitsizlikleri 

 

Teorem 3.1.1 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği): 𝐼, ℝ’de bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼  ve 

𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ konveks fonksiyon olsun. Bu takdirde 

 

  𝑓 (
𝑎 + b

2
) ≤

1

b − a
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
b

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

 

eşitsizliği sağlanır [14].  

 Hermite-Hadamard eşitsizliği konveks fonksiyonların integralinin ortalama 

değeri için tahminler vermesi açısından önemlidir.   

 

Teorem 3.1.2 (Ostrowski Eşitsizliği): 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak üzere 

𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼°’nde diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer 

|𝑓′(𝑥)| ≤ 𝑀 ise   ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

 

|𝑓(𝑥) −
1

b − a
∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑏

𝑎

|                

 

≤
𝑀

𝑏 − 𝑎
[
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2

2
] 

  

               = 𝑀(𝑏 − 𝑎) [
1

4
+
(𝑥 −

𝑎 + 𝑏
2 )

2

(𝑏 − 𝑎)2
]           

 

eşitsizliği elde edilir. 
1

4
 katsayısı en iyi katsayıdır [24].  

 Ostrowski eşitsizliği diferensiyellenebilen ve sınırlı fonksiyonlar için üst 

sınırlar veren bir eşitsizliktir. Ayrıca bu eşitsizlik 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 için Hermite-Hadamard 

eşitsizliğinin sol tarafını vermesi açısından önemlidir. 
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Teorem 3.1.3 (Simpson Eşitsizliği): 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, (𝑎, 𝑏) üzerinde dördüncü 

mertebeden türevi sürekli olan bir fonksiyon, ‖𝑓(4)‖
∞
= 𝑠𝑢𝑝𝑥∈(𝑎,𝑏)|𝑓

(4)(𝑥)| < ∞ 

olsun. Bu durumda  

|
1

3
[
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
+ 2𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| 

 

≤
1

2880
‖𝑓(4)‖

∞
(𝑏 − 𝑎)4 

 

eşitsizliği elde edilir [25].  

3.2.  Konveks Fonksiyonlar, İkinci Anlamda 𝒔-Konveks Fonksiyonlar ve          

𝒓-Konveks Fonksiyonlar İçin Eşitsizlikler 

Bu bölümde konveks fonksiyonlar, ikinci anlamda 𝑠-konveks fonksiyonlar ve 

𝑟-konveks fonksiyonlar için elde edilmiş olan eşitsizliklerden bahsedilecektir. 

 

Teorem 3.2.1: 𝑓: [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu ikinci anlamda 𝑠-konveks 

fonksiyon, 𝑠 ∈ (0,1), 𝑎, 𝑏 ∈ [0,∞) ve 𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise 

  

2𝑠−1𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
b

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝑠 + 1
                                                   (3.1) 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlik literatürde ikinci anlamda 𝑠-konveks fonksiyonlar 

için Hermite-Hadamard tipi eşitsizlik olarak bilinir [26]. 

 

Teorem 3.2.2: 𝑎 < 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊂ [0,∞) → ℝ fonksiyonu 

tanımlansın.  𝑓′′  𝐼°’nde mutlak sürekli bir fonksiyon ve 𝑓′′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer 

|𝑓′′′|, [𝑎, 𝑏] üzerinde ikinci anlamda 𝑠-konveks ise 𝑠 ∈ (0,1] için 

 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−
𝑏 − 𝑎

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)]|                                               
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≤
(𝑏 − 𝑎)4

6
[(
2−3−𝑠(𝑠2 + 7𝑠 + 18) + 𝑠 − 2

(1 + 𝑠)(2 + 𝑠)(3 + 𝑠)(4 + 𝑠)
)] 

 

× [|𝑓′′′(𝑎)| + |𝑓′′′(𝑏)|]                                                                                                    (3.2)  
 

eşitsizliği sağlanır [27]. 

 

Teorem 3.2.3: 𝑎 < 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊂ [0,∞) → ℝ fonksiyonu 

tanımlansın.  𝑓′′  𝐼°’nde mutlak sürekli bir fonksiyon ve 𝑓′′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer 

|𝑓′′′|𝑞, [𝑎, 𝑏] üzerinde ikinci anlamda 𝑠-konveks ise 𝑠 ∈ (0,1], 𝑞 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

için 

 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−
𝑏 − 𝑎

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)]| 

 

≤
(𝑏 − 𝑎)4

48
(
1

2
)

1
𝑝
(
𝛤(2𝑝 + 1)𝛤(𝑝 + 1)

𝛤(3𝑝 + 2)
)

1
𝑝

 

 

× {[
1

2𝑠+1(𝑠 + 1)
|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 +

2𝑠+1 − 1

2𝑠+1(𝑠 + 1)
|𝑓′′′(𝑏)|𝑞]

1
𝑞

 

 

+[
2𝑠+1 − 1

2𝑠+1(𝑠 + 1)
|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 +

1

2𝑠+1(𝑠 + 1)
|𝑓′′′(𝑏)|𝑞]

1
𝑞

}                                            (3.3) 

 

eşitsizliği sağlanır [27]. 

 

Teorem 3.2.4: 𝑎 < 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ [0,∞) → ℝ fonksiyonu üçüncü 

mertebeden türevlenebilir bir fonksiyon ve 𝑓′′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓′′′|𝑞, [𝑎, 𝑏] 

üzerinde genişletilmiş 𝑠-konveks ise 𝑠 ∈ [−1,1], 𝑞 ≥ 1 için 

 

|
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| 
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≤ (
1

12
)
1−
1
𝑞
(

1

(𝑠 + 2)(𝑠 + 3)(𝑠 + 4)
)

1
𝑞
 

 

×
(𝑏 − 𝑎)3

96
{[2|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 + (𝑠 + 2) |𝑓′′′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

]

1
𝑞

 

 

+[(𝑠 + 2) |𝑓′′′ (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+ 2|𝑓′′′(𝑏)|𝑞]

1
𝑞

}                                                                (3.4) 

 

eşitsizliği sağlanır [28]. 

 

Sonuç 3.2.5: Teorem 3.2.4’ün şartları altında 

i) 𝑞 = 1 ise 

 

|
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|   

 

≤
(𝑏 − 𝑎)3

48(𝑠 + 2)(𝑠 + 3)(𝑠 + 4)
 

 

× [|𝑓′′′(𝑎)| + (𝑠 + 2) |𝑓′′′ (
𝑎 + 𝑏

2
)| + |𝑓′′′(𝑏)|],                                   (3.5) 

 

ii) 𝑞 = 1 ve 𝑠 = 1 ise 

 

|
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|  

 

≤
(𝑏 − 𝑎)3

2880
[|𝑓′′′(𝑎)| + 3 |𝑓′′′ (

𝑎 + 𝑏

2
)| + |𝑓′′′(𝑏)|],                             (3.6) 

 

iii) 𝑠 = 1 ise 

 

|
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|  
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≤
(𝑏 − 𝑎)3

1152
(
1

5
)

1
𝑞
× {[2|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 + 3 |𝑓′′′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

]

1
𝑞

     

 

 + [3 |𝑓′′′ (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+ 2|𝑓′′′(𝑏)|𝑞]

1
𝑞

}                                                        (3.7) 

 

eşitsizlikleri sağlanır [28]. 

 

Teorem 3.2.6: 𝑎 < 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ [0,∞) → ℝ fonksiyonu üçüncü 

mertebeden türevlenebilir bir fonksiyon ve 𝑓′′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓′′′|𝑞, [𝑎, 𝑏] 

üzerinde genişletilmiş 𝑠-konveks ise 𝑠 ∈ [−1,1], 𝑞 ≥ 1 için 

 

|
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤
(𝑏 − 𝑎)3

96
(
1

2
)

1−
1
𝑞

 

 

× {[𝛽(𝑠 + 2,2𝑞 + 1)|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 +
1

(2𝑞 + 𝑠 + 1)(2𝑞 + 𝑠 + 2)
|𝑓′′′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

]

1
𝑞

 

 

+[
1

(2𝑞 + 𝑠 + 1)(2𝑞 + 𝑠 + 2)
|𝑓′′′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

 

 

+𝛽(𝑠 + 2,2𝑞 + 1)|𝑓′′′(𝑏)|𝑞]
1
𝑞}                                                                                       (3.8) 

 

eşitsizliği sağlanır. Burada 𝛽(, ) Beta fonksiyonudur [28]. 

 

Sonuç 3.2.7: Teorem 3.2.6’nın şartları altında eğer 𝑠 = 1 ise seçilirse  

 

|
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| 

 

≤
(𝑏 − 𝑎)3

192
(

1

(𝑞 + 1)(2𝑞 + 1)(2𝑞 + 3)
)

1
𝑞
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× {[2|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 + (2𝑞 + 1) |𝑓′′′ (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

]

1
𝑞

 

 

+[(2𝑞 + 1) |𝑓′′′ (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

+ 2|𝑓′′′(𝑏)|𝑞]

1
𝑞

}                                                             (3.9) 

 

eşitsizliği sağlanır [28]. 

 

Teorem 3.2.8: 𝑓: [𝑎, 𝑏] → (0,∞) fonksiyonu [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑟-konveks olsun. 

0 < 𝑟 ≤ 1 için  

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ 
𝑟

𝑟 + 1
([𝑓(𝑎)]𝑟 + [𝑓(𝑏)]𝑟)

1
𝑟                                                       (3.10) 

 

eşitsizliği sağlanır [29]. 

 

Sonuç 3.2.9: 𝑓: [𝑎, 𝑏] → (0,∞) fonksiyonu [𝑎, 𝑏] üzerinde 1-konveks olsun. Bu 

durumda 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ (
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
)                                                                            (3.11) 

 

eşitsizliği sağlanır [29]. 

  

Teorem 3.2.10: 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → (0,∞) fonksiyonları [𝑎, 𝑏] üzerinde sırasıyla           

 𝑟1-konveks ve 𝑟2-konveks fonksiyonlar olsun. 0 < 𝑟1, 𝑟2 ≤ 2 için   

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

≤  
1

2
(
𝑟1

𝑟1 + 2
)

2
𝑟1
([𝑓(𝑎)]𝑟1 + [𝑓(𝑏)]𝑟1)

2
𝑟1

+
1

2
(

𝑟2
𝑟2 + 2

)

2
𝑟2
([𝑔(𝑎)]𝑟2 + [𝑔(𝑏)]𝑟2)

2
𝑟2                                            (3.12) 

 

eşitsizliği sağlanır [29]. 



3. MATERYAL ve YÖNTEM Mustafa KARAGÖZLÜ 

17 

 

Sonuç 3.2.11: Teorem 3.2.10’da 𝑟1 = 𝑟2 = 2 seçilirse 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤
1

4
([𝑓(𝑎)]2 + [𝑓(𝑏)]2 + [𝑔(𝑎)]2 + [𝑔(𝑏)]2)                (3.13) 

 

eşitsizliği elde edilir [29]. 

 

Sonuç 3.2.12: Teorem 3.2.10’da 𝑟1 = 𝑟2 = 2 ve 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) seçilirse  

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ [𝑓(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤
1

2
([𝑓(𝑎)]2 + [𝑓(𝑏)]2)                                                            (3.14) 

 

eşitsizliği elde edilir [29]. 

 

Teorem 3.2.13: 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → (0,∞) fonksiyonları [𝑎, 𝑏] üzerinde sırasıyla 𝑟1-

konveks ve 𝑟2-konveks fonksiyonlar olsun. Eğer 𝑟1 > 1 ve 
1

𝑟1
+

1

𝑟2
= 1 ise 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  

 

≤ (
[𝑓(𝑎)]𝑟1 + [𝑓(𝑏)]𝑟1

2
)

1
𝑟1
(
[𝑔(𝑎)]𝑟2 + [𝑔(𝑏)]𝑟2

2
)

1
𝑟2
                                             (3.15) 

 

eşitsizliği sağlanır [29]. 

 

Sonuç 3.2.14: Teorem 3.2.13’te 𝑟1 = 𝑟2 = 2 seçilirse 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ √
[𝑓(𝑎)]2 + [𝑓(𝑏)]2

2
√
[𝑔(𝑎)]2 + [𝑔(𝑏)]2

2
                    (3.16) 

 

eşitsizliği elde edilir[29]. 

 

Sonuç 3.2.15: Teorem 3.2.13’te 𝑟1 = 𝑟2 = 2 ve 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) seçilirse 
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1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤
1

2
(𝑓2(𝑎) + 𝑓2(𝑏))                                                                    (3.17) 

 

eşitsizliği elde edilir [29]. 

 

Teorem 3.2.16: 𝑎 < 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ+ fonksiyonu 𝐼°’nde 

diferensiyellenebilir ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓′|
𝑝

𝑝−1, [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑟-konveks 

ise  𝑝 > 1 için 

 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

≤
𝑏 − 𝑎

4(𝑝 + 1)
1
𝑝

[
 
 
 
 

(ℒ𝑟 (|𝑓
′(𝑎)|

𝑝
𝑝−1, |𝑓′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|

𝑝
𝑝−1

))

𝑝−1
𝑝

 

 

+(ℒ𝑟 (|𝑓
′ (
𝑎 + 𝑏

2
)|

𝑝
𝑝−1

, |𝑓′(𝑏)|
𝑝
𝑝−1))

𝑝−1
𝑝

]
 
 
 
 

                                                           (3.18) 

 

eşitsizliği sağlanır [30].  

 

3.3. Lemmalar 

 

Tez çalışmasında konveks fonksiyonlar, ikinci anlamda 𝑠-konveks 

fonksiyonlar ve 𝑟-konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler elde edilirken bu bölümde 

verilen lemmalardan faydalanılmıştır. 

 

Lemma 3.3.1: 𝑎 < 𝑏 ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ  fonksiyonu 𝐼°’nde 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise  

 

(𝑏 − 𝑥)𝑓(𝑏) + (𝑥 − 𝑎)𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑏

𝑎
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=
(𝑥 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑡 − 1)𝑓′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎)𝑑𝑡 
1

0

               

 

+
(𝑏 − 𝑥)2

𝑏 − 𝑎
∫ (1 − 𝑡)𝑓′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0

                                                               (3.19) 

 

eşitliği yazılır [31]. 

 

Lemma 3.3.2: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ  fonksiyonu 𝐼°’nde ikinci mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑓′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise  

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑏

𝑎

− 𝑓(𝑥) + (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) 𝑓′(𝑥) 

 

=
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑡2𝑓′′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎)𝑑𝑡
1

0

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑡2𝑓′′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0

                                                                       (3.20) 

 

eşitliği yazılır [32]. 

 

Lemma 3.3.3: 𝑎 < 𝑏 ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ  fonksiyonu 𝐼°’nde 

üçüncü mertebeden diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑓′′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise 

  

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−
𝑏 − 𝑎

12
[𝑓′(𝑏) − 𝑓′(𝑎)] 

 

=
(𝑏 − 𝑎)3

12
∫ 𝑡(1 − 𝑡)(2𝑡 − 1)𝑓′′′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0

                                          (3.21) 

 

eşitliği yazılır. [33] 

 

Lemma 3.3.4: 𝑎 < 𝑏 ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑓′′: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ  fonksiyonu 𝐼°’nde 

mutlak sürekli ve 𝑓′′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise  

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−
𝑏 − 𝑎

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)] 
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= (𝑏 − 𝑎)4∫ 𝑚(𝑡)𝑓′′′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0

,                                                               (3.22) 

 

eşitliği yazılır. Burada 

𝑚(𝑡) = {

1

6
𝑡2 (𝑡 −

1

2
) , 𝑡 ∈ [0,

1

2
]

1

6
(𝑡 − 1)2 (𝑡 −

1

2
) , 𝑡 ∈ (

1

2
, 1]

                                                            (3.23) 

 

dir [34]. 

 

Lemma 3.3.5: 𝑎 < 𝑏 ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑓′′′: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ  fonksiyonu 𝐼°’nde 

mutlak sürekli olsun. Eğer 𝑓(4) ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise  

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−
𝑏 − 𝑎

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)]   

 

= (𝑏 − 𝑎)5∫ ℎ(𝑡)𝑓(4)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0

,                                                                (3.24) 

 

eşitliği yazılır. Burada 

 

ℎ(𝑡) = {

1

24
𝑡3 (𝑡 −

2

3
) , 𝑡 ∈ [0,

1

2
]

1

24
(𝑡 − 1)3 (𝑡 −

1

3
) , 𝑡 ∈ (

1

2
, 1]

                                                           (3.25) 

 

dir [35]. 

 

Lemma 3.3.6: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ fonksiyonu verilsin. 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑛 ≥ 1 için 𝑓(ⁿ) 𝐼°’nde 

mevcut olsun. 𝑎 < 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 için 𝑓⁽ⁿ⁾  [𝑎, 𝑏] üzerinde integrallenebilir ise  

 

∑(
[(−1)𝑘 + 1](𝑏 − 𝑎)𝑘

2𝑘+1(𝑘 + 1)!
) 𝑓(𝑘)

𝑛−1

𝑘=0

(
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

= (
(−1)(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!
)∫ 𝐾𝑛(𝑡)𝑓

(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0

                                               (3.26) 
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eşitliği yazılır. Burada  

 

𝐾𝑛(𝑡) ≔ {
𝑡ⁿ, 𝑡 ∈ [0,

1

2
]

(𝑡 − 1)ⁿ, 𝑡 ∈ (
1

2
, 1]

                                                                             (3.27) 

 

dir. [36] 

 

 Tezin Bulgular bölümünde  aşağıdaki 

 

Ԋ1 = |
(𝑏 − 𝑥)𝑓(𝑏) + (𝑥 − 𝑎)𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑏

𝑎

|, 

 

Ԋ2 = |
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑏

𝑎

− 𝑓(𝑥) + (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) 𝑓′(𝑥)|, 

 

Ԋ3 = |
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−
𝑏 − 𝑎

12
[𝑓′(𝑏) − 𝑓′(𝑎)]|, 

 

Ԋ4 = |
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−
1

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)]| 

 

ve 

 

Ԋ5 = |∑(
[(−1)𝑘 + 1](𝑏 − 𝑎)𝑘

2𝑘+1(𝑘 + 1)!
) 𝑓(𝑘)

𝑛−1

𝑘=0

(
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| 

 

eşitlikler kullanılacaktır.  
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4. BULGULAR  

 

Bu bölümde ilk olarak Lemma 3.3.5’teki eşitlik kullanılarak konveks ve ikinci 

anlamda 𝑠-konveks fonksiyonlar için Simpson tipi eşitsizlikler elde edilmiştir. Daha 

sonra Lemma 3.3.1, Lemma 3.3.2, Lemma 3.3.3, Lemma 3.3.4, Lemma 3.3.5 ve 

Lemma 3.3.6’daki eşitlikler kullanılarak 𝑟-konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler 

elde edilmiştir. 

 

4.1. Konveks Fonksiyonlar için Simpson Tipi Eşitsizlikler 

  

Teorem 4.1.1: 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼°’de dördüncü mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 𝑓′′′: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼°’de mutlak sürekli 

bir fonksiyon, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼,  𝑎 < 𝑏 ve 𝑓⁽⁴⁾ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓⁽⁴⁾|  [𝑎, 𝑏] üzerinde 

konveks ise  

 

Ԋ4 ≤ 
(𝑏 − 𝑎)4

5760
[|𝑓(4)(𝑎)| + |𝑓(4)(𝑏)|]                                                                         (4.1) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.5 ve üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu kullanılırsa 

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

24
[∫ 𝑡3 (

2

3
− 𝑡) |𝑓(4)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1
2

0

  

 

+∫ (1 − 𝑡)3 (𝑡 −
1

3
) |𝑓(4)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1

1
2

]                                                         (4.2) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.2) eşitsizliğinde |𝑓⁽⁴⁾| fonksiyonunun konveks oluşu 

kullanılırsa  

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

24
[∫ 𝑡3 (

2

3
− 𝑡) [𝑡|𝑓(4)(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓(4)(𝑏)|]𝑑𝑡

1
2

0
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+∫ (1 − 𝑡)3 (𝑡 −
1

3
) [𝑡|𝑓(4)(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓(4)(𝑏)|]𝑑𝑡

1

1
2

]                                       (4.3) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  

 

∫ 𝑡4 (
2

3
− 𝑡) 𝑑𝑡 = ∫ (1 − 𝑡)4 (𝑡 −

1

3
)𝑑𝑡

1

1
2

1
2

0

=
1

640
                                                     (4.4) 

 

ve  

 

∫ 𝑡3 (
2

3
− 𝑡) (1 − 𝑡)𝑑𝑡 = ∫ (1 − 𝑡)3 (𝑡 −

1

3
) 𝑡𝑑𝑡

1

1
2

1
2

0

=
1

384
                                      (4.5) 

 

dir. (4.4) ve (4.5) eşitlikleri (4.3) eşitsizliğinde yerlerine yazıldığında (4.1)’deki 

eşitsizlik elde edilir. 

 

Teorem 4.1.2: 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼°’de dördüncü mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 𝑓′′′: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼°’de mutlak sürekli 

bir fonksiyon, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼,  𝑎 < 𝑏 ve 𝑓⁽⁴⁾ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓(4)|
𝑞
, [𝑎, 𝑏] üzerinde 

konveks ise 𝑞 > 1,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için 

 

Ԋ4 ≤ 
(𝑏 − 𝑎)4

24
(
2−2−3𝑝(5 + 3𝑝)

3(2 + 9𝑝(1 + 𝑝))
)

1
𝑝

 

 

× [(
|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+ 4|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞

24
)

1
𝑞

+ (
4|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+ |𝑓(4)(𝑏)|

𝑞

24
)

1
𝑞

]                        (4.6) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.5 ve üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu kullanılırsa (4.2) 

eşitsizliği elde edilir. (4.2) eşitsizliğinde Hölder eşitsizliği ve |𝑓(4)|
𝑞
’nun konveks 

oluşu kullanırsa  
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Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

24

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡3𝑝 (
2

3
− 𝑡) 𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

 

 

× (∫ (
2

3
− 𝑡) [𝑡|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞

 

 

+(∫ (1 − 𝑡)3𝑝 (𝑡 −
1

3
) 𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑝

 

 

× (∫ (𝑡 −
1

3
) [𝑡|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]                                           (4.7) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada 

 

∫ 𝑡3𝑝 (
2

3
− 𝑡) 𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)3𝑝 (𝑡 −
1

3
) 𝑑𝑡

1

1
2

=
2−2−3𝑝(5 + 3𝑝)

3(2 + 9𝑝(1 + 𝑝))
                       (4.8) 

 

dir. 

(4.7) eşitsizliğinde (4.8) eşitliği kullanılırsa ve diğer integraller hesaplanıp yerlerine 

yazılırsa (4.6) eşitsizliği elde edilir. 

 

Teorem 4.1.3: Teorem 4.1.2’nin şartları altında  

 

Ԋ4 ≤ 
(𝑏 − 𝑎)4

24
(
2−4−𝑝3−3−𝑝(−350 + 29+2𝑝 − 303𝑝 − 90𝑝2 − 9𝑝3)

(1 + 𝑝)(2 + 𝑝)(3 + 𝑝)(4 + 𝑝)
)

1
𝑝

 

 

× [(
2|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+ 3|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞

320
)

1
𝑞

+ (
3|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+ 2|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞

320
)

1
𝑞

]                   (4.9) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: (4.2) eşitsizliğinde Hölder eşitsizliği ve |𝑓(4)|
𝑞
’nun konveks oluşu kullanılırsa 
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Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

24

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡3 (
2

3
− 𝑡)

𝑝

𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

 

 

× (∫ 𝑡3[𝑡|𝑓(4)(𝑎)|
𝑞
+ (1 − 𝑡)|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞

+ (∫ (1 − 𝑡)3 (𝑡 −
1

3
)
𝑝

𝑑𝑡
1

1
2

)

1
𝑝

 

 

× (∫ (1 − 𝑡)3[𝑡|𝑓(4)(𝑎)|
𝑞
+ (1 − 𝑡)|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]                                        (4.10) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  

 

∫ 𝑡3 (
2

3
− 𝑡)

𝑝

𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)3 (𝑡 −
1

3
)
𝑝

𝑑𝑡
1

1
2

 

 

=
2−4−𝑝3−3−𝑝(−350 + 29+2𝑝 − 303𝑝 − 90𝑝2 − 9𝑝3)

(1 + 𝑝)(2 + 𝑝)(3 + 𝑝)(4 + 𝑝)
                                       (4.11) 

 

dir. (4.11) eşitliği (4.10) eşitsizliğinde kullanılırsa ve diğer integraller hesaplanıp 

yerlerine yazılırsa (4.9) eşitsizliği elde edilir. 

 

Teorem 4.1.4: Teorem 4.1.2’nin şartları altında  

 

Ԋ4 ≤ 
(𝑏 − 𝑎)4

24
(

1

(3𝑝 + 1)23𝑝+1
)

1
𝑝

 

 

× [(
4𝑞+2 − (3𝑞 + 7)

(𝑞 + 1)(𝑞 + 2)6𝑞+2
|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+
22𝑞+3(3𝑞 + 4) − (3𝑞 + 5)

(𝑞 + 1)(𝑞 + 2)6𝑞+2
|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
)

1
𝑞

 

 

+(
22𝑞+3(3𝑞 + 4) − (3𝑞 + 5)

(𝑞 + 1)(𝑞 + 2)6𝑞+2
|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
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+
4𝑞+2 − (3𝑞 + 7)

(𝑞 + 1)(𝑞 + 2)6𝑞+2
|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
)

1
𝑞

]                                                                          (4.12) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: (4.2) eşitsizliğinde Hölder eşitsizliği ve |𝑓(4)|
𝑞
’nun konveks oluşu kullanılırsa 

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

24

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡3𝑝𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

 

 

× (∫ (
2

3
− 𝑡)

𝑞

[𝑡|𝑓(4)(𝑎)|
𝑞
+ (1 − 𝑡)|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞

+ (∫ (1 − 𝑡)3𝑝𝑑𝑡
1

1
2

)

1
𝑝

 

 

× (∫ (𝑡 −
1

3
)
𝑞

[𝑡|𝑓(4)(𝑎)|
𝑞
+ (1 − 𝑡)|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]                                      (4.13) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  

 

∫ (
2

3
− 𝑡)

𝑞

𝑡𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (𝑡 −
1

3
)
𝑞

(1 − 𝑡)𝑑𝑡 =
1

1
2

4𝑞+2 − (3𝑞 + 7)

(𝑞 + 1)(𝑞 + 2)6𝑞+2
                      (4.14) 

 

ve 

 

∫ (
2

3
− 𝑡)

𝑞

(1 − 𝑡)𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (𝑡 −
1

3
)
𝑞

𝑡𝑑𝑡 =
1

1
2

22𝑞+3(3𝑞 + 4) − (3𝑞 + 5)

(𝑞 + 1)(𝑞 + 2)6𝑞+2
         (4.15) 

 

dir. (4.13) eşitsizliğinde (4.14) ve (4.15) eşitlikleri yerlerine yazılıp diğer integraller 

hesaplanırsa (4.12)’deki eşitsizlik elde edilir. 

   

4.2. İkinci Anlamda 𝒔-Konveks Fonksiyonlar için Simpson Tipi Eşitsizlikler 

 

Teorem 4.2.1: 𝑓: 𝐼 ⊆ [0,∞) → ℝ fonksiyonu 𝐼°’de dördüncü mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 𝑓′′′: 𝐼 ⊆ [0,∞) → ℝ  fonksiyonu 𝐼°’de mutlak 
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sürekli bir fonksiyon, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼,  𝑎 < 𝑏 ve 𝑓⁽⁴⁾ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓(4)|
𝑞
, [𝑎, 𝑏] 

üzerinde ikinci anlamda 𝑠-konveks ise 𝑠 ∈ (0,1] ve 𝑞 > 1,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için 

 

Ԋ4 ≤ 
(𝑏 − 𝑎)4

24
(

3𝑝 + 5

23𝑝+23(3𝑝 + 1)(3𝑝 + 2)
)

1
𝑝

 

 

× [(
(𝑠 + 5)2−𝑠−2

3(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+
4 + 2−𝑠 + (8 − 2−𝑠)𝑠

12(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
)

1
𝑞

 

 

+(
4 + 2−𝑠 + (8 − 2−𝑠)𝑠

12(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+

(𝑠 + 5)2−𝑠−2

3(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
)

1
𝑞

]             (4.16) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: (4.2) eşitsizliğinde Hölder eşitsizliği ve |𝑓(4)|
𝑞
’nun ikinci anlamda 𝑠-konveks 

fonksiyon oluşu kullanılırsa 

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

24

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡3𝑝 (
2

3
− 𝑡) 𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

 

 

× (∫ (
2

3
− 𝑡) [𝑡𝑠|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)𝑠|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

 

 

+(∫ (𝑡 −
1

3
) (1 − 𝑡)3𝑝𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑝

 

 

× (∫ (𝑡 −
1

3
) [𝑡𝑠|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)𝑠|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]                                    (4.17) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  
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∫ (
2

3
− 𝑡) 𝑡𝑠𝑑𝑡 = ∫ (𝑡 −

1

3
) (1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡 =

(𝑠 + 5)2−𝑠−2

3(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
                             (4.18)

1

1
2

1
2

0

 

 

ve 

 

∫ (
2

3
− 𝑡) (1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (𝑡 −
1

3
) 𝑡𝑠𝑑𝑡

1

1
2

=
4 + 2−𝑠 + (8 − 2−𝑠)𝑠

12(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
                   (4.19) 

 

dir. (4.8), (4.18) ve (4.29) eşitlikleri (4.17) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa 

(4.16)’daki eşitsizlik elde edilir. 

 

Sonuç 4.2.2: Eğer Teorem 4.2.1’de 𝑠 = 1 seçilirse (4.16)’daki eşitsizlik (4.6)’daki 

eşitsizliğe indirgenir. 

 

Teorem 4.2.3: Teorem 4.2.1’in şartları altında  

 

  Ԋ4 ≤ 
(𝑏 − 𝑎)4

24
(
2−4−𝑝3−3−𝑝(−350 + 29+2𝑝 − 303𝑝 − 90𝑝2 − 9𝑝3)

(1 + 𝑝)(2 + 𝑝)(3 + 𝑝)(4 + 𝑝)
)

1
𝑝

 

 

× [(
1

2𝑠+4(𝑠 + 4)
|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
 

 

+
2−𝑠−4(−90 + 3 × 25+𝑠 − 53𝑠 − 12𝑠2 − 𝑠3)

(1 + 𝑠)(2 + 𝑠)(3 + 𝑠)(4 + 𝑠)
|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
)

1
𝑞

 

 

+(
2−𝑠−4(−90 + 3 × 25+𝑠 − 53𝑠 − 12𝑠2 − 𝑠3)

(1 + 𝑠)(2 + 𝑠)(3 + 𝑠)(4 + 𝑠)
|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
 

 

+
1

2𝑠+4(𝑠 + 4)
|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞

)

1
𝑞

]                                                                                         (4.20) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: (4.2) eşitsizliğinde Hölder eşitsizliği ve |𝑓(4)|
𝑞
’nun ikinci anlamda 𝑠-konveks 

fonksiyon oluşu kullanılırsa 
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Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

24

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡3 (
2

3
− 𝑡)

𝑝

𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

 

 

× (∫ 𝑡3[𝑡𝑠|𝑓(4)(𝑎)|
𝑞
+ (1 − 𝑡)𝑠|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞

 

 

+(∫ (1 − 𝑡)3 (𝑡 −
1

3
)
𝑝

𝑑𝑡
1

1
2

)

1
𝑝

 

 

× (∫ (1 − 𝑡)3[𝑡𝑠|𝑓(4)(𝑎)|
𝑞
+ (1 − 𝑡)𝑠|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]                                    (4.21) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada 

 

∫ 𝑡3+𝑠𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)3+𝑠𝑑𝑡 =
1

2𝑠+4(𝑠 + 4)
                                                           (4.22)

1

1
2

 

 

ve 

 

∫ 𝑡3(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡 =

1
2

0

∫ (1 − 𝑡)3𝑡𝑠𝑑𝑡
1

1
2

 

 

=
2−𝑠−4(−90 + 3 × 25+𝑠 − 53𝑠 − 12𝑠2 − 𝑠3)

(1 + 𝑠)(2 + 𝑠)(3 + 𝑠)(4 + 𝑠)
                                                       (4.23) 

 

dir. (4.11), (4.22) ve (4.23) eşitlikleri (4.21) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa 

(4.20)’deki eşitsizlik elde edilir. 

 

Sonuç 4.2.4: Teorem 4.2.3’te 𝑠 = 1 seçilirse (4.20)’deki eşitsizlik (4.9)’daki 

eşitsizliğe indirgenir. 
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4.3. 𝒓-Konveks Fonksiyonlar için Farklı Tipten Eşitsizlikler 

 

Teorem 4.3.1: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,  

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓′|𝑞 [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks ise 

𝑞 > 1,  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

 

Ԋ1 ≤ (
1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
(
(𝑥 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
[ℒ𝑟(|𝑓

′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑥)|𝑞)]
1
𝑞 

 

+
(𝑏 − 𝑥)2

𝑏 − 𝑎
[ℒ𝑟(|𝑓

′(𝑏)|𝑞 , |𝑓′(𝑥)|𝑞)]
1
𝑞)                                                                        (4.24) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.1, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

kullanılarak  

 

Ԋ1 ≤
(𝑥 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
(∫ (1 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎)|𝑞𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)2

𝑏 − 𝑎
(∫ (1 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞

                              (4.25) 

 

eşitsizliği elde edilir.  

|𝑓′|𝑞, [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks olduğundan (2.15)’teki eşitsizlik yardımıyla 

 

∫ |𝑓′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎)|𝑞𝑑𝑡
1

0

≤ ℒ𝑟(|𝑓
′(𝑥)|𝑞, |𝑓′(𝑎)|𝑞)                                              (4.26) 

 

ve 

 

∫ |𝑓′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡
1

0

≤ ℒ𝑟(|𝑓
′(𝑥)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞)                                               (4.27) 

 

yazılır. (4.26) ve (4.27) eşitsizlikleri (4.25) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa ve 

∫ (1 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡
1

0
=

1

𝑝+1
 oluşu kullanılırsa (4.24) eşitsizliğine ulaşılır. 
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Sonuç 4.3.2: Teorem 4.3.1’de 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 seçilirse (4.24)’teki eşitsizlik Teorem 

3.2.16’daki (3.18) eşitsizliğine indirgenir. 

 

Teorem 4.3.3: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,  

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓′| [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks ise 

𝑟 > 𝑞 > 1,  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

 

Ԋ1 ≤
(𝑥 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
(

1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
(

𝑟

𝑞 + 𝑟
)

1
𝑞
[|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑥)|𝑞]

1
𝑞 

 

+
(𝑏 − 𝑥)2

𝑏 − 𝑎
(

1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
(

𝑟

𝑞 + 𝑟
)

1
𝑞
[|𝑓′(𝑏)|𝑞 + |𝑓′(𝑥)|𝑞]

1
𝑞                                            (4.28) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.1, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

kullanılarak (4.25) eşitsizliği elde edilir. (4.25) eşitsizliğinde |𝑓′|’nün 𝑟-konveks 

oluşu kullanılırsa  

 

Ԋ1 ≤
(𝑥 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
(∫ (1 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫ [𝑡|𝑓′(𝑥)|𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑎)|𝑟]
𝑞
𝑟𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)2

𝑏 − 𝑎
(∫ (1 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫ [𝑡|𝑓′(𝑥)|𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|𝑟]
𝑞
𝑟𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

            (4.29) 

 

yazılır. 0 < 𝑘 < 1, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ≥ 0 ve 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 ≥ 0  için 

 

∑(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)
𝑘

𝑛

𝑖=1

≤ ∑𝑎𝑖
𝑘 +

𝑛

𝑖=1

∑𝑏𝑖
𝑘

𝑛

𝑖=1

                                                                               (4.30) 

 

eşitsizliği (4.29)’da kullanılırsa  
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Ԋ1 ≤
(𝑥 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
(∫ (1 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫ [𝑡
𝑞
𝑟 |𝑓′(𝑥)|𝑞 + (1 − 𝑡)

𝑞
𝑟|𝑓′(𝑎)|𝑞] 𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)2

𝑏 − 𝑎
(∫ (1 − 𝑡)𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫ [𝑡
𝑞
𝑟|𝑓′(𝑥)|𝑞 + (1 − 𝑡)

𝑞
𝑟|𝑓′(𝑏)|𝑞] 𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

        (4.31) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.31)’deki integraller hesaplanıp yerlerine yazıldığında 

(4.28)’deki eşitsizlik elde edilir. 

 

Teorem 4.3.4: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,  

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓′| [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks ise 𝑟 > 1  

ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

 

Ԋ1 ≤
𝑟2

(1 + 𝑟)(2𝑟 + 1)
(
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2

𝑏 − 𝑎
) |𝑓′(𝑥)| 

 

+
𝑟

2𝑟 + 1
(
(𝑥 − 𝑎)2|𝑓′(𝑎)| + (𝑏 − 𝑥)2|𝑓′(𝑏)|

𝑏 − 𝑎
)                                                      (4.32) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.1 ve üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu kullanılarak  

 

Ԋ1 ≤
(𝑥 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
∫ (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎)|𝑑𝑡
1

0

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)2

𝑏 − 𝑎
∫ (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡
1

0

                                                            (4.33) 

 

eşitsizliği elde edilir. |𝑓′| fonksiyonu 𝑟-konveks olduğundan  

 

Ԋ1 ≤
(𝑥 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
∫ (1 − 𝑡)[𝑡|𝑓′(𝑥)|𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑎)|𝑟]

1
𝑟𝑑𝑡

1

0

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)2

𝑏 − 𝑎
∫ (1 − 𝑡)[𝑡|𝑓′(𝑥)|𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|𝑟]

1
𝑟𝑑𝑡                                         (4.34)

1

0

 

 

elde edilir. (4.30) eşitsizliği (4.34) eşitsizliğinde kullanılırsa  
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Ԋ1 ≤
(𝑥 − 𝑎)2

𝑏 − 𝑎
∫ (1 − 𝑡) [𝑡

1
𝑟|𝑓′(𝑥)|  + (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓′(𝑎)| ] 𝑑𝑡

1

0

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)2

𝑏 − 𝑎
∫ (1 − 𝑡) [𝑡

1
𝑟|𝑓′(𝑥)|  + (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓′(𝑏)| ] 𝑑𝑡                                        (4.35)

1

0

 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.35)’teki integraller hesaplanıp yerlerine yazıldığında 

(4.32)’deki eşitsizlik elde edilir. 

 

Teorem 4.3.5: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de ikinci mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon,  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer 

|𝑓′′|𝑞 [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks ise 𝑞 > 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

 

Ԋ2 ≤
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)
(

1

2𝑝 + 1
)

1
𝑝
[ℒ𝑟(|𝑓

′′(𝑥)|𝑞 , |𝑓′′(𝑎)|𝑞)]
1
𝑞 

 

+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
(

1

2𝑝 + 1
)

1
𝑝
[ℒ𝑟(|𝑓

′′(𝑥)|𝑞, |𝑓′′(𝑏)|𝑞)]
1
𝑞                                                   (4.36) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.2, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

kullanılırsa 

 

Ԋ2 ≤
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑡2|𝑓′′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎)|𝑑𝑡
1

0

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑡2|𝑓′′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡
1

0

 

 

≤
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)
(∫ 𝑡2𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎)|𝑞𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
(∫ 𝑡2𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫ |𝑓′′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞

                                      (4.37) 
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eşitsizliği elde edilir. |𝑓′′|𝑞, [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks olduğundan (2.15)’teki 

eşitsizlik yardımıyla 

 

∫ |𝑓′′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎)|𝑞𝑑𝑡
1

0

≤ ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑥)|𝑞 , |𝑓′′(𝑎)|𝑞)                                           (4.38) 

 

ve 

 

∫ |𝑓′′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡
1

0

≤ ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑥)|𝑞 , |𝑓′′(𝑏)|𝑞)                                           (4.39) 

 

yazılır. (4.38) ve (4.39) eşitsizlikleri (4.37) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa ve 

∫ 𝑡2𝑝𝑑𝑡
1

0
=

1

2𝑝+1
 oluşu kullanılırsa (4.36) eşitsizliğine ulaşılır. 

 

Teorem 4.3.6:  𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de ikinci mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon,  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓′′|, 

[𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks ise 𝑟 > 1 ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

 

Ԋ2 ≤
𝑟

3𝑟 + 1
(
(𝑥 − 𝑎)3 + (𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
) |𝑓′′(𝑥)| 

 

+
𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
(
(𝑥 − 𝑎)3|𝑓′′(𝑎)| + (𝑏 − 𝑥)3|𝑓′′(𝑏)|

𝑏 − 𝑎
)                  (4.40) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.2, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve  |𝑓′′|’nün 𝑟-konveks 

oluşu kullanılırsa 

 

Ԋ2 ≤
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑡2[𝑡|𝑓′′(𝑥)|𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′(𝑎)|𝑟]

1
𝑟𝑑𝑡

1

0

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑡2[𝑡|𝑓′′(𝑥)|𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′(𝑏)|𝑟]

1
𝑟𝑑𝑡

1

0

                                              (4.41) 

 

elde edilir. (4.30) eşitsizliği (4.41) eşitsizliğinde kullanılırsa  

 

Ԋ2 ≤
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)
∫ [𝑡2+

1
𝑟|𝑓′′(𝑥)| + 𝑡2(1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓′′(𝑎)|] 𝑑𝑡

1

0
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+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
∫ [𝑡2+

1
𝑟|𝑓′′(𝑥)| + 𝑡2(1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓′′(𝑏)|] 𝑑𝑡

1

0

                                           (4.42) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  

 

∫ 𝑡2+
1
𝑟𝑑𝑡

1

0

=
𝑟

3𝑟 + 1
                                                                                                        (4.43) 

 

ve  

 

∫ 𝑡2(1 − 𝑡)
1
𝑟𝑑𝑡

1

0

=
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
                                                           (4.44) 

 

dir. Eğer (4.43) ve (4.44) eşitlikleri (4.42) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa 

(4.40)’daki eşitsizlik elde edilir. 

 

Teorem 4.3.7: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de ikinci mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon,  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer 

|𝑓′′|𝑞, [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks ise 𝑟 > 1, 𝑞 > 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

 

Ԋ2 ≤
1

2(𝑏 − 𝑎)(2𝑝 + 1)
1
𝑝

(
𝑟

1 + 𝑟
)

1
𝑞
 

 

× [(𝑥 − 𝑎)3[|𝑓′′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′′(𝑥)|𝑞]
1
𝑞 + (𝑏 − 𝑥)3[|𝑓′′(𝑥)|𝑞 + |𝑓′′(𝑏)|𝑞]

1
𝑞]        (4.45) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.2, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

kullanılarak (4.37) eşitsizliği elde edilir. (4.37) eşitsizliğinde |𝑓′′|𝑞’nun 𝑟-konveks 

oluşu ve ∫ 𝑡2𝑝𝑑𝑡
1

0
=

1

2𝑝+1
 eşitliği kullanılırsa 

 

Ԋ2 ≤
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)
(

1

2𝑝 + 1
)

1
𝑝

(∫ [𝑡|𝑓′′(𝑥)|𝑞𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′(𝑎)|𝑞𝑟]
1
𝑟𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞
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+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
(

1

2𝑝 + 1
)

1
𝑝
(∫ [𝑡|𝑓′′(𝑥)|𝑞𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′(𝑏)|𝑞𝑟]

1
𝑟𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

                   (4.46) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.30) eşitsizliği (4.46) eşitsizliğinde kullanılırsa   

 

Ԋ2 ≤
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)
(

1

2𝑝 + 1
)

1
𝑝

(∫ [𝑡1/𝑟|𝑓′′(𝑥)|𝑞 + (1 − 𝑡)1/𝑟|𝑓′′(𝑎)|𝑞]𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
(

1

2𝑝 + 1
)

1
𝑝
(∫ [𝑡1/𝑟|𝑓′′(𝑥)|𝑞 + (1 − 𝑡)1/𝑟|𝑓′′(𝑏)|𝑞]𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

              (4.47) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.47)’deki integraller hesaplanırsa (4.45)’teki eşitsizlik elde 

edilmiş olur. 

Teorem 4.3.8: Teorem 4.3.7’nin şartları altında  

 

Ԋ2 ≤
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)(𝑝 + 1)
1
𝑝

[
𝑟

𝑞𝑟 + 𝑟 + 1
|𝑓′′(𝑥)|𝑞 + 𝛽 (

𝑟 + 1

𝑟
, 𝑞 + 1) |𝑓′′(𝑎)|𝑞]

1
𝑞
 

 

+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)(𝑝 + 1)
1
𝑝

[
𝑟

𝑞𝑟 + 𝑟 + 1
|𝑓′′(𝑥)|𝑞 + 𝛽 (

𝑟 + 1

𝑟
, 𝑞 + 1) |𝑓′′(𝑏)|𝑞]

1
𝑞
      (4.48) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada 𝛽 Beta fonksiyonudur.  

İspat: Lemma 3.3.2, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

kullanılarak 

 

Ԋ2 ≤
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)
(∫ 𝑡𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫ 𝑡𝑞|𝑓′′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑎)|𝑞𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
(∫ 𝑡𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫ 𝑡𝑞|𝑓′′(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞

                                    (4.49) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.49) eşitsizliğinde |𝑓′′|𝑞’nun 𝑟-konveks oluşu ve ∫ 𝑡𝑝𝑑𝑡
1

0
=

1

𝑝+1
 eşitliği kullanılırsa  
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Ԋ2 ≤
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)
(

1

𝑝 + 1
 )

1
𝑝
(∫ 𝑡𝑞[𝑡|𝑓′′(𝑥)|𝑞𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′(𝑎)|𝑞𝑟]

1
𝑟𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
(

1

𝑝 + 1
 )

1
𝑝
(∫ 𝑡𝑞[𝑡|𝑓′′(𝑥)|𝑞𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′(𝑏)|𝑞𝑟]

1
𝑟𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

                (4.50) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.30) eşitsizliği (4.50) eşitsizliğinde kullanılırsa 

 

Ԋ2 ≤
(𝑥 − 𝑎)3

2(𝑏 − 𝑎)
(

1

𝑝 + 1
 )

1
𝑝
(∫ 𝑡𝑞[𝑡1/𝑟|𝑓′′(𝑥)|𝑞 + (1 − 𝑡)1/𝑟|𝑓′′(𝑎)|𝑞]𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

 

 

+
(𝑏 − 𝑥)3

2(𝑏 − 𝑎)
(

1

𝑝 + 1
 )

1
𝑝
(∫ 𝑡𝑞[𝑡1/𝑟|𝑓′′(𝑥)|𝑞 + (1 − 𝑡)1/𝑟|𝑓′′(𝑏)|𝑞]𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

           (4.51) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.51)’deki integraller hesaplanırsa (4.48)’deki eşitsizlik elde 

edilmiş olur. 

 

Teorem 4.3.9: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de üçüncü mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon,  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer 

|𝑓′′′|, [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks ise 𝑟 > 1 için  

 

Ԋ3 ≤
(𝑏 − 𝑎)3𝑟2

12(2𝑟 + 1)(3𝑟 + 1)(4𝑟 + 1)
 (1 +

1 + 6𝑟

22+
1
𝑟

) [|𝑓′′′(𝑎)| + |𝑓′′′(𝑏)|]        (4.52) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.3, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve |𝑓′′′|’nün 𝑟-konveks 

oluşu kullanılırsa  

 

Ԋ3 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

12
[∫ 𝑡(1 − 𝑡)(1 − 2𝑡)[𝑡|𝑓′′′(𝑎)|𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′′(𝑏)|𝑟]

1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

 

 

+∫ 𝑡(1 − 𝑡)(2𝑡 − 1)[𝑡|𝑓′′′(𝑎)|𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′′(𝑏)|𝑟]
1
𝑟𝑑𝑡

1

1
2

]                                (4.53) 
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eşitsizliği elde edilir. (4.30) eşitsizliği (4.53) eşitsizliğinde kullanılırsa  

 

Ԋ3 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

12
[∫ 𝑡(1 − 𝑡)(1 − 2𝑡) [𝑡

1
𝑟|𝑓′′′(𝑎)| + (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓′′′(𝑏)|] 𝑑𝑡

1
2

0

 

 

+∫ 𝑡(1 − 𝑡)(2𝑡 − 1) [𝑡
1
𝑟|𝑓′′′(𝑎)| + (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓′′′(𝑏)|] 𝑑𝑡

1

1
2

]                                (4.54) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  

 

∫ 𝑡1+
1
𝑟(1 − 𝑡)(1 − 2𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑡(1 − 𝑡)1+

1
𝑟(2𝑡 − 1)𝑑𝑡

1

1
2

1
2

0

 

 

=
2𝑟2 + 12𝑟3

24+
1
𝑟(2𝑟 + 1)(3𝑟 + 1)(4𝑟 + 1)

                                                                               (4.55) 

 

ve  

 

∫ 𝑡(1 − 𝑡)1+
1
𝑟(1 − 2𝑡)𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ 𝑡1+
1
𝑟(1 − 𝑡)(2𝑡 − 1)𝑑𝑡 

1

1
2

  

 

=
𝑟2

(2𝑟 + 1)(3𝑟 + 1)(4𝑟 + 1)
+ 

2𝑟2 + 12𝑟3

24+
1
𝑟(2𝑟 + 1)(3𝑟 + 1)(4𝑟 + 1)

                       (4.56) 

 

dir. (4.55) ve (4.56) eşitlikleri (4.54) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa (4.52)’deki 

eşitsizlik elde edilir.  

 

Teorem 4.3.10: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de üçüncü mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon,  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer 

|𝑓′′′|𝑞, [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks ise 𝑟 > 1, 𝑞 > 1,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için 

 

Ԋ3 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

12
(
1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
(𝛽 (𝑞 + 1,

𝑟 + 𝑟𝑞 + 1

𝑟
))

1
𝑞
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× (|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′′′(𝑏)|𝑞)
1
𝑞                                                                                           (4.57) 

 

eşitsizliği sağlanır.  

İspat: Lemma 3.3.3, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu,  |𝑓′′′|𝑞’nun 𝑟-konveks 

oluşu ve (4.30) eşitsizliği kullanılarak  

 

Ԋ3 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

12
(∫ |2𝑡 − 1|𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫ 𝑡𝑞(1 − 𝑡)𝑞|𝑓′′′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞

  

 

≤
(𝑏 − 𝑎)3

12
(∫ |2𝑡 − 1|𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

 

 

× (∫ 𝑡𝑞(1 − 𝑡)𝑞[𝑡|𝑓′′′(𝑎)|𝑞𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′′(𝑏)|𝑞𝑟]
1
𝑟𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

 

 

≤
(𝑏 − 𝑎)3

12
(

1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
 

 

× (∫ 𝑡𝑞+
1
𝑟(1 − 𝑡)𝑞|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 + 𝑡𝑞(1 − 𝑡)𝑞+

1
𝑟|𝑓′′′(𝑏)|𝑞𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑞

                              (4.58) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.58)’deki integraller hesaplanıp yerlerine yazıldığında 

(4.57)’deki eşitsizlik elde edilir. 

  

Teorem 4.3.11: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de üçüncü mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 𝑓′′: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de mutlak sürekli 

bir fonksiyon, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼,  𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓′′′|𝑞, [𝑎, 𝑏] aralığında 

𝑟-konveks ise  𝑞 > 1,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için 

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

96
(
𝛤(2𝑝 + 1)𝛤(𝑝 + 1)

𝛤(3𝑝 + 2)
)

1
𝑝

{[ℒ𝑟 (|𝑓
′′′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′′′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

)]

1
𝑞
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+[ℒ𝑟 (|𝑓
′′′(𝑏)|𝑞 , |𝑓′′′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

)]

1
𝑞

}                                                                        (4.59) 

 

eşitsizliği sağlanır. Burada 𝛤 Euler Gama fonksiyonudur. 

İspat: Lemma 3.3.4, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

kullanılarak 

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

6

{
 

 

[∫ (𝑡2 (
1

2
− 𝑡))

𝑝

𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑝

[∫ |𝑓′′′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑞

 

 

+[∫ ((1 − 𝑡)2 (𝑡 −
1

2
))

𝑝

𝑑𝑡
1

1
2

]

1
𝑝

[∫ |𝑓′′′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞
1

1
2

𝑑𝑡]

1
𝑞

}                     (4.60) 

 

eşitsizliği elde edilir. |𝑓′′′|𝑞 [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks olduğundan (2.15)’teki 

eşitsizlik yardımıyla  

 

∫ |𝑓′′′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡

1
2

0

≤
1

2
ℒ𝑟 (|𝑓

′′′ (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

, |𝑓′′′(𝑏)|𝑞)                       (4.61) 

 

ve  

 

∫ |𝑓′′′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡
1

1
2

≤
1

2
ℒ𝑟 (|𝑓

′′′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′′′ (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

)                        (4.62) 

 

yazılır. Burada 

 

∫ (𝑡2 (
1

2
− 𝑡))

𝑝

𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ ((1 − 𝑡)2 (𝑡 −
1

2
))

𝑝

𝑑𝑡
1

1
2

 

 

=
8−𝑝𝛤(2𝑝 + 1)𝛤(𝑝 + 1)

2𝛤(3𝑝 + 2)
                                                                                             (4.63) 

 

dir. (4.63) eşitliği, (4.61) ve (4.62) eşitsizlikleri (4.60) eşitsizliğinde kullanılırsa 

(4.59)’daki eşitsizlik elde edilir. 
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Teorem 4.3.12: Teorem 4.3.11’in şartları altında 

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

48
(
1

2
)

𝑝2+𝑝+𝑞
𝑝2𝑞

(
1

2𝑝2 + 1
)

1
𝑝2

(
1

𝑝𝑞 + 1
)

1
𝑝𝑞

 

 

× {[ℒ𝑟 (|𝑓
′′′(𝑎)|𝑞 , |𝑓′′′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

)]

1
𝑞

 

 

+[ℒ𝑟 (||𝑓
′′′ (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

, 𝑓′′′(𝑏)|

𝑞

)]

1
𝑞

}                                                                       (4.64) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.4, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

kullanılarak (4.60) eşitsizliği elde edilir. (4.60) eşitsizliğinde Hölder eşitsizliği tekrar 

kullanılırsa  

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

6

{
 
 

 
 

(

 [∫ 𝑡2𝑝
2
𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑝

[∫ (
1

2
− 𝑡)

𝑝𝑞

𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑞

)

 

1
𝑝

 

 

× [∫ |𝑓′′′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑞

+ ([∫ (1 − 𝑡)2𝑝
2
𝑑𝑡

1

1
2

]

1
𝑝

[∫ (𝑡 −
1

2
)
𝑝𝑞

𝑑𝑡
1

1
2

]

1
𝑞

)

1
𝑝

 

 

× [∫ |𝑓′′′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑞
1

1
2

𝑑𝑡]

1
𝑞

}                                                                             (4.65) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada 

 

∫ 𝑡2𝑝
2
𝑑𝑡 = ∫ (1 − 𝑡)2𝑝

2
𝑑𝑡

1

1
2

=
1

(2𝑝2 + 1)22𝑝
2+1

1
2

0

                                                   (4.66) 
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ve 

 

∫ (
1

2
− 𝑡)

𝑝𝑞

𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (𝑡 −
1

2
)
𝑝𝑞

𝑑𝑡
1

1
2

=
1

(𝑝𝑞 + 1)2𝑝𝑞+1
                                       (4.67) 

 

dir. (4.61), (4.62) eşitsizlikleri ve (4.66), (4.67) eşitlikleri (4.65) eşitsizliğinde 

kullanılırsa (4.64)’teki eşitsizlik elde edilir. 

 

Teorem 4.3.13: Teorem 4.3.11’in şartları altında 𝑟 > 1 için  

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

96
(
𝛤(2𝑝 + 1)𝛤(𝑝 + 1)

𝛤(3𝑝 + 2)
)

1
𝑝

(
𝑟

2
1
𝑟(𝑟 + 1)

)

1
𝑞

 

 

× {(|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 + (21+
1
𝑟 − 1)|𝑓′′′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞
 

 

+((21+
1
𝑟 − 1)|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′′′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞
}                                                                    (4.68) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.4, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

kullanılarak (4.60) eşitsizliği elde edilir. (4.60) eşitsizliğinde |𝑓′′′|𝑞’nun 𝑟-konveks 

oluşu kullanılırsa 

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

6

{
 

 

[∫ (𝑡2 (
1

2
− 𝑡))

𝑝

𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑝

 

 

× [∫ [𝑡|𝑓′′′(𝑎)|𝑞𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′′(𝑏)|𝑞𝑟]
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑞

+ [∫ ((1 − 𝑡)2 (𝑡 −
1

2
))

𝑝

𝑑𝑡
1

1
2

]

1
𝑝

 

 

× [∫ [𝑡|𝑓′′′(𝑎)|𝑞𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′′(𝑏)|𝑞𝑟]
1
𝑟

1

1
2

𝑑𝑡]

1
𝑞

}                                                     (4.69) 
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eşitsizliği elde edilir. (4.30) eşitsizliği (4.69) eşitsizliğinde kullanılırsa  

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

6

{
 

 

[∫ (𝑡2 (
1

2
− 𝑡))

𝑝

𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑝

 

 

× [∫ [𝑡1/𝑟|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 + (1 − 𝑡)1/𝑟|𝑓′′′(𝑏)|𝑞]𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑞

 

 

+[∫ ((1 − 𝑡)2 (𝑡 −
1

2
))

𝑝

𝑑𝑡
1

1
2

]

1
𝑝

 

 

× [∫ [𝑡1/𝑟|𝑓′′′(𝑎)|𝑞 + (1 − 𝑡)1/𝑟|𝑓′′′(𝑏)|𝑞]
1

1
2

𝑑𝑡]

1
𝑞

}                                                (4.70) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  

 

∫ 𝑡
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)
1
𝑟𝑑𝑡 =

𝑟

(𝑟 + 1)21+
1
𝑟

1

1
2

                                                                   (4.71) 

 

ve 

 

∫ (1 − 𝑡)
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ 𝑡
1
𝑟𝑑𝑡 =

𝑟

𝑟 + 1

1

1
2

(1 −
1

21+
1
𝑟

)                                                         (4.72) 

 

dur. (4.63), (4.71) ve (4.72) eşitlikleri (4.70) eşitsizliğinde kullanılırsa (4.68)’deki 

eşitsizlik elde edilir.  

 

Teorem 4.3.14: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de üçüncü mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 𝑓′′: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼°’de mutlak sürekli 

bir fonksiyon, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼,  𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′′′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓′′′| 𝑟-konveks ise 

𝑟 > 1 için  
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Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

6
 

 

× [
18𝑟4 + 7𝑟3 + 𝑟2

23+
1
𝑟(𝑟 + 1)(2𝑟 + 1)(3𝑟 + 1)(4𝑟 + 1)

+
𝑟3 − 2𝑟4

(𝑟 + 1)(2𝑟 + 1)(3𝑟 + 1)(4𝑟 + 1)
] 

 

× (|𝑓′′′(𝑎)| + |𝑓′′′(𝑏)|)                                                                                                   (4.73) 
 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.4, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve |𝑓′′′|’nün 𝑟-konveks 

oluşu kullanılırsa   

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

6
{∫ 𝑡2 (

1

2
− 𝑡) [𝑡|𝑓′′′(𝑎)|𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′′(𝑏)|𝑟]

1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

 

 

+∫ (1 − 𝑡)2 (𝑡 −
1

2
) [𝑡|𝑓′′′(𝑎)|𝑟 + (1 − 𝑡)|𝑓′′′(𝑏)|𝑟]

1
𝑟𝑑𝑡

1

1
2

}                                 (4.74) 

 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.30)’daki eşitsizlik yardımıyla  

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)3

6
{∫ [𝑡2+

1
𝑟 (
1

2
− 𝑡) |𝑓′′′(𝑎)| + 𝑡2(1 − 𝑡)

1
𝑟 (
1

2
− 𝑡) |𝑓′′′(𝑏)|] 𝑑𝑡

1
2

0

 

 

+∫ [(1 − 𝑡)2 (𝑡 −
1

2
) 𝑡

1
𝑟|𝑓′′′(𝑎)| + (1 − 𝑡)2+

1
𝑟 (𝑡 −

1

2
) |𝑓′′′(𝑏)|] 𝑑𝑡

1

1
2

}             (4.75) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  

 

 ∫ 𝑡2+
1
𝑟 (
1

2
− 𝑡) 𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)2+
1
𝑟 (𝑡 −

1

2
)𝑑𝑡 =

1

1
2

𝑟2

24+
1
𝑟(1 + 3𝑟)(1 + 4𝑟)

       (4.76) 

 

ve 
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∫ 𝑡2(1 − 𝑡)
1
𝑟 (
1

2
− 𝑡) 𝑑𝑡 = ∫ (1 − 𝑡)2 (𝑡 −

1

2
) 𝑡

1
𝑟𝑑𝑡

1

1
2

1
2

0

 

 

=
𝑟3 − 2𝑟4

(𝑟 + 1)(2𝑟 + 1)(3𝑟 + 1)(4𝑟 + 1)
 

 

+
34𝑟4 + 11𝑟3 + 𝑟2

24+
1
𝑟(𝑟 + 1)(2𝑟 + 1)(3𝑟 + 1)(4𝑟 + 1)

                                                                  (4.77) 

 

 

dir. (4.76) ve (4.77) eşitlikleri (4.75) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa (4.73)’teki 

eşitsizlik elde edilir. 

 

Teorem 4.3.15: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ+ fonksiyonu 𝐼°’de dördüncü mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 𝑓′′′: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ+ fonksiyonu 𝐼°’de mutlak sürekli 

fonksiyon,  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓⁽⁴⁾ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓(4)|
𝑞
 [𝑎, 𝑏] aralığında     

𝑟-konveks ise 𝑞 > 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için 

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

1152

1

2
1
𝑝2
+
1
𝑞
+
1
𝑝𝑞

(
1

3𝑝2 + 1
)

1
𝑝2

(
1

𝑝𝑞 + 1
)

1
𝑝𝑞
(
4𝑝𝑞 − 1

3
)

1
𝑝𝑞

 

 

× {[ℒ𝑟 (|𝑓
(4)(𝑎)|

𝑞
, |𝑓(4) (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

)]

1
𝑞⁄

 

+[ℒ𝑟 (|𝑓
(4) (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

, |𝑓(4)(𝑏)|

𝑞

)]

1
𝑞⁄

}                                                                  (4.78) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.5, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

kullanılarak  

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

24

{
 

 

[∫ (𝑡3 (
2

3
− 𝑡))

𝑝

𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑝

[∫ |𝑓(4)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑞
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+[∫ ((1 − 𝑡)3 (𝑡 −
1

3
))

𝑝

𝑑𝑡
1

1
2

]

1
𝑝

[∫ |𝑓(4)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞

1

1
2

𝑑𝑡]

1
𝑞

}                    (4.79) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.79) eşitsizliğinde Hölder eşitsizliği tekrar kullanılırsa  

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

24

{
 
 

 
 

(

 [∫ 𝑡3𝑝
2
𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑝

[∫ (
2

3
− 𝑡)

𝑝𝑞

𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑞

)

 

1
𝑝

 

 

× [∫ |𝑓(4)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑞

 

 

+([∫ (1 − 𝑡)3𝑝
2
𝑑𝑡

1

1
2

]

1
𝑝

[∫ (𝑡 −
1

3
)
𝑝𝑞

𝑑𝑡
1

1
2

]

1
𝑞

)

1
𝑝

 

 

× [∫ |𝑓(4)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞

1

1
2

𝑑𝑡]

1
𝑞

}                                                                            (4.80) 

 

eşitsizliği elde edilir. |𝑓(4)|
𝑞
, [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks olduğundan (2.15)’teki 

eşitsizlik yardımıyla  

 

∫ |𝑓(4)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡 ≤

1

2
ℒ𝑟 (|𝑓

(4) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

, |𝑓(4)(𝑏)|
𝑞
)

1
2

0

                    (4.81) 

 

ve 

 

∫ |𝑓(4)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞

1

1
2

𝑑𝑡 ≤
1

2
ℒ𝑟 (|𝑓

(4)(𝑎)|
𝑞
, |𝑓(4) (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

)                    (4.82) 

 

yazılır. Ayrıca  
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∫ 𝑡3𝑝
2
𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)3𝑝
2
𝑑𝑡

1

1
2

=
1

23𝑝
2+1(3𝑝2 + 1)

                                                   (4.83) 

 

ve  

 

∫ (
2

3
− 𝑡)

𝑝𝑞

𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (𝑡 −
1

3
)
𝑝𝑞

𝑑𝑡
1

1
2

=
(
2
3)

𝑝𝑞+1

− (
1
6)

𝑝𝑞+1

𝑝𝑞 + 1
                                  (4.84) 

 

dir. (4.81), (4.82) eşitsizlikleri ve (4.83), (4.84) eşitlikleri (4.80) eşitsizliğinde 

kullanılırsa (4.78)’deki eşitsizlik elde edilir.  

 

Teorem 4.3.16: Teorem 4.3.15’in şartları altında 𝑟 > 1 için  

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

144
(
4𝑝+1 − 1

6(𝑝 + 1)
)

1
𝑝

 

 

×

{
 

 

[
𝑟

(3𝑞𝑟 + 𝑟 + 1)23𝑞+1+
1
𝑟

|𝑓(4)(𝑎)|
𝑞
+ 𝛽1

2
(3𝑞 + 1,

1

𝑟
+ 1)|𝑓4(𝑏)|𝑞]

1
𝑞

 

 

+[𝛽1
2
(3𝑞 + 1,

1

𝑟
+ 1)|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
+

𝑟

(3𝑞𝑟 + 𝑟 + 1)23𝑞+1+
1
𝑟

|𝑓(4)(𝑎)|
𝑞

]

1
𝑞

}
 

 

          (4.85) 

 

eşitsizliği sağlanır. Burada 𝛽𝑥 tamamlanmamış  Beta fonksiyonudur. 

İspat: Lemma 3.3.5, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

kullanılırsa 

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

24

{
 

 

[∫ (
2

3
− 𝑡)

𝑝

𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑝

[∫ 𝑡3𝑞|𝑓(4)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑞
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+[∫ (𝑡 −
1

3
)

1

1
2

𝑝

𝑑𝑡]

1
𝑝

[∫ (1 − 𝑡)3𝑞|𝑓(4)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1

1
2

]

1
𝑞

}                     (4.86) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.86) eşitsizliğinde |𝑓(4)|
𝑞
’nun [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑟-konveks 

oluşu ve (4.30) eşitsizliği kullanılırsa  

 

Ԋ4 ≤
(𝑏 − 𝑎)4

24

{
 

 

[∫ (
2

3
− 𝑡)

𝑝

𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑝

 

 

× [∫ 𝑡3𝑞[𝑡
1
𝑟|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1
2

0

]

1
𝑞

+ [∫ (𝑡 −
1

3
)
𝑝

𝑑𝑡
1

1
2

]

1
𝑝

 

 

× [∫ (1 − 𝑡)3𝑞[𝑡
1
𝑟|𝑓(4)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓(4)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1

1
2

]

1
𝑞

}                                   (4.87) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  

 

∫ (
2

3
− 𝑡)

𝑝

𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (𝑡 −
1

3
)
𝑝

𝑑𝑡
1

1
2

=
(
2
3)

𝑝+1

− (
1
6)

𝑝+1

𝑝 + 1
,                                         (4.88) 

 

∫ 𝑡3𝑞+
1
𝑟𝑑𝑡 = ∫ (1 − 𝑡)3𝑞+

1
𝑟𝑑𝑡

1

1
2

1
2

0

=
𝑟

(3𝑞𝑟 + 𝑟 + 1)23𝑞+1+
1
𝑟

                                    (4.89) 

 

ve 

 

∫ 𝑡3𝑞(1 − 𝑡)
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)3𝑞𝑡
1
𝑟𝑑𝑡 = 𝛽1

2
(3𝑞 + 1,

1

𝑟
+ 1)                               (4.90)

1

1
2

 

 

dir. (4.88), (4.89) ve (4.90) eşitlikleri (4.87) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa 

(4.85)’teki eşitsizlik elde edilir.  
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Teorem 4.3.17: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ+ fonksiyonu için  𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 𝑓⁽ⁿ⁾, 

𝐼°’nde var ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼,  𝑎 < 𝑏 için 𝑓⁽ⁿ⁾ [𝑎, 𝑏] üzerinde integrallenebilir olsun. Eğer 

|𝑓⁽ⁿ⁾| [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑟-konveks ise 𝑟 > 1 için 

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!
(

𝑟

(𝑛𝑟 + 𝑟 + 1)2𝑛+1+
1
𝑟

+ 𝛽1
2
(𝑛 + 1,

1

𝑟
+ 1)) 

 

× [|𝑓(ⁿ)(𝑎)| + |𝑓(ⁿ)(𝑏)|]                                                                                                (4.91) 
 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.6 ve üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu kullanılırsa 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!
[∫ 𝑡ⁿ|𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡

1
2

0

 

 

+∫ (1 − 𝑡)ⁿ|𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|𝑑𝑡
1

1
2

]                                                                      (4.92) 

 

eşitsizliği elde edilir. |𝑓(ⁿ)| fonksiyonu 𝑟-konveks olduğundan  

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!
[∫ 𝑡ⁿ(𝑡|𝑓(ⁿ)(𝑎)|

𝑟
+ (1 − 𝑡)|𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑟
)
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

 

 

+∫ (1 − 𝑡)ⁿ(𝑡|𝑓(ⁿ)(𝑎)|
𝑟
+ (1 − 𝑡)|𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑟
)
1
𝑟𝑑𝑡

1

1
2

]                                              (4.93) 

 

elde edilir. (4.30) eşitsizliği (4.93) eşitsizliğinde kullanılırsa 

 

Ԋ5 ≤ (
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!
) [∫ (𝑡𝑛+

1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑎)| + 𝑡ⁿ(1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑏)|) 𝑑𝑡

1
2

0

 

 

+∫ ((1 − 𝑡)ⁿ𝑡
1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑎)| + (1 − 𝑡)𝑛+

1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑏)|)𝑑𝑡

1

1
2

]                                        (4.94) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  
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∫ 𝑡𝑛+
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)𝑛+
1
𝑟𝑑𝑡

1

1
2

=
𝑟

(𝑛𝑟 + 𝑟 + 1)2𝑛+1+
1
𝑟

                                           (4.95) 

 

ve 

 

∫ 𝑡ⁿ(1 − 𝑡)
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)ⁿ𝑡
1
𝑟𝑑𝑡

1

1
2

= 𝛽1
2
(𝑛 + 1,

1

𝑟
+ 1)                                      (4.96) 

 

tür. (4.95) ve (4.96) eşitlikleri (4.94) eşitsizliğinde yerlerine yazıldığında (4.91)’deki 

eşitsizlik elde edilir. 

 

Teorem 4.3.18: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ+ fonksiyonu için  𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 𝑓⁽ⁿ⁾, 

𝐼°’nde var ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼,  𝑎 < 𝑏 için 𝑓⁽ⁿ⁾ [𝑎, 𝑏] üzerinde integrallenebilir olsun. Eğer 

|𝑓⁽ⁿ⁾|𝑞 [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑟-konveks ise 𝑟 > 1 ve 𝑞 > 1,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için 

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!
(

1

(𝑛𝑝 + 1)2𝑛𝑝+1
)

1
𝑝
(

𝑟

(𝑟 + 1)21+
1
𝑟

)

1
𝑞

 

 

× {[|𝑓(ⁿ)(𝑎)|
𝑞
+ |𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
(21+

1
𝑟 − 1)]

1
𝑞
 

 

+[|𝑓(ⁿ)(𝑎)|
𝑞
(21+

1
𝑟 − 1) + |𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
]

1
𝑞
}                                                                 (4.97) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.3.6 ve üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu kullanılırsa (4.92) 

eşitsizliği elde edilir. (4.92) eşitsizliğinde Hölder eşitsizliği uygulanırsa    

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡𝑛𝑝𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

(∫ |𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞
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+(∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑝𝑑𝑡
1

1
2

)

1
𝑝

(∫ |𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]                                       (4.98) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.98) eşitsizliğinde |𝑓(ⁿ)|
𝑞
 fonksiyonunun [𝑎, 𝑏] üzerinde      

𝑟-konveks oluşu ve (4.30) eşitsizliği kullanılırsa  

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡𝑛𝑝𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

(∫ [𝑡
1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
] 𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞

 

 

+(∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑝𝑑𝑡
1

1
2

)

1
𝑝

(∫ [𝑡
1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
] 𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]             (4.99) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada 

 

∫ 𝑡𝑛𝑝𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑝𝑑𝑡
1

1
2

=
1

(𝑛𝑝 + 1)2𝑛𝑝+1
,                                                      (4.100) 

 

∫ 𝑡
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)
1
𝑟𝑑𝑡

1

1
2

=
𝑟

(𝑟 + 1)21+
1
𝑟

                                                                (4.101) 

 

ve 

 

∫ (1 − 𝑡)
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ 𝑡
1
𝑟𝑑𝑡 =

𝑟

(𝑟 + 1)

1

1
2

(
21+

1
𝑟 − 1

21+
1
𝑟

)                                                  (4.102) 

 

dur. (4.100), (4.101) ve (4.102) eşitlikleri (4.99) eşitsizliğinde yerlerine yazıldığında 

(4.97)’deki eşitsizlik elde edilir. 

 

Teorem 4.3.19: Teorem 4.3.18’in şartları altında 

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛! 2
1
𝑝
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×

{
 

 

(
𝑟

(𝑞𝑛𝑟 + 𝑟 + 1)2𝑛𝑞+1+
1
𝑟

|𝑓(ⁿ)(𝑎)|
𝑞
+ 𝛽1

2
(𝑞𝑛 + 1,

1

𝑟
+ 1) |𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
)

1
𝑞

 

 

+(𝛽1
2
(𝑞𝑛 + 1,

1

𝑟
+ 1) |𝑓(ⁿ)(𝑎)|

𝑞
+

𝑟

(𝑞𝑛𝑟 + 𝑟 + 1)2𝑛𝑞+1+
1
𝑟

|𝑓(ⁿ)(𝑏)|
𝑞
)

1
𝑞

}
 

 

  (4.103) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: (4.92)’deki eşitsizliğe Hölder eşitsizliği uygulanırsa   

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!

[
 
 
 
 

(∫ 𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

(∫ 𝑡𝑛𝑞|𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞

 

 

+(∫ 𝑑𝑡
1

1
2

)

1
𝑝

(∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑞|𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]                                     (4.104) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.104) eşitsizliğinde |𝑓(ⁿ)|
𝑞
 fonksiyonun [𝑎, 𝑏] üzerinde        

𝑟-konveks oluşu ve (4.30) eşitsizliği kullanılırsa  

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛! 2
1
𝑝

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡𝑛𝑞[𝑡
1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞

 

 

+(∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑞[𝑡
1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
]𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]                               (4.105) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  

 

∫ 𝑡𝑛𝑞+
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑞+
1
𝑟𝑑𝑡

1

1
2

=
𝑟

(𝑞𝑛𝑟 + 𝑟 + 1)2𝑛𝑞+1+
1
𝑟

                                (4.106) 
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ve 

 

∫ 𝑡𝑛𝑞(1 − 𝑡)
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑞𝑡
1
𝑟𝑑𝑡

1

1
2

= 𝛽1
2
(𝑞𝑛 + 1,

1

𝑟
+ 1)                            (4.107) 

 

tür. (4.106) ve (4.107) eşitlikleri (4.105) eşitsizliğinde yerlerine yazıldığında 

(4.103)’teki eşitsizlik elde edilir. 

  

Teorem 4.3.20: Teorem 4.3.18’in şartları altında  

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!
(

1

2ⁿ+1(𝑛 + 1)
)

1
𝑝
 

 

×

{
 

 

(
𝑟

(𝑛𝑟 + 𝑟 + 1)2𝑛+1+
1
𝑟

|𝑓(ⁿ)(𝑎)|
𝑞
+ 𝛽1

2
(𝑛 + 1,

1

𝑟
+ 1) |𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
)

1
𝑞

 

 

+(𝛽1
2
(𝑛 + 1,

1

𝑟
+ 1) |𝑓(ⁿ)(𝑎)|

𝑞
+

𝑟

(𝑛𝑟 + 𝑟 + 1)2𝑛+1+
1
𝑟

|𝑓(ⁿ)(𝑏)|
𝑞
)

1
𝑞

}
 

 

         (4.108) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: (4.92)’deki eşitsizliğe Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡𝑛𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

(∫ 𝑡𝑛|𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞

 

 

+(∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑑𝑡
1

1
2

)

1
𝑝

(∫ (1 − 𝑡)𝑛|𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]                       (4.109) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.109) eşitsizliğinde |𝑓(ⁿ)|
𝑞
 fonksiyonunun [𝑎, 𝑏] üzerinde    

𝑟-konveks oluşu ve (4.30) eşitsizliği kullanılırsa 
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Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡𝑛𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

(∫ 𝑡𝑛 [𝑡
1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
] 𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞

 

 

+(∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑑𝑡
1

1
2

)

1
𝑝

 

 

× (∫ (1 − 𝑡)𝑛 [𝑡
1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
] 𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]                               (4.110) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

∫ 𝑡𝑛𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑑𝑡
1

1
2

=
1

2ⁿ+1(𝑛 + 1)
  

 

oluşu ve (4.95), (4.96) eşitlikleri (4.110) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa 

(4.108)’deki eşitsizlik elde edilir. 

 

Teorem 4.3.21: Teorem 4.3.18’in şartları altında  

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!
(

1

(𝑛𝑝 − 𝑝 + 2)2𝑛𝑝−𝑝+2
)

1
𝑝
 

 

× {(
𝑟

(2𝑟 + 1)22+
1
𝑟

|𝑓(ⁿ)(𝑎)|
𝑞

+
𝑟

(𝑟 + 1)(2𝑟 + 1)
(𝑟 −

3𝑟 + 1

22+
1
𝑟

) |𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞

)

1
𝑞

 

 

+(
𝑟

(𝑟 + 1)(2𝑟 + 1)
(𝑟 −

3𝑟 + 1

22+
1
𝑟

) |𝑓(ⁿ)(𝑎)|
𝑞
 

 

+
𝑟

(2𝑟 + 1)22+
1
𝑟

|𝑓(ⁿ)(𝑏)|
𝑞

)

1
𝑞

}                                                                                   (4.111) 

 

eşitsizliği sağlanır. 
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İspat: (4.92)’deki eşitsizliğe Hölder eşitsizliği uygulanırsa  

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡𝑛𝑝−𝑝+1𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

(∫ 𝑡|𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞

 

 

+(∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑝−𝑝+1𝑑𝑡
1

1
2

)

1
𝑝

(∫ (1 − 𝑡)|𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]              (4.112) 

 

eşitsizliği elde edilir. (4.112) eşitsizliğinde |𝑓(ⁿ)|
𝑞
 fonksiyonunun 𝑟-konveks oluşu 

ve (4.30) eşitsizliği kullanılırsa  

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

𝑛!

[
 
 
 
 

(∫ 𝑡𝑛𝑝−𝑝+1𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑝

(∫ 𝑡 [𝑡
1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
] 𝑑𝑡

1
2

0

)

1
𝑞

 

 

+(∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑝−𝑝+1𝑑𝑡
1

1
2

)

1
𝑝

 

 

× (∫ (1 − 𝑡) [𝑡
1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑎)|

𝑞
+ (1 − 𝑡)

1
𝑟|𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞
] 𝑑𝑡

1

1
2

)

1
𝑞

]                                  (4.113) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada  

 

∫ 𝑡𝑛𝑝−𝑝+1𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)𝑛𝑝−𝑝+1𝑑𝑡
1

1
2

=
1

(𝑛𝑝 − 𝑝 + 2)2𝑛𝑝−𝑝+2
,                        (4.114) 

 

∫ 𝑡1+
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)1+
1
𝑟𝑑𝑡 =

1

1
2

𝑟

(2𝑟 + 1)22+
1
𝑟

                                                      (4.115) 

 

ve 
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∫ 𝑡(1 − 𝑡)
1
𝑟𝑑𝑡

1
2

0

= ∫ (1 − 𝑡)𝑡
1
𝑟𝑑𝑡

1

1
2

=
𝑟

(𝑟 + 1)(2𝑟 + 1)
(𝑟 −

3𝑟 + 1

22+
1
𝑟

)              (4.116) 

 

tür. (4.114), (4.115) ve (4.116) eşitlikleri (4.113) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa 

(4.111)’deki eşitsizlik elde edilir. 

 

Teorem 4.3.22: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ+ fonksiyonu için  𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 𝑓⁽ⁿ⁾, 

𝐼°’nde var ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼,  𝑎 < 𝑏 için 𝑓⁽ⁿ⁾ [𝑎, 𝑏] üzerinde integrallenebilir olsun. Eğer 

|𝑓⁽ⁿ⁾|𝑞 [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑟-konveks ise 𝑞 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için 

 

Ԋ5 ≤
(𝑏 − 𝑎)ⁿ

2𝑛+1(𝑛!)
(

1

𝑛𝑝 + 1
)

1
𝑝
× {[ℒ𝑟 (|𝑓

(ⁿ)(𝑎)|
𝑞
, |𝑓(ⁿ) (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

)]

1
𝑞

 

 

+[ℒ𝑟 (|𝑓
(ⁿ) (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

, |𝑓(ⁿ)(𝑏)|
𝑞
)]

1
𝑞

}                                                                  (4.117) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: |𝑓(ⁿ)|
𝑞
 [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑟-konveks olduğundan (2.15)’teki eşitsizlik 

yardımıyla  

 

∫ |𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡 ≤

1
2

0

1

2
ℒ𝑟 (|𝑓

(ⁿ) (
𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

, |𝑓(ⁿ)(𝑏)|

𝑞

)                 (4.118) 

 

 ve  

 

∫ |𝑓(ⁿ)(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)|
𝑞
𝑑𝑡 ≤

1

1
2

1

2
ℒ𝑟 (|𝑓

(ⁿ)(𝑎)|
𝑞
, |𝑓(ⁿ) (

𝑎 + 𝑏

2
)|
𝑞

)                  (4.119) 

 

yazılır. (4.98) eşitsizliğinde (4.100) eşitliği ve (4.118), (4.119) eşitsizlikleri 

kullanılırsa (4.117)’deki eşitsizlik elde edilir.
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada konveks ve ikinci anlamda 𝑠-konveks fonksiyonlar için 

Simpson tipinde; 𝑟-konveks fonksiyonlar için ise Hermite-Hadamard tipli, Ostrowski 

tipli ve Simpson tipinde integral eşitsizlikler elde edilmiştir. Ayrıca 𝑛. mertebeden 

diferensiyellenebilir 𝑟-konveks fonksiyonlar için de eşitsizlikler elde edilmiştir.   

Konuyla ilgilenen araştırmacılar tez çalışmasında temel alınan lemmalar 

yardımıyla konveks fonksiyonların farklı sınıfları için yeni sonuçlar elde edebilirler. 

Ayrıca 𝑛. mertebeden diferensiyellenebilir 𝑟-konveks fonksiyonlar için literatürde 

mevcut olan başka lemmalar kullanılarak da yeni sonuçlar elde edilebilir. Dahası bu 

lemmalar koordinatlarda yeniden ifade edilerek koordinatlarda konveks fonksiyon 

sınıfları için eşitsizlikler yazılabilir.  
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