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Prof. Dr. Hiiseyin YILDIRIM

Bu tez ¢alismasinda konveks fonksiyonlar, ikinci anlamda s-konveks
fonksiyonlar ve r-konveks fonksiyonlar igin integral esitsizlikler elde edilmistir.
Tezin birinci bolimi giris i¢cin ayrilmis olup bu boéliimde konvekslik ve esitsizlik
tarihi {izerine bilgiler sunulmustur. Ikinci béliimde konveks fonksiyon, ikinci
anlamda s-konveks fonksiyon, genisletilmis s-konveks fonksiyon ve r-konveks
fonksiyon siniflar1 tanitilmis ve bu simiflar i¢in bazi 6zel bilgiler sunulmustur. Ayrica
bu boliimde Euler Gama, Beta ve tamamlanmamis Beta fonksiyonu tanimlari ve bazi
ozel esitsizlikler sunulmustur. Ugiincii béliimde ilk olarak literatiirde dnemli bir yere
sahip olan Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson esitsizlikleri verilmistir. Daha
sonra tez ¢alismasinda kullanilacak olan konveks fonksiyon simniflart i¢in 6nceden
elde edilmis literatiirdeki bazi esitsizlikler sunulmustur. Son olarak bu konveks
fonksiyon siniflari i¢in integral esitsizlikler elde etmede temel olarak kullanilacak
lemmalardan s6z edilmistir. Dordiincii bolimde ise konveks, ikinci anlamda s-
konveks ve r-konveks fonksiyonlar i¢in integral esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveks Fonksiyon; s-Konveks Fonksiyon; r-Konveks
Fonksiyon; Integral Esitsizlikler.
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In this thesis, integral inequalities for convex functions, s-convex functions in
the second sense and r-convex functions were obtained. The first part of the thesis is
reserved for entry and in this section, information on the history of convexity and
inequality is presented. In the second part, convex function, s-convex function in the
second sense, generalized s-convex function and r-convex function classes are
introduced and some specific information is presented for these classes. In addition,
in this section definitions of Euler Gamma, Beta, incomplete Beta function and some
special inequalities are presented. In the third section, first, Hermite-Hadamard,
Ostrowski and Simpson inequalities which have an important place in the literature
are given. Then, some inequalities in literature are presented for the convex function
classes to be used in the thesis study. Finally, the lemmas used as a basis for
obtaining integral inequalities for these convex function classes are mentioned. In the
fourth section, integral inequalities for convex, s-convex in the second sense and
r-convex functions are obtained.

Key Words: Convex Function; s-Convex Function; r-Convex Function;
Integral Inequalities.
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler
(a,b) :a, b acgik aralig
[a, b] > a, b kapali araligi
L[a, b] : [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi
B : Beta fonksiyonu
In . e tabaninda logaritma fonksiyonu
f' . f fonksiyonun birinci mertebeden tiirevi
f" . f fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevi
" . f fonksiyonun ti¢iincii mertebeden tiirevi
f® . f fonksiyonun doérdiincii mertebeden tilirevi
Fm . f fonksiyonun n. mertebeden tiirevi
|f] . f fonksiyonunun mutlak degeri
r : Gama fonksiyonu
L, : Genellestirilmis logaritmik ortalama
r : [ araliginin igi
K2 : Ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar smifi
lim : Limit
L : Logaritmik ortalama
R* : Pozitif reel sayilar kiimesi
R : Reel sayilar kiimesi
I : Reel sayilar kiimesinde bir aralik
M,(x,y;3) :r.Kuvvetlere gore kuvvet ortalamasi
1/l o : Supremum normu
sup > Supremum
B, : Tamamlanmamis Beta fonksiyonu
)X : Toplam sembolii
x! : x sayisinin faktoriyeli
f Y : X, y araliginda integral islemi
X
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1. GIRIS

M. O. 250 yilinda Arsimet’in, cemberin icine ve etrafina ¢izdigi diizgiin
cokgenler yardimiyla iinlii m sayis1 hesabina kadar uzanan konvekslik kavraminin
matematikte yer almasi 19. yiizyil sonu 20. yiizy1l bagin1 bulmaktadir. Bir¢ok alanda
onemli bir yer tutan konvekslik kavraminin literatiire katilmasit 1881 yilinin EKim
ayinda Hermite’in elde ettigi sonucu 1883 yilinda Mathesis adli dergide
yayinlamasiyla olmustur. Bu sonug ispatsiz olarak Mathesis dergisinde basilmistir
[1].

1893 yilinda Hadamard calismalarinda konvekslige yer verse de sistematik
bir sekilde konveks fonksiyonlarin g¢alisiimas: J.L.W.V. Jensen ile 1905-1906
yillarinda baslamistir.

Konveks fonksiyonun tanimi esitsizlikle verilmektedir. Bu yiizden
esitsizlikler Konveks Fonksiyonlar Teorisi’nde 6nemli bir yer tutar. Konveks
Fonksiyonlar ve Esitsizlikler Teorisi iizerine yazilmis temel sayilabilecek ilk ¢alisma
1934 yilinda Hardy, Littlewood ve Polya’nin kaleme aldig1 “Inequalities” kitabidir
[2]. Ikinci kitap ise 1961 yilinda E.F. Beckenbach ve R. Bellman’in yazdig1 yine
“Inequalities” adli kitaptir [3]. Bu ¢alisma 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen
esitsizliklerin sonuglarini igermektedir. Bu c¢alismalar1 Mitrinovi¢’in 1970 yilinda
yayinlanan “Analytic Inequalities” isimli kitab1 takip etmektedir [4]. Bu ¢alismada
ilk iki kitapta bulunmayan sonuglara yer verilmistir. Pecari¢ tarafindan 1987 yilinda
yazilan "Convex Functions: Inequalities" adi verilmis kitap sadece konveks
fonksiyonlar igin esitsizliklerden bahseden ilk temel kaynaktir [5]. Bu kaynaklarin
yaninda “Inequalities Involving Functions and Their Integrals and Derivatives [6]”,
“Classical and New Inequalities in Analysis [7]”, “Mathematical Inequalities [8]”,
“Convex Functions and Their Applications [9]”, “Selected Topics on Hermite-
Hadamard Inequalities and Applications [10]” ve “Ostrowski Type Inequalities and
Applications in Numerical Integration [11]” caligmalari literatiirde mevcut olan diger
kaynaklar arasinda sayilabilir.

Bu ¢alismada ilk ii¢ boliimde konveks fonksiyon, s-konveks fonksiyon ve r-

konveks fonksiyon siniflar1 hakkinda temel bazi bilgiler verilip ve bu fonksiyon


https://www.researchgate.net/publication/320707466_Popoviciu%27s_type_inequalityies_for_h-MN-convex_functions
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smiflart i¢in elde edilmis bazi esitsizliklere yer verilmistir. Dordiincii boliimde

bahsedilen fonksiyon siniflari igin farkl tipli integral esitsizlikler elde edilmistir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Calismamizda kullanilacak olan baz1 temel tamimlar, teoremler ve

esitsizliklere bu boliimde deginilmistir.

Tamm 2.1 (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olmak iizere
+: L XL - Lve -:F XL - Lislemleri tanimlansin. Asagidaki sartlarin saglanmasi
durumunda L ye F cismi iizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir:

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1.Her x,y € L igin x + y € L dir.

G2.Herx,y,z€ Li¢cinx + (y+ z) = (x + y) + z dir.

G3.Herx € Liginx + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 8 € L vardir.

G4.Her x € L igin x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde —x € L vardur.
G5.Herx,y €L icinx +y = x + y dir.

B)x,y € L ve a,f € F olmak iizere asagidakiler saglanir.

L1. a.x € L dir.

L2.a.(x+y) =a.x+ a.ydir.

L3.(a+ B).x = a.x + .x dir.

L4. (aB).x = a.(B.x) dir.

L5.1.x = x dir (Burada 1, F nin birim elemanidir).

F = Rise L ye reel lineer uzay, F = C ise L ye karmasik lineer uzay ad1 verilir [12].

Tamim 2.2 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A € L olsun. Keyfi x,y € A

elemanlar1 i¢in
B={ze€el:z=tx+(1—-1t)y, 0<t<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir [13].

Tamm 2.3 (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon
olsun. Her x,y € I ve t € [0,1] i¢in
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flx+ (1 =0y) <tf()+ A -Of(y) (2.1)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (2.1) esitsizligi her
x #yvet € (0,1) i¢in kesin ise f fonksiyonuna kesin konvekstir denir.

Eger f fonksiyonu igin

fx+ (1A -0y) 2tf()+ A -Of () (2.2)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. (2.2) esitsizligi her

x #yvet € (0,1) igin kesin ise f fonksiyonuna kesin konkavdir denir [14].

Sonug 2.4: I c R olmak iizere f fonksiyonunun I’da konveks olmasi igin gerek ve

yeter sart her x,y € I ve her a, [ reel sayilari igin

f(ax+,8y

< = ﬁ
) Sarp Ot )

a+p

esitsizliginin saglanmasidir [14].

Teorem 2.5: f:1 - R fonksiyonunun I’da konveks olmasi igin gerek ve yeter sart

x1 < x5 < x3 olmak lizere xq, X2, x3 € I noktalari igin

x1 f(x) 1
X2 f(x2) 1= (x3—x2)f(x1) + (x1 —x3)f(x2) + (x2 —x)f(x3) =0 (2.3)
x3 f(x3) 1

esitsizliginin saglanmasidir [14].

(2.3) esitsizligi

fee < ( )fxs) 24)

X2 — X3
X1 — X3

) e+ (

X1 — X2
X1 — X3

veya

fo) L f) e 25

(x1—x2)(x1 —x3) (2 —x)(x2—x3) (X3 —x)(x3—x2) —
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seklinde de ifade edilebilir.

x1 < X3 Ve X1, X3 # X, olmak lizere (2.4) esitsizligi

x1) — f(x x2) — f(x
f(x1) f(z)Sf(z) f (x3) (2.6)
X1 — X2 X2 — X3
seklinde yazilabilir. Buradan su sonuca varilir: f:1 — R fonksiyonunun [ Gzerinde
konveks olmasi ig¢in gerek ve sartVc € I,x #+ ¢ igin % fonksiyonunun [

uzerinde artan olmasidir [14].

Teorem 2.6: [a, b] c I°0lsun. f:1 — R fonksiyonu konveks ise f [a,b] Uzerinde

Lipschitz sartin1 saglar. Sonug olarak f [a,b] Uzerinde mutlak siirekli ve [°’nde

stireklidir [15].

Teorem 2.7. Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli, [a, b] araliginda konveks
(konkav) ve x4 € (a,b) noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise

x € (a,b) i¢in

fx) = f(x0) = (Sf'(x0) (x — x0) (2.7)

esitsizligi yazilir [15].

Teorem 2.8: [a,b]’de konveks olan fonksiyon ayni aralikta sinirli; (a,b)’de
stireklidir [16].
Ornegin; f:[-1,1] - R,

2, x =-—1ise
f(x) =4{x?, x€(=11)ise
2, x = 1ise

fonksiyonu [—1,1] araliginda konveks; (—1,1) araliginda siireklidir [15].
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Teorem 2.9: f:1 - R konveks (kesin konveks) ise f,'(x) ve f_'(x) vardir ve I°

uzerinde artandir (kesin artandir). Burada
/ i SO () ' — i LG
fi(x)= 1)}{1;1 v fl(x) lj}gcl Ev— dir [15].

Teorem 2.10: f:(a,b) = R fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi igin

gerek ve yeter sart ¢ € (a, b) olmak iizere her x € (a, b) i¢in

FGO) - F(0) = f g(Ddt 2.8)

olacak sekilde g: (a, b) — R artan (kesin artan) fonksiyonunun olmasidir [15].

Teorem 2.11: f, (a,b) tizerinde diferensiyellenebilir olsun. f fonksiyonunun
konveks (kesin konveks) olmasi igin gerek ve yeter sart f"’nin artan (kesin artan)
olmasidir [15].

Teorem 2.12: f", (a,b) lizerinde var olsun. f’nin konveks olmasi igin gerek ve
yeter sart f''(x) = 0 olmasidir. Ayrica (a,b) lizerinde f"'(x) >0 ise f aralik

tizerinde kesin konvekstir [15].

Tamm 2.13 (ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f:[0,00) — R fonksiyonu

verilsin. s € (0,1], t € [0,1] olmak tizere her x,y € [0, o) igin

flax+ (A -0y St°f(x) + A =t)°f(y) (2.9)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir.

(2.9) esitsizligini saglayan f fonksiyonlari icin f € K2 yazilir [17].

Ornek 2.14: 0 < s < 1ve a,b,c € Rolsun. x € [0, %) igin

x = 0ise
x > 0ise

a,
fl) = {bxs +c,
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olarak tanmimlansin. Bu durumda
i) Egerb>0ve0 <c<aisef € K2dir.

i) Egerb > 0vec < 0ise f ¢ K2 dir[10].

Tamim 2.15 (Genisletilmis s-Konveks Fonksiyon): f:1 < [0,00) — R fonksiyonu

verilsin. s € [-1,1], t € (0,1) olmak iizere her x,y € I i¢gin

ftx+ A =y) St°f) + (A -1)°f(¥) (2.10)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna genisletilmis s-konveks fonksiyon denir [18].

x, y pozitif sayilariin r. kuvvetlerine gére kuvvet ortalamasi

1
M, (x,y;t) = {(t"r Sl M (2.11)
xtylt, r=20

olarak tanimlanir [10].

Tamim 2.16 (r-Konveks Fonksiyon): Pozitif bir f fonksiyonu i¢in her x,y € [a, b]
vet € [0,1] igin

fltx+ 1 =0)y) <M. (f(x), f(); £) (2.12)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna [a, b] tlizerinde r-konveks fonksiyon denir.
(2.12) esitsizliginin yon degistirmesi durumunda f fonksiyonuna [a,b]
tizerinde r-konkav fonksiyon denir [19].
Bu tanim yardimiyla 1-konveks fonksiyonlarin bilinen konveks fonksiyonlar

oldugu sonucuna varilir.

xX—Yy
L(x,y) ={lnx — Iny’
X, x=y

+*
XY (2.13)



2. TEMEL KAVRAMLAR Mustafa KARAGOZLU

esitligi x, y > 0 sayilariin logaritmik ortalamasi olarak tanimlanir.

r r xT+1_yT+1
r+1. pram x+yr+0-1
.4 £y,r=0
L(x,y) =4 Inx — Iny’ XERT= (2.14)
Inx — Iny
Xyﬁ, x#=yr=-1
\ X, x=Yy

esitligi x,y > 0 sayillarmmin 7. kuvvetlerine gore genellestirilmis logaritmik

ortalamasi olarak tanimlanir [10].

Teorem 2.17: f, [a, b] tizerinde pozitif r-konveks fonksiyon olsun. O halde

1 b
— | @< L(r@. 1) 2.15)

esitsizligi saglanir. Eger f pozitif r-konkav fonksiyon ise (2.15) esitsizligi yon
degistirir [20].

Tamim 2.18 (Euler Gama Fonksiyonu): x > 0 i¢in Euler Gama fonksiyonu

o)

r(x) =f t*"le~tdt (2.16)
0

seklinde tanimlanir [21].

Tamim 2.19 (Beta Fonksiyonu): x > 0 ve y > 0 i¢in Beta fonksiyonu

B(x,y) = flt"‘l(l — )Y dt (2.17)

0

seklinde tanimlanir [22].

Ayrica x,y > 0 ve 0 < z < 1 i¢in tamamlanmamis Beta fonksiyonu
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Z

B (x,y) =f t* (1 - )Y tdt (2.18)

0

seklinde tanimlanir [23].

Teorem 2.20 (integraller icin Hélder Esitsizligi): p > 1 ve %-&-% =1 olsun. f ve

g, [a,b] araliginda tanimhi reel fonksiyonlar, |f|9 ve |g|? , [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise
1

b b % b q
] F()g(Oldx < ( j If(x)l”dx> (f |g(x)|de) 2.19)

esitsizligi gecerlidir [7].

Power-mean esitsizligi Holder esitsizliginin bir sonucu olarak asagidaki gibi

ifade edilir.

Sonug 2.21 (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimlt
reel fonksiyonlar olsun. |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar

ise

1

b b =4/ b q
f F(0g(0ldx < (f If(x)ldx> (f If(x)llg(x)l"dx> (2.20)

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.22: Herhangi x,y € R i¢in
lx + yl < Ix[ + yl,

llx| = Iyl < lx =y,

|lxl = Iyl| < Ix + |
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esitsizlikleri gecerlidir [4].

Teorem 2.23 (U¢gen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde a < b olmak {izere

b
< f |f(x)|dx (2.21)

.fbf(x)dx

esitsizligi gecerlidir. [7].

10
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson Esitsizlikleri

Teorem 3.1.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R’de bir aralik, a,b € I ve

a < b olmak tizere f: 1 € R — R konveks fonksiyon olsun. Bu takdirde

a+b 1 (P f(a) + f(b)
< dx <——=
F) s, Fooe ==
esitsizligi saglanir [14].

Hermite-Hadamard esitsizligi konveks fonksiyonlarin integralinin ortalama

degeri i¢in tahminler vermesi agisindan 6nemlidir.

Teorem 3.1.2 (Ostrowski Esitsizligi): a,b € I, a < b ve f' € L[a, b] olmak tizere
f:I € R— R fonksiyonu [°’nde diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger
If'(x)] < Mise Vx € [a,b]igin

1 b
0 - 5= [ rwa

- M [(x—a)2+(b—x)2
“b—a 2

" (x_a+b)
=M(b—a) Z+(b——621)2

esitsizligi elde edilir. i katsayis1 en iyi katsayidir [24].
Ostrowski esitsizligi diferensiyellenebilen ve smirli fonksiyonlar igin iist
sinirlar veren bir esitsizliktir. Ayrica bu esitsizlik x = asz icin Hermite-Hadamard

esitsizliginin sol tarafin1 vermesi agisindan 6nemlidir.

11
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Teorem 3.1.3 (Simpson Esitsizligi): f:[a,b] = R, (a,b) ilizerinde dordiincii
mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon, ||[f®|| = supseqm|f® )| < oo

olsun. Bu durumda

1[f(a) + f(b) a+b 1 (P
H 2 +2f< 2 )l_b—afaf(x)dx

€Y —aq)*

esitsizligi elde edilir [25].

3.2. Konveks Fonksiyonlar, ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyonlar ve
r-Konveks Fonksiyonlar Icin Esitsizlikler
Bu boéliimde konveks fonksiyonlar, ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar ve

r-konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis olan esitsizliklerden bahsedilecektir.

Teorem 3.2.1: f:[0,00) = [0,00) fonksiyonu ikinci anlamda s-konveks

fonksiyon, s € (0,1), a,b € [0,) ve a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise

b 1 b
2o (5) < reaan T @

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik literatiirde ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar

icin Hermite-Hadamard tipi esitsizlik olarak bilinir [26].
Teorem 3.22: a<b, a,b€l®° olmak iizere f:I c[0,00) > R fonksiyonu

tammlansin. f'' [°’nde mutlak siirekli bir fonksiyon ve f''' € L[a, b] olsun. Eger

|f""|, [a, b] tizerinde ikinci anlamda s-konveks ise s € (0,1] igin

| fodx =22 ) + 4 (422 f(b)”

12
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- (b—a)*[(2735(s?+7s+18) +s—2
- 6 l((l +s5)2+s)3+s)(4+ s))l

X[ @+ 1" b)l] (3.2)

esitsizligi saglanir [27].

Teorem 3.23: a<b, ab€l®° olmak iizere f:I c[0,00) > R fonksiyonu

tammlansin. f'' [°’nde mutlak siirekli bir fonksiyon ve f''' € L[a, b] olsun. Eger
|f"""|4, [a, b] tzerinde ikinci anlamda s-konveks ise s € (0,1], ¢ > 1 ve %+3 =1

icin

a+b

'Fede 222 @ + 45 (2

+ﬂM‘

<(b—a)4 1% rp+1Drp+1) %
= 48 (E) ( rGp +2) )

1

If"’(b)lql

s+1 _

Ifm(a)lq m

1

25+1 1 q
+lm|f (a)|q+m|f (b)|ql (3.3)

esitsizligi saglanir [27].

Teorem 3.2.4: a < b, a,b € I° olmak iizere f:I € [0,00) - R fonksiyonu {iglincii
mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon ve """ € L[a, b] olsun. Eger |f""'|%, [a, b]

tizerinde genisletilmis s-konveks ise s € [-1,1], ¢ = 1 igin

2@+ ar(S50) 470 -2 [ oo

13
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1

1
= (%) q ((s 20 Jlr 3G+ 4)>q

1

L {lzv'"(aw +ErDr (azj)ﬂq

q

1
a+b a
ts+a | ()] +aror| }
esitsizligi saglanir [28].

Sonug 3.2.5: Teorem 3.2.4’1in sartlar1 altinda
i) q=1ise

i@ (50 +ro] -5 j fdx

- (b —a)?
T 48(s+2)(s+3)(s+4)

<[iFr @i+ G+ [ (S + 1o,

i) q=1lves=1Iise

@ (50 o] -5 f fx)dx

_\3
- (b—a)
= 2880

i) s=1Iise

i@ (50 +rw) -5 f Fdx

14
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1

e I e P

1

f [3 & (aT”)]q ¥ 2|f"'<b)|q]q (37)

esitsizlikleri saglanir [28].

Teorem 3.2.6: a < b, a,b € I° olmak lizere f:I € [0,00) = R fonksiyonu iiglincii
mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f'" € L[a, b] olsun. Eger |f'"|9, [a, b]

tizerinde genisletilmis s-konveks ise s € [—1,1], ¢ = 1 i¢in

1_1

Loy

‘% [f(a) + 4f (asz) + f(b)] F ﬁ Lbf(x)dx

1

1 (@ + by [7]e
I |Fé * 220+ DI+ o g v s+ 2) |f ( 2 ) l
1 " a-+ b 1
+[(2q+s+1)(2q+5+2)|f ( 2 )
(s +2,2q + DI ()17} 3.8)

esitsizligi saglanir. Burada S(, ) Beta fonksiyonudur [28].

Sonug 3.2.7: Teorem 3.2.6’nin sartlar1 altinda eger s = 1 ise segilirse

‘% |F@+ ar (azﬂ) + £ - ﬁ f f@ax

< (b—a) ( 1 )%
192 \(¢g+1(2qg+1)(2q +3)

15
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1
X3 [21F @1+ 2q + D [ (“%b)ﬂq
ST (D) 2|f"'<b)|q]a (39)

esitsizligi saglanir [28].

Teorem 3.2.8: f:[a,b] — (0,) fonksiyonu [a,b] iizerinde r-konveks olsun.
0<r<1ligin

1 b r 1
| r@dr < ZS @@+ oI (3.10)

esitsizligi saglanir [29].

Sonu¢ 3.2.9: f:[a,b] — (0,) fonksiyonu [a,b] tizerinde 1-konveks olsun. Bu
durumda

f(a) -Zl-f(b)> 3.11)

1 b

esitsizligi saglanir [29].

Teorem 3.2.10: f,g:[a,b] = (0,00) fonksiyonlar1 [a,b] iizerinde sirasiyla

r1-konveks ve r,-konveks fonksiyonlar olsun. 0 < ry, 7, < 2 igin

1 b
— [ Feg@ax

2

< 2 (1) W@ + @
T2\ +2

2 2

1 2\ T2 27,
+3(757) " Wo@r + 9@y (3.12)

esitsizligi saglanir [29].

16
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Sonug¢ 3.2.11: Teorem 3.2.10°da r; = 1, = 2 segilirse
1 b 1 2 2 2 2

| 9@ < W @P + FOF +g@P + @) (313)

a

esitsizligi elde edilir [29].

Sonu¢ 3.2.12: Teorem 3.2.10°dar; =1, = 2 ve f(x) = g(x) segilirse
1 ] 2 1 2 2

[ e <5 UF@F + )P (314)
—al, 2

esitsizligi elde edilir [29].

Teorem 3.2.13: f,g:[a,b] = (0,0) fonksiyonlari [a,b] ilizerinde sirasiyla 7;-

konveks ve r,-konveks fonksiyonlar olsun. Eger r; > 1 ve ri + rl =1ise

1 2

1 b
— | rwgtadx

< <[f(a)]“ ; [f(b)]“)T_l <[g(a)]rz ; [g(b)]h)E (3.15)
esitsizligi saglanir [29].
Sonug¢ 3.2.14: Teorem 3.2.13’te r; = r, = 2 segilirse
1 b 2 bh)12 2 bh)12
L[ oo < j[f(a)] /) j[g(a)] 190 16

esitsizligi elde edilir[29].

Sonug¢ 3.2.15: Teorem 3.2.13’te ry, =1, = 2 ve f(x) = g(x) segilirse

17
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1 - 12 2
— | r2edx <5 (7@ + ) (317)
esitsizligi elde edilir [29].

Teorem 3.2.16: a < b, a,b €I olmak lizere f:1 € R — R* fonksiyonu I°’nde

P
diferensiyellenebilir ve f’ € L[a, b] olsun. Eger |f'|»-1, [a, b] lizerinde r-konveks

ise p > 1igin

b 1 (b
f(a);rf( )_b_af F(x)dx

[ =
b—a | , p ,(a+ b\[p-1
S4(p+1);|[ v 1'f( 2 )‘
2
o (S rert ‘ (318)

esitsizligi saglanir [30].

3.3. Lemmalar

Tez ¢alismasinda konveks fonksiyonlar, ikinci anlamda s-konveks
fonksiyonlar ve r-konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler elde edilirken bu boliimde

verilen lemmalardan faydalanilmistr.

Lemma 3.3.1: a<b ve a,b €1 olmak lizere f:1 € R— R fonksiyonu [°’nde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f' € L[a, b] ise

b-0fM)+@-af@ 1
b—a b—a

be(u)du

18
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_ (3;__ )zf (t—1Df'(tx + (1 — a)dt
G x)zf (1= Of (tx + (1 — O)b)dt (3.19)
esitligi yazilir [31].

Lemma 3.32: f:I <SR- R fonksiyonu [°°nde  ikinci  mertebeden
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f'' € L[a, b] ise

ﬁf:f(u)du —f+ (x 3 %b)f'(x)

_ 3 1
=% 0 2" (tx + (1 — t)a)dt
b= (T 1-t)b)d 3.20
+2(b—a)0tf(tx+( V & 0
esitligi yazilir [32].

Lemma 3.3.3: a<b ve a,b €] olmak iizere f:1 € R - R fonksiyonu [°’nde

liglincli mertebeden diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f"' € L[a, b] ise

F@+fB) 1 b
O L[ eow -2 o) - @)
_\3 ,1

= u} t(1—-t)Rt—1f""(ta+ (1 —t)b)dt (3.21)
12 ),

esitligi yazilir. [33]

Lemma 3.3.4: a <b ve a,b €1 olmak iizere f"":1 € R - R fonksiyonu I°’nde
mutlak siirekli ve f'"" € L[a, b] ise

jfmw———pw o (220) + 1)

19
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1
— (b-a)* f m(Of" (ta + (1 — Db, (3.22)

esitligi yazilir. Burada

1t2(t 1) tE[O 1]
6 2]’ "2

e (- el

(3.23)

dir [34].

Lemma 3.3.5: a < b ve a,b € I olmak iizere f""":1 € R - R fonksiyonu [°’nde

mutlak siirekli olsun. Eger f*) € L[a, b] ise
b b— b
[ reaax =222 [r@ + a7 (552) + 1)

=(b—a)’ ] h()fP(ta + (1 - t)b)dt, (3.24)
0

esitligi yazilir. Burada

1t3(t 2) te[ol]
24 3)’ "2

B N

(3.25)

dir [35].

Lemma 3.3.6: f:1 € R — R fonksiyonu verilsin. n € N ve n > 1 igin f™ °°nde

mevcut olsun. a < b, a,b € I igin f™ [a, b] iizerinde integrallenebilir ise

-1

S

[(=D* + 1](b — a)¥ a+b 1 b
< 2k+1(k+1)! >f(k)< 2 )_b_afaf(x)dx

&
Il

0

n. 0

20
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esitligi yazilir. Burada

o, cefod]
Ky (1) = { 1 2 (3.27)
t—1)" te (E' 1]

dir. [36]

Tezin Bulgular boliimiinde asagidaki

(b—x)f(b) + (x —a)f(a)

1 b
HJ1= b_a _b_aLf(u)dui

= [ [ a1+ (x50 )

b 1 (P b—
tos = \FO - [ a2 ) - @
0, = [ [ oo -3 1@+ 4 (S20) + )
ve

n-—1
[(=D* + 1](b — a)¥ a+b 1 (P
‘ ( 261 (k + 1)! )f(k)( 2 >_b—aJaf(x)dx

k=0

esitlikler kullanilacaktir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde ilk olarak Lemma 3.3.5’teki esitlik kullanilarak konveks ve ikinci
anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢in Simpson tipi esitsizlikler elde edilmistir. Daha
sonra Lemma 3.3.1, Lemma 3.3.2, Lemma 3.3.3, Lemma 3.3.4, Lemma 3.3.5 ve
Lemma 3.3.6’daki esitlikler kullanilarak r-konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler

elde edilmistir.

4.1. Konveks Fonksiyonlar i¢cin Simpson Tipi Esitsizlikler

Teorem 4.11: f:IcR—->R fonksiyonu [°°de dordiincii mertebeden
diferensiyellenebilir bir fonksiyon, f"": 1 € R - R fonksiyonu /°’de mutlak stirekli
bir fonksiyon, a,b € I, a < b ve f* € L[a, b] olsun. Eger |f®| [a,b] iizerinde
konveks ise

(b-a*

R, < W“f@)(aﬂ + [FPb)|] (4.1)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.3.5 ve iicgen esitsizliginin integral versiyonu kullanilirsa
(b-a)*| (7,2
—a 2
Hy, <——— f t3 (— — t) |f®(ta+ (1 —t)b)|dt
24 0 3

1 1
— _ = ()] —
+ ]% a t)3(t 3)|f (ta+ (1 t)b)|dt] (4.2)

esitsizligi elde edilir. (4.2) esitsizliginde |f“| fonksiyonunun konveks olusu

kullanilirsa

N =

MSML

2
on t3 <§—t) [t|f P (@] + 1 - O|f@(b)]]dt

22
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1
+f1 (1-1¢)3 (t — %) [t|f® ()| + (1 - t)|f(4)(b)|]dt] (4.3)

2

esitsizligi elde edilir. Burada

1

jjt‘*(%—t)dt=f%1(1—t)4(t—%)dt=$ (4.4)
ve
fjt3 (g - t) (1-0dt= f;(l —t)® (t = %) tdt = ﬁ (4.5)

dir. (4.4) ve (4.5) esitlikleri (4.3) esitsizliginde yerlerine yazildiginda (4.1)’deki
esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.12: f:IcR—->R fonksiyonu [°°de dordiincii mertebeden

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, f""":1 < R — R fonksiyonu /°’de mutlak siirekli
bir fonksiyon, a,b € I, a < b ve f* € L[a, b] olsun. Eger |f(4)|q, [a, b] iizerinde
konveks ise g > 1, %+ i = 1 igin

1

(b—a)*[ 272737(5+ 3p) \P
24 <3(2 +9p(1 + p)))

H, <

(4.6)

1 1
F@@|" +4lfPm|"\T  [(4fP@|" +[F@Pm)|"\
X 24 + 24

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.3.5 ve iiggen esitsizliginin integral versiyonu kullanilirsa (4.2)
esitsizligi elde edilir. (4.2) esitsizliginde Holder esitsizligi ve | f (4)|q’nun konveks

olusu kullanirsa
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24 |
;s ;
2(2_ @ + (1= DFDmda
<\ [*G-¢)[dro@i'+ a-olrow|u
1
1 1 14
+(%(1—t)3p(t—§)dt>
1
1 1 q
X <f1 <t = §) |tlF® @] + (1 - t)|f<4>(b)|q]dt) (4.7)
esitsizligi elde edilir. Burada
1
Z (2 (! Ny _ 27%7%P(5+ 3p)
ferGrdusfa-omfg)e-saigary, 09

dir.
(4.7) esitsizliginde (4.8) esitligi kullanilirsa ve diger integraller hesaplanip yerlerine
yazilirsa (4.6) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.3: Teorem 4.1.2’nin sartlar1 altinda
1

b-a)* <2‘4‘p3‘3‘P(—350 +2°%2P —303p — 90p? — 9p3)>5
24 1+p)2+p)B+p)4+p)

Ry, <

(4.9)

2|f(4)(a)|q+3|f(4)(b)|q q 3|f(4)(a)|q+2|f(4)(b)|q q
X 320 + 320

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.2) esitsizliginde Holder esitsizligi ve | f@® |q ‘nun konveks olusu kullanilirsa
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Q|-

1 1

X J.Et3[t|f(4)(a)|q +(1- t)|f(4)(b)|q]dt + ( 11(1 —t)3 (t -~ %)p dt)p

2

1

1
X <f1 (1- t)3[t|f(4)(a)|q +(1- t)|f(4)(b)|q]dt)q (4.10)

esitsizligi elde edilir. Burada
1

f:t” @_t)p dt = j%l(l—t)3 (t—%)p dt

_ 27%7P3737P(—350 + 2°*2P — 303p — 90p? — 9p?)
1+p)2+p)B+p)(4+p)

(4.11)

dir. (4.11) esitligi (4.10) esitsizliginde kullanilirsa ve diger integraller hesaplanip
yerlerine yazilirsa (4.9) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.4: Teorem 4.1.2°nin sartlar1 altinda

(b —a)* ( 1 )%

H, <
*= 24 \(3p+1)23p*1

229*3(3q + 4) — (3q + 5) |f(4)(b)|q>a

@ a)|?
@l g e + o6

49%2 — (3q +7)
((q + 1)(q + 2)69*2

F @ @]

224%3(3q + 4) — (3q + 5)
( (g + (g +2)69+2
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1
q

4Q+2 — (361 + 7) |f(4)(b)|q> (412)

TG D +2)6772

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.2) esitsizliginde Holder esitsizligi ve | f ) |q 'nun konveks olusu kullanilirsa

S

1
(b—a)“[ 2
<—| 3p
H, < 24| jot dt

|

z

1 T
x Lz(g—t)q |tlr@@|* + @ - 0@ ®)|"]ar +<j% (1—t)3pdt)

1
p

1

X (Ll (t — %)q |tlF @@ + (1 - t)lf(4)(b)|q]dt>q (4.13)

N

esitsizligi elde edilir. Burada

fj (E - t)q tdt = fl (t - %)q (1-t)dt = (:j_t)_(q(iqz;;{z (4.14)

N =

1

F(g _ t)q (1—t)dt = fll (t _ l)q e =264+ 8 — Ba +5) (4.15)
0 2

3 (q+1)(qg+2)6a+2

dir. (4.13) esitsizliginde (4.14) ve (4.15) esitlikleri yerlerine yazilip diger integraller
hesaplanirsa (4.12)’deki esitsizlik elde edilir.

4.2. ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyonlar icin Simpson Tipi Esitsizlikler

Teorem 4.2.1: f:1<[0,00) > R fonksiyonu [°’de dordiincii mertebeden

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, f"":1 € [0,0) - R fonksiyonu I°’de mutlak
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siirekli bir fonksiyon, a,b € I, a < b ve f® € L[a,b] olsun. Eger |f®|%, [a, b]

tizerinde ikinci anlamda s-konveks ise s € (0,1] ve g > 1, % + 5 =1 i¢in

1

(b —a)* 3p+5 P
e R VeTE),

1

(s +5)27° ¢ 4+2°+(8-2"s a\7

(3(s+ e/ @t e nern O )

1

(s + 5)2_5_2 |f(4)(b)|CI>q (4.16)

3(s+1)(s+2)

<4 +274+(8-27%)s

4 q
12(s + (s + 2) FP@|" +

esitsizligi saglanir.
Ispat: (4.2) esitsizliginde Holder esitsizligi ve | f® |q’nun ikinci anlamda s-konveks

fonksiyon olusu kullanilirsa

[/ . 5
Ho, s% Ft“’ (%—t)dt '
0

L 1
X F (E — t) [t5|f(4)(a)|q +(1-— t)5|f(4)(b)|q]dt ’

o \3
+ (1%1 <t - %) (1- t)31"alt>E
x (f; (t - %) |lr @]+ - t)5|f(4)(b)|q]dt>a (4.17)

esitsizligi elde edilir. Burada
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N

fo (g - t) tSdt = f%l (t ~ %) (1—6)5dt = 3g ::_' i’g(zs_:zz) (418)
ve
fj (g - t) (1=t)de = g (t - %) e =2 Jlrzz(:++1()8(s_ +2;;)S (4-19)

dir. (4.8), (4.18) ve (4.29) esitlikleri (4.17) esitsizliginde yerlerine yazilirsa
(4.16)’daki esitsizlik elde edilir.

Sonug 4.2.2: Eger Teorem 4.2.1°de s = 1 secilirse (4.16) daki esitsizlik (4.6)’daki

esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.2.3: Teorem 4.2.1’in sartlar1 altinda

1
o, < -9 <2““”3‘3‘p(—350 +2%%2P —303p — 90p? — 9p3)>5
Y724 A+p)C+p)B+p)4+p)

5 [(m @l

1

—S—4(__ 5+s __ _ 2 _ <3 a
2 (=90 +3 x2 53s — 125 —s )lf(4)(b)|q>q

1+s)2+s)3+s)4+5s)

27574(—90 4+ 3 x 25*S — 535 — 1252 — 53
( ( ) |f(4)(a)|q

1+s)2+s)B3+s)4+s)

1

@ )
b OO ) (420)

esitsizligi saglanir.
Ispat: (4.2) esitsizliginde Holder esitsizligi ve | f@ |q’nun ikinci anlamda s-konveks

fonksiyon olusu kullanilirsa
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1
q

x Ft3[ts|f<4>(a)|" + (1= %[O B)|"|ae
0

Q=

+ ( 11(1 —t)3 (t — %)p dt)

2

1

1
X <f1 @ -0¥elf@w@| + @ - t)5|f(4)(b)|q]dt>q (4.21)

2

esitsizligi elde edilir. Burada

1
= 1
2
t3*tsdt = f 1—t)35dt = ———— 4.22
| =0 = ey (422)
ve
2 1
j t3(1 —t)sdt =j (1—-1¢)3t5dt
0 1
2
2757%(=90 4 3 x 25%5 — 535 — 1252 — 53)
_ (4.23)

1+s)2+s)B+s)4+5s)

dir. (4.11), (4.22) ve (4.23) esitlikleri (4.21) esitsizliginde yerlerine yazilirsa
(4.20)’deki esitsizlik elde edilir.

Sonu¢ 4.2.4: Teorem 4.23’te s=1 secilirse (4.20)’deki esitsizlik (4.9)’daki

esitsizlige indirgenir.
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4.3. r-Konveks Fonksiyonlar i¢cin Farkh Tipten Esitsizlikler

Teorem 4.3.1: f:1 € R = R* fonksiyonu [°’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b€l, a<b ve f'€L[a,b] olsun. Eger |f'|? [a,b] araliginda r-konveks ise

q>L§+§=1whaxemmnml

1 _ 2
, < )(““ L2, OF @I 1 GOl

p+1 b —
(b —x)? , ) 1
+ =L, (F B If <x>|Q)]q> (4.28)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.3.1, iicgen esitsizliginin integral versiyonu ve Hoélder esitsizligi

kullanilarak

1

HJ1S(x_a)2 (j (1—t>pdt> (j I (tx+(1—t)a)|th>_

1

(b_x)z <] (1—t)pdt> (j V& (tx+(1—t)b)|th>_ (4.25)

esitsizligi elde edilir.

|f'14, [a, b] araliginda r-konveks oldugundan (2.15)’teki esitsizlik yardimiyla

]If@x+(l—ﬂaNWtSEAVT@WJFOUW) (4.26)
0
ve
j |f'(tx + (1 = ©)b)|%dt < L, (If' (% |f'(B)]9) (4.27)
0

yazilir. (4.26) ve (4.27) esitsizlikleri (4.25) esitsizliginde yerlerine yazilirsa ve

) 01(1 — t)Pdt = p_41-1 olusu kullanilirsa (4.24) esitsizligine ulasilir.
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Sonu¢ 4.3.2: Teorem 4.3.1°de x=a—J2rb secilirse (4.24)’teki esitsizlik Teorem

3.2.16°daki (3.18) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.3.3: f:1 € R - R* fonksiyonu I°’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
a,bel, a<b ve f' €L[a,b] olsun. Eger |f’'| [a,b] araliginda r-konveks ise

r>q>1, %+$=1veherxe[a,b] icin

x—a)?/ 1
H, < =
b—a \p+1
1

1
(b=—x)*7 1 \p/ T \a ., , 1
+ 5 o) () I e + i eor (4.28)

1

T \a. . , e
()" I @17+ 1 ol

11

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.3.1, iicgen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi
kullanilarak (4.25) esitsizligi elde edilir. (4.25) esitsizliginde |f'|’niin r-konveks

olusu kullanilirsa

1

( j LI GO + (1 - t)If’(a)Ir]%dt>q
0

"=

Hoy < —2 (x — a)z <] (1- t)pdt>

1 1

Lo ( I (1—t)pdt> ( [ [tlf’(x)|r+(1—t)If’(b)Ir]%dt>q (4:29)
0

yazilir. 0 < k < 1,a4,a,, ...,a, = 0Ve by, by, ..., b, = 0 igin

n n n
Z(ai + bk < Z ak + z b (4.30)
i=1 i=1

i=1

esitsizligi (4.29)’da kullanilirsa
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| =

1

e (1—t>pdt> ([ [+ a-ofir @ )

1

—(l;__x)z <f (1- t)pdt>p (fl [t%|f'(x)|q +(1- t)%|f'(b)|q] dt>a (4.31)

|~

esitsizligi elde edilir. (4.31)’deki integraller hesaplanip yerlerine yazildiginda
(4.28)’deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.4: f:1 € R —» R* fonksiyonu [°’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b€l,a<bvef €L[a,b]olsun. Eger |f’'| [a, b] arahginda r-konveks ise r > 1

ve her x € [a, b] igin

i (x—a)®*+ (b —-x)*\
H’15(1+r)(zr+1)< b—a )'f )]

r((x—a)?|f' (@] + (b —x)?|f'(b)]
2r+1 b—a

(4.32)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.3.1 ve iicgen esitsizliginin integral versiyonu kullanilarak

wl_(x_ )zf (1= DIf (tx + (1 = Da)|dt

N2
(b )j(1—t)|f (tx + (1 — £)b)|dt (4.33)

esitsizligi elde edilir. |f’| fonksiyonu r-konveks oldugundan

32
HJ1_(x )jm—t) [Llf I + (1 — OIf (@)t

(b -~
j A - OLelf I + (L= DIf B Trde (4.349)

elde edilir. (4.30) esitsizligi (4.34) esitsizliginde kullanilirsa
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_ 2
oy < &2 )f<1—t>[tr|f(x>| + (=071 @) |de

(b— )2

L[ a-olorwi +a-onro ] (435)

esitsizligi elde edilir. (4.35)’teki integraller hesaplanip yerlerine yazildiginda
(4.32)’deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 435 f:IcR->R" fonksiyonu [°°de ikinci  mertebeden

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b €1, a<b ve f" € L[a, b] olsun. Eger

|19 [a, b] araliginda r-konveks ise g > 1, % + 5 = 1 ve her x € [a, b] i¢in

(x —a)?
fb, _Z(b—a)(2p+1

1
1
) L @I 1 @D

1

1
)p [£-(f" COI%1f" (B)D]a (4.36)

N (b—x)3 ( 1
2(b—a)\2p+1

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.3.2, {iggen esitsizliginin integral versiyonu ve Hélder esitsizligi

kullanilirsa

(x—a)’

H’2—2(b D) t2|f”(tx+(1—t)a)|dt

(b—x)°

+m i t2|f" (tx + (1 — t)b)|dt

1

(x — a)3 1 % 1 . a7
Sm<jo t2pdt> (fo |f (tx+(1—t)a)|th>

1

=2 ("0 V[ [ ;
+m<jo thdt> <f0 |f (tx+(1—t)b)|th> (4.37)

33



4, BULGULAR Mustafa KARAGOZLU

esitsizligi elde edilir. |f"'|?, [a,b] araliginda r-konveks oldugundan (2.15)’teki
esitsizlik yardimiyla

f If"(tx + (1 = a)|9dt < L. (If" (I, [f" (@) (4.38)

0

ve

f If"(tx + (1 = 0)b)[Tdt < L (If" ()% |f" (D)) (4-39)
0

yazilir. (4.38) ve (4.39) esitsizlikleri (4.37) esitsizliginde yerlerine yazilirsa ve

1 oop 1 o e
[ i dt = o olusu kullanilirsa (4.36) esitsizligine ulasilir.

Teorem 4.3.6: f:I1 € R—-> R* fonksiyonu [°°de ikinci mertebeden
diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I, a < b ve f"' € L|a, b] olsun. Eger |f"'|,

[a, b] araliginda r-konveks ise r > 1 ve her x € [a, b] i¢in

T x—a)+bB-x)3\,_,
_3r+1< 2(b — a) >|f(x)|

+ re (x = a)’If" (@) + (b —x)°|f" (D)
A+r)(@+2r)(1+3r) b—a

(4.40)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.3.2, iiggen esitsizliginin integral versiyonu ve |f”’|’niin r-konveks

olusu kullanilirsa

— 3 )
H”‘gw )) IO + (1 - OIf" (@) Trde

(b_ )3 2 12 r 1 " b rld 441

20— o), CHFNF A=l G (4.41)

elde edilir. (4.30) esitsizligi (4.41) esitsizliginde kullanilirsa

(x—a)®

o, < S [ ol + 2 - 071 @ e
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G x)°

T20- f [2+‘|f"<x>|+t2<1—t)r|f”<b>l dt (4.42)

esitsizligi elde edilir. Burada

1 1 r
2+
trdt = 4.43
J;) ' 3r+1 (4.43)

ve

273
1+r)(A+2r)(A+3r)

1 1
f t2(1 — t)rdt = (4.44)
0

dir. Eger (4.43) ve (4.44) esitlikleri (4.42) esitsizliginde yerlerine yazilirsa
(4.40)’daki esitsizlik elde edilir.

Teorem 437: f:IcR->R* fonksiyonu [°°de ikinci  mertebeden

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b €1, a<b ve f" € L[a,b] olsun. Eger

|14, [a, b] araliginda r-konveksise r > 1,q > 1, % + i = 1 ve her x € [a, b] i¢in

1
1 T \4
L1+
2(b—a)(2p + 1)P r

H, <

x| = a®[If" @I+ If" (19 + (b = )3[If" ()T + If"(B)I9]a|  (445)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.3.2, {iggen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi

kullanilarak (4.37) esitsizligi elde edilir. (4.37) esitsizliginde |f''|9’nun r-konveks

olusu ve [ 01 t2Pdt = Tlﬂ esitligi kullanilirsa

@) 1 1

1 2/ ! 1 \a
H, < 5o () (fo [t 1T + (1 = OIf " @) ]rdt)
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1
(b —x)° a

1 % Lo ) ) 1\
T20-a) (2p+1) <f0 [t N + (1 — Olf" (b)) ]rdt) (4.46)

esitsizligi elde edilir. (4.30) esitsizligi (4.46) esitsizliginde kullanilirsa

- 1
(x _ a)3 1 5 ' 1/r|£11 1/r£11 E
L 1
(b _ x)3 1 5 ' 1/r£11 1/r£11 E
20— (2p+ 1) <f0 [T ()] + (1= O)YT|f (b)lq]dt) (4.47)

esitsizligi elde edilir. (4.47)’deki integraller hesaplanirsa (4.45)’teki esitsizlik elde
edilmis olur.

Teorem 4.3.8: Teorem 4.3.7’nin sartlar1 altinda

1
— )3 +1
oy < — 9 el + 8 (5= a + 1) i@

IA

2(b—a)(p+1)p[qr+r+1

1

bh— 3
b= ol + (g + 1) i @] aag)

+

2(b—a)(p+1)7’[qr+r+1

esitsizligi elde edilir. Burada 8 Beta fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 3.3.2, iiggen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi

kullanilarak
( )3 1 2 1 1
xX—a D 7
(b—x)*(* 5/ (1 ) 7
* 2(b —a) <f0 tpdt) (fo e (tx + (1 — t)b)lth) (4.49)

esitsizligi elde edilir. (4.49) esitsizliginde |f’'|?’nun r-konveks olusu ve [ 01 tPdt =

1 Cigeoe
ey esitligi kullanilirsa
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1 1
(x_a)s 1 E ' 1 T 17 r 1 5
SR Ty (p +1) (fo LUl GOl + (1= 01" (@) ]rdt)
1 1
b—x)3 1 = 1 z
+ g(b _le) (p 1 )p <f0 Ll GOl + (1 — t)|f”(b)|qr]%dt>q (4.50)

esitsizligi elde edilir. (4.30) esitsizligi (4.50) esitsizliginde kullanilirsa

1

1
—a)3 > 1
H, < g(cb _azl) (p i : )p (fo ta [tl/rlfn(x)lq +(1- t)l/rlf”(aﬂq]dt)q
(b_x)3 1 % 1 1/r|£11 1/r| £11 q
20— (p n 1) UO eI GO+ (A= OIS (b)l"]dt> (4.51)

esitsizligi elde edilir. (4.51)’deki integraller hesaplanirsa (4.48)’deki esitsizlik elde

edilmis olur.

Teorem 439: f:IcR-R" fonksiyonu [°°de fglincii mertebeden
diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b €1, a<b ve f'" € L[a, b] olsun. Eger

|f""|, [a, b] araliginda r-konveks ise r > 1 igin

. < (b—a)3r2 1 1+ 6r . . 152
ST 1R20@r+ DBr+ D@Er+ 1) +ﬁ (F" @I+ 1" ()] (4.52)

esitsizligi saglanir.

nr

Ispat: Lemma 3.3.3, iiggen esitsizliginin integral versiyonu ve |f'"’|’niin r-konveks

olusu kullanilirsa

b—a)?| [z 1
y < 2220 l [*ta-va =20 @I +a- ol e
0

+ j (1 - )2t - DI @I + (1 — OIf" (b)["rdt (4.53)

2
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esitsizligi elde edilir. (4.30) esitsizligi (4.53) esitsizliginde kullanilirsa
1
(b-a)|(z 1 1
oy < = [Fea - 00 - 20 [l @1+ (- 97l o)) e
0

1 1 1
+ fl t1— )2t — 1) [tFI @] + (1 = o7 f”’(b)l] dt] (454)

2

esitsizligi elde edilir. Burada

1

Ft”%(l —)(1 - 2t)dt = jl t(1— t)1+%(2t —1dt
0 2

2r2 +12r3
=— (4.55)
2**7(2r + )@Br+ D(@r + 1)

ve

3 1 1 1

2
f t(1— )71 - 2t)dt = f t17(1 - ) (2t — Ddt

0 2

r? 2r2 +12r3
(4.56)

ROEDCEDCEDN 2% (2r + 1)(3r + 1)(dr + 1)

dir. (4.55) ve (4.56) esitlikleri (4.54) esitsizliginde yerlerine yazilirsa (4.52)’deKi
esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.10: f:I1 <R - R* fonksiyonu [I°de igiinci mertebeden

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b €1, a<b ve "' € L[a, b] olsun. Eger

|f"""14, [a, b] araliginda r-konveks ise r > 1,q > 1, %+ % = 1 i¢in

1

Ho, < (b Iza)s (p _T_ 1)% (ﬁ (q 1] + rrq + 1)>E
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1
x (If" @I+ 1f" B)Da (4.57)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.3.3, iicgen esitsizliginin integral versiyonu, |f’"’|9’nun r-konveks

olusu ve (4.30) esitsizligi kullanilarak

1 1

y < £ (f |2t—1|pdt> ( [ tq(l—t)qlf'"(ta+(1—t)b)|th>q
0

1

(b - a)3 (f 12t — 1|pdt>_

x ( j (9(1 = DLl (@) + (1 - t)lf"'(b)wrﬁdt)q
0

1
<(b—a)3< 1 )5
=712 \p+1

1

1
x ( f (T - DT (@1 + 1(1 - t)q+_|f'"(b)|th)q (4.58)
0

esitsizligi elde edilir. (4.58)’deki integraller hesaplanip yerlerine yazildiginda
(4.57)’deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 43.11: f:I1<R—->R" fonksiyonu [°de {glinci mertebeden
diferensiyellenebilir bir fonksiyon, f":1 € R —» R* fonksiyonu I°’de mutlak siirekli

bir fonksiyon, a,b € I, a < b ve f'"" € L[a, b] olsun. Eger |f'"|%, [a, b] araliginda

r-konveks ise q > 1, %+ i = 11i¢in

(b —a)3 F(2p+1)F(p+1)% " L (a+ by "\
tha = —4¢ < I'Gp +2) ) lﬁr<|f (a)lq'|f ( 2 >| )l
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1
+ [Lr <If”’(b)|". I (“;—b)mq (4.59)

esitsizligi saglanir. Burada I Euler Gama fonksiyonudur.
Ispat: Lemma 3.3.4, {iggen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi
kullanilarak

1

(b—a)3( % 1 P % !
HMST{ka <t2<§—t>> dt folf”’(ta+(1—t)b)|th

T =

1

<(1—t)2 (t—% dt] U |f”’(ta+(1—t)b)|th] (4.60)

2

esitsizligi elde edilir. |f""'|9 [a,b] araliginda r-konveks oldugundan (2.15)’teki

esitsizlik yardimiyla
% nr 1 nr a + b q nr
jo IF"(ta + (1 — Db)|9dt < EL}( (5] e (b)|q> (4.61)
ve
b q

E

yazilir. Burada

jo% <t2 @ B t)>p de = J%l <(1 -0 (e- %))p dt

B 8PIr2p+Dr(p+1)
B 2r(3p +2)

(4.63)

dir. (4.63) esitligi, (4.61) ve (4.62) esitsizlikleri (4.60) esitsizliginde kullanilirsa
(4.59)’daki esitsizlik elde edilir.
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Teorem 4.3.12: Teorem 4.3.11’in sartlar1 altinda

; . bitpta 1 1
s L
* = 48 2 2p%+1 pq+1

1

L, (|f"’(a>l"' r (aTH)>|q>F
1
+ lLr <

AN
)l (4.64)
esitsizligi saglanir.

X

e o

Ispat: Lemma 3.3.4, iicgen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi
kullanilarak (4.60) esitsizligi elde edilir. (4.60) esitsizliginde Holder esitsizligi tekrar

kullanilirsa

Q=

1

-5

Sl

(
H, < (b;)g{ [ftzvzdt

1 1
1 ~ l l 14
> 1 ) 4 1 1 1% q
X f If"" (ta + (1 —t)b)|9dt| + f1 (1—-t)?P"dt fl (t—§> dt
0 2 2
1
1 q
X fl If""(ta + (1 —t)b)| dt (4.65)
2
esitsizligi elde edilir. Burada
1
thl’zdt = fl(l — )%’ dt = (4.66)
0 3 (2p? +1)22P°+1 '
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ve

771 prq 1 1 prq 1
- — t) dt = f (t - —) dt = (4.67
,fo (2 % 2 (pq + 1)2patt )

dir. (4.61), (4.62) esitsizlikleri ve (4.66), (4.67) esitlikleri (4.65) esitsizliginde
kullanilirsa (4.64)’teki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.13: Teorem 4.3.11’in sartlar1 altinda r > 1 icin

1

(b —a)3 <F(2p + DI (p+ 1))% r q
H, <
96 rGp + 2) 2;(r 1)

Q-

X {(lf”’(a)lq + (2“% - 1)If”’(b)|q)

1
(@ - If@l + |f"'(b)|q)“} (4.68)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.3.4, {iggen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi
kullanilarak (4.60) esitsizligi elde edilir. (4.60) esitsizliginde |f''|?’nun r-konveks

olusu kullanilirsa

1

Huﬁg [f(tze—t))pdt '

1
q

X fi[tlflu(a)lqr + (1 _ t)lf”’(b)lqr]%dt +
0

(oY) dt];

X fl [elf"" (@] + (1 - t)If”’(b)IqT]% dt] (4.69)

L 2

Nh

Q|-
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esitsizligi elde edilir. (4.30) esitsizligi (4.69) esitsizliginde kullanilirsa

1

HJ4S@ [ff(ﬂ(%—t))pdt '

1 2
2
x| [ (171 @10+ - 0l @)1
0
1
[ 1 1 14 5
-2t -=
+ L <(1 t) (t 2)) dt]
)
1
- E
X fl [T @]+ (@ =Y f" (b)) dt] (4.70)
)
esitsizligi elde edilir. Burada
1
2 1 ! 1 T
f trdt = fl (1 —trdt = —— (4.71)
0 2 (r+ 1)2'*r
ve
1
Fl t)ldt Jltldt T 1 ! 4.72
—_ r = r = —_
0 ( 1 r+1 142 (+72)
2 20T

dur. (4.63), (4.71) ve (4.72) esitlikleri (4.70) esitsizliginde kullanilirsa (4.68)’deki
esitsizlik elde edilir.

Teorem 43.14: f:1<R—->R" fonksiyonu [°de {glinci mertebeden
diferensiyellenebilir bir fonksiyon, f":1 € R — R* fonksiyonu [°’de mutlak siirekli
bir fonksiyon, a,b €1, a <b ve f"' € L[a,b] olsun. Eger |f'"| r-konveks ise

r > 1igin
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b — 3
Fog = (T)
8 18r* 4+ 7r3 4+ r? N r3 —2rt
2+ D(2r + DGr + D@ar+1) TTDEr+DEr+ HAr +1)
X (If" @]+ 1" (B (4.73)

esitsizligi saglanir.

i

Ispat: Lemma 3.3.4, licgen esitsizliginin integral versiyonu ve |f""’|’niin r-konveks

olusu kullanilirsa

N =

H, Gl L

t? (1 — ) " @I + (1 - O
6 2

+[ -0 (e=3) e @r + a- ol or ]rdt} (4.74)

2

esitsizligi elde edilir. (4.30)’daki esitsizlik yardimiyla
(b - a) " "
j |27 (5= ) 1@l + 21 - o7 (5= €)1 @)1 e

! 1 1 il 1
+f1 [(1 — )2 (t - E) FIF (@) + (1= 02 (t - E) If”’(b)l] dt (4.75)
2
esitsizligi elde edilir. Burada

TZ

jj e (% ) t) s f% 4" t)2+% (t - %) ae= 4+—(1 +3r)(1 + 4r) o

ve
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L 1

f;tz(l - t)% (%— t) dt =f1 (1 —t)z(t—%) t%dt

r3 —2rt

T +D@r+ DG+ D@+ 1)

34r* 4+ 11r3 + r?

+ 1
2" r+ DQRr+D@r+DUr+1)

(4.77)

dir. (4.76) ve (4.77) esitlikleri (4.75) esitsizliginde yerlerine yazilirsa (4.73)’teki

esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.15: f:I S R - R* fonksiyonu [°de

dordinci  mertebeden

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, f'":1 € R - R* fonksiyonu I°’de mutlak siirekli

fonksiyon, a,b €1, a<b ve f* € L[a,b] olsun. Eger |[f®|? [a,b] araliginda

r-konveks ise g > 1, % + % = 1ig¢in

1
Y3

HJ4S(b—a)4 111 1( 1 )p( 1 )%(41”1—1)%

1152 2F+5+ﬁ pq+1

fm(a;b>qNVq

F@ <“ ‘2" b)|q, |f<4)(b)|q>ll/q

3p2+1

X

L, (If(‘”(a)lq,

e

esitsizligi saglanir.

(4.78)

Ispat: Lemma 3.3.5, {icgen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi

kullanilarak

G-a*|| (2,2 \V dF !
MSTJL (#G-9) dt‘ [f PO+ - on)l'de
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1

<(1 —t)3 (t —= dt] U lf®(ta+ (1 - t)b)| dt] (4.79)

2

esitsizligi elde edilir. (4.79) esitsizliginde Holder esitsizligi tekrar kullanilirsa

(=Y
I
I
o~
N—
i
_Q
QU
o~
Q|
_/
T =

ol Pl
Pb4s(bz4a) k(fztwdt fozz /

QR

x f|f<4>(ta + (1= 0)b)|"de
0

1
1 1\ p

joomaf [F-3o]

QR

X [L l[F@(ta+ (1 - t)b)|q dt] (4.80)
2

esitsizligi elde edilir. | f (4)|q, [a, b] araliginda r-konveks oldugundan (2.15)teki

esitsizlik yardimiyla

j|f(4)(ta+(1—t)b)| dt < — L <|f(4)<a+b)| |f(4)(b)|q> (481)

ve

@ (a + b)

|f(4>(ta+ (1- t)b)| dt < - L <|f<4>(a)| ) (4.82)

NH

yazilir. Ayrica
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1
23P*+1(3p? + 1)

1
=5 1
fz t3P%dt = f1 (1-1)%°de =
0 =

2

(4.83)

ve

1 2 rq+1 1 rq+1
(D A = s

pq+1
dir. (4.81), (4.82) esitsizlikleri ve (4.83), (4.84) esitlikleri (4.80) esitsizliginde
kullanilirsa (4.78)’deki esitsizlik elde edilir.
Teorem 4.3.16: Teorem 4.3.15’in sartlar1 altinda r > 1 i¢in
1

(b — a)* [4P*1 — 1\P
144 <6(p + 1))

H, <

Q|-

( y q )
X i Y@ +B1Bq + 1+ DI @I

Bqr +r +1)2%F

QR

1 r q
+|ABa+1,-+ DIF®w)|" + @ (a)| (4.85)
2 GBqr +r + 1)2%77

esitsizligi saglanir. Burada £, tamamlanmamis Beta fonksiyonudur.
Ispat: Lemma 3.3.5, iicgen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi

kullanilirsa

b-a)*||z2 \? g 3
H"*STJL 5-¢) dt] U 4] f@ (ta + (1 - 0p)|de
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1
q

1
1 p p[ r1
+ f (t—%) dtr U% (1—0)%|f®(ta + (1 - t)b)|"dt (4.86)

1
2

esitsizligi elde edilir. (4.86) esitsizliginde |f®|"’nun [a, b] iizerinde r-konveks

olusu ve (4.30) esitsizligi kullanilirsa

1

b, < 2= F(Z t)pdtp
724 o \3

1
g
B9 | F @@ + A — OF|fDb)[de| +

N| =

XI

1
[ 1 1 1 5
X fl (1 -3 [er|f@@)]|" + (1 - t)r|f@ (b)|q]dt] (4.87)
2
esitsizligi elde edilir. Burada
1 2 p+1 1 p+1
22\ oy (3 -()
[FC=e) ae= [ (-2 ae - , (459)
o \3 1 3 p+1
2
5 1 1 1
2 Tr
f 397 dt = f1 (1—t)**7dt = - (4.89)
0 2 GBqr +r + 1)2%77
ve
1
2 1 1 1 1
j t34(1 — t)rdt = Jl (1 —t)3trdt = p1 (Bq + 1,; + 1) (4.90)
0 = 2
2

dir. (4.88), (4.89) ve (4.90) esitlikleri (4.87) esitsizliginde yerlerine yazilirsa
(4.85)’teki esitsizlik elde edilir.
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Teorem 4.3.17: f:1 € R - R* fonksiyonu i¢in n € N, n > 1 olmak iizere f™,
I°’nde var ve a,b €1, a <b igin f™ [a, b] iizerinde integrallenebilir olsun. Eger

|f™| [a, b] iizerinde r-konveks ise 7 > 1 igin

H15S(b_a) T

TL+1+? 2

1
+,81(n+1,—+1>
1 1
n (nr+r+1)2 r

X [|[F™ @] + [F™®b)]] (4.91)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.3.6 ve iicgen esitsizliginin integral versiyonu kullanilirsa

b—a)n| (2
HJSS%[L t"|f™(ta + (1 —t)b)|dt

+j1 A=) f™(ta+ (1 - t)b)|dt] (4.92)
2

esitsizligi elde edilir. | f (™| fonksiyonu r-konveks oldugundan
b-ar| (2 !
s =—— [f (e f @] + A -0l M@ ) de
' 0

+ L (1= )"(t|f™ @] + @ -e)|f™ (b)|r)7dt] (4.93)
2

elde edilir. (4.30) esitsizligi (4.93) esitsizliginde kullanilirsa
b=\ | [2(,ns
—a)" 2 1
Hos < <T> U (el @] + 21 - o F OB ) de
- 0

1 1 1
+ fl <(1 — 0" |[fM (@] + (1 - )™ f(“>(b)|> dt] (4.94)
2
esitsizligi elde edilir. Burada
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1

2 .1 1 1 r

f t"rdt = fl (1-0)"rdt = - (4.95)
0 2 (nr +r+1)2"7

ve
1
2 1 L 1 1

f t"(1—-t)rdt = f1 1 -t)"trdt = p1 (n + 1,; + 1) (4.96)
0 > 2

tiir. (4.95) ve (4.96) esitlikleri (4.94) esitsizliginde yerlerine yazildiginda (4.91)’deki
esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.18: f:1 € R —» R* fonksiyonu i¢in n € N, n > 1 olmak iizere f™,

I°°nde var ve a,b €1, a < b icin f™ [a, b] iizerinde integrallenebilir olsun. Eger

|9 [a, b] {izerinde r-konveks ise r > 1 ve g > 1,% +§ =1 igin

1 1
. < (b — a)“( 1 )5 r 1
Tt N D2\ gy

1

lirowr s oo (- o)

+ [|f(“)(a)|q (2”% — 1) + |f(n)(b)|q]%} (4.97)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.3.6 ve iiggen esitsizliginin integral versiyonu kullanilirsa (4.92)

esitsizligi elde edilir. (4.92) esitsizliginde Holder esitsizligi uygulanirsa

N[
QR

H,SSMH

1
7
~ t"Pdt f If™(ta + (1 - t)b)|dt
) 0 0

50



4, BULGULAR Mustafa KARAGOZLU

1 1

1 P 1 q
+ (fl (1- t)"Pdt> (fl lFf™(ta+ (1 - t)b)|th> (4.98)

2 2

esitsizligi elde edilir. (4.98) esitsizliginde |f|* fonksiyonunun [a,b] iizerinde

r-konveks olusu ve (4.30) esitsizligi kullanilirsa

1

|
<—(b_a) |

1 P 1
2 27 1 N 1 N
Hs < o J;) t"Pdt J;) [trlf( )(a)lq + (1 —o)r|f¢ )(b)|q] dt

1

1
1 D 1 q
+ (fl - t)"pdt>p (fl [t%|f(n)(a)|" +(1— t)%|f<n)(b)|"] dt)q (4.99)

esitsizligi elde edilir. Burada

1
2 1 1
np ¢ — _ AP A —
fot dt = fz (1—t)"Pdt = G T DT (4.100)
1
2 1 ! 1 r
f trdt = fl (1 - t)rdt = —— (4.101)
0 2 (r+1)2'*r
ve
2 1 1 r 2y 1
J;) (1—-t)rdt :J; trdt = G+ D ! (4.102)
2 27

dur. (4.100), (4.101) ve (4.102) esitlikleri (4.99) esitsizliginde yerlerine yazildiginda
(4.97)’deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.19: Teorem 4.3.18’in sartlar1 altinda

(b —a)"
1
n!2p

Hs <
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f ;
X{ : 1|f(“)(a)|q+ﬁ1(qn+1,l+1> IF® b))
L (qnr +r + 1)2"M+ 7 2 r

1
q
T

! ™ )|? mpy |9
+| A (qn +1-+ 1) lFf™ @] + =™ (D) (4.103)
2 (qnr +r + 1)2"+ 7

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.92)’deki esitsizlige Holder esitsizligi uygulanirsa

(b — a)“|[ 3 '/ 3 a
Hig < Til fo dt fo tM|f™(ta+ (1 - t)b)|th
il 1
1 7 1 q
+ (ﬁ dt) (ﬁ (1—6)"|f™(ta + (1 - t)b)|th> (4.104)

esitsizligi elde edilir. (4.104) esitsizliginde |f™|" fonksiyonun [a,b] iizerinde

r-konveks olusu ve (4.30) esitsizligi kullanilirsa

1
(b - a)n[ 71 ! ‘
s < ———|| | e[ f @] + @ - o) | ™ b)|"1at
n!2p [ 0
1
! L q L q 1
+ fl A -o™M[er|[f™ (@ + @ = Or|f™®)| ]dt (4.105)
2
esitsizligi elde edilir. Burada
3 1 1 1
2 r
j t"trde = jl (1—-t)M*rdt = - (4.106)
0 2 (qnr +r + 1)2"+ 7
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ve

1

3 1 1 1 1
fz t"4(1 — t)rdt = fl (1 —p)™trdt = p1 (qn + 1,; + 1) (4.107)
0 = 2
2

tir. (4.106) ve (4.107) esitlikleri (4.105) esitsizliginde yerlerine yazildiginda
(4.103)’teki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.20: Teorem 4.3.18’in sartlar1 altinda

Hs <

1
: ;!a) (2“+1(11 + 1))p

1
T 1 I
n q n q
X : ) n+1+1|f( )(a)| +ﬁ%<n+1,;+1)|f( )(b)]
nr+r+1)2 r

1
q
1 r
+( B (n +1,-+ 1) IF™@)|* + -IF™ )| (4.108)
2 r (nr + 7+ 1)2" 7

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.92) deki esitsizlige Holder esitsizligi uygulanirsa

Q=

1
1 \p/ 1

oo fzt"dt Ftnlf“‘)(ta +(-op)|'dt
0 0

fos < n! l

1 D 1 %
+ (jl (1- t)”dt) <f1 A=-O"f™(ta+ (1- t)b)|th> (4.109)
Z 2

[

esitsizligi elde edilir. (4.109) esitsizliginde |f™|* fonksiyonunun [a, b] iizerinde

r-konveks olusu ve (4.30) esitsizligi kullanilirsa
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(b | (2 ’ 7 (1 1 ‘
Hs < % fzt”dt fz ¢n [t7|f<“)(a)|q +(1- t)F|f<“)(b)|q] dt
1
1 14
+ (fl 1- t)"dt)
1
1 q
x <f1 (1—1)" [t%|f<n)(a)|" +(1- t)%|f<n>(b)|"] dt> (4.110)

esitsizligi elde edilir.

1

Ft”dt = fl(l t)"dt = .
0 ! S 2"1(n+1)

olusu ve (4.95), (4.96) esitlikleri (4.110) esitsizliginde yerlerine yazilirsa
(4.108)’deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.21: Teorem 4.3.18’in sartlar1 altinda

S

(b—a)“( 1 )

H. <
Y (np — p + 2)2mP-p+2

N
T ol r 31\,
’ ((zr 122 @ e DE D (T i r@)

r 3r+1 . q
* ((r +1)(2r + 1) (T _F> F™ @)

1

+ L |f<n)(b)|q>q (4.111)
(2r + 1)2%*r

esitsizligi saglanir.
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Ispat: (4.92)’deki esitsizlige Holder esitsizligi uygulanirsa

b -ayl( (o %
—a 2 np-p+1 2 e _ q
H; < oy fo tmPPHlge fo t|f™(ta+ (1 —6)b)| dt
1 1
1 p 1 q
+ (fl (1- t)”p‘p“dt) (fl A-0)|f™(a+ 1 - t)b)|th> (4.112)
z 2

esitsizligi elde edilir. (4.112) esitsizliginde |f ™| fonksiyonunun r-konveks olusu

ve (4.30) esitsizligi kullanilirsa

1 1
(b )nl[ 7 P 7 1 1 a
—a 2 2
Hig < ———| f PPy f t [tF|f(“)(a)|q +(1- t)?|f(“)(b)|q] dt
' 0 0
1
1 P
+ (jl (1- t)”P‘P“dt)
2
1
1 1 q 1 q q
x fl (1-10 [tr|f<n>(a)| + (1= OF|F ™)) ]dt (4113)
2
esitsizligi elde edilir. Burada
1 1
fz tPPHlge = f (1 —)—PHige = ! (4.114)
: : (w—p+ DT '
3 1 1 1
2
j t'rdt = jl A-t)'*rdt=—— (4.115)
0 3 2r + 1)2%*r

ve
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1
2 1 1 1 r 3r+1
fo t(1—t)rdt = f% (1—t)trdt = D@D (r - - ) (4.116)

22+F

tir. (4.114), (4.115) ve (4.116) esitlikleri (4.113) esitsizliginde yerlerine yazilirsa
(4.111) deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.22: f:1 € R —» R* fonksiyonu i¢in n € N, n > 1 olmak iizere f(“),

I°’nde var ve a,b €1, a <b icin f™ [a, b] iizerinde integrallenebilir olsun. Eger

|f™|9 [a, b] {izerinde r-konveks ise g > 1 ve % +% = 1 igin

1

w(iro@r o () )

1
% <(b—a)“< 1 )5)(
5= 2n+i(pl) np +1

+l£r<

esitsizligi saglanir.

1

fo (aZLb)r , If(“)(b)lqﬂa (4.117)

ispat: |f (“)lq [a,b] araliginda r-konveks oldugundan (2.15)teki esitsizlik

yardimiyla
: : q
[Iroaa+ a-onlae <z, <|f<“> (S9) o) ) (4-118)
0
ve
1 q
jl IF™(ta + (1 - t)b)| dt S%LT <|f(n>(a)|q, |f<n> (a ;’ b) ) (4.119)

N

yazilir. (4.98) esitsizliginde (4.100) esitligi ve (4.118), (4.119) esitsizlikleri
kullanilirsa (4.117)’deki esitsizlik elde edilir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu c¢alismada konveks ve ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar igin
Simpson tipinde; r-konveks fonksiyonlar i¢in ise Hermite-Hadamard tipli, Ostrowski
tipli ve Simpson tipinde integral esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica n. mertebeden
diferensiyellenebilir r-konveks fonksiyonlar i¢in de esitsizlikler elde edilmistir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar tez calismasinda temel alinan lemmalar
yardimiyla konveks fonksiyonlarin farkli siniflari igin yeni sonuglar elde edebilirler.
Ayrica n. mertebeden diferensiyellenebilir r-konveks fonksiyonlar icin literatiirde
mevcut olan bagka lemmalar kullanilarak da yeni sonuglar elde edilebilir. Dahas1 bu
lemmalar koordinatlarda yeniden ifade edilerek koordinatlarda konveks fonksiyon

smiflari igin esitsizlikler yazilabilir.
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