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ONSOZ

Bu calismadaki 1lk bdlimde temel bilgileri teskil eden
topolojik uzaylar, Banach uzaylari, Hilbert uavlara ve ﬂP
uzaylari verilmigtir.

Ikinci bélimde, bir Banach uzayi olan f uzayinin anla-~
s1lmasy icin ilk énce OlglUlebilir uzaylar, dlglUlebilir fonk-
sivonlar, OlcUm uzavylari ve ﬁf uzaylari verilmigtir.

Uglincl bélumde ise Frdchet uzaylarina ayrilmis, bunun

yvaninda Fréchet tirevi holomorfik fonksin ve Chebyshev poli-

nomlariy tanitilmigtir.
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OLET

Harhangil bir Banach uzayi bir Fréchet uzayildir.

Bu calismada recl Banach uzayil Uzerinde homojen polinom-
lari tanimlayarak bu polinomlarin tuirevlierine iligkin bazi
sonuclarin ispatlary verilecektir. '

Bu galisma U¢ bolumden ibaret olup ilk bdlimdo ¢alisma-
miz igin gereklil olan temel bilgiler verilmistir. Ikinci b6-
limde i1lk Once Olglim uzavliarina iliskin sonuclar incelenerek
birer Banach uzayi olan ° (1<ps®) uzaylari tanitilmistir.

Uclncl bdlumde ise Fréchet uzaylari tanimil verilerek bu
uzaylar lUzerinde tanimli olan homojen polinomlarin tlrevlieri

incelenmistir.



SUMMARY

Any Banach space is a Fréchet space. In this studyrth@
homogenous polynomials on the Banach space will be defined,
andthe proofs of some results corcerning the derivatives of
these polynomials will be given.

This study consists of three parts; In the first part,
the essential information necessary for our study is given.
In the second part, the results concerning measure spaces are
axamined and f spaces which are Banach space$ are introdu-
ced.

In the third part the Fréchet spaces are defined, and
the homogenous derivatives of homogenous polynomials

described on the mentioned spaces are examined.



GIR1S

Herhangi bir tam metrik uzay kavrami yvakinsaklik ve
Cauchy dizisi ile yakindan ilgilidir. Dolayisivle bir Fréchet
uzayl tam metrik uzay ve verel konveks bir uzay olup, Banach
Uzavlary Fréchet uzavlaridir. Bu uzaylara en mugsahhas Ornek
nlarak k mertebeve kadar slrekli kismi tlrevlere sahip olan
konveks fonksiyonlarin ﬁf uzayl verilebilir.

Bu calismamizda Fréchet uzaylari dzellikle de reel
Banach uzayi Uzerinde homojen polinomlari tanimlavarak bu po-
linomlara iliskin sonuglarin ispatlari verilecektir.

Calismamiz Uc bolumden olusmaktadir. Ilk bdlimde temel
bilgileri teskil esden topolojik uzaylar, metrik uzaylar,
normlu uzaylar, Banach uzaylari, Hilbert uzaylar1/4>uzay1ar1
verilmistir.

Tkinci bdlimde Olclm uzayir ile ilgili dzellikler ince-
lenmistir. Daha sonra Banach uzayinin daha iyl anlagilmasa
icin ﬁf velf uzavlarinin tanimlari verilerek bu uzaylara

iliskin temel 6zellikler detavya girilmeksizin verilmigtir.

Uclncl bélimde ise Fréchet uzaylarina iligkin bazi so-
nuclar elde edilmistir. Daha sonra bu uzaylar Uzerinde taﬁlmw
11 homojen polinomlaran tlrevlerine iliskin sonuglar veril-
mistir. Son olarakta holomorfik ve Chebyshev polinomlarinin

dzelikleri ispatlanmistir.



1. ON BILGILER
1.1. Topolojik Uzaylar
1.1.1. Tanim: X bos olamavan bir kime ve X* in altklUmelerinin
bir U sinifi verilsin., Eder asagirdaki sartlar sadlanivorsa U
sinifina X Uzerinde bir topoloji ve (X,U) ikilisine de bir
topolojik uzay denir.
Ti. X, € U
n
T2. Her i=1,2,...,n igin Aje U ise N Ai € U dir.
i=1

T, Her i€l # ¢ icin Aje U ise U Ai € U dir.
iel

Bu caligmada (X,U) topolojik uzayini kisaca X ile gdste-
recediz.
1.1.2. Tanim: Bos kimeden farkli bir X kimesi ile X’in blUtun
altkimelerinin H sinifi verilsin., P sinifi Tanim 1.1.1.°
in sartlariny sadlivor ise O sinifina X Uzerindeki discre-
te topoloji denir. (X,30) uzavyina da discrete topdlojik uzay
denir.
1.1.3. Tanim: (X,U) topolojik uzayi verilsin. U’nun elemanla-
rinin herbiri bu topolojik uzayin bir agik kUmesidir denir.
1.1.4. Tanim: Bir topolojik uzaydaki agik kimelerin tUmleven-
lerine o topolojik uzayin kapali kimeleri denir.
1.1.5. Tanim: X topolojik uzayinin bir noktasi x olsun. X
noktasini igeren bir & agik altkimesinin her N Ustkimesine x
noktasinin komgsuludu denir.
1.1.6. Tanmim: (X,U), (Y,V) iki topolojik uzay, Ffi:X—>Y bir
fonksiyon ve xXe€X olsun. f{xe) 1n her N' komsuluunun f al-

tindaki ters gérintlisl xeo’in bir komsuludu ise, f fonksiyo-



nuna xe nNoktasinda silireklidir denir.

1.1.7. Tanim: X ve Y iki topolojik uzay ve fT:X—>Y fonksivyonu
vaerilsin. Eer Y’ 'nin herbir acik altkimesinin f altindaki
ters goruntisi X’in bir acik altkimesi ise ¥ fonksiyonuna X
tizerinde siireklidir denir.

1.1.8. Ornek: (X, discrete topolojik uzaylr ile herhangi bir
(Y,V) topolojik uzayy verilsin. Bu durumda X’den Y’yve tanimli
her fonksiyon slUreklidir.

1.1.9. Tanim: X ve Y topolojik uzaylari verilsin. Eger

-1
FiX—>Y fonksiyonu birebir, lUzerine, sirekli ve f ters

fonksiyonu da siirekli ise f fonksiyonuna homeomorfizma’dir
denir.
Bu durumda X ve Y uzaylarina homeomorf uzaylar denir.
1.1.10. Teorem: X, Y ve Z topolojik uzaylari verilsin. Eder
f:X—>Y ve g:Y—>Z fonksiyonlari siurekli ise
hz=gof :X—>Z

tanimli olan bileske fonksiyonu da sireklidin (&]
1.1.11. Teorem: X ve Y topolojik uzaylari ile f:x——>Y7fonksﬁ*
vonu verilsin. Bu durumda asadidaki dzellikler aralarinda
denktirler:

i) f slUreklidir.

ii) Y'nin herbir acik altkimesinin f altindaki ters go-
rintisii X’in bir agik altkimesidir.

iii) Y’nin herbir kapali altkUmesinin T altindaki ters

gbrintist X’in bir kapali altkUmesidir. [1)



1.2. Metrik Uzaylar

1.2.1. Tanim: @ £ X kimesi ile bir d:XxX—>IR fonksiyonu ve-

verilsin. EJder her x,y,z € X igin asagidaki sartlar sadlani-

yorsa d’ ye X lUzerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine bir met-

rik uzay denir.

Ml. d(x,y)20 ve d(x,y)=0 <=> x=y.

it

M2. d(x,y) d{y,x) (Simetri 6zellidi)

N

M3. d(x,y) d(x,z)+d(z,y) (Ucgen esitsizlidi)

1.2.2. Tanim: (X,d) metrik uzayil ile elemanlari X’den alinan

bir (xn)n21 dizisi verilsin. EJer
(n—>®) iken d(xn,x' )—> O

olacak gsekilde bir x'eX elemani mevcut ise (Xn)n21 dizisi
(X,d) metrik uzayinda yakinsaktir denir.

1.2.3. Tanim: X bir metrik uzay olsun. X’deki herbir dizi ya-
kinsak bir alt dizivye sahip ise X’e Kompakt kime denir.
1.2.4. Tamim: (X,d) metrik uzayi ile elemanlari X’den alinan

bir (xn)n21 dizisi verilsin. Eger,
(m,n—>o) iken d(xn,Xmn)—> O

oluyorsa (Xn)n21 dizisine (X,d) de bir Cauchy dizisi denir.
1.2.5. Tanmim: (X,d) metrik uzayi verilsin. (X,d) uzayindaki
herbir (xn)n21 Cauchy dizisi X’in bir x'eX elemanina vakinsi-
yor ise (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

1.2.6. bBrnek: IR, gercel sayillar kumesi olmak lzere

d:IRXIR—>IR,



d(x,y) = |x-v|
ile tanimli d fonksiyonu IR’de bir metriktir. Bu metride ali-
s1lmigs metrik veya mutlak deder metrigi denir. Boylece (IR,d)
ikilisi bir metrik uzaydir. Ustelik (IR,d) bir tam metrik
uzaydir.

2 2
1.2.7. Ornek: x=(x1,x2)€IR ve y=(y1,y2)elR olmak lzere,

1/2

2 2
d(x,y) = T (xi-yi)
i=1

2 2 2
ile verilen d:IRXIR—>IR fonksivonu, IR ’"de bir metriktir.

Gercekten, bu fonksiyonun Tanim 1.2.1°in sartlarini sadladida

gésterilebilir.

Mi. d(x,y) = O <=> % = vy
1/2
2 2
d(x,y) = 0 <=> L (Xi-yi)
izl
2 2
d(x,y) = 0 <=> X (Xi-=yi) = O
izl
2 2
<=> ({x1-y1) = 0 , (xz2-yz2) = 0O

<=> (x1-y1) = 0 , (Xz2-yz2) = O
<=> X1 = Y1, X2 = ¥y2

<=> (x1,%x2) = (y1,y2)

<=> X = ¥y

M2. d(x,y) = d(y,x)

1/2



d(x,y)

it
5o
HMN
[,

~

X

.

§

s

.

Nt

N

L |

2 2
= no(yi=-xi) = d(y,x)
1=1

M3. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)

1/2

2 2
L (xi-vyi)
i=1

2 2
[: L (Xi-zi+zi-vyi) :](Minkowski esitsizligdi)
i=1

3t

d(x,y)

1/2

1

1/2 1/2

2 2 2 R
[: L (xi-zi) :} * {: L (zi -~ vyi) :}
i=1 bl = 31

d(x,z) + d(z,y)

N

it

1.2.8. Tanmim: (X,d) ve (Y,/’) metrik uzaylari ile f: X—>Y
fonksiyonu ve XeoeX noktasi verilsin. € > 0 verildidinde her

xeX igin
d(x,x0) < & iken  A(f(x),f(xe) < T

olacak gekilde bir & = 8(xo, &) >.0 sayisi varsa f fonksiyon-
una Xeo da streklidir denir. f, xX’in her noktasinda sirekli

ise f, x Uzerinde sireklidir denir.



1.3. Normlu Uzaylar
1.3.1. Tanim: (A,o0,*) iki iglemli cebirsel yapisi verilsin.
1) (A,0) bir dedismeli grup,
ii) *’1n birlesme O6zelidgi var,
iii) *’1in o lUzerinde soldan ve saddan dagilma 6zellikleri
varsa (A,0,*) cebirsel yapisina halka denir.

Dedismeli bir halkada, sifir eleman ¢irkarildiktan sonra
geriye kalan slemanlar bir grup oclusturuyorsa bu halkaya bir
cisim denir.

1.3.2. Tanim: L bos olmayan kliime ve F bir cisim olsun.
Ayrica,

o Lxl—>L

Lo FExl—>L
fonksiyonlari tanimlai olsun. L kimesini yukarida taniml:i olan
igslemlere gdre donatalim. EZer her x,y,zel. ve her 'h,&:eF
icin asagidaki sartlar sadlaniyor ise L’ye F lUzerinde tanaimla

bir lineer(veya vektdr) uzay denir:

Ll. x+y = y+x (Degismse 6zelli§15

L2. X+(y+z) = (x+y)+z (Birlesme 6zellidi)

L3. Her xel igin x+8 = B+x =x olacak gsekilde bir tek
8el elemani vardir. (Birim elemanin varlidy)

L4. Her xelL igin x+(-x)=8 olacak sekilde bir tek (-x)elL
alemany vardir. (Ters elmanin varlidi)

L5. 1.x=x olacak gsekilde bir leF elemani vardir.

L6.  Alx+y)= Axt Qy

L7. (A+Y)x = x+e x

L8. (Ak)x= A(kx)



Eger F=IR veya (C ise L’ye gerg¢el (veya kompleks) lineer
uzay denir.
1.3.3. Tanim: L hem bir lineer uzay ve hemde topolojik uzay
olsun. L’deki toplama ve skalerle carpma islemleri L’déki to-
polojiye gdre sirekli ise L’ye topolojik vektédr uzaya denir.
1.3.4. Tanim: L, F lzerinde bir vektdr uzayi ve B, L’nin bir
altkimesi olsun. B’nin elemanlari lineer badimsiz ve B, L’vi
geriyorsa B’ye F Uzerinde L’nin bir tabani denir.

1.3.5. Tamm: L bir lineer uzay ve ACL olsun. Her x,yeA icin
Mz{ zelL:zzax+(l-a)y , Ofasl. }cA

oluyorsa A’ya konveks denir. Buradaki M’nin, u¢ noktalari x
ve vy olan kapali bir dodru parcasy oldudu aciktair.

1.3.6. Tanim: EJer konveks cimlelerden ibaret E’deki komsu-
luklarin bir tabani varsa E topolojik uzayi, bir yerel kon-
veks uzaydir denir.

1.3.7. Tamim: F cismi lizerinde tanimlanan bir L lineer uzaya
ile ¢ # MCL altkimesi verilsin. Eder her x,y €M ve her

ALK eF igin,
Ax+ y &M

oluyor ise M, F Uzerinde bir vektdr uzayidir ve M uzayina L’

nin alt vektdr uzayi denir.
2
1.3.8. Ornek: Baslangig¢ noktasindan gecen her dodru IR ’‘nin

bir alt uzayidir. Gergekten,

2

xoy dizlemi, IR uzayini temsil etsin. 0Orjin noktasindan



gegen herhangil bir d dodgrusunu alalaim.
y K
B

<
O X
e
2

d’> nin, IR ’nin bir alt uzayi olmasi lgin A,Bed verildidinde

A3

A% €IR  skalerler igin Aa+X¥ B ed olmalidir.

A

133

(x1,¥Y1) . B = (xz2,yz) olsun.

K An+k B

it

Alxa,y1) +¥ (xz,y2)

it

(A%1, Ay1) + (¥xz, V¢ vyz)
(Axi+xz , Dvie¥yz)

3]

H

oclur.
d’nin denklemi y=mx seklindedir. A,B noktalari d Uzerin-
de oldudundan bu noktalarin koordinatlari y=mx denklemini ay-
ri ayri sadlarlar. Yani yi1 = mxi1 ve yz = mXz vazilabilir.
K'’nin, d Uzerinde olmasi igin K’nin koordinatlari y=mx denk-
lemini saglamalidir. Yani K=(x3,yz) ise yz = mxxs olmalidir.
x3 = Axy +% x2
ys = Ayr +ty2

A

burada yi1 =mxi , yz=mxz alalim.

1

V3 Almxy ) + ¥ (mxz)

3

Y3 m( Axi+ Kxz)

mx3 oldudgundan

1t

Y3

2 A+ Y B=K noktasi d dogrusu Uzerindedir.
2

A,B & d ve A,V e IR igin Aa+UB d oldugundan d, IR
nin bir alt uzayidir.

1.3.9. Tanim: Aynl F cismi Uzerinde tanimla L ve P lineer u-



zaylary ile bir f:l —>P fonksiyonu verilsin. Eer her u,v €L

ve her Q,t eF igin

Flaurkv) = AW+ KT (v)

esitligi sadlanir ise, T Fonksivonuna bir lineer dinuUsiim
denir.
1.3.10. Tanim: bi,bz....,bn katsayilari ve ¢ sabiti F’nin

almaniy olmak Uzere,
L(x) = F(X1,X2,....,X%n) = biXi+...+bnXn+c

olarak tanimlanan lineer forma F cismi lzerinde tanimli n-de-

giskenli bir lineer fTorm denir. Eder c=o ise bu forma homo-

Jendir denir.

1.3.11. Tanim: E, F cismi lUzerinde normlu uzay olsun. Eder,
%1 s ew.-s%n €E ve o(n) dodal savilarin herhangi permu-

tasyanu olmak lzere

L(x1,...,xn) = L{Xo(1)sxnusXo(n))

n
igse L:E —>F tanimli olan n-linesr formuna simetrik n-lineer

form denir.

1.3.12. Tanim: N bir lineer uzay ve “.ﬂ: N—>TR fonksivonu
vaerilsin. Bu fonksiyvon asadidaki sartlara éa@llyor ise bu
fonksiyona N Uzerinde bir norm ve (N,@.ﬂ) ikilisine de bir
normlu uzay denir.

Norlu uzayi Kisaca N ile gdsterecediz.

NL1. xeN igin "xﬂ 2 0 ve ﬂxu = 0 <=> x=0



zavlary 1le bir T:1 —>P Ffonksivonu verilsin. EJer her u,v &L

ve her X,k el i¢i
FlAau+rbev) = AF(ul+&fv)

a8s3itlidi sadlaniy ise, T Forksiyonuna bir lineer dinlsum
denir.
1.3.10. Tanim: pbi1,b:z,....bn katsayrlari ve ¢ sabiti Fnin

glmaniy olmak Uzere,
LX) = T(X1,%2,0un.sXn) = bBiXit...thnxn+c

olarak tanimlanan linsgr forma F cismi Uzerinde tanimli n-de-

Fiskenli bir lineer form denir. Eder c=zo ise bu forma homo-

jendir denir.

1.3.11. Tanim: E, F cisml dzerinde normlu uzay olsun. EJer,
X1 ,ee..,%n €FE wve o(n) dodal sayilarain herhangi permu-

tasyanu olmak lzere

L{x1,...,xn) = L{Xo(1)s«e sXa(n))

n
ise L:E —>F tanimli olan n-linser formuna simetrik n-lineer

form denir.

1.3.12. Tanim: N bir linger uzay ve ﬁ.u: N—>TR fonksivonu
varilsin. Bu Tonksiyon asadidakil gartlari sadlivor ise bu

fonksivona N Uzerinde bir norm ve (N,u.ﬂ) ikilisine de bir
normlu uzay denir.

Norlu uzayl Kisaca N ile gbOsterecediz.

N1. x€N igin nxn z2 0 ve Bxﬂ z 0 <z> x=8
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N2. Her xeN ve A skaleri icgin
< = | 2l
N3. Her x,yeN igin [xty] < gxﬂ + ﬂyﬂ
1.3.13.0rnek: x| = x| ile tanimlanan |.|: ¢ —>IR fonksiyo-

nu C Uzerinde bir normdur. Yani (Q:,H.H) ikilisi bir normlu
uzaydir. Gercgekten,

xza+ib, y=ct+id e alalim.

N1. gxﬂ = O <z=> x= 8
ﬂxn = O <= ]x]: B
<=> |a+ib‘ = 8
2 2 1/2
<=z» (a +b ) = B
2 2
<=z> a = B8 ve b = 8

N2l = 2l
ok = 1)
= | allx|
= | 21
N3Z. 5x+yg s =)+ ly ]
Dety] = Pty
< x|+ o|y] (Ucgen esitsizliginden)
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1.3.14. Tanim: N normlu uzayl ve elemanlari N’den alinan bir

(xn)nz1 dizisi verilsin. Eder,

(n

>a ) iken [xn-X | —> ©

olacak gekilde bir xeN elemaniy varsa (xn)n21 bir yakinsak
dizisidir denir.

1.3.15.0nerme: Egder (xn)n21 dizisi bir x degerine yakinsiyor
ise o zaman x tektir.[7]

1.3.16. Tanim: N bir normlu uzay ve elemanlari N’den alinan

bir (Xn)n21 dizisi verilsin.
(m,n—->m) iken |Xm=xn| —> O

oluyor ise (xnJn21 dizisine Cauchy dizisi denir.

1.3.17. Onerme: Her yakinsak (xn)n21 dizisi bir Cauchy dizi-
sidir.[7]

1.3.18. Onerme:

Bir (xn)n21 Ceuchy dizisidir <=> lim ﬂxm wxnu =z O dir.
m, n=—>w

(7]
1.3.19. Tanim: N normlu uzayl verilsin. (xn)n21 , N’ nin
elemanlarindan alinan bir Cauchy dizisi olsun. Eder

(n——>w} iken |[xn-x | -——> 0

\

olacak sekilde bir x &N e@lemani varsa, N’ye tam normlu uzay

denir.

1.4. Banach Uzavlara

1.4.1. Tanim: N bir normlu uzay ve slemanlari N’den alinan
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bir (xn)n21 dizisi verilsin. Eger,

(m,n

(n

>o) dken [xm-xn| —> 0 olmasi durumunda

>e) iken ﬂxn—x‘ﬂ —> 0 olacak sekilde bir

x'eN elemani varsa, M’yve Banach uzayi denir.
Eder N, gergel(veya kompleks) tam normlu uzay ise N’ye

gercel(veya kompleks) Banach uzayil denir.

n
1.4.2. Teorem: IR ={x: XZ(X1,X2,...,%n), xi&€IR} kiimesi
n 2 1/2
Ixle = (3 x| )
i=1

normuna gore bir gercel Banach uzayidir. [8]

1.4.3. Ornek: X,Y Banach uzayi ve |- ]:XxY—>IR fonksiyonu

ﬂ(x,y)ﬂ = max(ﬁxﬂ,yyﬂ) ile tanimlansin. Eder XxY uzayl bu

norm ile donatilirsa XXY de bir Banach uzayidir. Géfcektéh,
Once [(x,y)]| = max(ﬂxﬂ,ﬂyg) fonksiyonunun XxY Uzarinde

bir norm oldugunu gbdsterelim. Bunun ig¢in Tanim 1.3.12°in sart-

larainin sadlandidini gdsterelim.

N1. J(x,¥) [0 <=> (x,y)=8
XxY

[(x,y)] = 0 <=> max(|x], |y]) = ©
<=> [Ix}=0, Jy|=0 (X, Y normlu uzay)

<z=> x=8 , y=8

N2. =l
[ 206, ) [=§ Qe 2y) [=maxCax |, [y )
smax({al ], {21y D
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(X,Y normlu uzay oldudundan)
<[ WmaxC x|y Iy D
=[AlTOGy) |

N3 fxtv] s [xfr]v]

[(x1,y1)+(xz,y2) |=|x1+x2,y1+y2) |

=max( [xi+xz |, Jyi+yz])

(X, Y normlu uzay oldugundan)

128

max( [x1 | Ix2 |, |y1 vz ])

H

max( [x1 ], [y1 [)+max(xz |, jyz|)

2]

[(x1,y1) [+ (x2,y2)|
Boylece verilen fonksiyon XxY Uzerinde bir normdur. XxY
Uuzayinin bir Banach uzayl olmasi icin XxY’nin bu norma godre
tam uzay oldudunu gdsterelim.
X bir Banach uzayl oldugu igin X' den alinan her Cauchy
dizisinin limiti yine X’e aittir.
X tam ise (xn)eX verildiginde
(m,n——>0) iken |xw=xn| —> O (1-1)
(n——>w) iken [xn-x'] —> 0 (1-2)
olacak sekilde x'eX vardir.
Y tam ise (yn)eY verildidinde
(m,n—>®) iken |ym-yn] —> O (1-3)
(n—>») iken |Jyn-y'] —> 0 (1-4)
olacak sekilde y'eY vardir.
Once XxY’de bir Cauchy dizisi segelim. (xn) ve (yn)

sirasiyle X ve Y'de birer Cauchy dizisi ise (xn,yn) dizisi
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XxY’de bir Cauchy dizisidir. Bunun dodruludu gdrmek igin,
(m,n—>0) iken |(xm,yn)=-{xn,yn)}] —> O
oldudunu gostermeliyiz.

[ (¢m=xn ), (ym=yn ) [Zmax( |xa=xn |, {ym-yn |)—>max(0,0)=0
(1-1 ve 1-3 den)

oldugundan (m,n—>o) iken J(xm,ym)~(xn, yn)] —> O olur.
Simdi bu Cauchgdizisinin XxY’de bir noktaya yakisadigini
gbsterelim. Yani XxY deki (xn,yn) Cauchydizisinin (x!,y')exxy
noktasina yakinsadigini gdsterelim. Bu durum
(n—>w) ﬂ(xn,yn)~(#‘,y‘)g —> 0 olmasi ile mumkindir.
[Oensyn )=y D) = Oam=x" ), (yn=y ") ]
:max(gxn~x‘H,HYn“y'H)->max(o,o) (n—>w)
(1-2 va 1-4’den)
oldugundan (n—>w) iken [(xn,yn)-(x',y')]—> 0 olur. Buna
gbre XxY’deki (xn,yn) Cauchy dizisi (x',y ')exXxY noktasina ya-
kinsamaktadir. 0 halde XxY normlu uzayi bir tam uzaydir.

Bu durumda XxY verilen norma godre bir Banach uzayidir.

1.5. Hilbert Uzaylara
1.5.1. Tanim: X, F cismi Uzerinde bir vektdr uzayl olsun.
<, DiXxX—>F fonksiyonu asadidaki sartlari sagliyor ise bu

fonksiyona ic carpim(veya i¢ carpam fonksiyonu) denir.

Il. X,YeX icin <x,y>=<y,x> (F=IR is®e <X,y>=<y,x> olur.)
I2. X,y,zeX ve 7 ,Xe€F ic¢cin
CAHYY ,z>= Aix,z>+ ey, 2>

IZ. xeX icin <x,x>20 ve <x,X>=0 <=> x=0

ic carpim Tonksiyvonu ile donatilan X uzayina i¢ garpim
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uzayl denir. Ic carpim uzayini (X,<,>) veya kisaca X ile
gobsterecedgiz.
1.5.2. Ornek: |.|:X-—>IR fonksiyonu, ig¢ g¢arpim yardimiyla

1/2
ﬂxu:(<x,x>)

olarak tarif edilebilir. d,

1/2
d(x,y)=|x-y[=(<x-y,x~y>)

ile tanimlyi fonksivon bir metriktir. Gercekten,
Ml. d(x,y)=0 <=> [x-y|[=0
1/2
<z> (KXY ,xX=y>) =0
<z2> <X~y ,xX-y>=0

<=> xX~y=0

<z> XTy
1/2
M2, d(x,y)=|x-y|=(<x~y,x=y>)
1/2
2(<=(y-x),=(y-%x)>)
1/2

=((-1)(-1)<y-x,y=x>)

1/2
= (y=X,y=x>) = Jy=-x]=d(y,x)

M3. d(x,y)s d(x,z)+d(z,y)
d(x,y)=|x~y|=|x-z+z-y|s|x-z |+ ]z-vy| (N3’den)

1/2 ‘1/2-
(<x=~z,%x~2>) +(<z~y,z=y>) -

i

d(x,z)+d(z,y)

H

olur.

r n
1.5.3. Ornek: x,yeIR idigin <x,y> = I Xivi ile verilen
izl
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n o n
<,>:IR xXIR —>IR fonksiyonu bir ig garpim fonksiyonudur. Ve

(IR,<,>) da bir ig¢ carpim uzayidir. Gergekten,

n
T, x=(X1,X2,...,%n), v=(¥Y1.,¥2,.-.,¥n)EIR icin

<X ,Y>ILY , XD

IZ. <Ax+¥ vy, z> = Dex,z>+ Ky, z>

n n
<SAx+Ry,z>= L (Axit¥yildzi = Z(pxizi+vkyizi)

1=z1 1=1
n n
= B xizi + Dwyizi
izl izl
n n
= )L xizi +UI viziz A<x,z>+ X<y, z>
izl i=1
I3. <x,%x>20
n n 2
<X, ,X> = I xixi = & (xi) 20
i=1 1=l

1.5.4. Tanim: i¢ cgarpim vardimiyla tarif edilen d metridine
gbre, X i¢ carpim uzayl tam ise X’e Hilbert uzayi denir.
Damaekki Hilbert uzaylari ig¢ garpim metrigine gdre tam olan
Banach uzaylaridar.

n

1.5.5. Ornek: x=(x1,%X2,..-5%n), ¥Y=(¥1,¥2,...,¥n )EIR

n n
olmak lUzere <,>:IR XIR-—>IR

X,y>=Ex1y1t. .. +Xnyn
n
olarak tanimlanirsa IR bir Hilbert uzayi olur.

1.6. &:Uzaylarl

1.6.1. Tanim: p2l sabit bir gergel saylr olsun. ﬂ,uzaylndaki
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herbir eleman,

R o
s | e ]+

toplami vakinsak, vani
¢} o)
x| < ® (p21 ve sabit) (1-5)
i=1
olacak gsekilde bir x=(xi)=(X1,%2,...) dizisidir. Diger bir
ifadeyle, p2l olmak Uzere é;tdzaYI
o & \
{ x=(xi): X [xi| < @}
i=1
seklinde tanimlanir. (1-5) ’i gercekleyen dizilerden yalniz
ca gergel olanlarini alirsak gercel ﬁ? uzayi’® ni Kompleks
olanlarini alirsak kompleks 4)uzay1’ ni1 elde ederiz.
@»uzaylnln p=2 dzel haline karsilik gelen uzay ise Zz

Hilbert dizi uzayi® dir.

1.6.2. Tanim: p>1 olsun ve g’ yu
—_— —— 2 ] (1-6)

esitligi ile tanimlayalim. Bu durumda

p+a
1= , paz=p+q , (p-1)(g-1)=1
rd
p-1
yazabiliriz. Dolayisivlia 1/(p-1)=g-1 olup u=t esitligi
a-1
t= u sonucunu verir. a ve B herhangi iki pozitif sayi ol-

sun. Asafdidaki sekilde gdrilen dikddértgenin alaniy a.f oldu-

gundan, integrasyon yoluyla
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a B p a
? -1 J q-1 a 3

ald £ 1t dt + u du = —te——
0 & P a

esitsizligl elde edilir. Bu esitsizlide Young Esitsizligi

denir.
p-1 p-1
Ba A u=t B / u=t
by [t f
£ i N S,
uT ( U = i
] LLLU >
0 > a 0 > «Q
t t
1 1
1.6.3. Tanim: p21, + = 1 , her izl,...,n &aiz20 ve
I [}
bi20 olsun. Bu durumda
n n p l/p n  al/g
L oaibi € (¥ ai ) . (X bi )
izl 1=l i=1

esitsizlidine HOlder Esitsizligl denir.
1.6.4. Tanim: Tanim 1.6.3 den p=2 ise gq=2 olur. Bu durumda
© ® 2 1/2 ® 2 1/2
Lopxavi|s (X x| ) . (X fyi] )
izl i=1 i=1
esitsizlidine, toplama iligkin, Couchy-Schwarz Esitsizligi
denir.
1.6.5. Tanim: p2l , x:(Xi)epr , ¥y=(yi)e [F olsun. Bu du-

rumda

@ p 1/p ® p 1/p ® p 1/p
(T |xityi| ) S 02 [xi] ) + (2 |yil )
i=1 i=1 izl
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seklinde ifade edilen esitsizlide Minkowski Esitsizligi de-

nir.
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2.8LCUM UZAYLARI
2.1.01c¢llebilir Uzaylar
X bog olmayan bir kime ve é§ , X7in tim altklmelerinin kimesi
olsun.Eﬁ;#BkUmesine aynit zamanda X Uzerinde tanimli sinyf da
denir.
2.1.1.Tamim: Eger A sinifa asagidakl 6zellikleri sagliyor
ise W ’ya X lzerinde tanimli o-cebir denir.

i) XelA,ge A

ii) Her as A ise A& e\

iii) {MAiYier # o , A icindeki kimelerin sayllabilirfbir

dizisi ise U Aievé dir.
iel

Bu sekilde olusan (X, Q) ikilisine Olgllebilir uzay ve v&’nln
elemanlarina da Olclilebilir kiUmaler denir.
2.1.2.0nerme: (X,¥Y) ve (Y,8)) iki 6lgllebilir uzay olsun. Bu

durumda f:X-—>Y herhangi bir fonksiyon ise

A = (f l(B):Be(%}
sinifi bir o-cebirdir. Ustelik £§1C1«S dir.
tspat: Bunun icin W ;’nin Tanim 2.1.1%in sartlariny sadlan-
dirgr gOsterilecektir.

-1 -1
i) B o-cebir oldugu igin £ (Y) ve f (4) A1 sinifinin

icinde olduklari aciktir.

ii) Her Ae l§1 ise A<G\EL1 oldudu arastirilagaktir. AE¢§1
1;

~1 ¥

ise Beﬁs olmak lzere A=f (B) alinsin. Bu durumda

- -1 -1 -1 -1
A =X-A=f (Y)~f (B)=f (Y-B)=f (BS)
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vazilir. & o-cebir oldudu igin Bcedg dir. Dolayisiyla her

-1
ae; icin AT=f (B%)e %&1 olur.

iii) {ARidier # @« ,¢S1 igcindeki kilmelerin sayilabilir bir

dizisi ise Un;e ¢§, oldugu godsterilecektir.

1
-1
Her i€l icgin Qieéxl elemani, Bie® olmak Uzere Aiz=f (Bi)
-1 -1
seklinde vazilir. Buradan da UAi=Uf (Bi)=f (UBi) olur. Do~
i i i

layisiyla {Bilier, 5 igindeki kimelerin sayilabilir bir dizi-

si iken UBie® oldugundan UAie A olur. Sonugc olarak A 1’mn
i i

bir o-cebir oldugu gdrilir.
2.1.3. Onerme:

i) X lUzerinde tanimli bos olmayan tim o-cebirlerin herhan-
gl bir kesisim ailesi bir o-cebirdir.

ii) 1) sikkaiyla elde edilen o-cebir en kiicliik o-cebirdir.
[4]
2.1.4. Tanim: (X,JS) Olglilebilir uzay olsun. Ve Onerme 2.1.3
Un 18181 altinda X Uzerinde tanimli olan ve ﬂ&’yl iceren en
kiglik sinifa Uretilmis sinif denir. Kisaca o(@A ) ile gOsteri-
lir. (W), Tanim 2.1.1%in sartlariny sadlarsa o(A)’va A'v1
icaren enklcluk o-cebir denir.
2.1.5. Tanim: X=IR bir topolojik uzay olsun. IR ’nin tim agik
{vevya kapali) veva (yarl aglk\ araliklari tarafindan Uretilen
sinif Tanim 2.1.17in sartlariny sadliyor ise bu sinifa Borel
o-cebir denir ve ® (IR) ile gdsterilir. (IR, &(IR)) ikilisine
de topolojik Olglilebilir uzay denir.

2.1.6. Onerme: (X,A) dlcllebilir uzay ve (En)n21, A iginde-



ki elemanlarin sayilabilir kimeler dizisi olsun. Bu durumda

w
i) E1CE2C...CtnC... ise 1limPEn=supEn= U Ene A dir.
n nzl n=1
o ¢]
ii) E1DEzD...D6nD... ise lim$En=infEn= N Ene A dir.
n nz2k n=1

iii) lim sup Ene & .
n

iv) 1im inf Ene .
n

v) Eger (En)n21 vakinsak kimeler dizisi ise, lim Ene A
n

dir.
Ispat: Tanim 2.1.1°den hemen gérdllr.
2.1.7.0nerme: A bir o-cebir olmak lzere (X, A) bir 6lglle-
bilir uzay ve A, X’1n bos olmayan bir sabit altkimesi olsun.
Bu durumda

Aa = {AmB:Bed}
si1nifi A Uzerinde tanimli o-cebirdir.
tspat: Bunun igcin QAa sinifinin Tanim 2.1.1°in sartlarini
sagladidyr gbsterilecektir.

i) A, X’in altkimesi ve AsA olmak lUzere Aana=Ac Aa dir.
ge A oldugundan g=nng eAa dir. \

ii) pedAa ise Be A olmak Uzere D=ANB biciminde y;2111f. 0
halde DS=A\D=zA\ANB=AN(A UBS)=(ANATIU(ANBS)=ANBS ve B e A
oldudundan D<=ANBS e Aa olur.

iii) {Di}iel,&&a igindeki kimelerin sayilabilir bir dizisi
ise bu durumda her i icin B;e olmak Uzere DizanB; vazilir.

Buradan da UD;=U(ANR; )=AaN(UB; ) ve UBie,£& dir. Oyleyse UDievAA
i i i i i
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dir. Sonug olaralk, ¢§A o-cebir olur.

2.1.8. Tanim: Unerme 2.1.7°nin 15181 altinda elde edilen

(A, Aa) ikilisine (X, \A) “nin alt-6lglilebilir uzayl denir.

2.1.9.0nerme: (X, A ) ¢lgUlebilir uzay olsun. \A’nin her ele-

mani yine\A ic¢indeki bagka bir ayrik kimeler dizisi cinsin-

den yazilabilir.

Ispat: Ae\£§ olsun. Oyleki {Ailier, d& iginde sayilabilir ki-

meler dizisi olmak Gzere A = U A; dir. Bu durumda QA iginde
iel

{Bil}ier sayilabilir kimeler dizisi bulunabilir ki bu durumda

her i igin BicC Al ve UA;i=UBi dir. {B;ilier kimeler dizisi asa-
1 i

grdakli bigcimde tilmevarim yontemi ile olusturulabilir. i=0

igin, Bo=Ao denilsin. Bu durumda Bi1=A1\Ao olmak lUzere BoNBi:=g

dir. Clnki BeNB1 =zAcN(A1NAs ) = AcNASNACNAI=E ve B A dir.
1-1

i>1 olmak lUzere Bi=zni\ U A; oldugu varsayilsin. Acgiktir ki
j=0

N n
U ai= U By , her 1 icin Bi< Ai ve her i#¢j icin BiNBj=¢g dir.

$imdi de i=n+l durumuna bakilacaktir. Aciktir ki (Bn)n21 di-
zisinin yukaridaki tanimindan her n igin Bane An dir. Ustelik,

n n n n n c n
BaMBn+1= U AiN(An+1\ U Ai)=(U AiNAn+1)N(U AiN(UAL ) D= UAiNG=@
i=1 i=z] i=0 i=z0 i=0 i=0

olur. Ayrica

n
Ai U (An+1 \.U Aj )

n n
UBiz UBi UBn+1 = U A U Bp+1 =
i i = i = (6] 1=0

0 i

it C 3
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n i ] n n
= U AL U (Aner N (U ALy = U AL U Aner N (U AL U (U ALY
i=0 =0 i=0 i=0 i=0
n n+1
= U A U An+r = U Ay
1=0 1=0

bulunur. Bu her n i¢in alinirsa istenen gikar.

2.2. Blgiilebilir Fonksiyonlar
Bu kesimde &lgllebilir fonksiyonlari tanimlivacadiz ve onla-
rin bazi temel Ozelliklerini incelivecediz. '7 r
2.2.1. Tanim: (x,sﬁ) bir Slgllebilir uzay olsun. EJer
fiA—>[~0,+0] fonksiyvonu her t gercel sayisi icin,
{xen: f{x)>t}

kimesi A ’ya ait ise T fonksiyonuna WA -6lglilebilir fonksiyon
denir.
2.2.2. Onerme: (X, A ) 6lcllebilir uzay ve A, A’va ait X’in
bir altkimesi olsun. f:A—>[-0,+o] Fonksiyonu igin asadidaki
sartlar denktirler:

i) f dlolUlebilirdir.

ii) Her t gercel sayisi igin {xeA:T(x)2t} kimesi @A ’ya ait-
tir.

iii) Her t gercel sayisiy icin {xeA:f(x)<t} kimesi & °* va,
aittir.

iv) Her t gercel sayisi igin {xea:f(x)<t} kimesi A va
aittir.[4]

d d
2.2.3. Tamm: (IR , (IR )) topolojik &lgllebilir uzayr lze-

rinde tanimli her f fonksiyonu 6lgllebilir ise f’ye Borel 6l1-

glUlebilir fonksivon denir.
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2.2.4. Tamm: (X1,&Q1), (X2, Az2) iki dlgllebilir uzay ve

fr(X1, A1)—> (X2, A 2) fonksiyonu verilsin. EJer her Aze VA2

]_ )
icin f (A2)e A1 ise f’ye Olcllebilir fonksiyon denir.

2.2.5. Onerme: f:(X:1,A1)—> (Xz,,#&z) fonksiyonunun dlgile-

bilir olmasy: icin gqerek ve yeter sart f l( sz)cnﬁ1 olmasi-
dir. [4]

2.2.6. Sonug: Her siirekli f fonksiyonu Olgllebilirdir. [4]
2.2.7. Sonug: f:IRY—>IR fonksiyonu slrekli olsun. Bu durumda

d
her gercel t sayisi ig¢in A=z{xeIR :f(x)<t} kimesi aciktir.

Ispat: Bu A kimesi kolayca gdsterilirki bir Borel kumesidir.
f fonksiyonu da slrekli oldugundan f fonksiyonu Borel 8lglile-
bilirdir. Bu ise A’nin agik oldudunu gdsterir.

2.2.8.Sonug: I, IR’nin bir alt aralidir ve f:I—>IR azalan ol-
mayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda her gercel t sayisi
icin {xeIR:T(x)<t} kimesi bir Borel kimesidir. Bu durumda f
Borel dOlgllebilirdir. [4]

2.2.9.Tamm: (X, A) dlgllebilir uzay olsun. Ae A icin

1, xeA \ \
X (%)= c ,
A 0, xeA -

ile tanimli olan fonksiyona A’nin karakteristik fonksiyonu
denir.

2.2.10. Tanim: ai€IR, Aie W olmak lzere

n

(x) = & ai (x)
¥ Lr?

i=1
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fonksivonuna bir basit fonksivon denir.
2.2.11. Bnerme: (X,¥) bir 8lcllebilir uzay ve B, X’in bir
altkimesi olsun. Bu durumda B’ nin karakteristik fonksivonu
\

olan ULQ’nin A-slclilebilir olmasy icin gerek ve yeter sart
BeR olmasidir.[4]
2.2.12.0nerme: (X, A) bir 6lculebilir uzay, Fi:X—>[-0,+0] bir
basit fonksivon ve d1,..,0n, T'’nin aldidi dederler olsun. Bu
durumda f’nin W -6lcilebilir olmasi igcin gerek ve yeter sart
i=l,...,n icin {xeX:f(x)=a1}e olmasidir.[4]
2.2.13. Bnerme: (X, ) bir 8lclilebilir uzay, A WA'va ait X’in
bir altkimesi ve f,g:4—>[~w,+0] dlcilebilir fonksivonlar ol-
sun. Bu durumda

{xeA:T{(x)<g(x)}

{xefA:F(x)<g(x)}

ve {xeA:f(x)=g(x)}

kimeleri A’va aittir.[4]
2.2.14. Onerme: (X,yA) bir dlcllebilir uzay, A Wya ait X’in
bir altkimesi ve {fn}, A& Uzerinde tanimli genisletilmis ger-
cal dadaerli dlcllebilir Tonksivonlarin bir dizisi olsun. Bu
durumda

i) sup fn ve inf fn fonksivonlari dlgUlebilirdir.

n n
ii) limsup fa ve liminfT fn Tonksivonlari dlgllebilirdir.
n n
iii) limfn fonksivonu dlgllebilirdir.
n

(4]
2.2.15. Onerme: (X, ) bir 6lgllebilir uzay, & &’va ait X’in
bir altkimesi, f ve g A Uzerinde gercel dederli 6lgllebilir

fonksiyonlar ve g bir gercel sayl olsun. Bu durumda,
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+ - .
af ,f+g , f-g , f.o , /9, |f] , £, f ,min(f,g) ve max(f,g)

fonksiyonlary 6lgllebilirdir. (f/g’nin dederinde {éea:g(§)=0}
dir).[4]
2.2.16. Bnerme: (X, A) bir &lcilebilir uzay, A A’ya ait
X’in bir altkiimesi ve f:A—>[0,+2] tanimli bir dlcllebilir
foﬁksiyon olsun. Bu durumda her xe€A igin

1) Fr(x)sfz(x)s...

2) f(x)=limfn(x)
n

olacak sekilde A Uzerinde tanimli gercel deferli basit 6lcgu-
lebilir fonksiyonlarin bir {fn} dizisi vardir.[4]
2.2.17. Bnerme: (X, A) bir olgllebilir uzay ve A, A’va ait
X*in bir altkimesi olsun. Bir f:A~—>IR fonksiyonu igin asagi-
daki sartlar denktir.

i) f, A -odlglilebilirdir.

-1
ii) IR’nin her agik U altkimesi igcin f (U) kimesi A ’va

aittir.

-1
iii) IR’nin her kapali C altkimesi igin f (C) kiumesi A’va

aittir.
-1
iv) IR’nin her Borel B altkiumesi igcin f (B) kimesi A’ya
aittir.

(4]

2.3.01lcim VUzaya
2.3.1. Tanim: (X,JS) 6lgllebilir uzay ve genigletilmig pozi-

. Tt . .
tif gercel sayilar kimesi IR =[0,+o] verilsin. Eder her Ac A
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icin bir tek p(A) vardir.Oyleki u(A) sonlu pozitif bir gercel

say1l veya +o olablilir ise
—_—
W (X, A)—>1IR

tanimlanan fonksivonuna kime fonksiyonu denir.
2.3.2. Tanim: u:(x,¢§)——>f§* kiime fonksiyonuna pozitif Olgim
veya soyut Olcim denir veya kisaca OlcglUm denir. Eder
i) n(#)=o
ii) {Aidierso, A icindeki ayrik kimelerin bir dizisi vani
23]
her ifj icin AiNA =@ ve A= U Aie A ise
i=1
w w
u(A)=p( U ai)= = u(A)
i=1 i=1

dir. Buna u’nin o-toplamsallik 6zellidi de denir.

\

Aie@A olarak
1

2.3.3. Sonug: Tanim 2.3.1°in 1ii) sikkinda A=

n
i=

w(AL) elde edilir. Bu durumda p’ye sonlu

WMo

alinirsa wp(A)=
i

1

toplamsaldir denir. Eer p o-toplamsal ise p sonlu toplamsal-
dir. Fakat bunun tersi dodru dedildir.

Ispat: Onerme 2.1.9°dan, i=1,2,...,n icin Bi=Ai ve i2n+l icin

Bi=¢g olmak lUzere (Bi)i21 ayrik kimeler dizisi tanimlansin ve.

her i i¢in Bi<CAi ve UBi= UAi dir. Buradan da

i i
3] n o N e ‘n

MpC U Bi)=u( U BijU U Bi)= o u(Bi)+ & u(Bi) = I u(A;g)
i=1 i=1 n+l i=1 n+1 i=1

elde edilir. Tersi dodru dedildir. Ornedin,

A=(0,1] kimesi Uzerinde 0<asb<l olmak lzere
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b-a , af0
u((a,bl =

o , a=0
bigciminde kiume fonksiyonunu tanimliyalim. Agiktir ki u kiume
fonksiyonu Tanim 2.3.1°in sartlarini sadlar. Dolayisaivia bir
Olglmdir.

. 1 1

(An)n21 = ((;:I’*;ﬁ 1)n21, A’nin ayrik altkimelerinin bir

dizisi icin AzUAn dir. Bu durumda
n

n n 1 1 1
oz=pu(A)YZ lim L ou(nk)= 1im X (— - — )= lim (1=—)=1
n—>o K=x1 n—>o k=1 K kt+1 n—>w n+l
A

dir.
2.3.4. Tanim: (X, A,u) Ugliusine soyut Olcum uzayi veya kisaca
dlcim uzayl denir. Burada (x, ) o6lclilebilir uzayi, u’ de
(X, B) tzerinde tanimlyi bir &lglmdir.

2.3.5. Tamm: (IR, {B(IR)) topolojik élglilebilir uzay olsun.

2: (IR, Q(IR))—>IR"

b-a , afb ise
2 (la,b))=

0 , acz=b ise

ile tanimlanan kime fonksiyonu (IR,63(IR)) topolojik olglle-

bilir uzay Uzerinde tanimli bir dlglmdir. Buna aralidin uzun-

lugu veya Lebesgue &lclmi de denir. (IR, R(IR),u) Ugliusine

topolojik o6lglm uzayi denir.

2.3.6. Bnerme: (X,A,u) bir 6lcim wuzaylr olsun. Bu durumda,
i) Her A,Bejs icin ACB ise p(A)<u(B) dir.

ii) Her A,Beli»igin ACB va u(Aa)<o ise u(B\A)=u(B)-u(A)
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dir.
iii) Her A,Be A igin u(AUB)=u(A)+u(B)-u(ANB) dir,
iv) Her A,Be QA icin u(AaB)=p(A)+u(B)-2u(ANB) dir.
v) {Ai}ier, A icindeki sayilabilir kimelerin bir dizisi
w [es]
ise uw (U A) £ % u (A) dir.
i=0 1=0

Eder {Ailier’ler ikiser ikiser ayrik kimeler dizisi ise egit-

sizlik bir esitlik olur.
vi) {Ail}ier, A icinde ikiser ikiser ayrik kimelerin dizisi
w ©

ve U AneQ ise p( U Ay) 2
n=0 i=0 i

H(Aai) olur.
0

M

vii) Aelﬁ ise {Ailier, Jé iginde sayilabilir kimeler dizisi
e} . w
olmak lizere A C U A; ve U o-toplamsal ise u(A)S ¥ u(Ai) dir.
1=0 i=0
[4]
2.3.7. Tanim: (X, A,u) bir 6lglim uzayir olsun.

i) Eger {Anltner artan kimeler dizisi , UAne QA
n

m(limAn ) =limAu(An ) =supu(An)=p(UAn) ise n’ye artan siirekli-
n n n

lik 6zellidine sahiptir veva altan slUreklidir denir.

ii) Eger {Anlner azalan kimeler dizisi, NAne A, bir no var-
n

dir. Oyleki n>ne, u(An)<o oldudundan

M(lim An)=limdu(An)=infu(A)=u(NAn)
n n n n

ise u’ye azalan slreklilik 6zellidine sahiptir veya Ustten
slreklidir denir.

1ii) EZer alttan ve Ustten slrekli ise u’ve stireklidir de-
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rnir.[4]
2.3.8. Onerme: (X, .un) Olglim uzayi olsun.
i) Eder {Anltner , A icinde artan kimeler dizisi ise

limpu(An ) =p(UAR)
n ’ n

dir.

ii) Eger {Anlner, A icinde azalan kimeler dizisi ve bazl
n’ler igin u(An)<o ise limp(Aan)=u(NAn) dir. i

n n

(4]
2.3.9.0nerme: (X,A,n) bir dlcim uzaylr olsun. Asadidaki 6zel-
likler aralarinda denktir.

i) o pozitif bir OlcUmdir.

ii) 4 artan slreklilik dzelligine sahiptir. Yani {Ailier,

A iginde artan kimeler dizisi, UAne A ise
n

M(limtAn)=lim4p(An ) =sup U{(An )= (UAn)
n n n n

dir.

iii) W azalan silreklilik 6zelli§ine sahiptir. Yani {Ailier,
J§ icinde azalan kimeler dizisi ve bazi n’ler iginde u(An)<w
ise

H(lim%ﬁn ):1imLH(An ):inf H(An ):U(nﬁn)
n 8] N N

olur.
iv) W, g’de Ustten sireklidir. Yani {Ail}ner, A iginde aza-

lan klimeler dizisi igin ﬂAne¢$ ve NAn=@ ise
n n

p{limiAn)=limdpu(An ) =p(NAn )= (e) =0
n n N

dir.[4]
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2.3.10.Tanim: Bir (X, A,u) Olgim uzayr verilsin. Eder Be A ve
BZA ve u(A)=0 oldudunda Ae¢§ oluyor ise u’ye tam 6lclim denir.
2.3.11. Onerme: Bir (X,®,u) 6lclim uzayi verilsin. (A,JQAa),
(X, Q) ’nin bir alt Olgllebilir uzay:r olsun. Bu durumda
4 u{ANB)
o (ALA ) —>IR , uw (ANB)=
A A A u(A)
kiime fonksiyonu ile donatilan (A,Aa, Ma) uzayl bir 8lcUm
uzavidir. Burada A, pozitif 8lcglmld X’in bir altkUmesidir.
ispat: Onerme 2.1.7°den (A, Aa) ikilisinin bir 6lgllebilir
uzay oldudu gorildi. Simdi

u(ANB)

e (ANB ) =

n(a)
ile tanimli olan pa kime fonksiyonu bir 6lcUm oldudu gbrile-
cektir. ua(ANg)= pa(@)=0 oldudu aciktir. Her i icin BieAol-
mak Uzere (ANB;i)ier,Aa icin sayilabilir ayrik kiimeler dizisi
ise

pa(UCANBi)) = % ua(ANB;)
i 1el

dir. Gergekten,

Ha (U(ANB: ))

i
Ma(U(ANBi)) = M Olglim oldudu icgin
i u(A) .
p(ANBi ) .
= = T ua(ANBi)
iel niA) iel

elde edilir. Sonug olarak, (A,@¥\a, Ha) bir 6lglim uzayidar.
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2.3.12. Tanim: Unerme 2.3.11 1s131 valt1nda alde edilen
(A,Ra, Ma) va (X, A ,u)'nin alt délclm uzayr denir. pa kime
fonksivonu (X, Q) Olgiilebilir uzay lUzerinde bir gartli &lglm-
dir.,
2.3.13. Tanim: (X, A.p) Olglm uzay:r verilsin. Her Aed igin
M(A)=0 ise A’va sifair 6lolUmlli kime veya p~ihmal edilebilir
kiime denir.
2.3.14. Tanim: EJer bkir P(x) dnermssi, sifar &lclmld bir
kilme diginda, her x icin gecerli ise hemen hemen herverde
(h.h.h) gecerlidir denir.
2.4. é~,p Uzaylari
2.4.1. Tanmim: {(X,A,u) dlolm uzayr lUzerinde tanimla
n

f(x)= Z aiJp (%) basit fonksivonu verilsin. Burada

i=1 Ai
81,82, ...,8n ler negaltif olmayan gérgel sayilar ve her 1 igin
Aie¢§ ve izj icin AiNAai=¢g dir. Eder her i icin ai#0 olmak
Uzere pn{Aid)<o ise f’ve (X,A.d) Uzerinde integrallenebilir

fonksivon denir. ve ' nin integrali ,

aiu(Ai)
1

J fdp =
i

Mo

ile verilir. integrallenebilir basit fonksivonlarain kimesini
* .y — \
€ ile gésterecediz.

2.4.2. Bnerme: f basit fonksivonu integralinin dederi f’nin

gbsterimine badli dedildir.
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m
fspat: Onerme 2.1.9°dan U A; =
i=1 J

B; vazilir. Eger
1

w3

AiNB =g ise ai=bj olup, bu durumda

I

i

n
L oaiu(AinB;)
1 j=1

dip(AL) =
1 i

H M3
M3

-

i

leH(BJ) = I f

m
I objulAinNBs) =
1 Jj=1 J

M3
[ s

olur. Tanim geredi j fdu slde edilir. Bu ise integrali, f’nin
gbsterimine badli olmadidini gbsterir.
2.4.3. Onerme: (x,¢§,u) bir 8lclUm uzavi, f ve ¢ ‘j+’ya ait ve

o negatif olmavan bir reel sayl olsun. Bu durumda,
a) f afdu = aJ fdu
b) J (f+gldy = I fdu + J gdy  ve

o) Her xeX igin f{(x)sg(x) ise J fdusfgdu olur.
[4]
Ispat: a1,...,8n negatif olmayan reel sayilar ve A1,...,An

X* in A’ya ait ayrik alt clmleleri, bi,...,bn negatif olma-

van reel sayilar ve Bi,...,Bn X’in @A ’va ait ayrik alt cim-
m n -
leleri olmak lzere f= I ai X , 9= & bjjk_ oldudunu
izl Ay J=1 B
farzedelim.
m n
Onerme 2.1.9 geredl U Ai = U B; vazilir. Bu durumda
izl j=1
Jatau = 3 ; J
afdy = % aaip(Ai) = a % aipu(Ai) = al fdu
i=1 izl
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ve
J m n
(f+g)dp = Z Z (aitb; )u(AiNB;)
i=1 j=1
\
m n m n
ED) L oain(Aaing;) + 2 % biu(AiNBj;)
iz1 j=1 i=1 j=1

i "
= % oain(Ai)t B obip(B )= J fdu+f gdp
izt j=1 :
vazilir. Ve buradan &) veb) siklarinin ispati gorilir.

Simdi her xeX igin F(x)<g(x) oldugunu farzedelim. O hal~-

de g-f ,jﬁ va aittir ve bdylsce,

J gdu

{ (f+(g-f))du

it

I fdu+J(g~f)du 2 J Fop

vazilir. Ve c¢) sikkida ispatlanmis olur.

3

2.4.4. Bnerme: (X, A ,1) bir 8lclim uzayi, fe F_ ve her xeX
igin f(x)=limfn(x) olmak Uzere {fn 1}, f, 'deki fonksiyonlarin
n
azalmayan bir dizisi olsun. Bu durumda,
deu =z lim J frndu
n
olur.[4]
2.4.5. Onerme: Bir (X, A,d) Olclm uzay: verilsin. Ayrica
F:X—>[0,+o] Blgllebilir bir fonksivon olsun. {fn}, her xeX
icin f(x)=limfn(x) olacak sekilde §f, *daki fonksiyonlarin

azalmayan bir dizisi olsun. 0 zaman

J fdpu = lim J fndu
n
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olur.[4] \
2.4.6. bnerme: Bir (X,A ,u) 6lcim uzay verilsin. Ayrica f ve
g X uUzerinde 6lglulebilir gercel dederli fonksiyonlar ve a da

negatif olmayan bir reel sayi olsun.. Bu durumda,
a) f afdy = a J fdu
b) J (f+g) dp = J fdu + J gdu  ve

c) Her xeX igin T(x) £ g(x) ise J fdu < J gdu
olur. [4]

2.4.7. Tamim: X Ulzerinde f:X —>[~o,+0] olcllebilir bir

+ -
Ffonksiyon olsun. Egder J f du ve J f dp nUin herikiside sonlu
ise f ye integrallenchilir fonksiyon denir. Ve f’nin intedra-

1i de

~’~ —-
J fdu = J fodu - J f du

nlarak tanaimlanir.

+ -
2.4.8. Uyara: j f dp ve J f dyu nin enaz biri sonlu ise

f’/nin integrali vardir denir. Ve vine bu durumda

. + N
J fdu = J f du - J f du

olarak tanimlanir. Bazen j fdu nliin yerine ya J F(x)u(dx)

yvada j Ff(x)du(x) yazilair.
2.4.9. Tanim: f: X —> [-w,+0]A-8lglilebilir ve Ae.A olsun. Bu

durumda f7cA fonksivyonu integralenebilivor ise f’ye A lUzerin-

e
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de integralenebilirdir denir. Ve f nin A Uzerindeki integra-
1i f f = J fXadu olarak tanimlanir.
A

X lizerinde integrallenebilen bltin gercel degerli fonksi-
yonlarin kimesini JJ(X,JQ,H,IR) (veya bazen klsaca‘il) ola-
rak tanimlariz.

2.4.10. Sonug: ij(x.ﬁk,u,IR), bir vektér uzayidir ve integ-
ral il(x,&&,p,IR) lizerinde bir lineer fonksiyoneldir. [4]
2.4.11. Lemma: Bir (X,A, u) 8lglm uzayr verilsin ve fi, 2,
g1, g2 X Uzerinde f1 - f2 = g1 - gz olacak sekilde negatif
olmayan gercgel dederli integrallenebilen fonksiyonlar olsun.

BU durumda

j fidu - J fzdu = j grdy - J gzdp

\

olur.
Ispat: fi1, fz2, a1, ve az fonksiyonlari f1 - fz2 = g1 - 92-
esitligini sagladidindan ayni zamanda 1 + gz = g1 + f2 esit-

1igini de saglar ve Jolaysiyla

J fidu + J grdy = J gidp + J fzdy

olur. Buradaki butun integrallerin dederleri sonlu oldugundan

J fidy - J fzdu = J gidp - J gzdu

vazilir.
2.4.12. Onerme: Bir (X,A , W) Olcim uzayr verilsin. Ayrica f

ve g X Uzerinde integrallenbilen gercel dedgerli fonksiyonlar

S
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ve a da bir gercgel savyl olsun. Bu durumda,

a) af ve f+g integrallenebilir.
b) J afdu = a J fau,
c) J (f+gidy = J Tolp + J gdp '

d) Her xeX igin T{x) < g(x) ise J fdu < J gdu olur.
[4]
PRy - = .. ‘
2.4.13. Onerme: (X,@&,u) bir dlgim uzayl ve felf_ olsun. Bu

durumda
| J fap | < J [T |du

olur.[4]

ispat: f ve ]f| nin integrallensgbilir oldudundan

]jfdul:]jf+du - j fwdul < J f+du + J f”du = I ]f[du

olup ilk ve son terimlerden

] j fap| < J | T |du

gsitsizliginin sadlandidr gdrldllr.

2.4.14. Onerme: Bir (X,A.,u) ©8lglim uzaylr wverilsin. Ayrica

f ve g X Uzerinde VA -8lglilebilir genisletilmis gercel fonksi-
3

yvonlar olmak lzere h-x igin f(x) = g(x) olsun. 0 halde va

dep vada jgdu varsa herikisi de vardir. ve deu:Jgdu olur.

[4]
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2.4.15. Onerme: Bir (X, A,u) ©6lglim uzayr wverilsin. Ae

e
s

olsun. J
Fdu = 0 <=> Fz0 h
3
<=> pu(A)=0 h
[4]

2.4.16. Tamm: (X, &, 1) bir dlglim uzayl ve lsp<+o  olsun. Bu

durumda i..p(x,é,u,K), (K=IR veya 4= ), lfle integrallenebilir
olacak sgekilde f:X—>K plUtin A-dlgllebilir fonksiyonlarin
kimesine p.mertebeden integrallenebilir K dederli fonksivon-
lar kimesi denir.
2.4.17.0nerme: EJer gel ve f@éf(x,£§,u,K) ise afejf(X,éA,u,K)
dir. Ustelik, eder f ve g jf (X, A,u, K) ve ait ise
frge ;{‘j(x,g&,u, KY dir. [4]
2.4.18_Tanim: Onerme 2.4.17°nin 18131 altinda ;f(x,¢5, b, K)
K lzerinde bir vektdr uzayidir denir. [4]
2.4.19. Tanim: {x&X: ]f(x)] > M} verel p- ihmal edilebilir
olacak sekilde negatif olmavan bir M sayisil varsa
(X, A, 4, K) climlesine verel sinirli olan f: X —> K bUtln
~6lglilebilir fonksivonlarin yerel sinirli fonksivon kimesi
denir.

2.4.20. Onerme: dJ_ (X, A, i, K) bir vektdr uzayidir. [4]

s1k s1k jf(x,#&, M) ovi ,;ﬁx,¢g, M, K) verine kullanacadiz.

[0}

2.4.21. Onerme: EJer fe Jo (X, , M) ise bu durumda
{xeX: |f(x) 2 | f f« } vyerel p-ihmal edilebilirdir. Ustelik

M}, | f = = 1im Mn ve her n icin yerel u-ihmal edilebilir
n - !

olan {xeX: |f(x){ > Mn} olacak sekilde g¢gercel savilarin art-
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mayan bir dizisi ise {xeX: |f(x) > | f |« } kimesi

{xeX: [f(x)] > Mp} kimelerinin birlesimidir. Ve bbéylece ve-

rel pu-ihmal edilebilirdir. [4]

2.4.22. Onerme (HOlder esitsiz1igi)

(X,%B, M) bir 6lglim uzayr ve 1 £ p £ +o , 1 € g £ +o

0 a
ve 1/p + 1/q = 1 olsun. Eger fed (X, 4, u) ve ged (X, A, u)

ise f.g, él(X,JS, W) yve aittir. Ve

saglanir.

Jlfglduﬁﬂfﬂvﬂgﬂq

[4]

2.4.23. Onerme (Minkowski esitsizligi)

(X, A, H) bir Olcim ve 1 < p £ +o olsun. Eer f ve ¢

P 3 + .
3. (X, A, 1) ’ye ait ise

dir. [4

P feg Jo < | F Jo + | 9 |e

]

; . e
2.4.24. bnerme: Her pel[l,o) olmak lUzere I-1p = $o(x) —>IR

1 f e

p 1/p
( [ [f[ ) ile tanimli fonksiyon bir yarinormdur.

(jj;(-) . | - |p) bir normlu uzaydir. [4]

p

2.5. L Uzaylari.

2.5.1. Tanaim: (X.\Q, u) bir 6lcim uzayi verilsin. ;f(x,%&, )
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ye ait olan f fonksiyonlardan ve | f [p = 0 esitligini
sagliyor ve Jf(X,%ﬁ. ) “ye ait olan fonksiyqnlardan olusan
P P
X, QA , 1) nin altkimesini M(X,A ,n) ile gésterilir.

3
P 0
N = fedk: f=0 p-h )

P
ile de goésterilir. nRu durumda eder l<p<+o ise )V(X,%& ")
hemen hemen heryerde sifira esit olan X Uzerinde p mertebeden
integrallebilir fonksiyonlardan ibarettir. Eer p = +o ise
P .
)((X,Kk, 1) hemen hemen heryerde yorsel olarak sifira esit

olan p mertebeden integrallenebilir fonksiyonlardir.

. P . .
2.5.2. Bnerme: N (X.H , ), ;f (X, , 1) vektdr uzayinin bir
lineer alt uzayaidir. [4]
[+ I . i d .
2.5.3. Sonug: T,ge¢ j«(X,¢§,u) icin f~¢g olmasi igin gerek ve
P
yveter sart f-g’nin N (X,¥Q ,u)’ve ait olmasidir.[4]

1"

2.5.4. Uyari: Sonug 2.5.37te ifade edilen "~ " badintisi bir

denklik badintisaidir.[4]

p
2.5.5. Tanim: L (XA, n) uzayy, 2°(X,\4, u)/jf(Px,‘A, W)

boliml ile ifade edilir. Yani,

o 22 0GA L W
Lo(X,A . p) = 5
N XA, W)

p
seklinde ifade edilir. Diger bir deyisle L (X,A, u),
P
jf (X,A , w) deki N (X,&, u)’niin ~ denklik bagintisiyla
p
olusturulan denklik sainiflarinin kolleksiyonudur. L ’nin ele-

manlari <f> biciminden ifade edilir.

‘ p Jpl/p
2.5.6.0nerme: L (X, A, ) Uzerinde ﬁ<f>ﬁp:ﬂf§p:( [T] du)
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vasitasiyla |].]e» fonksiyonunu tanimlayabiliriz. ﬂ.jp,

o
L (X8, u) Uzerinde bir normdur. (4] i

P

e .
Bazen - (X,vQ . 1) ve L (X,A, u) icin ayni semboller

kullanilair.

2
2.5.7.8onugc: (X, A, M) bir &lcim uzay: olsun. L (X,A, u,IR)

Uzerinde (<f>, <g>) = | fgdp seklinde bir i¢ carpim tanimla-

~

L
nir. Ve ic carpim ile norm, L (X, A, u, IR) lzerinde yverel
normdur. (4]

2.5.8. Teorem: (X, , W) bir Olc¢lm uzayyr ve 1 < p < +o olsun.
p .
Bu durumda L (X, Q, 1) |.]e normu altinda tamdir. Ustelik
o
L (X, A, 1) bir Banach uzayidir.[4]
2.5.9. Onerme: (X, A, u) bir dlglm uzayr ve 1 < p < +o olsun.

P P
Io (X,\Q,u)’deki basit fonksiyonlar I (X, A,u)’'nin bir yodun
P
alt uzayini olustururlar. Boylece de L nin bir yodun alt

uzayini belirtirler.[4]



3. FRECHET UZAYLARI
J3.1. Frechet Uzaylar:
3.1.1. Tanim: Asagidaki ozellikleri sadlayan Topolojik vek-
tér uzayina bir Fréchet uzayi denir.

a) Metriklenebilir.

b) Tamdir.

c) Yerel konvekstir.
Frechet uzayiny kisaca F-uzayil seklinde gdsterecediz.
3.1.2. Bnerme: Bir F-uzayinan herhangi Kapali altuzayi
indirgenmis topolojiye gbre bir F-uzayidir.[9]
3.1.3. Onerme: Iki F-uzayinin carpimi bir F-uzayidir.[9]
3.1.4. Onerme: Bir F-uzayl moda’vya gdre kapali alt uzayinin
bolUmi bir F-uzayidir.[?]
J3.1.5. Sonug: Sonlu bovyutlu Hausdorff uzayi ve Banach uzaya
bir F-uzayidir.[9]

n
3.1.6. Tanim: IR n-uzayi verilsin. n-uzayindaki de@isken}er

X=(X1,...,%n) ve y=(¥1,...,¥yn) seklinde ifade edilir.
3 ()
J %3

ci mertebeden kismi Lirevini gédsterir. p=(pi1,...,pPn) ise

j=1,...,n olmak Uzere - ®i dediskenlerine gdre birin-

P P1 Pn
( 90 ) = (~&~ ) I ] ) olur. p=(pP1,...,Pn) ise
J xn Ox1 Jxn :

]p|=p1+...+pn p’nin uzunlududur. Kompleks dederli Qﬂ(x)

n
fonksiyonlari IR "nin bir Q acik altkiumesi lzerinde tanimla-

nabilir. Q’da taniml: bir —P komples fonksiyonu Gk (k21) ta-

nitmaktadir. Eder f k mertebeye kadar sUrekli kismi tlrev-



44

lere sahip ise Q eGkolur.

K o
k=z0,1,2,... olmak tzere { € € ise L e G olur.Boyle fonksi-
yona sonsuz tirevlenebilir fonksiyon denir.

K
O<ksw olmak Uzere @ icindekil C, fonksiyonlar: Kompleks

K
savilar cismi lUzerinde bir vektdr uzayi olusturur. Ve tS\(Q)

ile gOsterilir.

Kk
3.1.7. Ornek: § (Q) bir F-uzayidir. Gergekten,

p
[T n.k=sup (sup{(3/dx) f(x)|)

plim xek

. K
ailesi @ igin bir yari-normdur. Burada K, Q’nin herhangi

bir kompakt altkimesidir. Kompakt olan bir kime lUzerinde si-
rekli olan her fonksiyvon sainirlidir. Dolayisiyle eder T bir

Kk
¢ fonksiyonu ise ve msk olan bir tamsayi ise |f|m,k’lar

sonludur. Boyleca k sonlu ise m=k alinir. Eger k sonlu dedil-
se m pozitif tam savilarinin dizisl lzerinde dedisen sayl
olarak alinir.

[N
f > |[Flu,x yari-normlari ile ¥ (Q) lzerinde topo-

K
loji tanimlanir. Bu topoloji ‘€ -topolojisi olarak adland1~

rilir.
"} . .
G (Q) bir lokal konvekstir.

n
3.1.8. Lemma: Q, IR ’"nin bir agik altkimesi olsun. Asadidaki

iki 6zellikli'Q’nmin Ki,Kz,...,Kr,... kompakt altklimesinin bir

dizisi vardir.
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a) Her j=1,2,....K; ler Kj+1 "in icinde igerilir.
b) K; kiumelerinin birlesimi Q’ya esittir. ’
(9] | ‘
3.1.9. Sonug:
1) Kompleks dlzlem tamdir.

n
ii) ACIR ve A Uzerinde bir g fonksiyonuna dizgin

olarak yvakinsayan A i¢indeki slrekli fonksiyoniarln bir
g1,92,.-.39n,.-. dizisi verilsin. 0 halde g, A iginde siirek-
lidir.

. iii) A, n-uzayinin bir agik altkimesi ve A icinde fonk-
sivonlarinin g1,92,.-.,9n,-.. dizisi verilsin. A iginde
gn’nin bir g fonksiyonuna diizgin olarak yakinsadidini ve bi-
rinci mertebeli bgn/de kismi tlirevleri j=1,2,...,n olmak
lzere QQ) fonksiyonuna dizglin olarak yvakinsadidini farz ede-
lim. O halde her Jj icin gU): dag/ dxi dir. Ustelik geT§ dir.
(91

Simdi @&(Q)’nln tamlidiny goésterelim. E%(Q)’nln topolo-
Jisinin tanimindan dolaya hér xeQt icin fn(x) sayilari komp-
leks dlizlemde bir Cauchy dizisi olustururlar. Yani, m<k olan
herhangi tamsayi ve Q' nin herhangi K kompakt altkimesi icin
€ >0 sayisi verilsin.

her n,m2N(g) oldugundan [fn-Fm|m,k< &
olacak sekilde N(g) sayisi vardir. m=0 ve K={x} almak sonug
igin yeterlidir. Sonug 3.1.9°un i) sikkindan fn(x) kompleks
sayllar dizisi f(x) gibi bir limite sahiptir. agiktir ki Q

icinde x—>f(x) bir fonksivondur. Q°’nin her kompakt altkimesi
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igcinde fn(x) f’ve dizgin olarak vakinsar. Q’nin herhangi bir
noktasinin uygun bir komsuludunun bu kime olarak alirsak so-
aue 3.1.97un i1) sikkandan f, 27da sirekli olur. Eder k=0 ise
sonug agiktir. K>0 iso fn/‘Gk(Q) icinde bir Cauchy dizisi ol-
dugundan j=il,...,1n olmak Uzere afn/JX5 birinci mertebeli
kKismi tlUrevler T?H(Q) iginde bir Cauchy dizisi olustururlar.
k<o oldudunu farz edelim. Kk Uzerinde tlime varim yontemi uygu-
lanarak her 3 igin b fn/ 5xd f?h(fonksiyonuna vakinsar. So-
nuc 3.1.97un 1ii) sikkindan bu fonksivon %xj *ye gore T7nin
tirevi olmalidir Eder ko ise fn tgk(Q) icinde ff(Q)’nln f

glemanina yakinsadidyr godsterilir.

3.2. Holomorfik Fonksiyonlar

Bu kisimda Holomorfik fonksivyonlarin temel bazi 6zellik-
leri verilecektir. Genel durumda "holomorfik” ’in kullanisla
en az iki dodal tanimi vardir.Biri "zayif" ve biri "kuvvetli”
dir. Eder dederler bir Frechet uzayinda olduéu‘kabul edilirse
fonksiyonlarin benzer siniflari tanimlanir. \

3.2.1. Tanim: Q, 4° "de bir agik kimle ve X bir kompleks topo-

lojik vektdr uzayl olsun.

¥
a) Eder her AcX idg¢in AT adi anlamda holomorfik ise

bir F:Q—>X fonksivonu @'da zayirf holomorfik fonksiyon denir.

b) Eder her zeQ icin

flw)-Ff(z)

lim
W2 Z W=Z

mevcut ise T:Q—>X Fonksiyonu kuvvetli holomorfiktir denir.



3.2.2. Uyari: Tanim 3.2.1°de elde edilen A fonksiyonellerin
srekliliginden gdriliir ki her kuvvetli holomorfik fonksiyon
zayl1f holomorfikhir. X bir Frachaet uzayl oldudu zaman karsitl

dodrudur.[8]

3.3. Frochet Tiirevi
3.3.1. Tanim: X ve Y’nin Banach uzaylari oldudunu kabul . ede-
lim. @, x’in bir agilk altkimesi ve F:Q—>Y fonksiyonu ve éell
olsun. Eder

[Flatx)-F(a)~ Ax]

lim = Q
X=>0 xn

olacak sekilde A e@(X,Y)={A :X—>Y sinirli linear doniusum 3}

varsa bu durumda A'va a’da F’nin Fréchet tiirevi denir. Ve

(DF)a ile gosterilir.

3.3.2. Tanmim: Eger her aeQ i¢in (DF)a mevcut ise Q’den 3(X,Y)
igine a-—>(DF)a ile tanimli bir slirekli

fonksiyon ise F’ve Q i¢inde =sirekli olarak tidrevi alinabilir

denir.

3.3.3 ranim( Cla,b]l f'onksiyon Uzayi )

Cla,bl={f:[a,bl—>IR slirekli} ([a,b] Uzerinde tanimli
tum gergel dederli slUrekli fonksiyonlarin kimesini) C[la,b]
ile gbsterilir.

Bu kilme Uzerinde,

d(x,y) =max |x(t)-y(t) |
te]

ile tanimlanan metridi gdzdnlune alarsak, Cla,b]l uzayi bir

matrik uzay olur. Cla,b]l’ nin her bir noktasi bir fonksiyon ol
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dugundan bu uzay bir fonksiyon uzayidir.
3.3.4. Onerme: Cla,b! uzayil alisilmis sekilde tanimlanan
(x+y) (E)=x(t)+y(t)
(ax)(ty=ax(t) ( agIR )
cebirsel islemleri aitinda gergel bir vektdr uzayi olur.
Ispat: x ve vy, [a,b] lizerinde slUrekli ve gercel dederli fonk-
siyonlar ve a gergel bir sayi olmak lzere, x+y ve ax fonksi-
yonlari da [a,b] Uzerinde slUrekli ve gercel dederli birer

fonksiyondur.

Z.4. Chaebyshev Polinomliara

3.4.1. Tanim: Eder x(ti)-v(t;), ardisik t; noktalarinda
sirasiyla +|x-y|, -[x-v| dederlerine sahip ise to<ti<...<tk
olmak lUzere [a,b] kapali aralidyr lzerinde to,ti1,...,Etk nokta-
larinin kimesine x-y’'ye gore bir alternatif kime denir.
3.4.2. Tanim(Haar sarti): Gercel Cla,b] uzayinin sonlu boyut-
lu bir Y alt uzayi, her yeY, y=0, [a,b]l’de en fazla n-1 sifi-
ra sahip ise Haar sarti sadlar denir. Bu durumda dimY=n dir.
J.4.3. Lemma(En iyi yaklasim)

Y, Tanim 3.4.2 sartini sadlayan ger¢el Cla,b] uzayinin bir
alt uzayi ve xeCla,b] verilsin. dimY=n olan x-y’ve gdre n+l
noktalarinin bir alternatif Kkumesi var olacak sekilde yeY ve-
rilsin. O halde y, Y’'nin disindaki x noktasina en iyi dizgin
vaklasimdir. [5]

3.4.4. Onerme:

3
vi(t)=t j=0,...,n"1 (3-1) 0

olmak Uzere Y’nin disinda=ger{yo,...,¥Yn-1}



49

n
x(t)=t neIN sabit (3-2)

ile tanimly xeC{~-1,171"in vaklasimidir.

Ispat: Asikar olarak huradaki maksat, derecesi n’den daha
kilglUk bir gergel vy polinomuyla [-1,1] Uzerinde x’e yaklasmak
istememizdir. Boyle bir polinom

n-1 n-2
Y(t):ahwlt +¥n-2t +...t00

ile verilir. Bu durumda z=x-y icin

n n—-1 n-2
z(t)=t -(an-1t +an-2t +...t00)

yazilir. Ve uzﬁ mimkin oldudu kadar kiiclik olacak sekilde y’vyi
bulmak istiyoruz. Dikkat edelim ki [z{=]x-y] x’den y’ve uzak-
liktir. Son formllden z en blylk dereceden terimin katséylsl
1 olan n-inci dereceden polinomdur. Bu durumda verilen ilk
problemimiz asadidakilerden birine denktir. n-inci dereceden
ve en buylk dereceden terimin katsayisi 1 olan blUtlun \
polinomlar arasinda [-1,1] lUzerinde en kUicUk max.sapmava sé*
hip z polinomunu bulalim.EJer 0<8<n olmak Uzere t=zcosB ise bu
durumda t, [~1,1]aralidi lUzerinde -1,+1 dederlerini alir.
[O,n] Uzerinde, cosnll ile tanimli fonksiyon n+l dis noktava
sahiptir.
Eder t=cos8’da bir polinom gibi cosnf’y: yazabilirsek
Lemma 3.4.3°den cosnd problemimizin ¢dzimine yardimcr olabi-
lir.Gergekten, bu yapilabilir: RBni ler sabit olmak Uzere

n-1 n n-1 J

cosnf = 2 cos 0+ T Bhi cos B (nz1,2,...) (3-3)

formundaki bir gdsterimin var oldudunu tidmevarim yoluyla is-
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pat edilebilir.
Ispat: n=1 icin bu dodrudur. Farz edelimki herhangili n icgin
dogrudur. n+l icin sadlandiginy gosterelim. cos igin toplama
formiild

cos(n+l)8=cosnd.costl~-sinnB.sing

cos(n-1)8=cosnb.cosbB+sinng.sinbd \
saklinde verilir. Her iki taraf Uzerinde toplama ile

cos(n+l)0+coa(n-1)08=2cosnd.cosB (3-4)
bulunur. Dolavisiyla tlmevarim hipotezi ile

cos(ntl)0=2cosn0.cosf~cos(n-1)0

n-1 n n-1 3
= 2cos0(2 cos 8+ %I Bn; cos O
3=0
n-2 n~1 n-2 J
=% cos 8- £ Bn-1,3 cos 8
j=0
n n+1 n J
cos(n+l)B=2 cos 8+ % Bn-1,5 cos B
j=0

vazilabilir.Ve ispat tamamlanir.
3.4.5. Tanim:

i) Tn (t)=cosnd, gzarccost (n=0,1,...) (3-5)
ile tanimlai fonksiyonlara n-inci dereceden birinci tip
Chebyshev Polinomlari denir.

ii) Un(t) = [sin(n+1)8]1/sinB (n=1,2,....)
ile tanimlanan polinoma ikinci tip Chebyshev Polinomlara
denir.

3.4.6. Uyari: (3-3)’teki en blylk dereceli terimin katsayisa

n-1
1 dedildir.Fakat 2 dir. [5]

3.4.7. Teorem(Chebyshev Polinomlari)
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Tn (t)=

To (t) = cos(n.arccost) (n21)
n-=1 n-1
2 2
ile tanamli polinom [-1,1] dzerinde sifirdan en klclk max.
sapma degerine sahiptir. Bu Kisimda baszsladidimiz yaklasim

problemini hatirliyalim.

1

y(t) = x(t)- Tn(t)

~~

3-6)
n-1
2
ile tanimlanan v, (3~1) de verilen y; ile
n

Y’nin digi= ger{yo....,yn-1} x(t)=t ile tanimli xeC[-1,1]

n
fonksivonuna en iyi dizgin vaklagimdir. (3-6)’de en yiksek t

kuvveti cikar ve bdylece t’° de vy’ nin derecesi n-1"1 asmaz.

n
Eder ilk terimi Bnt ile verilen n dereceli bir x gercel

polinomu ve v alt dereceli bir polinom olmak lUzere [-1,1]
Uzerinde x"e en iyi vaklagim ise bu durumda x=Bnx vazabiliriz

n
ve X t gibl en yiksek dereceli terimine sahiptir. Teorem

3.4.7°den vy

1
(x-y)=Tn
3n
ifadesini sadlamalidir. Boylece
B3n
y(t)=x(t)- Tn(t)
n-1

2

olur. Bu (3-46)’U genasllestirmedir.



5%

3.4.8. Ornek: Birinci tip Chebyshev Polinomlarinin asikar
ifadeleri asagdida gosterildidi gsekilde elde edilebilir.
To (t)=cos0z1 ve ayrica Ti (t)=cos8 -t olsun. (3-5),
The1 (E)+Tn-1 (L) =2ETn (L)
seklinde yazilabilecegini (3-5) formily gésterir.
T+t (L)=2LTn (E)=Tn-1(t) .(n:l,2,...)
formill ardisira
To(t)=1 , Ti1(t)=t

2 3
T2(t)=2t -1 , Ts(t)=4t -3t

4 2 5 3
Ta(t)=8t -8t +1 , Ts(t)=zlét -20t +5t

ve. ifadelerini asadidaki selide oldudu gibi gbsterilir.

Gensl formil, ¢ift n igin [n/2]1=n/2 ve tek n igin
[n/2)=(n-1)/2 olmak lzcre
n [n/2] J (n=3-1)¢ n-23

Tn(t)z=— % (-1) (2t) (n=1,2,...)
2 Jj=0 jin-23)!

olur.
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