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oz
Bu ¢ahgmada grup halkalarinda idempotentlerle ilgili yapilan ¢aligmalar

incelenmis; QDp (p:asal) ve CQg grup halkalaninin idempotentleri tamamen
karakterize edilmigtir.

ABSTRACT

In this work, it is investigated the works on idempotents of group algebras and
it is supported by two examples: the idempotents of QDpand CQq
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1.BOLUM

ONBILGILER
1.0. Giris

Bir grup cebirinin idempotentlerinin tamamim belirlemek hala bazi durumlarda
agik bir problem olarak durmaktadir. Omegin S_, n inci dereceden simetrik grup igin

QS, in idempotentleri tamamen belirlenebilmis degildir. Bu konuda yapilan teorik
cahismalarin en ileri noktasim Zalleskii-Kaplansky teoremi [Sehgal] teskil etmekte
olup; bir G grubu tizerindeki KG (karakK=0) grup cebirinin bir idempotentinin (#0,1)
izinin O ile 1 arasinda bir reel cebirsel say1 olduBunu ifade etmektedir. Bu teoremin bir
sonucu olarak ZG de idempotent (0,1) elemanlarin olmadigim s6yleyebiliyoruz.

Eger bir xeG i¢in [x|e U(R) (R halkasimin birimselleri) ise
e=(1/m)(1+x+..+x*") , (n=x))
RG nin agikar olmayan (#0,1) bir idempotentidir. O halde RG de asikar olmayan

idempotent olmamas: igin G nin 1<jx|eU(R) olacak sekilde bir x elemanina sahip
olmamasi gereklidir.

Biz bu g¢aliyjmada grup halkalarinda idempotentler ile ilgili bazi temel
kavramlan vererek her hangi bir p asali i¢in QD (D, p inci dereceden dihedral grup)

ve CQg (Qg: quaternion grup) in tiim idempotentlerini belirledik. Simdi bu ¢alismada
kullanilan bazi tanimlarn ve temel 6zelliklert verelim.

1.1, Tammm (Grup Halkas:):

R bir degismeli halka ve G sonlu veya sonsuz bir grup olsun. G nin R iizerine,
RG ile gosterilen, grup halkas: G nin elemanlan Gzerinde bir serbest R-modiil olup,

igindeki ¢arpma iglemi lineerlikle genigletilerek elde edilir. Buna gére RG grup halkasi
g€G, x, eR ve sonlu tane x,#0 olmak iizere x,.g



(@) Her geG igin ) x,.8=) y, g8 X,=Y,
by X x,8t) v, e (%))
© & x 8 vah)=Xz b t=3 xy,

gh=t
(d  Her reR igin 1Y) x,.8)= Y. (rx,).g

Yukanidaki (b) ve (c) islemleri alinda G bir asosiyatif R-cebiri olup, 1, ve
15sira ile R ve G nin birim elemanlan olmak Gzere RG nin birimi 1=1,.1,; olur. Bu

yuzden RG ye ayn1 zamanda G nin R (izerine grup cebiri denir.

R —>RG G-RG
€
r->r.l; g—>1l.g

injektif homomorfizmalari ile R ve G, RG deki gorintileriyle 6zdeglestirilerek,

yukaridaki (b) ve (c) deki gekli toplama ve carpma islemlerine dénisiirler. Bu yiizden
x,.g carpmi kisaca x g olarak yazhr x=z x,geRG igin x in dayanad

dynx={geGlx,#0} olarak tammlamr. dynx, G nin sonlu bir alt kiimesi olup

dynx = & < x = 0 dir. |dynx|=1 ise x bir monomial (tek terim) olur. Bir

0 # x €RG nin dayanag ile iretilen <dynx><G alt grubuna x in dayanak alt grubu
denir ve <dyn x>, G nin sonlu tiretilmig alt grubudur. Yine 0¢x=z x,8€RG i¢in, R

nin {x,eR|ge dynx} altkiimesince iiretilen alt halkasina x in dayanak alt halkasi denir.

Grup halkalarinin bazi basit 6zelikleri agaida verilmektedir. R bir birimli halka
ise R de garpmaya gore tersi olan elemanlarin olugturdugu U(R) grubuna R nin
birimsel grubu denir.

1.2. Onerme:

A bir R-cebin ve f:G—U(A), G den A nin birimsel grubuna bir homomorfizma
1se,

f:RGoA; (O x,2) =D x,fg)

doniigiimii R-cebirleri arasinda bir homomorfizmadir. Aynca, f 1-1 (injektif) ve A,
f(G) yi bir taban kabul eden bir R-serbest halka ise RG = A izomorfizmasi vardir.



Ispat:

RG, G yi taban kabul eden bir R-serbest modiil oldugundan f, R-modiiller
arasinda bir modiil homomorfizmasidir. =) x,8,y=)_ ¥,8, RG nin herhangi iki

eleman ise

P* (ry)= £* (D %.y,ab)=) x,y,f(ab)

a,bcG

=Y x,,82)0) =3 x, fla)) v, b))

acG
= *(x) £(y)

olarak bulunur.

1.3. Sonug¢:

p:RGHR ; Y x.g->) x,

dénigimii R-cebirler arasinda bir homomorfizmadir.

Ispat:

1.2 6nermede A=R ve VgeG i¢gin f(g)=1 alarak sonu¢ hemen gorulir.

Bu sonug¢daki p homomorfizmasinin gekirdegi RG de bir ideal olup ¢ekp ye
RG nin ogmentasyon ideali denir ve I(RG) veya A(G) ile gostenilir. Buna gore x in
ogmentasyonu ogm(x) ile gosterilerek

Cekp=IRG)={x =Y x,geRGlogm(x)=)  x =0}

olup ogm:RG—>R homomorfizmasina ogmentasyon doniigiimii denir.
PIREX-DIEACIVIEA

egitlifi gozonine alindifinda, bir R-modil olarak I(RG), {g-1/1#geG} kimesinin
elemanlanim taban kabul eden bir serbest modiil oldugu hemen goriiliir. e*=e esitligini
saglayan e elamanlanina halkanin idempotentleri denir. 0 ve 1 birer idempotent olup
bunlara agikar idempotentler denir. Bunlann digindakilere de asikar olmayan



idempotentler denir. ¢ bir idempotent ise e’=e den e(e-1)=0 olur ki idempotentler en
Ozel tiirden sifir bolenlerdir.

A bir R-cebir ve
End,(A)y={f:A—>A|f(a+b)=f(a)+{(b) \'/e f(ra)=rf(a); a,beA, reR}

R nin tiim R-endomorfimalarnin cebiri olsun, Her acA igin / , "a ile soldan ¢arpma”
y1 gostersin,

I;A—> A IA— End,(A)
x—>ax a—>1,

ile verilen I' fonksiyonu bir injektif homomorfizma olup, I' ya A nin regiiler
reprezentasyonu denir.

Simdi de A nin sonlu bir taban iizerinde R-serbest oldugunu varsayalim. acA
icin I'(a)=/,:A—A endomorfizmass M_(R) matris halkasindan bir matrisle temsil

olunur. Buradaki n, A nin bir R-tabanindaki eleman sayisidir.

Her acA i¢in %(a)=iz(I'(a)) ile verilen y fonksiyonuna I min karakteri denir.
Asagidaki 6nermede RG nin regiiler reprezentasyonunun karakterinin ne sekilde
ortaya giktif1 goriilmektedir.

1.4. Onerme:

G sonlu bir grup, R degigmeli bir halka ve RG nin regiiler reprezantasyonunun
karakteri % ise her x=)_ x,8 €RG igin x(x)=|G|x, dir.

Ispat:

V=RG yi kendisine soldan ¢arpma lineer transformasyonlan (endomorfizma)
ile etkileyen bir R-modil olarak gorebiliriz. V sonlu boyutlu oldugundan V ye
yapilacak her taban segimi RG nin belirli bir matris reprezentasyonunu verecektir.
Daha agikcas: her taban i¢in n=boyV=|G| olmak tizere uygun bir I"RG—>M, (R) bire-

bir homomorfizmas: verecektir.



Once I' mn V nin dogal tabani olan G ye karsihk geldigini varsayahm. Bu
durumda her geG igin soldan g ile ¢arpma yapilinca tabanin (G nin) elamanlarim
permiitasyon yaptiracaktir. Sonugta I'(g) bir permiitasyon matris (her satir ve situnda
bir ve yalmz bir 1 bulunan ve diger tiim elemanlan O olan matris) olacaktir. Tabii ki
g=l icin gyzy, VyeG olup, I'(g) matrisinde esas kosegen sifirlardan olusacagindan

iz(T'(g))=0 olacaktir. Ote yandan g=1 i¢in I'(1)= birim matris olup, iz (I'(1))=n=|G|
dir. Matrisleri izlerine doniistiiren fonksiyonlar R-lineer oldugundan, x=z x,geRG

I¢in

2x)=iz(T ()= x, iz (T(g))=x,G]

bulunarak ispat tamamlanr.

Yukandaki onermeden anlagildigi uzere, I'(x) in izi olan y(x), x de birimin
katsayisi olanx, in bir sabit (G nin mertebesi) katidir. Bundan esinlenerek, herhangi bir
G grubu igin iz dedigimiz bir

iz: RG-R ; iz() x,g)=x,
donigimii tammlanmir. Grup halkasinda idempotent elemanlann izi asagidaki 6nermede
verildigi lizere ¢ok 6nemli bir 6zellige sahiptir.

1.5. Onerme:

G bir sonlu grup ve F sfir karakteristikli bir cisim olsun. Eger
ecFG bir idempotent eleman ise

iz(e)=|G|™' boy - (e(FG))
dir.
Ispat:

FG nin regiiler reprezentasyonunun karakteri % olsun. FG nin

FG=e(FG)®(1-e)(FG) olarak direkt toplam ayrigim gozoniine aindiginda, FG nin bir
tabanini, e(FG) ile (1-e)(FG) direkt toplam alt uzaylarmin birer tabam segilerek,
bunlann birlegimi olarak segebiliriz. Simdi her yee(FG) ve her ze(1-e)(FG) igin ey=y



ve ez=0 oldugu gozlenerek x(e)=boy, e(FG) esitligi elde edilir. 1.4 Onerme'den de
x(e)=|Gliz(e) oldugu dikkate alnarak iz(e)=boy. (e(FG))/|G|] bulunur.
0 < boy,. (e(FG))<boy. (FG)=|G| bagintisindan, iz(e) mn O ile 1 veya aralannda bir

rasyonel say1 olacag agiktir.
1.6. Tamim (Asal Alt Cisim):

Bir F cisminin en kiigik alt cismine F nin asal cismi denir. Eger karak(F)=p ise
F nin asal alt halkas1 F nin bir alt cismidir; ¢iinkii bu Z/(p) ye izomorfiktir. Eger
karak(F)=0 ise bu durumda asal cisim Q ya izomorfiktir.

1.7. Tamim (Nilpotent Eleman):

R bir halka ve 0#x<R olsun. Eger x"=0 olacak gekilde bir n>1 tamsayisi varsa
x elemanma nilpotent eleman denir.

1.8. Tanim (Burulmus Eleman):

G bir grup ve 1#geG olsun. Eger bir n>1 tamsayisi icin g" =1, ise g ye

burulmug eleman denir.
1.9. Tamim (Sifir Bolenler):

R bir halka ve 0aeR olsun. Eger bir 0zbeR i¢in ab=0 ise a ya (ve b ye) bir
stfirbolen eleman denir.

1.10. Tanim (Birimsel Eleman):

R birimli bir halka ve ueR olsun. Eger uv=vu=1 olacak sekilde bir veR varsa
u ya bir birimsel eleman denir. "

1.11. Tanimm (Eslenik Elemanlar):
G bir grup ve x,yeG ise yxy™' elemanina x in y ile bir eslenigi denir.
1.12. Tamim (Grubun Merkezi):

G bir grup olsun.



Z2(G)={zeGlzg=gz, VgeG} altgrubuna G nin merkezi denir.

1.13. Tanim (Gruplarin Serbest Carpim):
{ 4 ]iel} bir gruplar ailesi olsun. H * 4, ile gosterilen ve gruplarin serbest

carpimi denilen bir G=H * 4, izomorfizma diginda tek olarak tamimh ve su 6zellikle

1

bunlunur. G her bir 4, nin bir izomorfik kopyesini kapsar ve her geG eleman: uygun
bir n dogal sayist ve l#a, €4, ,i, #i,, i¢in g=aa,..a, bigciminde tek olarak

yaz:labilir. A lerin sayist sonlu, yani k tane ise 4,,4,,...,4, lann ¢arpim
4, x 4, x...x 4, ile belirtilir.

1.14, Tanim (Bir Grubun Normal (Altnormal) Serisi): G,,G,,...,G, bir G

grubunun alt gruplan olsun; éyle ki
1, = GAGAG,A...AG, AG,=G

olsun. Bu durumda (G,,G,,...,G,) alt gruplar dizisine G nin bir altnormal serisi denir.
Eger her bir G,,G nin bir normal alt grubu ise bu diziye G nin normal serisi denir.
1=1,2,...,ni¢in G,/G,_, bolim gruplanna da serinin faktérleri denir.

1.15, Tanim (Coziimlii Gruplar):
Bir G grubunun bir normal serisi var ve herbir
G,/G,.G,/G,,G,/G,,....G, /G,
faktorleri abelian bir grup ise G ye bir ¢oziimlii grup denir.

1.16. Tanim (Siiper Coziimlii Gruplar):

Coziimli bir grubun tiim faktorleri devirli ise boyle bir gruba siiper ¢oziimlii

denir,

1.17. Tamm (Cok Devirli Gruplar): Bir grubun sonlu bir altnormal serisi
var ve her bir faktora devirli ise bu gruba ¢ok devirli denir.



1.18. Tanim (Cok x {Sonsuz-Devirli} Gruplar):
Sonlu alt normal serisindeki tiim faktérlerin sonsuz devirli oldugu gruptur.
1.19. Tanum (Cok Devirli x Sonlu Gruplar):

Bir G grubunun bir N ¢ok devirli normal alt grubu var ise ve G/N sonlu ise G
ye bir ¢ok devirli x sonlu grup denir.

1.20. Tanmum (Valuasyon Halkasi):

K bir cisim ve R, K nin bir alt halkasi olsun. Eger her xeK, x¢R i¢in x™'eR
ise R ye bir valuasyon halkas: denir. Bir tek ideali bulunan Dedekind bolgelerine de
diskret valuasyon halkas: denir,

1.21. Tamim (Projektif Modiil):

R bir halka ve P bir R-modiil olsun. Eger g bir epimorfizma olmak uzere,
verilen herhangi bir

P
If

A—-5B—>0

R-modiil homomorfizmalani diyagrami i¢in gh=f olacak bigimde bir h:P—A, R-modiil
homomorfizmasi varsa P ye R halkasi lizerinde bir projektif modiil denir.

1.22. Tanum (Hirsch Sayisi):

G ¢ok devirli x sonlu bir grup olsun. G nin faktorleri igindeki sonsuz devirli
olanlarmin sayisina G nin Hirsch sayis: denir, h(G) ile gosterilir.

1.23. Tanim (Projektif (ters) Limit):
(1<) bir kismi sirah kiime olsun ve su anlamda yonlendirilmis olsun:

Her icl ve jel gifti i¢in i<k ve j<k olacak bigimde bir k elemam vardir.
{G;|i el}ise, 1ile indekslenmig bir kiimeler (gruplar, halkalar, vs.) ailesi olsun; dyle ki



i<j oacak gekilde her ijel ¢ifti igin bir  f;;:G; > G; fonksiyonu (grup hom., halka
hom. v.s) su sartlara uygun olarak bulunsun:
1) Viel igin f,

i

G, nin birim fonksiyonudur;
ii) Her isj<kel igin f; of; =1,

Boyle bir {G;,f;li,j €l}sistemine bir projektif sistem denir. Bu sistemin
G = Lim G, ile gosterilen projektif limiti ise

{(g) EHGi | fij(gj) =g;,1 < j igin}

iel

olarak tanimlanir. Ailedeki her bir G, nin bir grup (halka) olmast durumunda G de bir

grup (halka) olur.



10

2.BOLUM
GRUP HALKALARINDA iDEMPOTENTLER

Bu bolimde grup halkalarinda idempotentler ile ilgili bazi temel o6zellikler
verilerek, bazi grup halkalarinin idempotentleri karakterize edilmistir. Aynca, her
idempotent eleman aymi zamanda bir sifir bélen oldugundan grup halkalannda sifir
bolen yok diyebiliyorsak, bu halkada idempotent eleman yok anlamina gelir. Yine, bu
bolimde, [Farkas-Snider] in ¢ok devirli x sonlu gruplar i¢in sifir karakteristikli
durumdaki sonuglanmin kar(E)=p>0 durumuna [Cliff] tarafindan genisletiliglerini

gorecegiz. .

RG bir R halkas: tizerinde bir grup halkas: ise, RG nin ogmentasyon idealini
A(G) ile gosterelim. G deki eglenik bagintisiii g~h (g,heQ) ile ve a=z a,geRQG,

geG icin g nin R deki eglenik sinif toplamuni t a = Z a, ile, ve ae M (RG) igin o0 nin
hg

kosegen elemanlaninin toplamni izo. ile belirtelim.
2.1. Idempotentler:
Bir R halkast i¢in [R.R]={>_ ab,—ba,|a,,b,cR} olarak tanimlayalim.
2.1.1. Onerme:
R halkasimin karakteristigi p ise; a,,a,,...,a, €R ve neZ" i¢in
Ca) =2 a "+ ; Be[RR]
olacak bigimde bir B[R,R] eleman: vardir.
Ispat:

q=p" olsun. Once (@, +a,+...+a,)? =af +ai+...+a’+P olarak yazildigim
ve buradaki 8 min, en az iki indisi farkli olan a; a;, ..., kelimelerinin bir toplam:

oldugunu gorebiliriz. Eger o,,w, kelimeleri,

O =0 0L .. O Ve @y =0 O O O O

g
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bigiminde birbirinin devirsel permutasyonlar ise bu halde

o, - 0,~y3-0ye[RR]; y=a, 00y, .....0; 8=ocijocij+l ..... ,; dir. Buna gore,

mod[R,R] de bir kelimenin tiim devirsel permiitasyonlan esittir. C, devirli grubunun

bu kelimeler kiimesine devirsel kaydirma bigimindeki etkisini gézoniine aldifimizda;
da yer alan bir ® kelimesinin geklen farkhi permiitasyonlarinin sayisi, C, deki agikar

olmayan bir yoriingenin biiytiklugiine esit ve p ile boliinir. karak(A)=p oldugundan

sonug ¢ikar. Su 6nerme de benzer sekilde ispatlanir.

2.1.2. Onerme:
R bir p™ asal kuvvet karakteristikli bir halka; k bir tamsay1 (k>n) ve

a,,a,,...,a,€R ise s=p"" igin
O, )* =B+ (a,a, .8, )P
olacak bigimde bir B[R,R] var olup, sagdaki toplam 1</ <m olmak iizere tim-

(i,,1,,...,i.) s-lileri Gizerindedir.
2.1.3. Onerme:

R bir p” asal kuvvet karakteristikli degismeli bir halka ve G, su 6zellikte bir
grup olsun:

x€G elemani sonsuz mertebeli ve bir i igin x~x* ise =0 dir.

e=z a,g;, RG nin bir idempotent eleman:1 olsun. Eer xeG nin mertebesi

i=1

sonsuz veya p-kuvvet ise bu durumda #_e=0 dur.

Ispat:

1

s=p"~ olsun. 2.1.2. 6nermeden her k>n tamsaysi i¢in, B€[RG,RG] olmak

lizere

&-ned

e=e”b=ﬁ+z (aa,..a, ) (8.8,--8,)°
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olup, sagdaki toplam 1<i,<m olmak Uzere tim (i,i,,...,J,) s-lileri Uzerindedir.
: (g;lg,i...g,.J)”*"Hl in higbirinin x e eslenik olmayacak sekilde k y1 yeterince biiyiik
se¢tifimizde, 7 =0 olacagindan ispat da tamam olur.

2.1.4. Tanmim:

Bir halkada bir I ideali igin I° = [ )I™ ve I°" = (I°")" olarak tammhyoruz.

m=1
2.1.5. Onerme:

H bir gok-sonsuz-devirli grup ve H nin Hirsch sayiss h(H)=n olsun. Bu
durumda bir K cismi igin (A(H))* =0 dr.

Ispat: [Sehgal, 1.3.15].
2.1.6. Teorem [CIliff]:

G bir ¢ok devirli x sonlu grup, G de yalnizca p mertebeli elemanlar var ve K, p
karakteristikli bir cisim olsun. Eger eeKG ve e’=¢ ise e=0 veya 1 dir.

Ispat:

Teoremi sonlu K igin ispatlamak yeter; ¢iinkil eger e=Za,.g‘. (a,#0) 1se,

i=1
[Passman 2.2.6] dan K da tiim g, katsayilarimi kapsayan bir A valuasyon halkas1 ve A
dan GF(p) nin bir cebirsel kapanigina bir ¢ homomorfizmas: vardir; oyle ki ¢(a,)=O0.
Buna gore, Z ¢(a,)g, , G nin GF(p) uzerinde tiim ¢(a,) lerce iiretilen sonlu cisim

uzerine kurulu grup halkasinda bir idempotenttir. $imdi K nin sonlu oldugunu
varsayalim. Bu durumda, p-lokal tamsayilar Z , {zerinde dallanmamis ve sifir
karakteristikli bir R diskret valuasyon halkasi vardir; 6yle ki R/pR=K dir [Zariski-
Sammuel II1.3]. e(l-e)=0 oldugundan, e nin ogmentasyonunu 0; yani ecA(G)
alabiliriz. (pR/p"R)G, (R/p"R)G nin bir nilpotent ideali oldugundan, [Passman 2.3.7]
gerefi e yi [R/p"R]G nin bir e, idempotentine gekebiliriz. n>1 igin e, yi, ¢,,, , e, nin
¢ekilmisi olmak tizere segebiliriz. HAG , [G:H]<w ve H gok-sonsuz-devirli ve e, nin
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(R/p"R)(G/H) deki goriintiisii €, olsun. Eger e,,=Zag g, a,€R/p"R, geG ise, bu
durumda

te,=Y.a, =y Le,

geH h

olup, sagdaki toplam muayyen heH ler iizerinedir. 2.1.3. Onerme'den h=1 igin t,e,=0
olup, 1,2, = t,e, dir. 1#geG i¢in 7.e,=0 olup, e, nin ogmentasyonu da 0 oldufundan,

te, =te,=0 dir.
e= lim ¢, elim (R/p"R)(G/H) i¢in #,€=0 dir; ve lim(R/p"R) sifir karakteristikli

bir tamlik bélgesi ve G/H sonlu oldugundan, e=0 dir. Bunun sonucu olarak; e, KG—
K(G/H) homomorfizmasinin ¢ekirdeginde; yani eeKGA(H) dir. Ancak, biiyik n i¢in,

ec(KGA(H))* =KG(AH)“")
olup 2.1.5. Onerme'den e=0 bulunur.

2.1.7. Tanim (Euler karakteristifi): R bir degigmeli halka ve P soniu
tretilmig bir projektif RG-modiil olsun. Projektif modiiller serbest modiillerin direkt
toplamu oldugundan; P®Q, RG-iizerine serbest olacak bigimde ve sonlu d rankh bir
projektif modiil Q segelim. a:P@Q—>P@Q, P izerine izdigiim ise, o y1 P&Q nn bir
sirali tabaninda temsil eden bir matris e M, (RG) olsun. e’=e oldugu agiktir. P nin
(P) ile belirtilen Euler karakteristigi t,1z(e) olarak tammlanir; ve bu, e den ve Q nmin
se¢iminden bagimsizdir. H, G nin sonlu indeksli bir alt grubu ise; P nin RH ye, P, ile
belirtilen, kisitlamg1 da RH iizerine sonlu tiretilmis olup projektiftir ve (P, )=[G:H]y
(P) bagintis1 gegelidir.

2.1.8. Onerme:

R ve G, 2.1.3 Onerme'deki gibi ve a=(a(i,j))e M,(RG) bir idempotent eleman

olsun.
x in mertebesi sonsuz veya p-kuvvet bigiminde ise 7, (1za))=0 dur.

Ispat: s=p™ ve X= U {ai,,i,)oi,.i,)...0(i,,i,)} olsun. Buradaki bilegsim, 1
<i;<d olacak bigimdeki tim (i,,i,,...,i,) s-lileri izerindedir. Y={g,g,..., | g X, 1<

<s}, G nin sonlu bir alt kiimesi olup, G iizerindeki varsayimdan, bir yeY ve yalnizca
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sonlu sayida t tamsayilan i¢in x~ y”' dir. Bu sekildeki t lerin en biiyiigu 7, ve k-
2n+2>¢, olacak bigimde bir k tamsayisi alahm. {e(i,j)}, M ,(RG) nin matris birimleri

ise o nin yaziligi

a=Z ai, j)e,
)

dir. 2.1.2. Onerme'den

k-u+l

o= =B+ (@i, i)y, j) o, i) (e, e, )
olup, sagdaki toplam 1<i,,j,<d olmak uzere tim ((i,}),....(i,,j,)) s-li giftler
izerinde Be[M,(RG), M,(RG)] dir. 5, Kronecker deltasi olmak iizere e;e,, =8 ¢,
ve 1z=0 olusu kullanilarak su esitlik bulunur:

k-n+l

izo=Y" (a(i;,1,)a(iy,i;)...a(,, 1))
(Toplam yine )1<i <d olmak iizere tim (i,,i,,...,/;) s-lileri lizerinedir.) Bu
toplamdan 6rnek bir terim alip

ai,i,)0lns i) a(i,uiy) = Y ag, €RG

=1

yazilirsa
k-2u+2 k-2u+2

Q. ajgj)pk—m =Y+ (2;a;,...2;)"  (g;8;,.-8,)

elde edilir. Burada ye[RG,RG] ve toplam yine 1<j, <m olmak tizere tiim (j,, /,,..., j,)
s-liler1 lizerinedir. k nin se¢iminden (g; g, ...g; )"Hm nin x ile eglenik olmadig agikur;

ve 1 (y)=0 oldugundan, ¢ _(iz(a))=0 dir.
2.1.9. Onerme:

G burulmasiz bir ¢ok-devirli x sonlu grup ve K, p>0 karakteristikli bir cisim
ise, KG de sifir bolenler yoktur.

Ispat: 2.1.6. Teorem'in ispatinda oldugu gibi, K sonlu ve R sifir karakteristikli
bir tamhk bolgesi olmak iizere K=R/pR oldugunu varsayabiliriz. Sabit
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bir n>1 tamsayist igin S=R/p"R olsun. [Passman ve Snider] de bununla ilgili teoremin

ifadesi soyledir: Eger her projektif KG-modiil P ve G nin sonlu indeksli, gok-sonsuz-
devirli her normal alt grubu H i¢in [G:H]|boy, (P, /A(H)P,) ise bu durumda KG de

sifir bolenler yoktur.

Buna gore, P bir sonlu iretilmig projektif KG-modiil ve bir ee M,(KG)
idempotent matrisi % (P)=¢,(iz(e)) olacak bigimde segilsin. pM,(SG), M,(SG) nin bir
mlpotent ideali ve

M, (SG)/pM,(SG) = M,(SG/pSG) = M, (KG)

oldugundan, [Passman 2.3.7] geregi e bir €M, (SG) idempotentine g¢ekilebilir.
S—>S/pS=K dogal déniisiiminiin genigletilmisi ©:M,(SG)—>M,(KQ) ise, n(e')=e olur.
1-¢' : (SG)¢ -(SG)¢ donisimiiniin gekirdegini verilen projektif SG-modiili P' ile
gosterelim; buna gore x(P')=t,(iz(e")) olacaktr. HAG, sonlu indeksli ¢ok-sonsuz-
devirli alt grup ise

x(P'y) = [G:H]x(P) *)
olup, x(P/A(G)P') = x(P") oldugu iddiasindayiz. iz(e')=ZaggeSG ise, belirhi x,eG
ler i¢in

APIAGP)=Da,=a,+). > a,

X 8%
dir. G, 2.1.8 Onerme'nin hipotezini safladifindan, her x, igin ) a,=0 ve dolayisiyla

8~Xj

Zag =a,=y(P") olup, iddianin dogrulugu goriliir. Aym diisiincenin bir sonucu olarak,
X(P' /AP, ) = x(P',,) olup (*) bagintisi su duruma gelir:
(P /AE)P'y) = [G:H]x(P/A(G)P) **)

P' /A(H)P',, bir sonlu iretitmig projektif S-modil olup, S lokal oldugundan,
serbesttir. Ayrica, asafidaki denklemlerde safdaki elemanlar S nin elemanlan olarak
diigtiniilerek,

%(P',/A(G)P' )=rank ; (P'y/A(H)P',)=boy, (P, /A(H)P,)
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ve
2(P/AG)P)=rank ; (P/A(G)P')=boy, (P/A(G)P)
dir. Buna gére (**) den

boy, (P,/A(H)P,) = [G:H]boy, P/A(G)P (Mod p") ve n keyfi oldugundan,
buradaki denklik yerine esitlik gelebilir. Sonug¢ [Farkas-Snider, Teorem 1] den g¢ikar.

2.1.10. Teorem [Coleman]:

R birimli bir tamhk bolgesi ve G, n mertebeli sonlu bir grup olsun. Bu durumda
RG de bir e (#0,1) idempotenti var <> n nin bir asal boleni R de bir birimseldir.

Ispat:

P bir asal, p|n=|G| ve p, R de bir birimsel olsun. P, G nin p mertebeli bir alt
grubu ise e=p"Zx ile tamimh e, RG de bir idempotent olup, e=0, e#1 dir. Karsit

xeP

olarak; e = Z @,g, RG nin bir idempotent (#0,1) i olsun.
geG

karak(R)=0 durumu: e yi regiler reprezentasyon altinda temsil eden matris
E=(e;) ise ¢, = ,(i=1,2,...,n) olup E nin izi (trace) n,=q(=1 in E de bir 6zdeger
olarak kathhifidu.) e#0,1 olduundan, 0<q<n dir: n|n, ¢|q ve n a,=q, olacak
bigimde aralarinda asal n,,q, sayilan segelim. a,beZ saylan,  an+bq=1 olacak
bigimde segilebilir. Buradan, (atba,)m=1 olup, »neR bir binmseldir. q<n
oldugundan, n,#1 olup, », in bir asal béleninin R de bir birimsel oldugu anlagilr.

karak(R)=p=0 durumu: |[Gj=p"t, (p,t)=1, r20; yazilir. Bir p-grubunun, p
karakteristikli bir cisim tzerindeki grup halkasinda bulunan her sifir bolen elemam bir
nilpotenttir. Yukaridaki t nin 1 olmasi halinde, K=R™'R (=R nin bélimler cismi) igin
aym hitkiim KG i¢in de gegerli olacaktir. RG de bir e (#0,1) idempotenti oldugunu
varsayalim. Bu durumda, e, RG de (dolayisiyla KG de) nilpotent olmayan bir sifir
bélen olur. Yukandaki hiikiimden t=1 olmalidir. t nin R de bir birimsel oldugu agiktir.

2.1.11. Teorem [Zalesskii]: KG deki bir idempotentin izi K nin asal cisminde
kalir.



17

2.1.12. Teorem [Kaplansky-Passman]:

K; sifir karakteristikli bir cisim, eeKG bir idempotent (#0,1) ise iz(e), O ile 1
arasinda reel bir cebirsel sayidir.

Bu iki teorem grup halka teorisinde oldukga klasik teoremler oldugundan
ispatlanni vermiyoruz.

2.1.13. Teorem:

G ¢ok devirli x sonlu bir grup; R sifir karakteristikli degismeli birimli bir halka
olmak iizere RG grup halkasimi gozoniine alahm. ESer R de 0 ve 1 den bagka
idempotentler yok ve G de birimden farkli grup elemanlarinin mertebeleri R de
terslenmezse RG de O ve 1 den farkh idempotentler yoktur.

Ispat:

R yi nilpotent elemani olmayan bir Noetherian halka olarak segebiliriz [Sehgal- -
Zassenhaus]. Bu durumda R yi cisimlerin bir direkt toplam igine yerlestirebiliriz:

RcF @ F,®..®F, ; 1<i<k i¢in karak(F )=0 ; karak(F,, ) sonludur. R—>F
dogal projeksiyonundan genisletilerek elde edilen w; :RG—FG fonksiyonunu

+j
g6zoniine alaim. e bir idempotent ise, 1lk k bilegeni r/s, bir rasyonel say1 olmak
uzere

iz(e)=e,=(t/s, 1/s, 1/s,....,1/5,,, 2, ...)

bi¢iminde yazilabilir [Sehgal-Zassenhaus]. Aym zamanda, Zalesskii teoreminen, ¢, ler

sonlu cisimlere aittir. Gerektiginde 1-e dikkate alinarak r/s#0 varsayabiliriz. r ile s yi
aralaninda asal segebilecegimizden, uygun a,b tamsayilariigin ar+bs=1 yazilip, buradan

B=ae, +bl; =(1/s,...,1/s,a, +b,a0, +b,...)eR

bulunur. Her i igin ac,+b=0 varsayabiliriz; aksi halde sp nin uygun bir kuvveti R de

bir agikar olmayan idempotent olur.

sp-1=(0,0,...,0,s(aa+b)-1, s(aa,+b)-1,...)eR
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oldugu gozlenebilir. Yine aym dugiince ile her i igin, s(ac;+b)-1=0 olup, ac,+b=1/s ve
B=(1/s,1/s,...,1/s)=1/s-1; eR

bulunur. s nin bir |G|-sayist (|G| nin ¢arpanlan arasinda) oldugu goézlenerek s=1;
dolaywsiyla e=(1,1,...,1,,, &, ...) oldugu ortaya ¢ikar. e'=1-e olsun. w; (e') nin izi 0
oldugundan, 1<i<k i¢in 7; (¢)=0 dir. O halde, S=F,,®...®F, olmak izere, eeSG
dir. I, R de €' nin katsayilarinca uretilen ideal ise, I’=IcS olup, Krull teoreminden I(1-
v)=0 olacak sekide bir yeI eleman vardir. O halde y* =y R olup; buradan, y=0 veya
v=1 dir. IcS oldugundan y=1 olup buradan y=0 ve I=0 ve dolayisiyla ¢'=0 ve e=1 elde
edilir.

Simdi bu teoremin keyfi karakteristikli durumuna bakalim.
2.1.14, Teorem:

R, 0 ve 1 den bagka idempotenti olmayan degismeli bir halka ve karak(R)=n>0
olsun. G; mertebesi R de bir birimsel olan, hig bir elemam (1) olmayan bir ¢ok devirli ~
x sonlu grup ise, RG grup halkasinda da agikar olmayan idempotentler yoktur.

ispat:

ecRG bir idempotent (20,1) olsun. R de idempotentler (20,1)
bulunmadiindan karak(R)=p" olacak bi¢imde bir p asali vardir. R yi nil radikaline,

gerekirse, bolerek R de nilpotent elemanlann bulunmadifini varsayabiliriz; 6zellikle bu
durumda karak(R)=p olur. Ayrica R yi e€RG nin sonlu tane katsayisindan (halka
olarak) iiretiimig; dolayisiyla Noetherian ve p karakteristikli cisimlerin bir direkt

garpimi iginde : RCI—[F;. olarak yerlesmis varsayabiliriz. Bu durumda ~RGc:HF,.
i=1 i=l

olur. 2.1.6 Onerme'den e=(1,1,l,...,1,0,0,...)el—[E G dir. e nin katsayilarinca

tiretilen ideal IcR ise I*=I olup, Krull teoreminden (Noetherian bir halkada bir I ideali

i¢in ﬂl“ =(0) dir < 1-I nin hig bir elemam sifir bolen degildir.) bir xel eleman: igin
i=1

I(1-x)=0 olacak sekilde bulunur. Buradan x’=x ve dolayisiyla x=0 veya x=1 ve I=R

olur ki, bu miimkiin olamaz; ¢iinkii e=(1,1,...,1,0,0,...)#(1,1,...,1) dir. Bu da ispat:
tamamlar. :
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2.2.0. Ornekler:
Bu kistmda D (p:asal), p inci dereceden dihedral grup, yani
D,=(xylx" =1, y’=1, y'xy=x"),

ve ,, 8. mertebeden kuaterniyon grup, yani

O,=(xylx* =1, x> =y* yxy ™ =x7),

olmak tizere QD ve CQ, grup halkalannin idempotentlerinin tam bir dékimi

verilmigtir,
2.2.1. QD, grup halkasinn idempotentleri:

G=D, olsun. p=2ise D, degismeli olup

1:QG—-QeQeQeQ
x—(1,-1,1,-1)
y—(1,1,-1,-1)

ile verilen 1 bir izomorfizma ve QG = Q@QEQ®Q dir. QG alalim. O halde
a’=a < 1)’ = t(a) oldugundan t(c), idempotent olacak sekildeki o lan
belirlememiz yeterli olacaktir. Bir a=a, +a,x +a,y +a,xy eQD, elemani igin

T(a)=a0T(l) +aIT(X) +a’2‘c(Y) +a3T(XY) = a'0(1': 1:1,1)+a1(17-1,1a-1)+
a,(1,1,-1,-1)+a,(1,-1,-1,1)=(a, +a, +a, +a,,a,—a, +a, —a,,a,+a, —a, —a,,
a,—a,—a,+a;) =(A,u,0,9) -

dir. Burada A,p,8,9=0 veya 1 dir.
a,+a, +a, +a;=A
4y —a; +a, —a;=|
a,+a, —a, —a,=d

a,—a,—a, +a,=9



denklem sistemi ¢oziliirse
8, =5 (49+-8) , @ = (- S-+3)

@y = 0-9448), 6y = (W+3-u¥0)
netice olarak; QD, nin idempotentleri

%[(?»+9+u-5)+(7»-3-u+5)x+(7»-9+u-5)y+(7&+9-u+5)xy]

elemanlarindan ibarettir. Simdi p>2 kabul edelim. € birimin p yinci dereceden bir ilkel
kokii: £7=1 olsun. F=Q[e+£™'] cismi igin QG=Q®Q®M, (F) izomorfizmasim
gosterecegiz. Burada M, (F), F cismi iizerinde 2x2 tiirdeki matris halkasidir.

T : QG- Q®Q@ M, (Q[e])

0 0 1
wx)=(1,1.X), X=[Z 8_,], y)=(1,-1,Y), Y=[l o;]

donigiimi, X°=I, Y’=1 ve Y'XY=X"' oldugundan iyi tammhl bir halka
homomorfizmasidir. T in  1-1 oldugunu gosterelim. aegek(t) olsun. a y1

o=(a, +ax+...+@, X7 )+(by + b x+...+b, ;x*")y bigiminde yazip t(c)=0 ise
=0 oldugunu goérelim

a,+ae+..+a,_ € by +b18+...+bp_ls""‘]_[0 O:I
00

'c(a)=[

* *

esitliginden
8, +ae+...+a, 8" =0

b, +bg+...+b, g7 =0

bulunur. ¢ min Q izerindeki minimal polinomu 1+&+& +..+£7" oldugundan
1=0,1,...,p-1 i¢in a,=a ve b,=b olup, a
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a=(1+x+...+x? " )(atby)
bi¢imini alir. O halde
0=t(a)=(pa+pb, pa-pb)

olur. Bu da a=0, b=0 olmasim gerektirir. Yani a=0 dirt orten degildir, ¢inku
E=Q@®Q® M, (Q[e]) nin Q-boyutu QG ninkinden gok daha buyiiktiir. $imdi

1 —¢
Z:

c:E—E, o(1,1,X)=(1,1,Z'XZ) ve o(1,1, Y)=(1,-1, 27'YZ),

matrisi igin

otomorfizmasin tanimlayalim. Buna gére at(x)=(1,1,Z7'XZ) ve at(y)=(1,-1,Z7'YZ)
bigiminde tammlanan o1, QG nin elemanlanni E nin i¢ine yerlegtirir. Aynca

1 -1 _(e+e
Z'X7Z= ve ziyz<|! “E¥ED)
-1 g+¢” 0 -1

nin her ikist M, (F) nin elemamdir. Buna gore

2p=boy(QG)=1+1+4(2 )=boy(QQEM, (F))

oldugundan G = Q®Q@®M,(F) dur.

Buna gore Q®Q®M,(F) nin tim idempotentlerini bulursak QG nin
idempotentlerini de bulmug oluruz; giinki a€QG igin o’ =a<:>(o'1:(a))? =gt(at) dir.

Kolaylik bakimindan ¢=c7t yazalim. Bir teQG elemani

P-] . p-l .
o=a, +a,x+... 48, X* "+ (b +bx+..+b, X"y =D ax +> bx'y
i=0 i=0

bigiminde olup ¢ altindaki goriintiisi
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[3S)

0(@) =3 2,06 +3.b,0()'0)

i=0

=iai (1,1,(Z7'XZ) )+§ b, (1,1,( Z—lxz)i X1,-1,( 2 YZ))

=(i(ai+bi), i(ai-bi), E(aiZ"XZ)‘ +b,(Z7'XZ)' (Z27'YZ))

olarak buluﬁur; ginkii 0(x)=(1,1,( Z7'XZ)) ve o(y)=(1,-1, (Z7'YZ)) dir. O halde

p-l p-1
A=>"a,,B=>b, igin,
i=0 i=0

e(a)=(A+B, A-B, pz_,]:ai (Z27'X' Z)+§ b (Z27'X'Z)(Z27'Y Z))

i=0 i=0

e LA g L [ e
0 &' e-e|-1 1

l-n _ .n-1 n__,-n
@'X2)* =2 X2 = — [S °ooETE }

. 1 |-t g 1 —(e+e™)
y4 1YZ= o g . =
E—¢€ 0 & -¢ 0 -1

I-n _ .n-1 n-2 _ -n+2
(Z—l XZ)n (Z_1 YZ)= 1 [8 € € € ]

olur. Diger taraftan,

g—g’! —g" g™ gl _ gl

olduklar basit hesaplamalarla gosterilebilir. s(n) =€ " -g ™ dersek

-s(n—1) s(n— 2)]

Z"X2Z)" (z-‘YZ)=-1—[_S(n) o

s(D)



elde edilir. O halde

s(n-1) s(n) L s(n-1) s(n—-2)
()~(A+B,A-B, Z (1)[ -s(n) s(n+l):| § s(l)[—s(n) s(n—1) ])

:v:(—an ~b,)s(n-1) pi (a,s(n)+b_s(n—2))
~(A+B, A-B,—ll— = = )
W > (~a,—b,)s(n) D (a,s(n+1)+b s(n-1))

bulunur. 2x2 tiriinde Q tizerindeki matris halkasinin idempotentlerinin kiimesini E ile
gosterirsek,

00 10 1[ ad bd
E= S o
{[0 0:| > [0 1]}U{ A[—ac —bc] | a, b, ¢, deQ, A=ad b0}

oldugu kolayca gosterilebilir. ¢(ct) nin idempotent olmasi igin,

A.u=0 veya 1 ve [c” c”]eE olmak tizere @(ct)=(A,, {c” Gz ])

Cy Cxn

21 22
olmasidir. Buise A+B=A, A-B=u ve

~1

(ak +b,)s(k—1) =—c,;s(1)

0

'U

P
it

p-1

(ags(k)+b,s(k-2)) =c,s(1)

k=0

p-1

Z (a +by)s(k) =—c,s(1)

k=0

’U
.._

(aks(k+1)+b s(k—=1)) =c,,s(1)

g

P
I}



olmasim gerektirir. A+B=A, A-B=y egitliklerinden A=(A+u)/2 ve B=(A-u)/2 bulunur.

Bu dort denklem sisteminde gerekli bazi diuzenlemeleri yapip, kolaylik saglamasi
bakimindan a,=a;,;b,=b,;b,,=b, ve a,,, =a, dersek su denklem sistemini

elde ederiz:

p-1

p-l
Sa=A)2 , 3 b =(A-p)2
i=0 i=0

Z::(akn +b,,)s(k) = —c,;s(1)

-
—

(a, +by,,)s(k) =c,s(1)

bl
1
_—

o
—

(a, +by)s(k) = —c,;s(1)

=
1
—

-1

(a,_; +by.)s(k) = c,,s(1)

1

o

=
i

s(k)=e* —g™* =¢* — "™ degerini burada yerine koyarsak,

p-1 p—

1
Sa=(tp)2 , Y. b=(A-p)2
i=0

i=0

p-1
k __ p-1
(ag, — Ayt b, - bp—k+l )E" =—CE+C,E
k=1

1
k __ p-1
(a, - a, +by., —bp—k+2)8 =CppE— (8
1

-

"
1]

p-1
> (a,+b.—a,, —b, )" =—c,e+c,e""
k=1
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p-1 :
k _ p-1
(@, =8, +bpy =D, )" =Cpe—cCpe
k=1

elde edilir. € un Q uzerindeki minimal polinomu 1+&+£* +.. +EP™ oldugundan, k=1
i¢in :

a,—a,+b,-b,=¢,

a,—-2a,,-b +b;=c¢c},

3,=8,, b, ~by =0y

ve k=2,3,...,p-2 i¢in

A ~8p T D =Dy =0
8 —a,; +b b, =0
a,—a,,tb —-b_ =0
=0

8~ 8, by —b

olarak buluruz. Fakat burada; yani, son dort denklem sisteminde k yerine p-k
aldigimizda denklemler degismediginden k=23,..p-2 yerine k=273, . (p-1)/2
almamiz yeterlidir. Ayrica, A

1 t=1icin
o= ;e
0, t20, t=1 i¢in

fonksiyonunu tamumlarsak, k=1,2,...(p-1)/2 igin bulunan denklem sistemleri

a,+a,+a,+..+a, , =(Atp)/2 _ ¢))
b, +b, +b,+...+b,_; =(A-p)/2 ()]
8y, —8, 4, + b, - b, =-0(k)c, 3)
a,—a,, +by,—b,\,, =0(k)c, | “4)

a —a,  +b,—b, =-a(k)c, (5)



a,,—a,,,+b,,—b, ., =0(k)c, (6)
bigimine girer. Simdi (3) ve (6) denklemlerini taraf tarafa ¢ikanrsak, k=1,2,... (p-1)/2
i¢in
(8 +a, 1)) — (@ Ta, ) = —0(k)(c), +¢3) (7N
elde edilir. Burada k=1 alirsak,

a,+a,,=2a,-¢,—Cyp (8)

ve sirayla k=2,3,...,(p-1)/2 alip alt alta yazarsak

a;+a, ;=a +a,,
a,+a, ,=a,+a,,

a;+a, s=a;+a,;

©

Ap-ryz TApay2 = p-sy2 T 3.5

Aoz Tagay2 = 8-z T80
esitliklerini elde ederiz. Bu egitlikleri biraz dikkatlice inceleyip, (8) 1 gozoniine alirsak,
ata,  =a,+ta, , =..= 84y, T a4y, =28, -C); —Cy (10)
oldugu gorulir. Bu degerlert (1) de yerine yazarsak,
a,ta,t..ta,, =a,+(a,+a,,)+ (@, +a, )+ (@, Fag.0ye) T(ATR)/2
veya

-1
oo + {2 22, -0, — ) =(hp)2

veya
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1
a, = ,)_I;[?\'"'P"'(p'l)(cn +Cy)] (11)
bulunur. Benzer sekilde (2) ve (3) denklemlerini taraf tarafa gikararak,
k=1,2,..,(p-1)/2 i¢in

(bysz +bp—k)_(bk +bp-—k+2) =a(k)(c,, +cy) (12)

bulunur. Buradan da k=1 i¢in

b, +b, , =2b, +(c}; +¢,) (13)

ve sirayla k=2,3,...,(p-1)/2 alip alt alta yazarak,
b,+b,,=b,+b,
by+b, ;=b,+b,
by+b, ,=b,+b,,

(14)
b(p+1)/2 + b(p+3)/2 = b(p—3)/2 + b(p+7)l2
b(p+3)/2 + b(p+1)/2 = b(p—l)IZ +.b(p+5)/2
esitliklerini elde ederiz. Buradan
b, +by=b;+b, =b,+b, ; =..= b 15, Tbpize =2b, +C; +Cy (15)
oldugu kolayca goriiliir. Bu degerlen (2) de yerine yazarak,
by +b,+...+b, , =b, +(by+b,)+(b;+b, )+ (b, +b,,)+...4+(be.1y2 +bipayn
-1 .
=b, +(E0)(2b, + ¢, +;)=(A-p)2
veya
1
bl = ,Tp'[}"'p'(p‘l)(c]z + czl)] (16)

bulunur. p=3 ise (11) ve (16) dan
a,=(1/6)(A+p+2(c), +¢5,)), b, =(1/6)(A-p-2(c,, +c,,))

dir. (4) ve (5) de k=1, p=3 olarak elde edecefimiz denklemleri taraf tarafa toplarsak,



2a,-2a,+b,-b, =¢;, — ¢,

buluruz. Yine (3) de k=1 alsak a, —a, +b, —b, =—c,, olur. Bu iki denklemi taraf
tarafa toplaylp ve a, nin deferini yerine yazarak; a, +a, = 2a, —c,, —¢,, oldugunu

hatirlarsak,
a,=(1/6)(Atp-2¢,, +2¢,, —2c,,)
a,=(1/6)(A+u-2c,, —2¢,, +2c,,)

buluruz. (3) de (15) esitlikleri kullamilirsa
b,=(1/6)(A-ut2¢,, —2c¢,, +2c,,)
b,=(1/6)(A-p-2¢,, +2¢,, +2¢,,)

bulunur. O halde QD, iin idempotentleri

o= (1/6)[(A-p+2¢,, +2¢,)+ (A +1—2¢, +2¢,, - 26, )x+ (A +p—2¢,, -
—2¢,, +2¢, )% +(A—p +2¢,, —2¢,, +2¢,, )y +(A—p—2c¢,, —2¢, )xy +

elemanlanndan ibarettir.

Simdi p > 5 kabul edelim. (3) denkleminde k yerine sirayla k - 1 ve k + 1 alip
taraf tarafa toplarsak, k =23, ..., (p-3)/2 igin

8y —Bpy T~ 2 tD D, —b b =-0(k-1)g, (17)

p-k
ve (4) ile (5) 1 taraf tarafa toplarsak, k =1, 2,..., (p-1)/2 i¢in

2a,-2a, , +b, b, —b, —b, ., =0 (k)(c), —cy) (18)
olur. (17) ve (18) esitliklerini taraf tarafa ¢ikanrsak, k=12,.., (p-1)/2 igin

8, —8, — 8., +a, .., =(C, - cyo(k)+elk-1)c,

buluruz. (7) den a,, =-a, +2a;—c; —C, oldugundan bu denklem
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2a; — 8, ¥, .5 =28, —C); —Cyy +(C); —Cy ) (k) +0(k-1)c,, (19)

seklini alir.

Simdi (19) dan elde edilecek denklemlerin genel yapisi hakkinda bir fikir
edinebilmek igin p = 5 ve 7 alarak elde ettigimiz denklem sistemlerini yazarsak su

neticeleri buluruz:
p=35 ig¢in a,=(1/10)(A+u+4(c,+c,))

a, | 11 2 ~1{4a,—2c, —=2¢y, +C;, —Cy a; | (-3, . 2a,~c,, —Cy
a,| S|-1 3 3a,—-¢,,~2¢cy, a, -a, 2a,~c,, —cC,,

p=7igin, a,=(1/14)}(A+pu+6(c,, +c,))

", ] _ o)
4 1 3-1 2 ’.’Zao =2¢;; =20y, +¢;, —Cy
a, |==|-1 5 -3 3a,-¢, ~2c,
| a, | 2-3 6] 23,—¢;—Cy
[a,] [-a,] [2a,-c, —¢,
a5 = —a2 + Zao—cll—022
[ag | [ 23, —Cy —Cyp
p =11 igin,
3 0 _l -‘ a] 2a0 _C” ""022 +c)2 ’—CZI
5 -
0 e 0 1 az ao - 022
— ) _
1 0 2 1 a, 0
-1 0 2 0 -1 a, 0
. . 0
'—1 0 2 0 ‘—1 a(p_,s)/'_i 0
—1 0 2 . a(p._3)/2 2a0 - C” - 022
] -1 1 2 J | 2¢p-1y2 | | 2a,—¢;) —Cy d

elde edilir.
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Bu katsayilar matrisini N ile gosterirsek, n=(p-1)/2 tek tamsayi ise

a1)r2
_(n+:)/2

-1 n-1
2n-1 -3
-3 3n-3
2n-3 -6
-5 3n-6

nez sn-1)r2 2as2) s(o1)iz o(arz)

-n 3(n+1)/2

ve n=(p-1)/2 ¢ift tamsay ise

~n/l2

dir. Burada, yani N™' matrisinin elemanlari arasinda,

bagintist vardir.

n+l

n -1 n-1
-1 2n-1 -3
n-1 -3 3n-3
-2 2n-3 -6
n-2 -5 3n-6

-3n/2

-2 n-2
2n-3 -5

-6 3n-6
4n-6 -10
-10 S5n-10

-2n S(n + l)/2

-2 n-2
2n-3 -5

-6 in-6
4n-6 -10

~10 5n-10

(av2)12 (a-1) 3nr2)r2 2(a-1) s(ne2)iz sa1) . (- 1)(as2)r2 -n(a-1)r2

2(n+l) -5n/2

-3n

3(n+l)

~(n—])/2
n+2

—3(n— l)/‘.’
2(111‘2)
~5(n— l)/?.

(n7l)/2 T
-n
3(n+ l)IZ

-2n

s{n+1)r2

(a-1)(as2) 2
~a(n-1)/2

—n(n;l)/Z
n(n+ I)/ZJ

(n+2)12

ani2 |
-(n—l)

n+l
n+2)r2 -3n/2
—2(n— 1) 2(n+ l)
s(n+2)/2 ~5nl2

~a(n-1)72. a(n+i)r2 ]
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[ —c.. - —c.. ]
20, =€) =0y +6; —Cy
[a, Ay ~Cp
a, 0
A= ve C =
a,, 0
(a4, ] 2a, - ¢ —Cp
| 2a, ¢, — ¢y i

ile gosterirsek A=N"'C, esitliginden, k=2,4,6,...,n (veya n-1) igin,
1
a, = %[/1+p.+(p—-k— Dey,~(p—k+1)c, —k(c, —c,)]

ve

1
a,. =7);[7\.+;.L—(p—l(+1)c”+(p—k—1)c22 +k(c,, —¢,)]

olur; k tek tamsayilan igin de; yani k=1,3,5,.. n (veya (n-1)) i¢in,

1
a, = ;—l;[k+u—(k+ ey, +(k—1)cy, +(p-k)(c,, ~¢,)]

ve

1

A =-’;5[)"+1J-+(k' Dey, = (k+1Dey = (p-k)(c;; —¢5)]

elde edilir. $imdi de b, leri belirleyelim. (4) de k yerine k-1 ve (5)de k yerine
k+1 ahp taraf tarafa toplarsak,

Qe Ta,, —a,  —a, gt 2b,, — bp—k—l - bp—k+3 =0 (k - 1)012 (19)

ve (2) ile (3) U taraf tarafa toplarsak, k=1,2;...(p-1)/2 i¢in
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Aoy Ta  —ap g T 2b,,, - bp—k+l = m(k)(czz —-cy) (20)

bulunur. (19) ile (20) esitliklerini taraf tarafa ¢ikartip (11) ifadesi dikkate alinirsa,
k=1,2,...(p-1)/2 iin

byies +2by, +b, 4 =4b, +2¢,, +2¢, —0 (k- 1)c, +o(k)(cy —¢,y) (1)
elde edilir.

p=5 ise b, =(1/10)(A - p —4(c, +c,,))

b,| 5|-1 3]i3b, +c,,+2¢c,

by]_[-.], [2bi+ei +ea
b,| |-b,| [2b,+c,+cy

p=7 1se b, =(1/14)(A—pn-6(c;, +c,,))
b, | 3 -1 2]2b,+c,+¢, —c, +cC,y
b, =; -1 5 -=3{3b,+c,, +2¢,,
b, 2-3 6}2b,+c,,+c,,
b, =b, | |2b,+c,, +¢,,
bs |=|-b, |+|2b, +c, +¢,,

olarak bulunur. p=11 ise
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b, 2b, +¢), +Cy — €y +Cyy
b, b, +¢,,
b, 0
B= ve C,=
D1y 2b, +cpp+Cy
| bperyz | | 2b, +cp +0y i

olmak iizere (21) esitliginde k nin sirayla k=1,2,.. (p-1)/2 deZerlerini verirsek bu esitlik
B=N"'C, seklinde yazilir. Bu ise b; lerin su degerlerini verir:

k=2,4.6,...(p+1)/2 (veya (p-1)/2)igin

1
b, = ',,_l;[ﬂ"‘u"'kclz —(k=2)c ~(p-k+1)(c,~¢;)]
veé
1
bp—k+2 =j)_p[/1"‘u-(k‘2)clz +ke, +(p-k+1)(c,—c,)];

k=13,5, ..,(pt1)/2 (veya (p-1)/2) igin
b, =$[ﬂ,—u-(p—k)c,2+(p-—k+2)c2, +(k-1)(c,,—¢xp)]
Ve
byoers = z—lp;[x— i+ (p-k+2)c, — (p= K)oy — (K= 1)(ey ~ )]

degerleri bulunur.
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2.2.2. CQ, Grup Halkasinin idempotentleri:
Q=(x,ylx* =1, x* =y, yxy™ =x")
grubunun CQ, grup halkas! i¢in

1: CQ,—»CO&CECHCEM,(C)
0i 0 -1
t(x)—(l,l,-l,-l,l:i O]), 't(y)—(l,-l,l,-l,lil O])

ile verilen T nin bir izomorfizma oldugu kolayca gosterilebilir. O halde CQ, in
idempotentleri COCE@COCO®M, (C) ninkilere kargihik gelen elemanlardir.

3 3
=Y ax +) bx'yeCQ,
i=0 i=0
elemaninin T altindaki gériintisi:
3 3 3 ) .
()= (a; +b,), Do(a;=b;), D (-D'(a; +b;)), D (~D'(a; b)),
1=0 i=0 i=0

[(ao —a,)+(b, =by)i (=b,+b,)+(a —a;)i

(bo = b,)+(a, —a,)i (a, —a,)— (b, "b3)i:|)=(x’u’5'8’E)

dir. (o) mn idempotent olmas igin gerek ve yeter sart A,11,5,9=0 veya 1 ve E* =E¢
M, (C) olmasidir. E nin A=ad-bc#0 olmak tizere

d bd
E=l a s a,b,c,deC
Al—-ac —-bc

bi¢ciminde oldugu kolayca gosterilebilir. O halde t(o)=(A,u,9,9,E) esitli{;inden su
denklemler ortaya ¢ikar:

a,+a,+a,+a;+b,+b, +b,+b; =2

a,+a, +a,+a,—b,—-b,-b,-b;=p

a,—a,+a,—a;+b,~b,+b,-b; =93
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a,—a, +a,—a,—b,+b,-b,+b,=9
a,—a,+1b, —ib, =ad/A
ia,—ia,-b,+b,=bd/A
ia, —1a,+b,—b, =—ac/A
a,—a,—ib, +ib, =~bc/A

Bu denklem sistemini g6zersek
a,=(1/8)(A+u+5+9-+2)
a,=(1/8)(A+u-6-9)~(/4A)(bd-ac)
a,=(1/8)(Atpu+8+3-2)
a,=(1/8)(A+u-8-8)+(i/4A)(bd-ac)
b,=(1/8)(A-u+6-3)-(1/4A)(ac+bd)
b,=(1/8)(A-u-8-9)-~(i/4A)(ad+bc)
b,=(1/8)(A-pu+8-9)+(1/4A)(ac+bd)
b,=(1/8)(A-pu-6+8)+(i/4A)(ad+bc)

degerlerini buluruz. Bunlann disinda E=0 ve I e kargilik gelen merkezi idempotentler
de
a,=(A+u+d+8)/8 , a,=(A+tu-6-9)/8 , a,=(A+p+d+8)/8 , a;=(A+u-3-9)/8

b,=(A-u+5-9)/8 , b,=(A-p-5+9)/8, b,=(A-p+5-8)/8 , b,=(A-p-5+9)/8

veya ‘

2, =(MHpt5+9+4)/8 a,=(A+-5-9)/8 , a,=(A+p+5-9-4)/8- , a,=(A
+1-5-8)/8

b,=(A-p+5-9)/8  , b=(A-p-5+9)/8 , b,=(A-u+8-8)/8 . b,=(A-u-5+

9)/8 olmak tizere
a=a, +a,X+2,Xx’ +a,x’ +byy + b xy +b,x’y + b,x’y

seklindedir.



36

3. BOLUM
GRUP HALKALARINDA MERKEZSEL IDEMPOTENTLER

G bir grup, K bir cisim olsun. G'nin burulmug elemanlarimin kiimesini T(G) ile
gosterelim. T(G) nin genelde bir alt grup olmadif bilinmektedir. Ornegin

0 -1 0 1
G=GL(2,K) grubunda a=(1 Ol’bz( : J icin a*=1,b*=1 olup a ve b

1 1
burulmus oldugu halde ab = (0 1) eleman1 burulmus degildir. Bu bolimde KG nin

birimsel grubu olan U(KG) tizerine konulacak bazi kosullarin T(G) yi G nin bir alt
grubuna dénustirdiga ve KT(G) nin her idempotentinin KG de merkezsel oldugunu
K nin karakteristifinin sifir oldugu durumda gorecegiz. karak(K) = p > 0 oldugu
durum [Coelho] da incelenmistir. Bu boélimde ortaya ¢ikan gozlemlerin en
ilginglerinden biri, dayanag1 T(G) de olan her idempotentin KG de merkezsel oldugu
durumda her t € T(G) elemanmin grubun i¢ otomorfizmalan altinda invariant birer alt
grup urettifi yaminda burulmug elemanlarin G de bir alt grup olusturdugudur. Bu
durum agagidaki 6nerme ile ifade edilebilir:

Onerme 1:

Dayanagi T(G) de olan her e € KG idempotenti KG de merkezsel ise su
ifadeler dogrudur:

Her t € G ve her x € G igin xtx™ =t! olacak bigimde pozitif bir j tamsayist

var ve T(G), G nin bir alt grubudur.

Ispat: t €T(G) nin mertebesi [t] ise t =1 olup e =|t[* (1 +t+t*+...+t"™), KG
nin bir idempotenti olup dyn(e) = {l,t,...,t("’I } < T(G) ve hipotezden e merkezsel, o

halde her
xeG igin xe=ex=> xex™ =e dir.

x(|t|‘1 (L t+ 12+t ))x'1 =t +xx 7 +xt?x 7 xt T xY

=t (14 t+ 12+ +t1)
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yaziligindan xtx™' = t’ olacak gekilde bir j pozitif tamsayis: vardur. t,,t, e T(G) igin
(tt;)! =ttt = ittt =it

ve benzer gekilde (t,t,) =trtit, ve r=|t | igin (t,t,)" =trt, =tF" e<t,>

olup s= t2[ igin (,t,)° =1=>t,t, e T(G) ve T(G), G nin bir alt grubu; hatta bir

normal altgrup olur.
Onerme 2:

F, sifir karakteristikli bir cisim olsun. Bu durumda FQg grup halkasinda
merkezsel olmayan idempotentler yoktur <> x* +y* +2z* = 0 denkleminin F de asikar

olmayan ¢oziimii yoktur.
Ispat:

S bir boliimli halka veya S =M, (F), F tzerinde 2 x 2 matrislerin halkas,

leakiizere
FQ;=FOFOF®F®S

veya FQ, =FOFOFOQFOFI@Fi®Fj@Fk oldugu bilinmektedir. Buna gore FQ,
de merkezsel olmayan bir idempotent bulunur <>S=M,(F) olmal; yani S de

nilpotent elemanlar bulunmahdir. Sonug [Sehgal, 4. ch. 1.13] den gikanlabilir.

Simdi 6n hazirhklanmizi bazi basit goézlemler ile tamamlayacagiz. FcL sifir
karakteristikli iki cisim, H sonlu abelian bir grup olsun. Yine {e, } ve {f

J<i<m J 1<j<n

elemanlar1 FH ve LH grup halkalarinin
FH=A ©A,@..0A

LH=B, ®B,®..0B,

dekompozisyonlarma karsihk gelen idempotent elemanlannin kimeleri olsunlar.
Katsayilan FH den LH ye genislettifimizde FH nin her basit A, bileseni LH nin baz:
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{BJ}} bilegenlerinin  bir toplam: olur. Bu durumda da e, #e, verildiginde
e, =y f ,vee =) f, yazanz, burada e, vee, nin ortak bir toplanan: yoktur.

Cinki eger 0 = f] gibi ortak bir toplananlan olsayd:
e, =fi+f,+.+f , e =f +f,+. +f

yaziligindan fie, =’ =f, (fif; =0,j#i icin cinkii A, A, =0,B, N B, = 0) ve benzer
sekilde fie, = fie, =0 oldugundan f, = 0 ¢ikar ki bu bir geliskidir. O halde e, ve e_ nin
ortak bir terimi oldugu durumda e, = e, olaca@ agikur.

Teorem:

K sifir karakteristikli bir cisim ve T=T(G) bir G grubunun burulmug
elemanlannin  kimesi olsun. Bu durumda KG'mmn, dayanagi T de kalan her
idempotenti merkezseldir <>

a) Hert € T ve her x € G igin xtx™' =t olacak sekilde bir j > 1 tamsayis:
vardir. Ustelik merkezsel olmayan her t € T elemani igin K da birimin |t| mertebeli hig
bir koki yoktur.

b) T ya abelian ya da: A her elemam tek mertebeli bir abelian grup, E
elementer abelian 2-grup; Q,, 8 mertebeli kuaterniyon grubu olmak izere
T = AxExQ, bigimindedir. Ayrica, K nin bir Q2 cebirsel kapaniginda, bir a2 € A igin
|€|=|a| olacak bigimde birimin her & kokii igin K(&) cismi x* +y* +z* = 0 denkleminin
(0,0,0) disindaki bir ¢6ziimiinii kapsamaz.

Ispat:

Once dayanag T de kalan bir idempotentin merkezsel oldugunu varsayip (a)
ve (b) nin dogrulugunu gorelim. (a) ifadesinin ilk kismi 6nerme 1 de gosterildi. Yani
hert € T ve her x € G igin xtx™' =t olacak sekilde bir t pozitif tamsayisi vardir.
j=1+k|t], keN, igin, xtx™ =t t €Z(G) oldugundan j#1(Mod|t]) dir. <t >
abelian bir grup oldugundan indirgenemez representasyonlaninin tiimiiniin derecesi 1
olup K<t> grup halkasi, cisimlerin bir direkt toplam: olarak

o:K1ty=K,8..0K, =K(E)®...0K(E,)
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bigiminde yazilabilir. Burada &, ler birimin bir kokii olup en az birisi, 6rnegin £, ; |t|

mertebesindendir; ¢iinkii,
OW=(E),E,,....E,) ise t=1
oldugundan (¢! €l, . ety=(,1,...1) dir.

Yaniheri=1,2, ..,s igin E;Ii‘l =1(E, || |t] ve her bir &, nin mertebesi |t| nin

0z bolenleri olsayd: ¢(t) nin mertebesi |t| ye esit olamazdi. KT nin her idempotenti KG
de merkezsel oldugundan her xeG ile eglenik olma fonksiyonu bir 0K <t>=K <t>
otomorfizmas: tanimlar, 6 nin her bir K,,1<i <s basit bileseni tizerindeki etkisi de

6,:K, = K, otomorfizmasim belirler.
K, =K(€,) = {a, +a &, +a,2+. . +a, LE5|a, eK ¢, |=k}

oldugundan her bir K, K nin K, ile belirttifimiz bir izomorf goriintiisiinii kapsar.
Otomorfizma, genisleten eleman yani £, ler iizerinde etkili oldugundan K, ler 6, ler

altinda sabit kalirlar. xtx™' =t’ oldugundan 6,(§,) =&] =&, ve dolayisiyla €, ¢K dir.
O halde K birimin |t| mertebesinde bir kokiinii kapsamaz. Onerme 1 den T nin tiim alt

gruplann normaldir. Tum alt gruplan normal olan bir grubun abelian ya da
T = AxExQ, bigiminde oldugu iyi bilinen bir gergektir [Hall, Thm 12.5.4]. Buna gore

T nin abelian olmadif durumda bir a € A elemami alalm. Ispatin girisinde oldugu gibi
€, ler birimin kokleri ve [£;| = |a| olmak iizere

K<a>=K ®..8K,, K, =K(,)
yazalim. K (§,), K <a> grup halkasinda izomorfik olarak kapsandigindan
K() <K <a> = K(§,)Q, o (K <a>)Q; =K(<a>xQ;)

olup K(<a >xQ,),K(§,)Q, halkasimin bir izomorf goriintiisiinii kapsar ve hipotezden
K(&,)Q, m tiim idempotentleri merkezseldir. O halde sonug 6nerme 2 den gikar.

Simdi (a) ile birlikte (b) de T nin G de bir abelian alt grup oldugunu
varsayahm. eeKT bir idempotent olsun. e nin KG de merkezsel oldugunu
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gosterece@iz. dyn(e) = {t],tz,...,tm} ise eeK<t,,t,,...,t, >=K<dyn(e)> dir.

Burada <dyn(e)>, e nin dayanagmin G de trettifi alt grup olup tiim iiretenler sonlu
mertebeli olduundan sonludur. Dolayistyla e sonlu bir grubun grup halkasinda
yeralmaktadir. Bu yizden T yi sonlu [T|=A olarak disinebiliriz. Ayrica KT nin her
idempotent ilkel idempotentlerin bir toplami oldugundan tartigmamz e nin kendisinin
ilkel oldugu duruma indirgeyebiliriz, ¢linkii € nin ilkel bilesenleri grup halkasinda
merkezsel oldufu takdirde e nin kendisinin de merkezde olacag: agikur. T yi sonlu
varsaydifimizdan elemanlarinin mertebeleri de sonlu alacagindan T nin issii, T nin
tiim elemanlarimt birime donigtiiren en kiigiik pozitif tamsayist olarak belirlidir. £, T
nin iissii mertebesinden, birimin bir ilkel koki olsun. Buna gore e eKT cK(Q)T
idempotenti K(C)T nin ilkel idempotentlerinin bir toplami olarak yazilabilir. f
bunlardan birisi olsun: e=f+...

K@) ={a, +ag+a,0+. +a, " | a €K}
cisim geniglemesinin her K-otomorfizmasi ¢ € AutK(€),
K@OT = {aut, ..+t Jo, eK(@st; €T, 15 j< A} cKG
nin bir ¢ otomorfizmasina
oot +...+a,t, ) = oot +...+o(a,)t,

bigiminde genigletilebilir. Bu gekildeki otomorfizmalar ig¢inden f de hesaplandifinda
farkli gériintiiler verenleri I=¢,,0,,...,9, ile gosterelim.

e =¢,(f)+...+, () olsun. ¢ =¢ oldugunu gosterecegiz. Once heri=1,2, —

r i¢in ¢,(f) mn KT de birer idempotent oldugunu gorelim: f bir. idempotent

vesy

oldugundan ¢,(f) homomorfik goriintilerinin de birer idempotent oldugu agikardr.
o,(f=g,+g, ; g =¢g , 88 =0,i=1, 2 oldugu durumda

f= ¢i—l(g] +8,)= ¢l_l (&) +¢i_l (8,) ve ¢1—l (gl)¢i_1 (8,)= ¢:l (8.8,)=0

ifadesi f nin ilkelligine aykindir. O halde ¢,(f)ler birer ilkel idempotenttir. i # j igin
0;(f)¢;(f) = 0 oldugundan

(e")" = (@i(H)+...+9, (D) (¢, (D)+...+¢, (D)) =
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=(¢,(D)+...+¢, () =" = +¢,(O)+...+¢, ()

olup e* eleman: da bir idempotenttir. ¢, =1 birim otomorfizma oldugundan f hem e
hem de e da birer toplanan olarak goziikmektedir. Teoremden onceki gozlemden, €’
eKT idempotentinin de ilkel oldugunu goriirsek, e"= e oldugu gosterilmis olur. ¢’in

KT de ilkel oldugunu gérmek igin dnce ¢ mn katsayilannin K da olduguna bakalim. ¢
, K(¢) nin herhangi bir K-otomorfizmast olsun, ve ¢ nin K({)T ye genislemesini ¢ ile

gosterelim. O zaman ¢(e” )= 6.¢,(f) = ¢,(f)= e’ €KT dir. Ciinkii her i = 1,
i=1 i=l

2, ..., rigin §.9, ler de f de farkh degerler alir. Ciinkii efier i # j igin ¢.0,(f) = ¢.6,(f)
olsa ¢;(f) = ¢,(f) olur ki bu ¢, lerin segimine aykint ditger. O halde

{¢'¢i}15i5r = {(bi}islsr

dir.

Simdi de ¢" n KT de ilkel oldugunu gorelim. e"=e, +e,;e,,e, eKT dik
idempotentler olarak yazalim. e, vee, yi K({)T nin ilkel dik idempotentlerinin
toplami olarak yazdifimizda e, ve e, nin ortak terimi olmayacaktir. Bu ylizden,

gerekirse yeniden siralayarak
e, =0,(H)+...+¢,,(f) ve e,=¢,()+...+¢, (f)

bigimindeyazabiliriz. e, eKT oldugundan tiim K-otomorfizmalan altinda sabit kalr.
Ozel olarak

e, =0,(e)=0¢,.0,(D)+...+6,.6,,(F)

fakat ¢,.9,(f) = ¢,(f) oldugundan e, ve e, nin ortak bir toplanan: ortaya gikar ki bu
bir geliskidir. O halde e’ = e dir.

xeG herhangi bir eleman olsun; ve T yi devirli gruplann bir direkt garpim
olarak T=<t, >x...x <t, > bigiminde yazahm. Her k = 1, 2,..., s igin xt,x”' =t}
olacak bigimde pozitif bir j tamsayisinin bulundugu (a) da verilmiti. Sonlu grup
halkalarinda ilkel idempotenﬂerin bi¢imini veren teoremlerden birisi [Isaacs, Thm
2.12] geredi



Z x(t™)t

teT

oldugu bilinmektedir. Burada %, T nin, degeri K({) cisminde olan bir indirgenemez
karakteridir. Buna gore

e= (f)= Z o, (ITIZ x(t7)1)
olup

xex™ = mZ(Z & (et Gex ™)) = mZ(Z ¢ (et

dir. e nin merkezsel olduunu gérmek igin xex™' = e; dolayistyla her t € T igin
2. 6 =2 ¢, (x(t)))
i i=1

oldugunu gostermek yeterlidir. T abelian ve K(), T nin bir agihim cismi (splitting
field) oldugundan y(t) birimin bir ilkel kokii olup bu ilkel kokiin mertebesi T nin ussii

(expT)ni boler. O halde y(t) =&; € nm bir kuvvetdir. (a) dan t nin merkezsel
olmadig1 durumda {¢K olup K(£) min bir K-otomorfizmasim ¢(¢) =&’ olacak sekilde

tamimlaylp bu otomorfizmayr K({)T nin bir K-otomorfizmasina bilinen gekilde
genisletebiliriz. Bu otomorfizmay: ¢ ile gosterelim. {¢i}1515r={¢i 06}14(r oldugundan

> =2 6.0=3 °50=% 6E)=2 &0t

olup istedigimiz sonuca ulasinz.

Son durum olarak (a) ve (b) saglansin ve T nin abelian olmadifim varsayalim.
Onceden oldugu gibi T nin sonlu oldufunu varsayabiliriz. Yine § birimin |{|=exp(A)

mertebeden bir ilkel koki olsun. Bu durumda AxE abelian bir grup oldugundan
K(AxE)=®K, , tiimii K(C) cisim genislemesi iginde yer alan K, cisimlerinin bir direkt

toplamui olarak yazabiliriz. O halde

KT=K(AxExQ,) =K(AXE)Q, = ®K,Q,
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olup, hipotezden x* +y’> +2z* =0 denkleminin bu K, cisimlerinin higbirinde agikar
olmayan ¢6ziimii yoktur. O halde Onerme 2 den K.Q, in idempotentleri KT de

merkezsel olup bunun sonucu olarak baslangigta ele aldifimiz e idempotenti bu
merkezsel idempotentlerin bazilarinin toplami oldugundan e de merkezseldir. Bu € nin
KT de merkezsellifini gostermek igin herhangi bir xeG alaim. Bunun i¢in K Q,
bigimindeki her bilegendeki her bir idempotentin x ile yer degistifini gormek yeterlidir.
Bunun igir K, nin birimini u, ile gosterelim. p,, K, (AxE) de idempotent
oldugundan her xe@ ile yer degistifinden p, ler KG de merkezseldir. O halde K Q,

deki idempotentler bu grup halkasinin basit bilesenlerine karsiik gelen idempotentlerin
aynisi olup bunlarin agik bir dokiimi 1.bolamiin sonunda verilmigti.

Q,=(a,b|a*=1,a°=b’ , bab™' =a’)
olduguna gore bu idempotentler: |
e, =%(1+a+a2 +a’+b+ab+a’b+a’b)
e, -—-%(l+a+a2 +a’-b-ab-a’b-a’b)

e3=&(1—a+a2—a3+b~ab+a2b—a3b)
8

e, =Hii-a+a’-a’—b+ab-a’b+a’h)

e, =—-(1-2a%)

o "C

'=3%b dir. Biitiin bu

durumlarda yukandaki idempotentler merkezsel olup sonug olarak e nin kendisi de

dir. (a) dan xax'=a veya xax'=a’ ve yine xbx'=b veya xbx~

merkezseldir.
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OZET

Bu caliyma t¢ bolumden olugmaktadir. Birinci bolimde, daha sonraki
bolimlerde kullanilan bazi tanimlar ve 6zellikler kisaca verilmustir.

Ikinci bélim iki kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda grup halkalarinda
idempotentler ve idempotentler ile olan iliskisinden dolay: sifir bolen elemanlarla ilgili
yapilan bazi temel galigmalar verilmistir. Ikinci kisimda da bu gahsmalari destekleyici
nitelikte olan bazi grup halkalan (QDp ve CQgnin idempotentleri tamamen

karekterize edilmistir.

Ugiincii bolimde grup halkalarinda merkezsel idempotentlerle ilgili baz
ozellikler verilmigtir.
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SUMMARY

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, some basic
definitions and properties used in the other chapters are given without details,

The second chapter also consists of two sections. In the first one, some
fundamental works done on idempotents and zero divisors (due to its relationship to
idempotents) of group rings are given. In the second one this work was suported by
two examples: QDp and CQj.

In the third chapter, some properties of central idempotents of group rings are
given.
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